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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១េរៀបេរៀងេដាយៈ � ហុងី វុទ្ធី

I. (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖
ក. lim

x→2

(
x2 + cos

πx
4

)
ខ. lim

x→−1

x2 +3x+2
x2−1

គ. lim
x→ π

6

2sin
(
x− π

6

)
√

3−2cosx

II. (១៥ពិន្ទុ) អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x3−2x2 +3x−1

x−1
,x ̸= 1 ។

ក. កំណត់តៃម្ល a,b,c និង d េដីម្បឱី្យ f (x) = ax2 +bx+ c+
d

x−1
។

ខ. គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ I =
∫ 0

−1
f (x)dx ។

III.  (១៥ពិន្ទុ) េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច z =
√

2+
√

2+ i
√

2−
√

2 ។
ក. គណនា z2 រចួសរេសរ z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។ ខ. ចូរសរេសរ z ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។
គ. ទាញរកតៃម្ល្របាកដៃន cos

π
8
និង sin

π
8
។

IV. (១០ពិន្ទុ) ក្នុងអាងចញ្ច ឹម្រតីមួយមាន្រតីពណ៌្រកហម៤ និង្រតីពណ៌ស ៣កបល ។ េគចាប់្រតី២កបលមកដាកក់្នុងអាងថ្មេីដាយៃចដន្យ។ រក
្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖
A : ្រតីពណ៌្រកហមទាងំ២កបល។ B : ្រតីពណ៌សទាងំ២កបល។ C : ្រតីមួយក្នុងមួយពណ៌។

V. (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+3y = 3x−1 ។
ក. េដាះ្រសាយសមីការ y′′−2y′+3y = 0 ។
ខ. កំណត់តៃម្ល a,b េដីម្បឲី្យ yp = ax+b ជាេម្លីយៃនសមីការ (E) រចួទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ។

VI. (១០ពិន្ទុ) ប៉ារ៉ាបូល (P) មួយមានកំពូល V (1,−2) និងកំណំុ F(1,0)។
ក. សរេសរសមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល (P) ។ ខ. រកសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស(∆) ៃន (P) ។
គ. សង់្រកាបៃនប៉ារ៉ាបូល (P) ។

VII. (២០ពិន្ទុ) ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(−1,0,2),B(0,−1,1) និងC(1,2,−1) ។
ក. រកវុចិទ័រ −→AB និង −→AC ។ ខ. សរេសរសមីការប្លង់ (α)កាត់តាមចំណុច A,B និងC ។
គ. គណនា្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណ ABC និងមាឌេត្រតាែអ៊ត OABC ។

VIII. (៣០ពិន្ទុ) អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ែដល x ̸= 0 េដាយ f (x) = x− ex

ex−1
មាន្រកាបតំណាង (C) ។

ក. គណនា lim
x→0

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។
ខ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 : y = x ជាអាសីុមតូេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង −∞ រចួសិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ d1 ។
គ. បងា្ហ ញថាចំេពាះ x ̸= 0 េគបាន f (x) = x−1− 1

ex−1
។ គណនា lim

x→+∞
f (x) ។

ឃ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d2 : y = x− 1 ជាសមីការអាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ខាង +∞ រចួសិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និង
បនា្ទ ត់ d2 ។

ង. គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f ′(x)> 0 ចំេពាះ x ̸= 0។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
ច. គណនា f (1) និង f (−1) ។ សង់បនា្ទ ត់ d1,d2 និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់

ខ័ណ្ឌ េដាយ្រកាប (C) បនា្ទ ត់ d1 និងបនា្ទ តឈ់រមានសមីការ x = 1 និង x = 2 ។ េគឲ្យ e
e−1

= 1.6 និង 1
1− e

=−0.6 ។

Tel: 016 434 006 ១  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីត៖
ក. lim

x→2

(
x2 + cos

πx
4

)
= 22 + cos

2π
4

= 4+ cos
π
2
= 4

ដូចេនះ lim
x→2

(
x2 + cos

πx
4

)
= 4

ខ. lim
x→−1

x2 +3x+2
x2−1

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→−1

x2 + x+2x+2
x2−12 = lim

x→−1

x(x+1)+2(x+1)
(x−1)(x+1)

= lim
x→−1

(x+1)(x+2)
(x−1)(x+1)

=
−1+2
−1−1

=
1
−2

ដូចេនះ lim
x→−1

x2 +3x+2
x2−1

=−1
2

គ. lim
x→ π

6

2sin
(
x− π

6

)
√

3−2cosx
រាងមិនកំណត់ 0

0

តាង t = x− π
6
នាឲំ្យ x = t +

π
6

េបី x→
π
6
នាឲំ្យ t→ 0

េគបាន lim
t→0

2sin t√
3−2cos

(
t + π

6

) = lim
t→0

2sin t√
3−2

(
cos t cos π

6 − sin t sin π
6

)
= lim

t→0

2sin t
√

3−2
(

cos t ·
√

3
2 − sin t · 1

2

)
= lim

t→0

2sin t√
3−
√

3cos t + sin t

= lim
t→0

2sin t√
3(1− cos t)+ sin t

= lim
t→0

2×2sin t
2 · cos t

2√
3(2sin2 t

2)+2sin t
2 · cos t

2

= lim
t→0

2cos t
2√

3sin t
2 + cos t

2

=
2×1

1
= 2

ដូចេនះ lim
x→ π

6

2sin
(
x− π

6

)
√

3−2cosx
= 2

II. េគមាន f (x) =
x3−2x2 +3x−1

x−1
,x ̸= 1

ក. កំណត់តៃម្ល a,b,c និង d

េគមាន x3−2x2 +3x−1
x−1

=
x3− x2− x2 + x+2x−2+1

x−1

=
x2(x−1)− x(x−1)+2(x−1)+1

x−1

= x2− x+2+
1

x−1

សមមូល ax2 +bx+ c+
d

x−1
= x2− x+2+

1
x−1

ដូចេនះ a = 1,b =−1,c = 2 និង d = 1

Tel: 016 434 006 ២  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី
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ខ. េគបាន I =
∫ 0

−1

(
x2− x+2+

1
x−1

)
dx

=

[
x3

3
− x2

2
+2x+ ln |x−1|

]0

−1

= (0−0+0+ ln1)−
(
−1

3
− 1

2
−2+ ln2

)
= 0−

(
−2−3−12

6
+ ln2

)
=

17
6
− ln2

ដូចេនះ I =
17
6
− ln2

III. េគមាន z =
√

2+
√

2+ i
√

2−
√

2

1. គណនា z2

េគបាន z2 =

(√
2+
√

2+ i
√

2−
√

2
)2

=

(√
2+
√

2
)2

+ i2
(√

2−
√

2
)2

+2i
√

2+
√

2
√

2−
√

2, i2 =−1

= 2+
√

2−2+
√

2+2i
√

2 = 2
√

2+2i
√

2

សរេសរ z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េគបាន z2 = 4

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
= 4

(
cos

π
4
+ isin

π
4

)
ដូចេនះ z2 = 2

√
2+2

√
2i និង z2 = 4

(
cos

π
4
+ isin

π
4

)
2. សរេសរ z ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគបាន z =

√
2+
√

2+ i
√

2−
√

2

=
√

2

√1+

√
2

2
+ i

√
1−
√

2
2


=
√

2
(√

1+ cos
π
4
+ i

√
1− cos

π
4

)
=
√

2
(√

2cos2 π
8
+ i
√

2sin2 π
8

)
=
√

2
(√

2cos
π
8
+ i
√

2sin
π
8

)
ដូចេនះ z = 2

(
cos

π
8
+ isin

π
8

)
3. ទាញរកតៃម្ល្របាកដៃន cos

π
8
និង sin

π
8

េគបាន
√

2+
√

2+ i
√

2−
√

2 = 2
(

cos
π
8
+ isin

π
8

)
= 2cos

π
8
+ i2sin

π
8

⇔


2cos

π
8

=

√
2+
√

2

2sin
π
8

=

√
2−
√

2
⇔


cos

π
8

=

√
2+
√

2
2

sin
π
8

=

√
2−
√

2
2

ដូចេនះ cos
π
8
=

√
2+
√

2
2

និង sin
π
8
=

√
2−
√

2
2

IV. តាង S : េគចាប់្រតី២កបលមកដាក់ក្នុងអាងថ្មីេដាយៃចដន្យេចញពី្រតីសរុប ៧កបល
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នាឲំ្យ n(S) =C(7,2) =
7!

(7−2)!2!
=

5!6 ·7
5!2!

= 3 ·7 ជេ្រមីស

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍A

្រពឹត្តការណ៍ A :្រតីពណ៌្រកហមទាងំ២កបល នាឲំ្យ n(A) =C(4,2) =
4!

(4−2)!2!
=

2!3 ·4
2!2!

= 2 ·3 ជេ្រមីស

េគបាន ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A គឺ p(A) =
n(A)
n(S)

=
2 ·3
3 ·7

=
2
7

ដូចេនះ p(A) =
2
7

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍B

្រពឹត្តការណ៍ B :្រតីពណ៌សទាងំ២កបល។ នាឲំ្យ n(B) =C(3,2) =
3!

(3−2)!2!
= 3 ជេ្រមីស

េគបាន ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ B គឺ p(B) =
n(B)
n(S)

=
3

3 ·7
=

1
7

ដូចេនះ p(B) =
1
7

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍B

្រពឹត្តការណ៍C :្រតីមួយក្នុងមួយពណ៌។ នាឲំ្យ n(C) =C(4,1)C(3,1) = 4 ·3 ជេ្រមីស

េគបាន ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍C គឺ p(C) =
n(C)

n(S)
=

4 ·3
3 ·7

=
4
7

ដូចេនះ p(C) =
4
7

V. េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+3y = 3x−1

ក. េដាះ្រសាយសមីការ y′′−2y′+3y = 0

មានសមីការសមា្គ ល់ r2−2r+3 = 0

r2−2r+1+2 = 0

(r−1)2− (i
√

2)2 = 0

(r−1− i
√

2)(r−1+ i
√

2) = 0

នាឲំ្យ

r−1− i
√

2 = 0

r−1+ i
√

2 = 0
នាឲំ្យ

r = 1+ i
√

2

r = 1− i
√

2

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ yc = (Acos
√

2x+Bsin
√

2x)ex ែដល A,B ∈ R

ខ. កំណត់តៃម្ល a,b េដីម្បឲី្យ yp = ax+b ជាេម្លីយៃនសមីការ (E)
នាឲំ្យ y′p = a⇒ y′′p = 0 េគបាន y′′p−2y′p +3y = 3x−1

0−2a+3(ax+b) = 3x−1

3ax+3b−2a = 3x−1

សមមូល

3a = 3

3b−2a =−1
សមមូល

a = 1

b =
−1+2

3
=

1
3

ដូចេនះ a = 1 និង b =
1
3

នាឲំ្យចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) គឺ y = yc + yp
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ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) : y = x+
1
3
+(Acos

√
2x+Bsin

√
2x)ex ែដល A,B ∈ R

VI. េគមានកំពូល V (1,−2) និងកំណំុ F(1,0)

ក. សរេសរសមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល (P)

េដាយ កំពូល V និងកំណំុ F មានអាប់សីុសដូចគា្ន
េនាះប៉ារ៉ាបូលមានអ័ក្សឆ្លុះឈរ
សមីការស្ដង់ដា មានរាង (x−h)2 = 4p(y− k)

• កំពូល

V (1,−2)

V (h,k)
⇒ h = 1, k =−2

• កំណំុ

F(1,0)

F(h,k+ p)
⇒ k+ p = 0

−2+ p = 0

p = 2

ដូេច្នះ សមីកាស្ដង់ដាគឺ  (x−1)2 = 8(y+2)

ខ. រកសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស(∆) ៃន (P)
េគបាន (∆) : y = k− p =−2−2 =−4

ដូេច្នះ សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស(∆) : y =−4

គ. សង់្រកាបៃនប៉ារ៉ាបូល (P)

x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

•
V

•
F

(∆)

VII. េគមានចំណុច A(−1,0,2),B(0,−1,1) និងC(1,2,−1)

ក. រកវុចិទ័រ −→AB និង −→AC

េគបាន −→AB = (0+1,−1−0,1−2) = (1,−1,−1)
−→
AC = (1+1,2−0,−1−2) = (2,2,−3)

ដូចេនះ −→AB = (1,−1,−1) និង −→AC = (2,2,−3)

ខ. សរេសរសមីការប្លង់ (α)កាត់តាមចំណុច A,B និងC
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នាឲំ្យ

−→
AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

1 −1 −1

2 2 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣= i⃗

∣∣∣∣∣∣−1 −1

2 −3

∣∣∣∣∣∣− j⃗

∣∣∣∣∣∣1 −1

2 −3

∣∣∣∣∣∣+ k⃗

∣∣∣∣∣∣1 −1

2 2

∣∣∣∣∣∣
= (3+2)⃗i− (−3+1) j⃗+(2+2)⃗k

= (5,2,4)

េគបាន (α) : 5(x+1)+2(y−0)+4(z−2) = 0

5x+2y+4z+5−8 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់ (α) : 5x+2y+4z−3 = 0

គ. គណនា្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណ ABC

េគបាន S∆ABC =
1
2
|−→AB×−→AC|

=
1
2

√
52 +22 +42

=
3
√

5
2

ដូចេនះ ្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណ ABC គឺ S∆ABC =
3
√

5
2
ឯកតាៃផ្ទ

រកមាឌេត្រតាែអ៊ត OABC

េដាយ −→AO = (0+1,0−0,0−2)

= (1,0,−2)

នាឲំ្យ (−→AB×−→AC) ·−→AO = (5)(1)+(2)(0)+(4)(−2)

= 5−8 =−3

េគបានមាឌេត្រតាែអ៊តគឺ VOABC =
|(−→AB×−→AC) ·−→AO|

6

=
|−3|

6
=

3
6
=

1
2

ដូចេនះ មាឌេត្រតាែអ៊តគឺ VOABC =
1
2
ឯកតាមាឌ

VIII. េគមាន្រកាប (C) : f (x) = x− ex

ex−1

ក. គណនា lim
x→0

f (x) និង lim
x→−∞

f (x)

េគបាន lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(
x− ex

ex−1

)
=+∞ េ្រពាះ lim

x→0−

ex

ex−1
=+∞

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x− ex

ex−1

)
=−∞ េ្រពាះ lim

x→0+

ex

ex−1
=−∞

និង lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x− ex

ex−1

)
=−∞ េ្រពាះ lim

x→−∞

ex

ex−1
= 0

ដូចេនះ lim
x→0−

f (x) = +∞, lim
x→0+

f (x) =−∞ និង lim
x→−∞

f (x) =−∞

ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

េដាយ lim
x→0

f (x) =±∞ េនាះបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
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ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

ខ. បងា្ហ ញថា d1 : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង −∞

េគមាន lim
x→−∞

[ f (x)− y] = lim
x→−∞

[(
x− ex

ex−1

)
− x
]

= lim
x→−∞

(
− ex

ex−1

)
= 0

ដូចេនះ d1 : y = x ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង −∞

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ d1

េគមាន f (x)− y =− ex

ex−1

េបី x > 0 េនាះ ex > 1⇔ ex−1 > 0 េគបាន ex

ex−1
> 0

− ex

ex−1
< 0

⇒ f (x)− y < 0

េបី x < 0 េនាះ ex < 1⇔ ex−1 < 0 េគបាន ex

ex−1
< 0

− ex

ex−1
> 0

⇒ f (x)− y > 0

ដូចេនះ េបី x > 0 ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d1

េបី x < 0 ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ d1

គ. បងា្ហ ញថាចំេពាះ x ̸= 0 េគបាន f (x) = x−1− 1
ex−1

េគមាន f (x) = x− ex

ex−1

= x−1+1− ex

ex−1

= x−1+
ex−1− ex

ex−1

= x−1− 1
ex−1

ដូចេនះ f (x) = x−1− 1
ex−1

គណនា lim
x→+∞

f (x)

េគបាន lim
→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x−1− 1

ex−1

)
=+∞ េ្រពាះ lim

x→+∞

1
ex−1

= 0

ដូចេនះ  lim
x→+∞

f (x) = +∞

ឃ. បងា្ហ ញថា d2 : y = x−1 ជាអសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង +∞

េគបាន lim
x→+∞

[ f (x)− y] = lim
x→+∞

[(
x−1− 1

ex−1

)
− (x−1)

]
= lim

x→+∞

1
ex−1

= 0

ដូចេនះ d2 : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង +∞
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សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ d2

េគមាន f (x)− y =− 1
ex−1

េបី x > 0 េនាះ ex−1 > 0 េគបាន 1
ex−1

> 0

− 1
ex−1

< 0

⇒ f (x)− y < 0

េបី x < 0 េនាះ ex−1 < 0 េគបាន 1
ex−1

< 0

− 1
ex−1

> 0

⇒ f (x)− y > 0

ដូចេនះ
េបី x > 0 េនាះ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម d2

េបី x < 0 េនាះ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលី d2

ង. គណនា f ′(x)

េគបាន f ′(x) =
(

x−1− 1
ex−1

)′
= 1+

(ex−1)′

(ex−1)2

= 1+
ex

(ex−1)2

ដូចេនះ f ′(x) = 1+
ex

(ex−1)2

បងា្ហ ញថា f ′(x)> 0 ចំេពាះ x ̸= 0

េដាយ ex > 0 និង (ex−1)2 > 0 េនាះ f ′(x) =
ex

(ex−1)2 > 0

ដូចេនះ f ′(x) =
ex

(ex−1)2

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

ច. គណនា f (1) និង f (−1)

េគបាន f (1) = 1− e
e−1

= 1−1.6 =−0.6

f (−1) =−1− e−1

e−1−1
=−1−

1
e

1
e −1

=−1− 1
1− e

=−1+0.6 =−0.4

ដូចេនះ f (1) =−0.6 និង f (−1) =−0.4
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សង់បនា្ទ ត់ d1 : y = x

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 1

y 0 1

សង់បនា្ទ ត់ d2 : y = x−1

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 1

y −1 0

សង់បនា្ទ ត់ (C) : f (x) = x− ex

ex−1

តារាងតៃម្លេលខ
x −2 −1 1 2

y −1.8 −0.4 −0.6 0.8

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5
d1

d2

(C)

(C)

គណនាៃផ្ទ្រកឡាខ័ណ្ឌ េដាយ (C),d1 បនា្ទ ត់ x = 1 និង x = 2

តាម្រកាបេគបាន S =
∫ 2

1
[y− f (x)]dx

=
∫ 2

1

[
x−
(

x− ex

ex−1

)]
dx

=
∫ 2

1

ex

ex−1
dx

= ln |ex−1|21
= ln |e2−1|− ln |e−1|

= ln
∣∣∣∣e2−1

e−1

∣∣∣∣
= ln |e+1|

ដូចេនះ  S = ln |e+1| ឯកតាៃផ្ទ
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ២េរៀបេរៀងេដាយៈ � ហុងី វុទ្ធី

I. (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→1

lnx+1
x2 ខ. lim

x→1

3
√

2x−1−1√
x−1

គ. lim
x→0

√
1+ x−

√
1− x

sin3x
II. (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល៖

ក. I =
∫ 2

1
(4x3−5x2 +6x+9)dx ខ. J =

∫ π
2

0
sin2 xdx គ. K =

∫ 2

1

x
(x2 +2)2 dx

III. (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =−1+ i និង 1+ i ។
ក. គណនា z1 + z2 , z1− z2 និង z1× z2 ។ ខ. សរេសរ z1 និង z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។
គ. បងា្ហ ញថា z1 និង z2 ជាឫសរបស់សមីការ x2−2xi−2 = 0 ។

IV. (១០ពិន្ទុ) ក្នុងវទិយល័យមួយមាន្រគ�គណិតវទិយចំនួន 9នាក់ ក្នុងេនាះមាន្រគ�្រសីចំនួន 4នាក់ និង្រគ�្រប�សចំនួន 5នាក់។ គណៈ្រគប់្រគង
សាលាបានេ្រជីសេរសី្រគ�ចំនួន 3 នាក់េដាយៃចដន្យេដីម្បីេទេធ្វីជាគណៈកម្មការកំែណ ្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ។ រក្រប�
បាបៃន្រពឹត្តការណ៍ខាងេ្រកាម៖
A : គណៈកម្មការកំែណសុទ្ធែតជា្រគ�្រសី។ B : គណៈកម្មការកំែណ្រគ�្រប�ស2 នាក់ និង្រគ�្រសី 1 នាក់។
C : គណៈកម្មការកំែណ្រគ�្រសីយ៉ាងតិច 2 នាក់។

V. (៤០ពិន្ទុ)
1. ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) េគមានចំណុច P(2,0,1),Q(3,4,−2) និង R(−1,3,2) ។
ក. ចូរេដចំណុច P,Q និង R ក្នុងត្រម�យែតមួយ។ ខ. រកវុចិទ័រ −→PQ, |−→PQ| និង −→QR ។
គ. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (PQ) ។ ឃ. សរេសរសមីការប្លង់ PQR ។

2. េគឲ្យសមីការទូេទៃនេអលីប  (E) : 4x2 +9y2−8x+36y+4 = 0 ។
ក. រកកូអរេដាេនផ្ចិត កំពូល កំណំុ និងអិុចសង់្រទីសីុេតៃនេអលីប។

ខ. រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង (E) និងអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យ។ សង់េអលីបេនះ។ (េគឲ្យ 4
√

2
3

= 1.9) ។
3. េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−3y′+2y = 2x+1 ។

ក. េដាះ្រសាយសមីការ (F) : y′′−3y′+2y = 0 ។
ខ. ចូរកំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឲី្យ yp = ax+b ជាចេម្លីយៃន (E) រចួទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ។

VI. (៣៥ពិន្ទុ) េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x+2− 4ex

ex +3
មាន្រកាបតំណាង (C) ។

1. ក. គណនា lim
x→−∞

f (x) ។
ខ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត(់D) : y = x+ 2 ជាសមីការអាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប(C)។ សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់

(D) ។
2. ក. បងា្ហ ញថា្រគប់ x ∈ R េគបាន f (x) = x−2+

12
ex +3

។
ខ. គណនា lim

x→+∞
f (x) ។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = x− 2 ជាសមីការអាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំរវាង

្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (∆) ។

3. ្រសាយបំភ្លឺថា្រគប់ x ∈ R េគបាន f ′(x) =
(

ex−3
ex +3

)2

។ សិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4. សង់បនា្ទ ត់ (D),(∆) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (o,⃗ i, j⃗) ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនា
ក. lim

x→1

lnx+1
x2 =

ln1+1
12 =

1
1
= 1

ដូចេនះ lim
x→1

lnx+1
x2 = 1

ខ. lim
x→1

3
√

2x−1−1√
x−1

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→1

( 3
√

2x−1−1)
[
( 3
√

2x−1)2 + 3
√

2x−1+1
]
(
√

x+1)
(
√

x−1)(
√

x+1)
[
( 3
√

2x−1)2 + 3
√

2x−1+1
]

= lim
x→1

[
( 3
√

2x−1)3−1
]
(
√

x+1)
[(
√

x)2−1]
[
( 3
√

2x−1)2 + 3
√

2x−1+1
]

= lim
x→1

2(x−1)(
√

x+1)
(x−1)

[
( 3
√

2x−1)2 + 3
√

2x−1+1
]

=
2(
√

1+1)
( 3
√

2(1)−1)2 + 3
√

2(1)−1+1

=
2(2)

1+1+1
=

4
3

ដូចេនះ lim
x→1

3
√

2x−1−1√
x−1

=
4
3

គ. lim
x→0

√
1+ x−

√
1− x

sin3x
រាងមិនកំណត់ 0

0

េគបាន lim
x→0

(
√

1+ x−
√

1− x)(
√

1+ x+
√

1− x)
sin3x · (

√
1+ x+

√
1− x)

= lim
x→1

(
√

1+ x)2− (
√

1− x)2

sin3x · (
√

1+ x+
√

1− x)

= lim
x→1

2x
sin3x · (

√
1+ x+

√
1− x)

= lim
x→1

[
3x

sin3x
× 2

3(
√

1+ x+
√

1− x)

]
= 1× 2

3(2)
=

1
3

ដូចេនះ lim
x→0

√
1+ x−

√
1− x

sin3x
=

1
3

II. គណនា
ក. I =

∫ 2

1
(4x3−5x2 +6x+9)dx

= 4
∫ 2

1
x3dx−5

∫ 2

1
x2dx+6

∫ 2

1
xdx+9

∫ 2

1
dx

= 4 · x
4

4

∣∣∣∣2
1
− 5 · x

3

3

∣∣∣∣2
1
+ 6 · x

2

2

∣∣∣∣2
1
+ 9x|21

= x4∣∣2
1−

5x3

3

∣∣∣∣2
1
+ 3x2∣∣2

1 + 9x|21

= 24−14−
(

5×23

3
− 5×13

3

)
+3(22−12)+9(2−1) =

64
3
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ដូចេនះ I =
64
3

ខ. J =
∫ π

2

0
sin2 xdx =

∫ π
2

0

1− cos2x
2

dx

=
1
2

∫ π
2

0
(1− cos2x)dx

=
1
2

[∫ π
2

0
dx−

∫ π
2

0

d(sin2x)
2

]
េ្រពាះ d(sin2x)

dx
= 2cos2x⇔ cos2xdx =

d(sin2x)
2

=
1
2

[
x− sin2x

2

] π
2

0

=
1
2

[
π
2
−

sin2(π
2 )

2

]
− 1

2

(
0− sin0◦

2

)
=

1
2

(
π
2
− sinπ

2

)
−0

=
1
2

(π
2
−0
)
=

π
4

ដូចេនះ J =
π
4

គ. េដាយ d(x2 +2)
dx

= 2x⇔ d(x2 +2)
2

= xdx

េគបាន K =
∫ 2

1

x
(x2 +2)2 dx

=
1
2

∫ 2

1

d(x2 +2)
(x2 +2)2

=− 1
2(x2 +2)

∣∣∣∣2
1

=−1
2

(
1

22 +2
− 1

12 +2

)
=−1

2

(
1
6
− 1

3

)
=

1
12

ដូចេនះ K =
1

12

III. េគមាន z1 =−1+ i និង z2 = 1+ i

ក. គណនា z1 + z2 =−1+ i+1+ i

= 2i

z1− z2 =−1+ i− (1+ i)

=−1+ i−1− i

=−2
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និង z1× z2 = (−1+ i)(1+ i)

=−1− i+ i+ i2, i2 =−1

=−2

ដូចេនះ z1 + z2 = 2i,z1− z2 =−2 និង z1× z2 =−2

ខ. សរេសរ z1 និង z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគមាន z1 =−1+ i

=
√

2

(
−
√

2
2

+ i

√
2

2

)

=
√

2
(

cos
3π
4

+ isin
3π
4

)
និង z2 = 1+ i

=
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
ដូចេនះ z1 =

√
2
(

cos
3π
4

+ isin
3π
4

)
និង z2 =

√
2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
គ. បងា្ហ ញថា z1 និង z2 ជាឫសរបស់សមីការ x2−2xi−2 = 0

េគមាន z1 =−1+ i េគបាន (−1+ i)2−2(−1+ i)i−2 = (−1+ i)(−1+ i−2i)−2

= (−1+ i)(−1− i)−2

= 1− i2−2

= 1+1−2 = 0

និង z2 = 1+ i េគបាន (1+ i)2−2(1+ i)i−2 = (1+ i)(1+ i−2i)−2

= (1+ i)(1− i)−2

= 1− i2−2

= 1+1−2 = 0

ដូចេនះ z1 និង z2 ជាឫសរបស់សមីការ x2−2xi−2 = 0

IV. តាង S : ជាគណៈកម្មការកំែណចំនួន 3 នាក់ ែដលេ្រជីសេរសីេចញពី្រគ�សរុបចំនួន 9 នាក់
នាឲំ្យ n(S) =C(9,3) =

9!
(9−3)!3!

=
6!7 ·8 ·9

6!3!
=

7 ·8 ·9
6

=
7 ·2 ·4 ·3 ·3

2 ·3
= 3 ·4 ·7 ជេ្រមីស

្រពឹត្តការណ៍ A : គណៈកម្មការកំែណសុទ្ធែតជា្រគ�្រសី នាឲំ្យ n(A) =C(4,3) =
4!

(4−1)!1!
=

3!4
3!

= 4 ជេ្រមីស

េគបាន p(A) =
n(A)
n(S)

=
4

3 ·4 ·7
=

1
3×7

=
1

21

ដូចេនះ ្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍ A គឺ p(A) =
1

21
្រពឹត្តការណ៍ B : គណៈកម្មការកំែណ្រគ�្រប�ស2 នាក់ និង្រគ�្រសី 1

នាឲំ្យ n(B) =C(5,2) ·C(4,1) =
5!

(5−2)!2!
× 4!

(4−1)!1!
=

3!4 ·5
3!2

× 3!4
3!

= 34 ជេ្រមីស
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េគបាន p(B) =
n(B)
n(S)

=
34

3 ·4 ·7
=

17
42

ដូចេនះ ្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍ B គឺ p(B) =
10
21

និង ្រពឹត្តការណ៍C : គណៈកម្មការកំែណ្រគ�្រសីយ៉ាងតិច 2 នាក់
នាឲំ្យ n(C) =C(4,2) ·C(5,1)+C(4,3) =

4!
(4−2)!2!

×5+4 =
2!3 ·4 ·5

2!2
+4 = 2 ·3 ·5+4 = 34 ជេ្រមីស

េគបាន p(C) =
n(C)

n(S)
=

34
3 ·4 ·7

=
34
84

=
17
42

ដូចេនះ ្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍C គឺ p(C) =
17
42

V. (២៥ពិន្ទុ)

1. េគមានចំណុច P(2,0,1),Q(3,4,−2) និង R(−1,3,2)

ក. េដចំណុច P,Q និង R

x

y

z

−2

−1

1

2

3

1

2

3

1 2 3 4
P•

Q
•

R•

ខ. រកវុចិទ័រ −→PQ, |−→PQ| និង −→QR

េគបាន −→PQ = (3−2,4−0,−2−1)

= (1,4,−3)

|−→PQ|=
√

12 +42 +32

=
√

1+16+9

=
√

26 ឯកតា្របែវង
−→
QR = (−1−3,3−4,2+2)

= (−4−1,4)
គ. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (PQ)
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េគបាន (PQ) :


x = xQ + xPQ · t

y = yQ + yPQ · t

z = zQ + zPQ · t

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាេម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (PQ) :


x = 3+ t

y = 4+4t

z =−2−3t

, t ∈ R

ឃ. សរេសរសមីការប្លង់ PQR

េដាយ −→QP =−−→PQ = (−1,−4,3) និង −→QR = (−4,−1,4)

នាឲំ្យ −→QP×−→QR =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−1 −4 3

−4 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= i⃗[−4(4)− (−1)(3)]− j⃗[(−1)(4)− (−4)(3)]+ k⃗[(−1)(−1)− (−4)(−4)]

= i⃗(−16+3)− k⃗(−4+12)+ k⃗(1−16)

= (−13,−8,−15)

េគបានសមីការប្លង់ (PQR) គឺ −13(x− xP)−8(y− yP)−15(z− zP) = 0

−13(x−2)−8(y−0)−15(z−1) = 0

−13x+26−8y−15z+15 = 0

−13x−8y−15z+41 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់ PQR គឺ 13x+8y+15z−41 = 0

2. េគមាន  (E) : 4x2 +9y2−8x+36y+4 = 0

ក. រកកូអរេដាេនផ្ចិត កំពូល កំណំុ និងអិុចសង់្រទីសីុេតៃនេអលីប
េគបាន 4x2 +9y2−8x+36y+4 = 0

4x2−8x+9y2 +36y =−4

4(x2−2x)+9(y2 +4y) =−4

4(x2−2x+1−1)+9(y2 +4y+4−4) =−4

4(x−1)2−4+9(y+2)2−36 =−4

4(x−1)2 +9(y+2)2 = 36

4(x−1)2

36
+

9(y+2)2

36
=

36
36

(x−1)2

9
+

(y+2)2

4
= 1

មានទ្រមង់ (x−h)2

a2 +
(y− k)2

b2 = 1 េនាះេអលីបមានអ័ក្សធំេដក
នាឲំ្យ h = 1, k =−2

និង a2 = 9 ⇒ a = 3, b2 = 4 ⇒ b = 2
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េហយី c2 = a2−b2 = 9−4 = 5 ⇒ c =
√

5

េគបាន

• ផ្ចិត I(h,k) = I(1,−2)

• កំពូល

V1(h−a,k) =V1(1−3,−2) =V1(−2,−2)

V2(h+a,k) =V2(1+3,−2) =V2(4,−2)

• កំណំុ

F1(h− c,k) = F1(1−
√

5,−2)

F2(h+ c,k) = F2(1+
√

5,−2)

• អិុចសង់្រទីសីុេត e =
c
a
=

√
5

3

ដូេច្នះ ផ្ចិតI(1,−2) ,កំពូល

V1(−2,−2)

V2(4,−2)
,កំណំុ

F1(1−
√

5,−2)

F2(1+
√

5,−2)
និង e =

√
5

3

ខ. រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង (E) និងអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យ

• ចំណុច្របសព្វរវាង (E) និង អ័ក្ស (x′ox)

េបី y = 0 េគបាន (x−1)2

9
+

(0+2)2

4
= 1

(x−1)2

9
+1 = 1

(x−1)2

9
= 0

(x−1)2 = 0

x−1 = 0

x = 1
េគបានចំណុច្របសព្វគឺ (1,0) ។

• ចំណុច្របសព្វរវាង (E) និង អ័ក្ស (y′oy)

េបី x = 0 េគបាន (0−1)2

9
+

(y+2)2

4
= 1

1
9
+

(y+2)2

4
= 1

(y+2)2

4
=

8
9

9(y+2)2 = 32

(y+2)2 =
32
9

• y+2 =−
√

32
9
⇒ y =−4

√
2

3
−2 =−1.9−2 =−3.9

• y+2 =

√
32
9
⇒ y =

4
√

2
3
−2 = 1.9−2 =−0.1

េគបានចំណុច្របសព្វមានពីរគឺ (−3.9,0) និង (−0.1,0) ។

Tel: 016 434 006 ១៧  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



��

សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

ដូេច្នះ (E)កាត់អ័ក្ស(x′ox)្រតង់ (1,0) និងកាត់អ័ក្ស(y′oy)្រតង់(0,−3.9) និង (0,−0.1)

សង់េអលីបេនះ

x

y

−2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

•I
•

V1
•

V2
•
F1

•
F2

3. េគមាន (E) : y′′−3y′+2y = 2x+1 ។
ក. េដាះ្រសាយសមីការ (F) : y′′−3y′+2y = 0

មានសមីការសមា្គ ល់ r2−3r+2 = 0

(r−1)(r−2) = 0
នាឲំ្យ r−1 = 0⇒ r = 1 ឬ r−2 = 0⇒ r = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (F) : yc = Aex +Be2x ែដល A,B ∈ R

ខ. ចូរកំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឲី្យ yp = ax+b ជាចេម្លីយៃន (E)

េគមាន yp = ax+b⇒ y′p = a⇒ y′′p = 0

េគបាន y′′p−3y′p +2yp = 2x+1

0−3a+2(ax+b) = 2x+1

2ax+(−3a+2b) = 2x+1

សមមូល

2a = 2⇒ a = 1

−3a+2b = 1⇒ b =
1+3

2
= 2

ដូចេនះ yp = x+2

រចួទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)
េគបាន ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ y = yc + yp = x+2+Aex +Be2x

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) គឺ y = x+2+Aex +Be2x ែដល A,B ∈ R

VI. េគមាន្រកាប (C) ែដល f (x) = x+2− 4ex

ex +3
1. ក. គណនា lim

x→−∞
f (x)

េគបាន lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x+2− 4ex

ex +3

)
=−∞ េ្រពាះ lim

x→−∞

4ex

ex +3
= 0

ដូចេនះ lim
x→−∞

f (x) =−∞
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ខ. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = x+2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)

េគបាន lim
x→−∞

[ f (x)− y] = lim
x→−∞

[(
x+2− 4ex

ex +3

)
− (x+2)

]
= lim

x→−∞

−4ex

ex +3
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប(C)ខាង −∞

សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D)

េគមាន f (x)− y =− 4ex

ex +3
េដាយ

ex > 0

ex +3 > 0
ចំេពាះ x ∈ Rនាឲំ្យ ex

ex +3
> 0

េគបាន f (x)− y < 0

ដូចេនះ ្រកាបC ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)ជានិច្ច

2. ក. បងា្ហ ញថា្រគប់ x ∈ R េគបាន f (x) = x−2+
12

ex +3

េគមាន f (x) = x+2− 4ex

ex +3
= x+2−4+4− 4ex

ex +3

= x−2+
4ex +12−4ex

ex +3
= x−2+

12
ex +3

ដូចេនះ f (x) = x−2+
12

ex +3
ខ. គណនា lim

x→+∞
f (x)

េគបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x−2+

12
ex +3

)
=+∞ េ្រពាះ lim

x→+∞

12
ex +3

= 0

ដូចេនះ lim
x→+∞

f (x) = +∞

បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = x−2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)

េគបាន lim
x→+∞

[ f (x)− y] = lim
x→+∞

[(
x−2+

12
ex +3

)
− (x−2)

]
= lim

x→+∞

12
ex +3

= 0

ដូចេនះ (∆) : y = x−2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង +∞

សិក�ទីតាងំរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (∆)
េគមាន f (x)− y =

(
x−2+

12
ex +3

)
− (x−2) =

12
ex +3

េដាយ ex +3 > 0 ចំេពាះ x ∈ R េគបាន f (x)− y > 0

ដូចេនះ ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ (∆) ចំេពាះ x ∈ R

3. ្រសាយបំភ្លឺថ្រគប់ x ∈ R េគបាន f ′(x) =
(

ex−3
ex +3

)2

េគមាន f (x) = x−2+
12

ex +3

នាឲំ្យ f ′(x) = 1− 12(ex +3)′

(ex +3)2 =
e2x+6ex+9−12ex

(ex +3)2

=
e2x−6ex +9
(ex +3)2 =

(ex−3)2

(ex +3)2 =

(
ex−3
ex +3

)2

ដូចេនះ f ′(x) =
(

ex−3
ex +3

)2

ចំេពាះ x ∈ R
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សិក�សញញ ៃន f ′(x)

េដាយ
(

ex−3
ex +3

)2

≥ 0 ចំេពាះ x ∈ R

េបី f ′(x) = 0⇔
(

ex−3
ex +3

)2

= 0⇔ (ex−3) = 0

ex−3 = 0

ex = 3

x = ln3
ដូចេនះ f ′(x)> 0 កាលណា x ∈ (−∞, ln3)∪ (ln3,+∞)

ចំេពាះ x = ln3 េនាះ f (ln3) = ln3+2− 4eln3

eln3 +3
= ln3+2−2 = ln3

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln3 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞
ln3

4. សង់បនា្ទ ត់ (D) : y = x+2

តារាងតៃម្លេលខ
x −2 0

y 0 2

សង់បនា្ទ ត់ (∆) : y = x−2

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 2

y −2 0

សង់បនា្ទ ត់ (C) : f (x) = x+2− 4ex

ex +3

តារាងតៃម្លេលខ
x −1 0 ln3 2 3

y 0.6 1 ln3 1.2 1.5

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

x

y

(∆)

(D)

(C)
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៣េរៀបេរៀងេដាយៈ � ហុងី វុទ្ធី

I. េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច z =
(√

6−
√

2
)
−
(√

6+
√

2
)
i ។

1. គណនា z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។
2.សរេសរ z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត រចួទាញរកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃន Z ។
3. គណនាឫសទី 3 ៃន Z ។    

II. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−3y′+2y = 0 (E) ។ រកចេម្លីយៃនសមីការ (E)
េបីេគដឹងថាអនុគមន៍ចេម្លីយមានអតិបរមាេស្មី 1 ្រតង់ x = 1 ។

III. គណនាលីមីត
ក. lim

x→1

x7−2x5 +1
x3−3x2 +2

ខ. lim
x→ π

3

√
1− cos6x√
2
(π

3 − x
) គ. lim

x→0

√
2−
√

1+ cosx
sin2 x

IV. េគមានអាងំេត្រកាល: I =
∫ π

4

0
sin2 xcos4 xdx និង J =

∫ π
4

0
cos2 xsin4 xdx ។

 គណនា I + J ; I− J រចួទាញរក I និង J ។
V. េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ f (x) =−x−2+

4ex

1+ ex   េហយីមាន្រកាបC ។
1. គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC កាលណា x→−∞ ។

2. គណនាេដរេីវ f ′(x) ។ គណនា f ′(0), f (0)សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
3. បងា្ហ ញថាគល់ 0 ជាចំណុចរបត់ និងជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបC ។
4. គណនា f (3) េហយីសង់្រកាបC េគឱ្យ (e3 = 20) ។  

VI. េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមានមួយ េគមានចំណុច

A(0,0,1);B(−1,−2,0) និងC(2,1,−1) ។
ក. គណនាកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB×−→AC រចួបងា្ហ ញថា A,B,C រត់មិន្រតង់ជួរ ។
ខ. សរេសរសមីការប្លង់  ABC ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC ។  
គ. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម A េហយីែកងប្លង់ ABC ។
ឃ. គណនា (

−→
OA×−→OB) ·−→OC រចួទាញរកមាឌចតុមុខ OABC ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច z =
(√

6−
√

2
)
−
(√

6+
√

2
)
i ។

1. គណនា z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េគបាន z2 =

[
(
√

6−
√

2)− (
√

6+
√

2)i
]2

=
(√

6−
√

2
)2
−2(
√

6−
√

2)
(√

6+
√

2
)

i+
(√

6+
√

2
)2

i2, i2 =−1

= (
√

6)2−2
√

12+(
√

2)2−2
[
(
√

6)2− (
√

2)2
]

i− (
√

6)2−2
√

12− (
√

2)2

ដូេច្នះ z2 =−8
√

3−8i

2. សរេសរ z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត រចួទាញរកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃន Z ។

េគបាន z2 = 16

(
−
√

3
2
− 1

2
i

)

= 16
(

cos
7π
6

+ isin
7π
6

)
នាឱំ្យ z =

√
z =
√

16

(
cos

7π
6
2

+ isin
7π
6
2

)

= 4
(

cos
7π
12

+ isin
7π
12

)
ដូេច្នះ |z|= 4 , arg(z) =

7π
12

+2kπ , k ∈ Z
3. គណនាឫសទី 3 ៃន Z

េគបាន 3
√

z = 3
√

4

(
cos

7π
12 +2kπ

3
+ isin

7π
12 +2kπ

3

)
,k = 0,1,2

ចំេពាះ k = 0 ⇒ z1 =
3
√

4
(

cos
7π
36

+ isin
7π
36

)
ចំេពាះ k = 1 ⇒ z1 =

3
√

4
(

cos
31π
36

+ isin
31π
36

)
ចំេពាះ k = 2 ⇒ z1 =

3
√

4
(

cos
55π
36

+ isin
55π
36

)

   

II. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−3y′+2y = 0 (E) ។
េគមានសមីការសំគាល់ λ 2−3λ +2 = 0

(λ −1)(λ −2) = 0

λ1 = 1

λ2 = 2
េគបាន y = Aex +Be2x ,A,B ∈ R

រកចេម្លីយៃនសមីការ (E) េបីេគដឹងថាអនុគមន៍ចេម្លីយមានអតិបរមាេស្មី 1 ្រតង់ x = 1

មានន័យថា y′(1) = 0 ,y(1) = 1

េគមាន y = Aex +Be2x⇒ y(1) = Ae+Be = 1 (I)

y′ = Ax +2Be2x⇒ y′(1) = Ae+2Be = 1 (II)
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យកសមីការ (II) ដក (I) េគបាន Be = 0⇒

B = 0

Ae = 1⇒ A =
1
e

ដូេច្នះ y =
1
e

ex = ex−1

III. គណនាលីមីត
1. lim

x→1

x7−2x5 +1
x3−3x2 +2

= lim
x→1

x7− x6 + x6− x5− x5 + x4− x4 + x3− x3 + x2− x2 + x− x+1
x3− x2−2x2 +2x−2x+2

= lim
x→1

x6(x−1)+ x5(x−1)− x4(x−1)− x3(x−1)− x2(x−1)− x(x−1)− (x−1)
x2(x−1)−2x(x−1)−2(x−1)

= lim
x→1

(x−1)(x6 + x5− x4− x3− x2− x−1)
(x−1)(x2−2x−2)

= 1

2. lim
x→ π

3

√
1− cos6x√
2
(π

3 − x
)

តាង t = x− π
3
⇒ x = t +

π
3
េបី t→ 0 េនាះ x→ π

3

េគបាន lim
t→0

√
1− cos6(t + π

3 )√
2
(π

3 − (t + π
3 )
) = lim

t→0

√
1− cos6t
−
√

2t

= lim
t→0

√
2sin2 3t
−
√

2t

= lim
t→0

√
2|sin3t|
−
√

2t

=± lim
t→0

sin3t
3t
×3

=±3

3. lim
x→0

√
2−
√

1+ cosx
sin2 x

= lim
x→0

(
√

2−
√

1+ cosx)(
√

2+
√

1+ cosx)
sin2 x(

√
2+
√

1+ cosx)

= lim
x→0

2−1− cosx
sin2 x(

√
2+
√

1+ cosx)

= lim
x→0

1− cosx
sin2 x(

√
2+
√

1+ cosx)

= lim
x→0

2sin2 x
2

sin2 x(
√

2+
√

1+ cosx)

= lim
x→0

(
sin2 x

2( x
2

)2 ×
x2

sin2 x
× 2

4(
√

2+
√

1+ cosx)

)

= 1×1× 2
4(2
√

2)

=

√
2

8
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IV. េគមានអាងំេត្រកាល: I =
∫ π

4

0
sin2 xcos4 xdx និង J =

∫ π
4

0
cos2 xsin4 xdx ។

  គណនា I + J =
∫ π

4

0
sin2 xcos4 xdx+

∫ π
4

0
cos2 xsin4 xdx

=
∫ π

4

0
(sin2 xcos4 x+ cos2 xsin4 x)dx

=
∫ π

4

0
sin2 xcos2 x(sin2 x+ cos2 x)dx

=
∫ π

4

0
(sinxcosx)2dx

=
∫ π

4

0

(
sin2x

2

)2

dx

=
1
8

∫ π
4

0
(1− cos4x)dx

=
1
8

[
x− 1

4
sin4x

] π
4

0

=
1
8

[
(
π
4
− sinπ

4
)− (0− sin0

4
)

]
េគបាន I + J =

π
32

(I)

 គណនា I− J =
∫ π

4

0
sin2 xcos4 xdx−

∫ π
4

0
cos2 xsin4 xdx

=
∫ π

4

0
(sin2 xcos4 x− cos2 xsin4 x)dx

=
∫ π

4

0
sin2 xcos2 x(cos2 x− sin2 x)dx

=
∫ π

4

0
(sinxcosx)2 cos2xdx

=
∫ π

4

0
sin2 2x

1
2

cos2xdx

តាង t = sin2x⇒ dt =
1
2

cos2xdx

េគបាន I− J =
∫ π

4

0
t2dt =

[
t3

3

] π
4

0
=

1
3
[
sin3 2x

] π
4
0

េគបាន I− J =
1
3

(II)

យក (I)+(II): 2I =
π
32

+
1
3
=

3π−32
96

⇒ I =
3π−32

192
⇒ J =

1
6

V. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) =−x−2+
4ex

1+ ex   េហយីមាន្រកាបC

1. គណនា lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
−x−2+

4ex

1+ ex

)
=−∞

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
−x−2+

4ex

1+ ex

)
=+∞

េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− (−x−2)] = lim
x→−∞

(
−x−2+

4ex

1+ ex − (−x−2)
)
= lim

x→−∞

4ex

1+ ex = 0

នាឱំ្យ y =−x−2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC កាលណា x→−∞
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2. គណនាេដរេីវ f ′(x)

េគបាន f ′(x) =
(
−x−2+

4ex

1+ ex

)′
=−1+4.

(ex)′(1+ ex)− (1+ ex)ex

(1+ ex)2

=
−(1+ ex)2 +4ex(1+ ex− ex)

(1+ ex)2

=
−1−2ex− e2x +4ex

(1+ ex)2

=
−[(ex)2−2ex +1]

(1+ ex)2

=−(ex−1)2

(ex +1)2 < 0 េ្រពាះ (1+ ex)2 > 0,(ex−1)2 > 0

នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍ចុះ ∀x ∈ R

សញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ +∞

−

គណនា f ′(0) =
−e0 +2e0−1
(1+ e0)2 = 0

f (0) =−0−2+
4e0

1+ e0 =−2+
4
2
= 0

សង់តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 −

+∞+∞

−∞−∞
0

3. បងា្ហ ញថាគល់ 0 ជាចំណុចរបត់កាលណា f ′′(0) = 0

េគបាន f ′′(x) =−
[
(ex−1)2

(1+ ex)2

]′
=− [(ex−1)2]′(1+ ex)2− [(1+ ex)2]′(ex−1)2

(1+ ex)4

=−2(ex−1)′(ex−1)(1+ ex)2−2(ex +1)′(ex +1)(ex−1)2

(ex +1)4

=−2ex(ex−1)(1+ ex)−2ex(ex−1)2

(ex +1)3
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នាឱំ្យ f ′′(0) =−2e0(e0−1)(1+ e0)−2e0(e0−1)
(e0 +1)3

f ′′(0) = 0

បងា្ហ ញថា 0 ជាផ្ចិតផ្លុះៃន្រកាបC

ចំេពាះ ∀x ∈ R,∃− x ∈ R េគបាន f (−x) =−(−x)−2+
4e−x

1+ e−x

=−

[
−x+2−

4
ex

1+ 1
ex

]

=−
[
−x−2+4− 4

ex ×
ex

ex +1

]
=−

[
−x−2+

4(ex +1)−4
1+ ex

]
=−

[
−x−2+

4ex

1+ ex

]
f (−x) =− f (x)

នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េសសែដលមានផ្ចិតឆ្លុះ 0

4. គណនា f (3) =−3−2+
4e3

1+ e3 =−5+
4×20
1+20

=
−21(5)+80

21
=−25

21
សង់្រកាបC

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x

y

(C)
y=
−x−

2

 
VI. េនក្នុងត្រម�យ (O,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(0,0,1);B(−1,−2,0) និងC(2,1,−1) ។

1. គណនាកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB×−→AC
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េដាយ −→AB = (−1−0,−2−0,0−1) = (−1,−2,−1)
−→
AC = (2+1,1+2,−1−0) = (3,3,−1)

េគបាន −→AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

−1 −2 −1

3 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣−2 −1

3 −1

∣∣∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣∣∣−1 −1

3 −1

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣−1 −2

3 3

∣∣∣∣∣∣−→k
= (2+3)

−→
i − (1+3)

−→
j +(−3+6)

−→
k

= 5
−→
i −4

−→
j +3

−→
k

េដាយ −→AB×−→AC ̸= 0 េនាះ A,B,C រត់មិន្រតង់ជួរ ។
2. សរេសរសមីការប្លង់  ABC

េគបាន (ABC) : 5(x−0)−4(y−0)+3(z−1) = 0

ដូេច្នះ សមីការប្លង់ (ABC) : 5x−4y+3z−3 = 0

គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC

េគបាន S△ABC =
|−→AB×−→AC|

2

=

√
52 +(−4)2 +32

2

=
5
√

2
2

ឯកតា្ត ៃផ្ទ្រកឡា

 

3. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម A េហយីែកងប្លង់ ABC

នាឱំ្យ វចិទ័រ្របាប់ៃនបនា្ទ ត់ L ជាវចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ ABC េនាះ −→u =
−→
AB×−→AC = (5,−4,3)

េគបាន L :


x = x0 +at

y = y0 +bt

z = z0 + ct

, t ∈ R សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់គឺ (L) :


x = 5t

y =−4t

z = 1+3t

, t ∈ R

4. គណនា (
−→
OA×−→OB) ·−→OC

េដាយ −→OA = A(0,0,1),
−→
OB = B(−1,−2,0),

−→
OC =C(2,1,−1)

េគបាន (
−→
OA×−→OB) ·−→OC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

−1 −2 0

2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣= 1

∣∣∣∣∣∣−1 −2

2 1

∣∣∣∣∣∣=−1+4 = 3

នាឱំ្យមាឌចតុមុខ OABC គឺ VOABC =
|
(−→

OA×−→OB
)
·−→OC|

6

=
|3|
6

=
1
2
ឯកតា្ត មាឌ
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៤េរៀបេរៀងេដាយៈ � ហុងី វុទ្ធី

I. េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =−1+ i
√

3 និង z2 = 1+ i ។ គណនា cos
5π
12

និង sin
5π
12

។
II. គណនាលីមីត

1. lim
x→2

x3 +4x−16
x2 +3x−10

2. lim
x→ π

6

2sin2 x−3sinx+1
4sin2 x−1

3. lim
x→0

1− cosx · cos2x · cos3x
x2

III. គណនាអាងំេត្រកាល

1. I =
∫ 3x2 +5x−4

(x−1)(x+1)2 dx 2. J =
∫ 3(x2−2x+3)

(x−1)(x+2)2 dx 3. K =
∫

cos3 xdx

IV. េគឱ្យសមីការឌីេផរង៉ែស្យល (E) : y′′−3y′+2y = 4x3−2x ។
1. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉ែស្យលអូម៉ូែស្យន y′′−3y′+2y = 0 ។
2. េបី g(x) = ax3 + bx2 + cx+ d ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E) ចូរកំណត់ចំនួនពិត a,b,c និង d ។ រចួទាញរកចេម្លីយ
ទូេទៃនសមីការ (E) ។

V. េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
√

3x+1 កំណត់េលី
[
−1

3
,+∞

)
។

1. កំណត់តៃម្លអមៃន f ′(x) ចំេពាះ ∀x ∈ [1,5] ។
2. ∀x ∈ [1,5] ចូរបងា្ហ ញថា 3

8
x+

13
8
≤
√

3x+1≤ 3
4

x+
5
4
។

VI. f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ y = f (x) = x+ e1−x េហយីមាន្រកាបC ។
ក. គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L ៃន្រកាបC ។

ខ. បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 1 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ. សង់្រកាបC េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ ។ េគយក e = 2.7 ។
ឃ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាបC អាសីុមតូតេ្រទត L បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = 2 ។

VII. ក្នុងត្រម�យអរតូនរម៉ាល់ (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគឱ្យបីចំណុច A(−2,1,−3),B(1,2,3) និងC(2,−2,1) ។

1. រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម A េហយី្រសបនឹង −→BC ។
2. គណនា −→AB×−→AC ។ រកសមីការប្លង់ ABC ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC ។
3. រកមាឌៃនេត្រតាែអត OABC ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =−1+ i
√

3 និង z2 = 1+ i ។ គណនា cos
5π
12

និង sin
5π
12

េដាយ z1 =−1+ i
√

3 = 2

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
= 2

(
cos

2π
3

+ isin
2π
3

)

z2 = 1+ i =
√

2
(

1√
2
+ i

1√
2

)
=
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
េគបាន z1

z2
=

2√
2

[
cos
(

2π
3
− π

4

)
+ isin

(
2π
3
− π

4

)]
−1+ i

√
3

1+ i
=

2√
2

(
cos

5π
12

+ isin
5π
12

)
cos

5π
12

+ isin
5π
12

=

√
2(−1+ i

√
3)(1− i)

2(1+ i)(1− i)

=

√
2(−1+ i+ i

√
3− i2

√
3)

2(1− i2)
, i2 =−1

cos
5π
12

+ isin
5π
12

=
−
√

2+
√

6
4

+ i

√
2+
√

6
4

ដូេច្នះ នាឱំ្យ cos
5π
12

=

√
6−
√

2
4

និង sin
5π
12

=

√
2+
√

6
4

II. គណនាលីមីត
1. lim

x→2

x3 +4x−16
x2 +3x−10

=
23 +4(2)−16
22 +3(2)−10

=
8+8−16
4+6−10

=
0
0
រាងមិនកំណត់

េគបាន lim
x→2

x3 +4x−16
x2 +3x−10

= lim
x→2

x3−2x2 +2x2−4x+8x−16
x2−2x+5x−10

= lim
x→2

x2(x−2)+2x(x−2)+8(x−2)
x(x−2)+5(x−2)

= lim
x→2

(x−2)(x2 +2x+8)
(x−2)(x+5)

=
22 +2(2)+8

2+5
=

16
7

ដូេច្នះ lim
x→2

x3 +4x−16
x2 +3x−10

=
16
7

2. lim
x→ π

6

2sin2 x−3sinx+1
4sin2 x−1

=
2sin2 π

6 −3sin π
6 +1

4sin2 π
6 −1

=
2(1

2)
2−3(1

2)+1

4(1
2)

2−1
=

0
0
រាងមិនកំណត់

េគបាន lim
x→ π

6

2sin2 x−3sinx+1
4sin2 x−1

= lim
x→ π

6

2sin2 x− sinx−2sinx+1
(2sinx)2−1

= lim
x→ π

6

sinx(2sinx−1)− (2sinx−1)
(2sinx−1)(2sinx+1)

= lim
x→ π

6

(2sinx−1)(sinx−1)
(2sinx+1)(2sinx−1)

=
1
2 −1

2(1
2)+1

=−1
4
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ដូេច្នះ lim
x→ π

6

2sin2 x−3sinx+1
4sin2 x−1

=−1
4

3. lim
x→0

1− cosx · cos2x · cos3x
x2 =

1−1
0

=
0
0
រាងមិនកំណត់

េដាយេ្របីរូបមន្ត cosacosb =
1
2
[cos(a+b)+ cos(a−b)]

េគបាន lim
x→0

1− cosx · cos2x · cos3x
x2 = lim

x→0

1− 1
2 [cos3x+ cos(−x)]cos3x

x2 , cos(−x) = cosx

= lim
x→0

1− 1
2(cos3x · cos3x+ cosx · cos3x)

x2

= lim
x→0

1− 1
2 [

1
2(cos6x+ cos0)+ 1

2(cos4x+ cos2x)]
x2

= lim
x→0

4−cos6x−1−cos4x−cos2x
4
x2

= lim
x→0

1− cos6x+1− cos4x+1− cos2x
4x2 ,1− cosax = 2sin2 ax

2

=
1
4

lim
x→0

2sin2 3x+2sin2 2x+2sin2 x
x2

=
1
2

lim
x→0

[
sin2 3x
(3x)2 ×9+

sin2 2x
(2x)2 ×4+

sin2 x
x2

]
=

1
2
(9+4+1) =

14
2

ដូេច្នះ lim
x→0

1− cosx · cos2x · cos3x
x2 = 7

III. គណនាអាងំេត្រកាល

1. I =
∫ 3x2 +5x−4

(x−1)(x+1)2 dx

េគអាចសរេសរជារាងកាណូនិច
3x2 +5x−4

(x−1)(x+1)2 =
A

x−1
+

B
(x+1)2 +

C
x+1

3x2 +5x−4 = A(x2 +2x+1)+B(x−1)+C(x2−1)

3x2 +5x−4 = Ax2 +2Ax+A+Bx−B+Cx2−C

3x2 +5x−4 = (A+C)x2 +(2A+B)x+(A−B−C)

ផ្ទឹមេមគុណៃនអង្គទាងំពីរ េគបាន


A+C = 3

2A+B = 5

A−B−C =−4

នាឱំ្យ


A = 1

B = 3

C = 2

េនាះេគបាន I =
∫ 3x2 +5x−4

(x−1)(x+1)2 dx =
∫ [ 1

x−1
+

3
(x+1)2 +

2
x+1

]
dx

=
∫ dx

x−1
+3

∫ dx
(x+1)2 +2

∫ dx
x+1

= ln |x−1|− 3
x+1

+2ln |x+1|+C
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ដូេច្នះ I =
∫ 3x2 +5x−4

(x−1)(x+1)2 dx = ln |x−1|− 3
x+1

+2ln |x+1|+C

2. J =
∫ 3(x2−2x+3)

(x−1)(x+2)2 dx

េគអាចសរេសរជារាងកាណូនិច
3(x2−2x+3)
(x−1)(x+2)2 =

A
x−1

+
B

(x+2)2 +
C

x+2

3(x2−2x+3) = A(x2 +4x+4)+B(x−1)+C(x−1)(x+2)

3x2−6x+9 = Ax2 +4Ax+4A+Bx−B+Cx2 +Cx−2C

3x2−6x+9 = (A+C)x2 +(4A+B+C)x+(4A−B−2C)

ផ្ទឹមេមគុណៃនអង្គទាងំពីរ េគបាន


A+C = 3

4A+B+C =−6

4A−B−2C = 9

នាឱំ្យ


A =

2
3

B =−11

C =
7
2

េនាះេគបាន J =
∫ 3(x2−2x+3)

(x−1)(x+2)2 dx =
∫ [ 2

3(x−1)
− 11

(x+2)2 +
7

3(x+2)

]
dx

=
2
3

∫ dx
x−1

−11
∫ dx

(x+2)2 +
7
3

∫ dx
x+2

=
2
3

ln |x−1|+ 11
x+2

+
7
3

ln |x+2|+C

ដូេច្នះ J =
∫ 3(x2−2x+3)

(x−1)(x+2)2 dx =
2
3

ln |x−1|+ 11
x+2

+
7
3

ln |x+2|+C

3. K =
∫

cos3 xdx =
∫

cosx(cos2 x) េដាយ sin2 x+ cos2 x = 1 េនាះ cos2 x = 1− sin2 x

េគបាន K =
∫

cosx(1− sin2 x)dx =
∫

cosxdx−
∫

sin2 xcosxdx

តាង t = sinx⇒ dt = cosxdx

េគបាន K =
∫

cosxdx−
∫

t2dt = sinx− t3

3
+C = sinx+

sin3 x
3

+C

ដូេច្នះ K = sinx+
sin3 x

3
+C

IV. េគឱ្យសមីការឌីេផរង៉ែស្យល (E) : y′′−3y′+2y = 4x3−2x

1. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉ែស្យលអូម៉ូែស្យន y′′−3y′+2y = 0

សមីការសំគាល់ λ 2−3λ +5 = 0⇔ (λ −1)(λ −2) = 0⇒ λ1 = 1,λ2 = 2

ដូេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ yc = Aex +Be2x

2. កំណត់ចំនួនពិត a,b,c និង d

េបី g(x) = ax3 +bx2 + cx+d ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E)
េនាះ g′(x) = 3ax2 +2bx+ c⇒ g′′(x) = 6ax+2b ជំនួសចូលសមីការ (E)
េគបាន g′′(x)−3g′(x)+2g(x) = 4x3−2x

6ax+2b−3(3ax2 +2bx+ c)+2(ax3 +bx2 + cx+d) = 4x3−2x

2ax3 +(−9a+2b)x2 +(6a−6b+2c)x+(2b−3c+2d) = 4x3−2x
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⇔



2a = 4

−9a+2b = 0

6a−6b+2c = 2

2b−3c+2d = 0

⇔



a = 2

b = 9

c = 22

d = 24

ដូេច្នះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) គឺ y = yc +g(x) = Aex +Bex +2x3 +9x2 +22x+24 ,A,B ∈ R

V. េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
√

3x+1 កំណត់េលី
[
−1

3
,+∞

)
1. កំណត់តៃម្លអមៃន f ′(x) ចំេពាះ ∀x ∈ [1,5]

េដាយ f ′(x) =
(3x+1)′

2
√

3x+1
=

3
2
√

3x+1
⇒ f ′(1) =

3
2
√

4
=

3
4
, f ′(5) =

3
2
√

16
=

3
8

ចំេពាះ ∀x ∈ [1,5] និង f ′(1)> f ′(5) េនាះេគបាន f ′(5)≤ f ′(x)≤ f ′(1)

ដូេច្នះ តៃម្លអមៃន f ′(x) គឺ 3
8
≤ f ′(x)≤ 3

4

2. បងា្ហ ញថា 3
8

x+
13
8
≤
√

3x+1≤ 3
4

x+
5
4
ចំេពាះ ∀x ∈ [1,5]

េដាយ 3
8
≤ f ′(x)≤ 3

4
តាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់

េគបាន 3
8
(x−1)≤ f (x)− f (1)≤ 3

4
(x−1)

3
8

x− 3
8
≤
√

3x+1−
√

3(1)+1≤ 3
4

x− 3
4

3
8

x− 3
8
+2≤

√
3x+1≤ 3

4
x− 3

4
+2

ដូេច្នះ 3
8

x+
13
8
≤
√

3x+1≤ 3
4

x+
5
4
,∀x ∈ [1,5]

VI. f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ y = f (x) = x+ e1−x េហយីមាន្រកាបC ។
ក. គណនា lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
(x+ e1−x) = +∞

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x+ e1−x) = lim
x→−∞

(x+
e
ex ) = lim

x→−∞
e−x
( x

e−x + e
)
=+∞

េដាយ lim
x→+∞

e1−x = 0 េនាះេគបាន L : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC

ខ. បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 1

េគបាន f ′(x) = (x+ e1−x)′ = 1+(1− x)′e1−x = 1− e1−x

េបី f ′(x) = 0 េនាះ 1− e1−x = 0⇔ e1−x = e0⇔ 1− x = 0⇒ x = 1

េបី f ′(x)> 0 េនាះ 1− e1−x > 0⇔ e1−x < e0⇔ 1− x < 0⇒ x > 1

េបី f ′(x)< 0 េនាះ 1− e1−x < 0⇔ e1−x > e0⇔ 1− x > 0⇒ x < 1

តារាងសញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ 1 +∞

− 0 +

េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x = 1 េនាះ f មានអតិប្បបរមា្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = 1+ e0 = 2

សង់តារាងអេថរភាពៃន f
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− 0 +

+∞+∞

22

−∞−∞

គ. សង់្រកាបC េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ េគយក e = 2.7

េបី x = 0 េនាះ y(0) = e

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x

y

(C)

y=
x

ឃ. គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាបC អាសីុមតូតេ្រទត L បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = 2

េគបាន S =
∫ 2

1
[ f (x)− x]dx =

∫ 2

1
(x+ e1−x− x)dx =

∫ 2

1
e1−xdx = e

∫ 2

1
e−xdx

=−e
[
e−x]2

1 =−e(e−2− e−1) =−e−1 + e0 = 1− 1
e
=

e−1
e

ដូេច្នះ ៃផ្ន្រកឡា S =
e−1

e
ឯកតា្ត ៃផ្ទ្រកឡា

VII. ក្នុងត្រម�យអរតូនរម៉ាល់ (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគឱ្យបីចំណុច A(−2,1,−3),B(1,2,3) និងC(2,−2,1)

1. រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម A េហយី្រសបនឹង −→BC

េនាះ −→BC = (2−1,−2−2,1−3) = (1,−4,−2)ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ L

េគបានសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L :


x =−2+ t

y = 1−4t

z =−3−2t

, t ∈ R
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2. គណនា −→AB×−→AC

េដាយ −→AB = (1+2,2−1,3+3) = (3,1,6)
−→
AC = (2+2,−2−1,1+3) = (4,−3,4)

េគបាន −→AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

3 1 6

4 −3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (4+18)⃗i− (12−24) j⃗+(−9−4)⃗k

= 22⃗i+12 j⃗−13⃗k

រកសមីការប្លង់ ABC

េគបាន សមីការប្លង់ ABC : 22(x+2)+12(y−1)−13(z+3) = 0

22x+44+12y−12−13z−39 = 0

22x+12y−13z−7 = 0
គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC

េគបាន ្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណ ABC គឺ S = |−→AB×−→AC|

=
1
2

√
222 +122 +132 =

√
797 ឯកតា្ត ៃផ្ទ្រកឡា

3. រកមាឌៃនេត្រតាែអត OABC

េដាយ −→A0 = (0+2,0−1,0+3) = (2,−1,3) និង −→AB×−→AC = (22,12,−13)

នាឱំ្យ −→AO.(
−→
AB×−→AC) = (2)(22)+(−1)(12)+(3)(−13) =−7

េគបាន មាឌេត្រតាែអ៊ត OABC គឺ V =
1
6

∣∣∣−→A0 · (−→AB×−→AC)
∣∣∣

=
|−7|

6

=
7
6
ឯកតា្ត មាឌ
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៥េរៀបេរៀងេដាយៈ � ហុងី វុទ្ធី

I. 1. េដាះ្រសាយសមីការ z2−2
√

2z+4 = 0 (E) ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិច ។
រកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃនឬសនីមួយៗរបស់សមីការ (E) ។

2. សរេសរ w =

(√
2+ i
√

2√
2− i
√

2

)2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

II. គណនាលីមីត៖
A = lim

x→0

1− cos4x
1− cosx

B = lim
x→0

sinx√
x+1−

√
1− x

C = lim
x→1

x2 + x−2
x2−1

III. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉ែស្យល 2y′′+3y′+ y = 0 តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 1,y′(0) = 2 ។
IV. គណនាអាងំេត្រកាល

A =
∫ 2x+7

x2−1
dx B =

∫ e2

e

dx
x lnx

C =
∫

xexdx

V. ក្នុងថង់មួយមានប៊ូល ១៥ ែដលែចកជា ប៊ូលពណ៌ៃបតងចំនួន ៧ និងសរេសរេលីប៊ូលទាងំ ៧ ប៊ូលេខៀវចំនួន ៥ និងប៊ូលពណ៌្រកហមចំនួន
៣ ។ េគចាប់ប៊ូលបីេចញពីក្នុងថង់េដាយៃចដន្យ ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖
A: ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌ៃបតង
B: ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌្រកហមចំនួនពីរ និងៃបតងមួយ
C: ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌ខុសគា្ន ។

VI. អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = ln
(

x+1
x−1

)
េហយីមាន្រកាបC ។

1. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f រចួបងា្ហ ញថាជាអនុគមន៍េសស ។
2. គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតៃនអនុគមន៍ ។
3. គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍
4. សង់តារាងអេថរភាពៃន អនុគមន៍ f និងសង់ែខ្សេកាងC ។ េគឱ្យ (e = 2.7)

5. េដាយេ្របី្រកាប (C) ចូរពិភាក�តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉្រត m នូវចំនួននឹងសញញ ៃនឬសសមីការ ln
(

x+1
x−1

)
= m ។

VII. ក្នុងត្រម�យអរតូនរម៉ាល់ (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមានមួយ េគឱ្យបីចំណុច A(3,1,4),B(−1,2,5),C(5,−2,3)

1. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និង សមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាមចំណុចC និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→AB ។
2. រកសមីការប្លង់ (P) ែដលមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→AC េហយីកាត់តាមចំណុច B ។ រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដលមានអង្កត់ផ្ទិត [AB] ។
3. គណនា −→n =

−→
AB×−→AC រចួសរេសរសមីការប្លង់ ABC ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC ។

M ជាចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (D) និងប្លង់ (P) គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច M ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. 1. េដាះ្រសាយសមីការ z2−2
√

2z+4 = 0 (E) ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិច ។
តាម ∆′ = (b′)2−ac = (−

√
2)2− (1)(4) = 2−4 =−2 < 0

េគបាន z1 =
−(−
√

2)+
√

2i
1

=
√

2+ i
√

2 នាឱំ្យ z2 = z̄=
√

2− i
√

2

ដូេច្នះ z1 =
√

2+ i
√

2,z2 =
√

2− i
√

2

រក |z1|, |z2| និង arg(z1),arg(z2)

េដាយ |z1|= |z2|=
√
(
√

2)2 +(
√

2)2 =
√

2+2 =
√

4 = 2

េគបាន z1 = 2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
= 2

(
cos

π
4
+ isin

π
4

)
z2 = 2

(√
2

2
− i

√
2

2

)
= 2

[
cos(−π

4
)+ isin(−π

4
)
]

ដូេច្នះ |z1|= |z2|= 2,arg(z1) =
π
4
+2kπ,arg(z2) =−

π
4
+2kπ ែដល k ∈ Z

2. សរេសរ w =

(√
2+ i
√

2√
2− i
√

2

)2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េដាយ
√

2+ i
√

2√
2− i
√

2
= cos

(π
4
+

π
4

)
+ isin

(π
4
+

π
4

)
= cos

(
2π
4

)
+ isin

(
2π
4

)
នាឱំ្យ w =

[
cos
(

2π
4

)
+ isin

(
2π
4

)]2

= cos
(

4π
4

)
+ isin

(
4π
4

)
ដូេច្នះ w = cosπ + isinπ

II. គណនាលីមីត៖
A = lim

x→0

1− cos4x
1− cosx

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន A = lim
x→0

2sin2 2x
2sin2 x

2

= 16 lim
x→0

[
sin2 2x
(2x)2 ×

x2

2

sin2 x
2

]
= 16

ដូេច្នះ A = 16

B = lim
x→0

sinx√
x+1−

√
1− x

រាងមិនកំណត់ 0
0

តាង A(x) =
√

x+1+
√

1− x⇒ A(0) = 2

េគបាន B = lim
x→0

sinx.A(x)
(
√

x+1−
√

1− x)(
√

x+1+
√

1− x)
= lim

x→0

sinx.A(x)
(
√

x+1)2− (
√

1− x)2

= lim
x→0

A(x)sinx
x+1−1+ x

= lim
x→0

[
A(x)

2
× sinx

x

]
=

A(0)
2
×1 =

2
2
= 1

ដូេច្នះ B = 1

C = lim
x→1

x2 + x−2
x2−1

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបានC = lim
x→1

x2− x+2x−2
x2− x+ x−1

= lim
x→1

x(x−1)+2(x−1)
x(x−1)+(x−1)

= lim
x→1

(x−1)(x+2)
(x−1)(x+1)

= lim
x→1

x+2
x+1

=
3
2

ដូេច្នះ C =
3
2
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III. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉ែស្យល 2y′′+3y′+ y = 0 តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 1,y′(0) = 2

មានសមីការសមា្គ ល់ 2λ 2 +3λ +1 = 0⇔ (λ +1)(2λ +1) = 0

⇔ x+1 = 0,2x+1 = 0

⇒ x =−1,x =−1
2

េគបាន ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y = Ae−x +Be−
1
2 x,A,B ∈ R⇒ y(0) = A+B = 1 (1)

y′ =−Ae−x +−1
2

B−
1
2 x⇒ y′(0) =−A− 1

2
B = 2 (2)

យកសមីការ (1)+(2) េគបាន A−A+B− 1
2

B = 1+2⇔ 1
2

B = 3⇒ B = 6

ជំនួសចូលសមីការ (1)នាឱំ្យ A = 1−B = 1−6 =−5

ដូេច្នះ សមីការមានចេម្លីយ y =−5e−x +6e−
1
2 x

IV. គណនាអាងំេត្រកាល
A =

∫ 2x+7
x2−1

dx

េដាយ 2x+7
x2−1

=
2x+7

(x−1)(x+1)
=

A
x−1

+
B

x+1
=

A(x+1)+B(x−1)
(x−1)(x+1)

សមូល 2x+7 = Ax+A+Bx−B = (A+B)x+A−B

⇔

A+B = 2 (1)

A−B = 7 (2)

យក (1)+(2) េគបាន 2A = 9⇒ A =
9
2
ជំនួសចូល (1) េនាះ B = 2−A = 2− 9

2
=−5

2

េគបាន A =
∫ ( 9

2(x−1)
− 5

2(x+1)

)
dx =

9
2

∫ dx
x−1

− 5
2

∫ dx
x+1

=
9
2

ln |x−1|− 5
2

ln |x+1|+C

ដូេច្នះ A =
9
2

ln |x−1|− 5
2

ln |x+1|+C,C ∈ R

B =
∫ e2

e

dx
x lnx

តាង t = lnx⇒ dt =
dx
x

េគបាន B =
∫ e2

e

dx
x lnx

=
∫ e2

e

dt
t
= [ln |t|]e

2

e = [ln | lnx|]e
2

e = | ln | lne2||− | ln |e||= ln2−1

ដូេច្នះ B = ln2−1

C =
∫

xexdx

តាង u = x⇒ du = dx និង dv = exdx⇒ v =
∫

exdx = ex

េគបានC = uv−
∫

vdu = xex−
∫

exdx = xex− ex +C

ដូេច្នះ C = xex− ex + c,c ∈ R

V. េគចាប់ប៊ូល 3 េចញពីក្នុងថង់ែដលមានបូលសរុបចំនួន 15 េដាយៃចដន្យ

េនាះករណីអាចគឺ n(S) =C(15,3) =
15!

(15−3)!3!
=

12! ·13 ·14 ·15
12!3!

= 450

រក P(A)

A: ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌ៃបតង នាឱំ្យ n(A) =C(7,3) =
7!

(7−3)3!
=

4! ·5 ·6 ·7
4!3!

= 5×7 = 35
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ដូេច្នះ P(A) =
n(A)
n(S)

=
35

450
=

7
90

រក P(B)

B: ប៊ូលែដលចាប់បានពណ៌្រកហមចំនួន 2 និង ៃបតង 1 នំឱ្យ n(B) =C(3,2).C(7,1) = 3×7 = 21

ដូេច្នះ P(B) =
n(B)
n(S)

=
21

450
=

7
150

រក P(C)

C: ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌ខុសគា្ន នាឱំ្យ n(C) =C(7,1) ·C(5,1) ·C(3,1) = 7×5×3 = 150

ដូេច្នះ P(C) =
n(C)

n(S)
=

150
450

=
1
3

VI. អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = ln
(

x+1
x−1

)
េហយីមាន្រកាបC

1. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f
អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា x+1

x−1
> 0

x

x+ 1

x− 1
x+1
x−1

−∞ −1 1 +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ − +

តាមតារាងសញញ េដាយ x+1
x−1

> 0⇒ x ∈ (−∞,−1)∪ (1,+∞)

ដូេច្នះ ែដនកំណត់ D = (−∞,−1)∪ (1,+∞)

បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស
∀x ∈D ,∃− x ∈D េគបាន f (−x) = ln

(
−x+1
−x−1

)
= ln

(
x−1
x+1

)
= ln(x−1)− ln(x+1)

=−[ln(x+1)− ln(x−1)]

=− ln
(

x+1
x−1

)
=− f (x)

ដូេច្នះ f ជាអនុគមន៍េសស
2. គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់

េគបាន lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

ln
(

x+1
x−1

)
= lim

x→±∞
ln

(
1+ 1

x

1− 1
x

)
= ln1 = 0

lim
x→−1

f (x) = lim
x→−1

ln
(

x+1
x−1

)
=−∞

lim
x→1

f (x) = lim
x→1

ln
(

x+1
x−1

)
=+∞

េគបាន y = 0 ជាអាសីុមតូតេដក និង x =−1,x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃនអនុគមន៍ f
3. គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍
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េគបាន f ′(x) =
[

ln
(

x+1
x−1

)]′
= [ln(x+1)]′− [ln(x−1)]′ =

(x+1)′

x+1
− (x−1)′

x−1

=
1

x+1
− 1

x−1
=

x−1− x−1
(x−1)(x+1)

=
−2

(x−1)(x+1)

ដូេច្នះ f ′(x) =
−2

(x−1)(x+1)
េដាយ (x−1)(x+1)> 0,∀x ∈D ⇒ f ′(x)< 0 េនាះអនុគមន៍ f ចុះដាច់ខាតេលី D

4. តារាងអេថរភាពៃន អនុគមន៍ f
x

f (x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

− −

00

−∞

+∞+∞

00

សង់ែខ្សេកាងC

េបី y = 1 េនាះ
1 = ln

(
x+1
x−1

)
⇔ e =

x+1
x−1

⇔ ex− e = x+1

⇔ x(e−1) = 1+ e

⇒ x =
3.7
1.7

= 2.17

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4x =−1

x = 1

x

y

(C)

(C)

5. ពិភាក�តៃម្ល m ៃនសមីការ ln
(

x+1
x−1

)
= m (I)

(I)ជាសមីការអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង ែខ្សេកាង (C) និង បនា្ទ ត់ y = m តាម្រកាប
េគបាន m ∈ (−∞,0) សមីការ (I) មានឬសែតមួយគត់ជាចំនួនពិតអវជិ្ជមាន

ln
(

x+1
x−1

)
= m⇔ x+1

x−1
= em⇒ x =

em +1
em−1

m ∈ (0,+∞) សមីកា (I) មានឬសែតមួយគត់ជាចំនួនវជិ្ជមានគឺ x =
em +1
em−1

m = 0 សមីការ (I) គា្ម នឬស

VII. េគមានបីចំណុច A(3,1,4),B(−1,2,5),C(5,−2,3)
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1. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត និង សមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាមចំណុចC និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→AB

េដាយ −→AB = (−1−3,2−1,5−4) = (−4,1,1)

េគបាន សមីកាប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ (D) :


x = 5−4t

y =−2+ t

z = 3+ t

, t ∈ R

សមីការឆ្លុះៃន (D) :
x−5
−4

=
y+2

1
=

z−3
1

2. រកសមីការប្លង់ (P) ែដលមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→AC េហយីកាត់តាមចំណុច B

េដាយ −→AC = (5−3,−2−1,3−4) = (2,−3,−1)

េគបាន (P) : 2(x+1)−3(y−2)− (z−5) = 0

2x+2−3y+6− z+5 = 0

ដូេច្នះ សមីការប្លង់ (P) : 2x−3y− z+13 = 0

រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដលមានអង្កត់ផ្ទិត [AB]

េដាយ [AB] = |−→AB|=
√

42 +12 +12 =
√

18 = 3
√

2 នាឱំ្យ r =
[AB]

2
=

3
√

2
2

និងផ្ចិត
(

xA + xB

2
,
yA + yB

2
,
zA + zB

2

)
=

(
3−1

2
,
1+2

2
,
4+5

2

)
=

(
1,

3
2
,
9
2

)
េគបានសមីការែស្វ៊ S : (x−1)2 +

(
y− 3

2

)2

+

(
z− 9

2

)2

=

(
3
√

2
2

)2

x2−2x+1+ y2−3y+
9
4
+ z2−9z+

81
4

=
9
2

x2 + y2 + z2−2x−3y−9z+
45
2
− 9

2
= 0

ដូេច្នះ សមីការែស្វ៊ S : x2 + y2 + z2−2x−3y−9z+18 = 0

3. គណនា −→n =
−→
AB×−→AC រចួសរេសរសមីការប្លង់ ABC

េគបាន n⃗ =
−→
AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−4 1 1

2 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣ 1 1

−3 −1

∣∣∣∣∣∣ i⃗−
∣∣∣∣∣∣−4 1

2 −1

∣∣∣∣∣∣ j⃗+

∣∣∣∣∣∣−4 1

2 −3

∣∣∣∣∣∣ k⃗
= (−1+3)⃗i− (4−2) j⃗+(12−2)⃗k

n⃗ = 2⃗i−2 j⃗+10⃗k

េគបានសមីការប្លង់ ABC : 2(x−3)−2(y−1)+10(z−4) = 0

2x−6−2y+2+10z−40 = 0

2x−2y+10z−44 = 0

x− y+5z−22 = 0
គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC

េគបាន S△ABC =
|n|
2

=

√
22 +22 +102

2

=

√
4+4+100

2
=

√
108
2

=
√

27 = 3
√

3 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា
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គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច M(x,y,z)

M ជាចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (D) : x = 5−4t,y =−2+ t,z = 3+ t និងប្លង់ (P);2x−3y− z+13 = 0

េគបាន 2(5−4t)−3(−2+ t)− (3+ t)+13 = 0

10−8t +6−3t−3− t +13 = 0

−12t =−26⇒ t =
13
6

នាឱំ្យ x = 5− 4(13)
6

=
30−52

6
=−11

3
,y =−2+

13
6

=
−12+13

6
=

1
6
,z = 3+

13
6

=
31
6

ដូេនះ ចំណុច្របសព្វ M
(
−11

3
,
1
6
,
31
6

)
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៦េរៀបេរៀងេដាយៈ � ហុងី វុទ្ធី

I. េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច A = (
√

3−1)+ i(
√

3+1) និង B =
x+ iy
1+ i

ែដល x,y ជាចំនួនពិត ។
1. សរេសរ A2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត េហយីជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។
2. សរេសរ B ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។ រកតៃម្ល x,y េដាយដឹងថា 2B−A2 = 0 (B ជាកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន B) ។

II. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

1. lim
x→−1

2x2− x−3
x3 +2x2 +6x+5

2. lim
x→0

sinx+ ex−1
x2 + x

3. lim
x→ π

2

π−2x
cosx

4. lim
x→2

√
x2−1−

√
2x−1

√
x+2−

√
x2 +2x−4

III. 1. េដាះ្រសាយសមីការ (E) : y′′+5y′+6y = 0 ។
2. រកចេម្លីយៃនសមីការ (E) េបីេគដឹងថាបនា្ទ ត់ (D) : y = x−1 ប៉ះ្រកាបៃនចេម្លីយ្រតង់ x = 0 ។

IV. រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលែដលមានអ័ក្សឆ្លុះ្រសបអ័ក្សអរេដាេន េហយី្រកាបវាកាត់តាមចំណុច (−2,−3),(2,5) និង (1,6) ។កំណត់
កូអរេដាេន កំពូល កំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស រចួសង់ប៉ារ៉ាបូល ។

V. េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណត់េលី R េដាយ g(x) = e2x−2ex +
1
2

x+1 មាន្រកាប (C) ។
1. គណនា lim

x→−∞
g(x) និង lim

x→+∞
g(x) ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ (D)ជាអាសីុមតូតៃន (C) ។

2. បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីន ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន g ។
3. សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x = 0 ។
4. សង់្រកាប (T ),(D) និង (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

VI. ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន (0,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(2,0,1),B(3,1,5) និងC(1,4,4)

1. គណនា −→AB និង −→AC ។
2. គណនា −→N =

−→
AB×−→AC រចួគណនា្រកឡាៃផ្ទ△ABC ។

3. រកសមីការប្លង់ (ABC) ។ បងា្ហ ញថាចំណុច D(2,0,2) មិនេនក្នុងប្លង់ (ABC) ។
4. រកចមា្ង យពីចំណុច D េទប្លង់ (ABC) រចួគណនាមាឌេត្រតាែអ៊ត ABCD ។
5. សរេសរសមីការែស៊្វ (S) ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត [AB] ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. 1. សរេសរ A2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េគមាន A = (

√
3−1)+ i(

√
3+1)

េគបាន A2 =
[
(
√

3−1)+ i(
√

3+1)
]2

= (
√

3−1)2 +2(
√

3−1)(
√

3+1)i+ i2(
√

3+1)2, i2 =−1

= 3−2
√

3+1+4i− (3+2
√

3+1)

ដូេច្នះ A2 =−4
√

3+4i

សរេសរ A2 ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគបាន A2 =−4

√
3+4i

= 8

(
−
√

3
2

+
1
2

)
ដូេច្នះ A2 = 8

(
cos

5π
6

+ isin
5π
6

)
2. សរេសរ B ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េគមាន B =

x+ iy
1+ i

ែដល x,y ∈ R

=
(x+ iy)(1− i)
(1+ i)(1− i)

=
x− xi+ iy− i2y

1− i2
, i2 =−1

=
(x+ y)+(y− x)i

2
ដូេច្នះ B =

x+ y
2

+
y− x

2
i

រកតៃម្ល x,y េដាយដឹងថា 2B−A2 = 0 (B ជាកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន B) េនាះ B =
x+ y

2
− y− x

2
i

េគបាន 2B−A2 = 0

2B = A2

x+ y− (y− x)i =−4
√

3+4i

⇔

x+ y =−4
√

3 (1)

y− x = 4 (2)

យក (1)+(2) េនាះ 2y = 4−4
√

3⇒ y = 2−2
√

3

ជំនួសចូល (1) េនាះ x =−4
√

3− y =−4
√

3−2+2
√

3 =−2−2
√

3

ដូេច្នះ x =−2−2
√

3,y = 2−2
√

2

II. គណនាលីមីត
1. lim

x→−1

2x2− x−3
x3 +2x2 +6x+5

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→−1

2x2− x−3
x3 +2x2 +6x+5

= lim
x→−1

2x2 +2x−3x−3
x3 + x2 + x2 + x+5x+5
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= lim
x→−1

2x(x+1)−3(x+1)
x2(x+1)+ x(x+1)+5(x+1)

= lim
x→−1

(x+1)(2x−3)
(x+1)(x2 + x+5)

=
2(−1)−3

(−1)2 +(−1)+5

ដូេច្នះ lim
x→−1

2x2− x−3
x3 +2x2 +6x+5

=−1

2. lim
x→0

sinx+ ex−1
x2 + x

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→0

sinx+ ex−1
x2 + x

= lim
x→0

sinx
x(x+1)

+ lim
x→0

ex−1
x(x+1)

= lim
x→0

sinx
x
× 1

x+1
+ lim

x→0

ex−1
x
× 1

x+1

= 1×1+1×1

ដូេច្នះ lim
x→0

sinx+ ex−1
x2 + x

= 2

3. lim
x→ π

2

π−2x
cosx

រាងមិនកំណត់ 0
0

តាង t = x− π
2
⇒ x = t +

π
2
េបី x→ π

2
េនាះ t→ 0

េគបាន lim
t→0

π−2(t + π
2 )

cos(t + π
2 )

= lim
t→0

−2t
−sin t

= 2 lim
t→0

t
sin t

= 2×1

ដូេច្នះ lim
x→ π

2

π−2x
cosx

= 1

4. lim
x→2

√
x2−1−

√
2x−1

√
x+2−

√
x2 +2x−4

រាងមិនកំណត់ 0
0

តាង A(x) =
√

x2−1+
√

2x−1⇒ A(2) =
√

3+
√

3 = 2
√

3

និង B(x) =
√

x+2−
√

x2 +2x−4⇒ B(2) = 2+2 = 4

េគបាន lim
x→2

√
x2−1−

√
2x−1

√
x+2−

√
x2 +2x−4

= lim
x→2

(
√

x2−1−
√

2x−1)A(x).B(x)
(
√

x+2−
√

x2 +2x−4)B(x).A(x)

= lim
x→2

[x2−1− (2x−1)]B(x)
[x+2− (x2 +2x−4)]A(x)

= lim
x→2

(x2−2x)B(x)
−(x2 + x−6)A(x)

= lim
x→2

x(x−2)B(x)
−(x−2)(x+3)A(x)

= lim
x→2

xB(x)
−(x+3)A(x)

=
2.B(2)
−5.A(2)

=
2×4

−5×2
√

3
=−4

√
3

15

ដូេច្នះ lim
x→2

√
x2−1−

√
2x−1

√
x+2−

√
x2 +2x−4

=−4
√

3
15
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III. 1. េដាះ្រសាយសមីការ (E) : y′′+5y′+6y = 0

មានសមីការសំគាល់ λ 2 +5λ +6 = 0⇔ λ 2 +2λ +3λ +6 = 0

⇔ λ (λ +2)+3(λ +2) = 0

⇔ (λ +3)(λ +2) = 0

⇔ x =−2,x =−3

េគបាន y = Aeλ1 +Beλ2 = Ae−2x +Be−3x

ដូេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) គឺ y = Ae−2x +Be−3x ែដល A,B ∈ R

2. រកចេម្លីយៃនសមីការ (E) េបីេគដឹងថាបនា្ទ ត់ (D) : y = x−1 ប៉ះ្រកាបៃនចេម្លីយ្រតង់ x = 0

េនាះ y(0) = 0−1 =−1 និង y′ = (x−1)′ = 1⇒ y′(0) = 1

េដាយ y = Ae−2x +Be−3x⇒y(0) = Ae0 +Be0

⇔−1 = A+B (1)

និង y = Ae−2x +Be−3x⇒ y′ = (−2x)′Ae−2x +(−3x)′Be−3x

=−2Ae−2x−3Be−3x

⇒ y′(0) =−2Ae0−3Be0

⇔ 1 =−2A−3B (2)

យក 2(1)+(2) េគបាន 2(−1)+1 = 2(A+B)−2A−3B

−1 = 2A+2B−2A−3B

−1 =−B

B = 1

ជំនួលចូល (1) េនាះ −1 = A+1⇒ A =−2

ដូេច្នះ ចេម្លីយៃនសមីការ (E) គឺ y =−2e−2x + e−3x

IV. រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល
េដាយប៉ារ៉ាបូលមានអ័ក្សឆ្លុះជាអ័ក្សឈរ េហយី្រកាបវាកាត់តាមចំណុច (−2,−3),(2,5) និង (1,6)

សមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលមានអ័ក្សឆ្លុះជាអ័ក្សឈរគឺ (x−h)2 = 4p(y− k)

កាត់តាមចំណុច (−2,−3) េនាះ (−2−h)2 = 4p(−3− k)

4+4h+h2 =−12p−4pk

h2 +4pk =−12p−4h−4 (1)

កាត់តាមចំណុច (2,5) េនាះ (2−h)2 = 4p(5− k)

4−4h+h2 = 20p−4pk

h2 +4pk = 20p+4h−4

−12p−4h−4 = 20p+4h−4

32p+8h = 0

4p+h = 0 (2)
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កាត់តាមចំណុច (1,6) េនាះ (1−h)2 = 4p(6− k)

1−2h+h2 = 24p−4pk

h2 +4pk = 24p+2h−1

−12p−4h−4 = 24p+2h−1

36p+6h =−3

12p+2h =−1 (3)

យក 2(1)− (2) េគបាន 2(4p+h)− (12p+2h) = 0− (−1)

8p+2h−12p−2h = 1

−4p = 1

p =−1
4

ជំនួសចូល (2) េនាះ h =−4p =−4
(
−1

4

)
= 1

ជំនួសចូល (1) េគបាន 4+4h+h2 +12p =−4pk

4+4(1)+12−3 = k

6 = k

ដូេនះ រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលគឺ P : (x−1)2 =−(y−6)

កំណត់កូអរេដាេន កំពូល កំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស
េគបាន កពូល V (h,k) =V (1,6)

កំណំុ F(h,k+ p) = F
(

1,6− 1
4

)
= F

(
1,

23
4

)
សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆ : y = k− p = 6+

1
4
=

25
4

សង់ប៉ារ៉ាបូល

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

x

y

•V
•F

(∆)

(P)
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V. េគឱ្យអនុគមន៍ g កំណត់េលី R េដាយ g(x) = e2x−2ex +
1
2

x+1 មាន្រកាប (C)

1. គណនា lim
x→−∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x)

េគបាន lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(
e2x−2ex +

1
2

x+1
)

=−∞

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(
e2x−2ex +

1
2

x+1
)

= lim
x→+∞

e2x
(

1− 2
ex +

x
2e2x +

1
e2x

)
=+∞

រកសមីការបនា្ទ ត់ (D)ជាអាសីុមតូតៃន (C)

េដាយ lim
x→−∞

(e2x−2ex) = 0 នាឱំ្យ D : y =
1
2

x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞

2. បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីន
េយងីមាន g(x) = e2x−2ex +

1
2

x+1⇒ g′(x) = 2e2x−2ex +
1
2

= 4e2x−4ex +1

= (2ex−1)2 > 0
េដាយ g′(x)> 0 េនាះ g ជាអនុគមន៍េកីន
តារាងអេថរភាពៃន g

x

g′(x)

g(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

3. សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x = 0

េគបាន T : y−g(0) = g′(0)(x− x0)

y− (e0−2e0 +0+1) = (2e0−1)2(x−0)

y = x
ដូេច្នះ បនា្ទ ត់ប៉ះ T : y = x

4. សង់្រកាប (T ),(D) និង (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ

x T : y = x D : y =
1
2

x+1 C : y = e2x−2ex +
1
2

x+1

0 0 1 0

1 1 1.5 3.4
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−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x

y

(C) (T )

(D)

VI. ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន (0,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(2,0,1),B(3,1,5) និងC(1,4,4)

1. គណនា −→AB និង −→AC

េគបាន −→AB = (3−2,1−0,5−1) = (1,1,4)
−→
AC = (1−2,4−0,4−1) = (−1,4,3)

2. គណនា −→N =
−→
AB×−→AC

េគបាន −→N =
−→
AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

1 1 4

−1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣= i⃗(3−16)− j⃗(3+4)+ k⃗(4+1) =−13⃗i−7 j⃗+ 5⃗k

គណនា្រកឡាៃផ្ទ△ABC

េគបាន S△ABC =
1
2
|−→N |= 1

2

√
132 +72 +52 =

1
2

√
169+49+25 =

1
2

√
243 =

9
√

3
2

ឯកតា្ត ៃផ្ទ
3. រកសមីការប្លង់ (ABC)

េគបាន (ABC) : a(x− xA)+b(y− yA)+ c(z− zA) = 0

−13(x−2)−7(y−0)+5(z−1) = 0

−13x+26−7y+5z−5 = 0

−13x−7y+5z+21 = 0

13x+7y−5z−21 = 0

បងា្ហ ញថាចំណុច D(2,0,2) មិនេនក្នុងប្លង់ (ABC)

េគបាន 13xD +7yD−5zD−21 = 13(2)+7(0)−5(2)−21

= 26−10−21

=−5 ̸= 0
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4. រកចមា្ង យពីចំណុច D េទប្លង់ (ABC)

េគបាន d [D,(ABC)] =
|13xD +7yD−5zD−21|√

132 +72 +52
=
|−5|
9
√

3

=
5
√

3
27

ឯកតា្ត ្របែវង
គណនាមាឌេត្រតាែអ៊ត ABCD

េគបាន មាឌេត្រតាែអ៊ត=
1
3
្រគឡាៃផ្ទបាទ×កំពស់

VABCD =
1
3
× 1

2
|−→N |×d [D,(ABC)]

=
1
3
× 9
√

3
2
× 5
√

3
27

=
3×5

18
=

5
6

ឯកតា្ត មាឌ
5. សរេសរសមីការែស៊្វ (S) ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត [AB]

េដាយ [AB]ជាអង្កត់ផ្ចិតេនាះ I
(

xA + xB

2
,
yA + yB

2
,
zA + zB

2

)
=

(
2+3

2
,
0+1

2
,
1+5

2

)
= I
(

5
2
,
1
2
,3
)

និងមានកាំ r = |
−→
AB|
2

=

√
12 +12 +42

2
=

√
20
2

=
2
√

5
2

=
√

5

េគបាន S :
(

x− 5
2

)2

+

(
y− 1

2

)2

+(z−3)2 = (
√

5)2

x2−5x+
25
4
+ y2− y+

1
4
+ z2−6z+9−5 = 0

x2 + y2 + z2−5x− y−6z+
21
2

= 0
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៧េរៀបេរៀងេដាយៈ � បាក់ឌុប២០២១

I. (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖
ក. lim

x→3

√
3x2−11 ខ. lim

x→ π
3

√
3sin

(
x− π

3

)(π
3 − x

) គ. lim
x→+∞

(2x−7−11lnx)

II. (១០ពិន្ទុ) ក្នុងថង់មួយមានឃ្លពីណ៌្រកហមចំនួន 2 ឃ្លពីណ៌េខៀវចំនួន 3 និងឃ្លពីណ៌សចំនួន 4 ។ េគចាប់យកឃ្លចីំនួន 3 េចញពីក្នុងថង់
េដាយៃចដន្យ។ គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍ខាងេ្រកាម៖

A: ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ស។ B: ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន ។

III. (១៥ពិន្ទុ)
ក. េគមានចំនួនកំុផ្លិច z1 =

√
2+ i
√

2 ។ រក z1(z1 ជាចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃនចំនួនកុំផ្លិច z1) ។
ខ. រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ្លិច z1 ។ សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។
គ. បងា្ហ ញថា z1 ជាឬសរបស់សមីការ z2 = 2(z

√
2−2) ។

IV. (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 1

0
(3x2−2x+1)dx , J =

∫ 1

0

(
ex

ex +1

)
dx និង K =

∫ π
2

π
4

(
sin3 xcosx

)
dx ។

V. (២៥ពិន្ទុ)
1. ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→j ,−→j ,−→k ) េគមានចំណុចA(0,−2,0),B(−4,1,2),C(0,3,7) និងD(4,0,5)

។ រកវុចិទ័រ −→AB,
−→
BC,
−→
CD និង −→AD រចួបងា្ហ ញចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកង ែតមិនែមនជាកាេរ។៉

2. េគមានសមីការ 9y2 = 25(3− x)(3+ x) ។ បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាសមីការេអលីប ។ រក្របែវងអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កូអរេដាេន
កំពូលទាងំពីរ និងកូអរេដាេនកំណំុទាងំពីររបស់េអលីបេនះ។ សង់េអលីបេនះ។

VI. (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ =−4y ។
1. បងា្ហ ញថា y = λ cos2x+µ sin2x ែដល λ ,µ ជាចំនួនពិត ជាចេម្លីយរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ។
2. រកចេម្លីយពិេសសរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y′′(0) = 1 និង y′(0) = 0 ។

VII. (៣៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x− 2+
2(x+1)

ex ។ េយងីតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f េនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយ
ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ) ។
1. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។ គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x) េយងីដឹងថា lim

x→+∞

x
ex = 0) ។

2. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = x− 2 ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞ ។ បញ្ជ ក់ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀប
និងបនា្ទ ត់ (D) ។

3. េយងីតាង f ′(x) េដរេីវៃន f (x) ។ បងា្ហ ញថា f ′(x) =
ex−2x

ex ។ េគដឹងថា្រគប់ x ធាតុរបស់ R,ex−2x > 0 ។ េ្របលីទ្ធផល
េនះេដីម្បទីាញយកការសិសក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

4. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។ សង់បនា្ទ ត់ (D),(∆) និង
្រកាប (C) ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីត
ក. lim

x→3

√
3x2−11 =

√
3(3)2−11 =

√
3×9−11 =

√
16 = 4

ខ. lim
x→ π

3

√
3sin

(
x− π

3

)(π
3 − x

) រាងមិនកំណត់ 0
0

តាង t = x− π
3
⇒ x = t +

π
3

េបី x→ π
3
េនាះ t→ 0

េគបាន lim
t→0

√
3sin t
−t

=−
√

3 lim
t→0

sin t
t

=−
√

3×1

ដូចេនះ lim
x→ π

3

√
3sin

(
x− π

3

)
π
3 − x

=−
√

3

គ. lim
x→+∞

(2x−7−11lnx) រាងមិនកំណត់ +∞−∞

េគបាន lim
x→+∞

x
(

2− 7
x
−11

lnx
x

)
=+∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

(2x−7−11lnx) = +∞

II. តាង S : េគចាប់យកឃ្លចីំនួន 3 េចញពីឃ្លសីរុប 9 ្រគាប់
នាឲំ្យករណីអាច n(S) =C(9,3) =

9!
(9−3)!3!

=
6!7 ·8 ·9
6!1 ·2 ·3

= 3 ·4 ·7 ករណី

គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍A គឺ p(A)

េដាយ A : ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ស
នាឲំ្យ n(A) =C(4,3) =

4!
(4−1)!1!

=
3!4
3!

= 4 ករណី

េគបាន p(A) =
n(A)
n(S)

=
4

3 ·4 ·7
=

1
3 ·7

=
1

21

ដូចេនះ p(A) =
1

21
គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍A គឺ p(B)

េដាយ B : ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន
នាឲំ្យ n(B) =C(2,1) ·C(3,1) ·C(4,1) = 2 ·3 ·4 ករណី
េគបាន p(B) =

n(B)
n(S)

=
2 ·3 ·4
3 ·4 ·7

=
2
7

ដូចេនះ p(B) =
2
7

III. េគមាន z1 =
√

2+ i
√

2

ក. រក z1(z1 ជាចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់ៃនចំនួនកុំផ្លិច z1)

នាឲំ្យ z1 =
√

2− i
√

2

ដូចេនះ z1 =
√

2− i
√

2

ខ. រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ្លិច z1

េគបាន |z1|=
√

(
√

2)2 +(
√

2)2 =
√

2+2 =
√

4 = 2
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និង


cosθ =

√
2

2

cosθ =

√
2

2

នាឲំ្យ θ =
π
4
+2kπ,k ∈ Z

ដូចេនះ ម៉ូឌុល |z1|= 2 និង អាគុលម៉ង់ arg(z1) =
π
4
+2kπ,k ∈ Z

សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគបាន z1 = |z1|(cosθ + isinθ)

= 2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
ដូចេនះ z1 = 2

(
cos

π
4
+ isin

π
4

)
គ. បងា្ហ ញថា z1 ជាឬសរបស់សមីការ z2 = 2(z

√
2−2)

េគបាន 2
(

z1
√

2−2
)
= 2

[(√
2− i
√

2
)√

2−2
]

= 2(2−2i−2)

=
√

2−4i+(
√

2i)2

=
(√

2− i
√

2
)2

= z1
2

ដូចេនះ z1 ជាឬសរបស់សមីការ z2 = 2(z
√

2−2)

IV. គណនាអាងំេត្រកាល
េគបាន I =

∫ 1

0
(3x2−2x+1)dx

=
[
x3− x2 + x

]1
0

= 13−12 +1− (0) = 1

ដូចេនះ I = 1

េគបាន J =
∫ 1

0

(
ex

ex +1

)
dx =

∫ 1

0

d(ex +1)
ex +1

= ln |ex +1|10
= ln(e+1)− ln2

ដូចេនះ J = ln
e+1

2

េគបាន K =
∫ π

2

π
4

(
sin3 xcosx

)
dx =

∫ π
2

π
4

sin3 xd(sinx)

=
sin4 x

4

∣∣∣∣
π
2

π
4

=
1
4

(
sin4 π

2
− sin4 π

4

)

=
1
4

1−

(√
2

2

)4
=

1
4

(
1− 1

4

)

ដូចេនះ K =
3

16
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V. 1. េគមាន A(0,−2,0),B(−4,1,2),C(0,3,7) និង D(4,0,5)

រកវុចិទ័រ −→AB,
−→
BC,
−→
CD និង −→AD

េគបាន −→AB = (−4−0,1+2,2−0) = (−4,3,2)
−→
BC = (0+4,3−1,7−2) = (4,2,5)
−→
CD = (4−0,0−3,5−7) = (4,−3,−2)
−→
AD = (4−0,0+2,5−0) = (4,2,5)

ដូចេនះ −→AB = (−4,3,2),
−→
BC = (4,2,5),

−→
CD = (4,−3,−2) និង −→AD = (4,2,5)

បងា្ហ ញចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកង ែតមិនែមនជាកាេរ ៉
េដាយ −→AB =−−→CD⇒ |−→AB|= |−→CD|=

√
42 +32 +22 =

√
16+9+4 =

√
29 ឯកតា្របែវង

និង −→BC =−−→AD⇒ |−→BC|= |−→AD|=
√

42 +22 +52 =
√

16+4+25 =
√

45 ឯកតា្របែវង
មយង៉េទៀត −→AD ·−→AB = 4(−4)+2(3)+5(2)

=−16+6+10

= 0⇔−→AB⊥−→AD

េដាយ −→AB⊥−→AD និង |−→AB| ̸= |−→AD|
ដូចេនះ ABCD ជាចតុេកាណែកងមិនែមនកាេរ ៉

2. បងា្ហ ញថាសមីការ 9y2 = 25(3− x)(3+ x)ជាសមីការេអលីប
េគបាន 9y2 = 25(3− x)(3+ x)

32y2 = 52(9− x2)

32y2 = 52 ·32−52x2

52x2 +32y2 = 52 ·32

52x2

52 ·32 +
32y2

52 ·32 = 1

x2

32 +
y2

52 = 1

ដូចេនះ 9y2 = 25(3− x)(3+ x)ជាសមីការេអលីប
រក្របែវងអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កូអរេដាេនកំពូលទាងំពីរ និងកូអរេដាេនកំណំុទាងំពីរ
េដាយ a = 5,b = 3⇒ c =

√
a2−b2 =

√
52−32 =

√
25−9 =

√
16 = 4

េគបាន ្របែវងអ័ក្សធំគឺ 2a = 2×5 = 10 ឯកតា្របែវង
្របែវងអ័ក្សតូចគឺ 2b = 2×3 = 6 ឯកតា្របែវង
កំពូលគឺ V1(0,−a) = (0,−5) និង V2(0,a) = (0,5)

កំណំុគឺ F1(0,−c) = (0,−4) និង F2(0,c) = (0,4)

ដូចេនះ
្របែវងអ័ក្សធំ 2a = 10 ឯកតា្របែវង,្របែវងអ័ក្សតូច 2b = 6 ឯកតា្របែវង
កូអរេដាេន កំពូល V1(0,−5) និង V2(0,5) និង កំណំុគឺ F1(0,−4) និង F2(0,4)
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សង់េអលីបេនះ
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VI. េគមាន (E) : y′′ =−4y

1. បងា្ហ ញថា y = λ cos2x+µ sin2x ែដល λ ,µ ជាចំនួនពិត ជាចេម្លីយរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E)

េគបាន y′ =−λ2sin2x+µ2cos2x

y′′ =−4λ cos2x−4µ sin2x

=−4(λ cos2x+µ sin2x)

=−4y

ដូចេនះ y = λ cos2x+µ sin2x ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E)
2. រកចេម្លីយពិេសសរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E)

ចំេពាះ y′′(0) = 1 េនាះ y′′(0) =−4(λ cos0+µ sin0)

1 =−4(λ )

λ =−1
4

និង y′(0) = 0 េនាះ y′(0) =−λ2sin2x+µ2cos0

0 = 2µ

µ = 0

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសៃន(E) : y =−1
4

cos2x

VII. (៣៥ពិន្ទុ) េគមាន្រកាប (C) ែដល f (x) = x−2+
2(x+1)

ex
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1. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f
េដាយ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R

គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x)

េគបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
x−2+

2(x+1)
ex

]
=+∞

និង lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[
x−2+

2(x+1)
ex

]
=−∞ េ្រពាះ lim

x→−∞

x
ex =−∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f (x) = +∞ និង lim
x→−∞

f (x) =−∞

2. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞

េគបាន lim
→+∞

[ f (x)− y] = lim
x→+∞

[
x−2+

2(x+1)
ex − (x−2)

]
= lim

x→+∞

2(x+1)
ex

= 0

ដូចេនះ (D) : y = x−2 ជាអសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞

បញ្ជ ក់ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនិងបនា្ទ ត់ (D)

េដាយ f (x)− y =
2(x+1)

ex

េបី f (x)− y = 0⇒ x+1 = 0⇒ x =−1

េបី f (x)− y > 0⇒ x+1 > 0⇒ x >−1

េបី f (x)− y < 0⇒ x+1 < 0⇒ x <−1

ដូចេនះ
x >−1 េនាះ្រកាបC ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ (D)

x <−1 េនាះ្រកាបC ស្ថិតេនេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)

3. បងា្ហ ញថា f ′(x) =
ex−2x

ex

េគមាន f (x) = x−2+
2(x+1)

ex

េគបាន f ′(x) = 1−0+2
[
(x+1)′ex− (ex)′(x+1)

(ex)2

]
= 1+2

ex− ex(x+1)
(ex)2

= 1+2 · 1− x−1
ex

=
ex−2x

ex

ដូចេនះ f ′(x) =
ex−2x

ex

សិសក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
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េដាយ ex−2x > 0,∀x ∈ R េនាះ f ′(x) =
ex−2x

ex > 0

នាឲំ្យ f (x)ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ច។
តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

4. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ (D)

េគមាន f ′(x) =
ex−2x

ex ⇒ f ′(0) =
e0−2(0)

e0 = 1

និង D : y = x−2⇒ y′ = 1

េដាយ y′ = f ′(0)

ដូចេនះ (∆) ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ D
សង់បនា្ទ ត់ (D),(∆) និង្រកាប (C)

ចំេពាះ (D) : y = x−2

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 2

y −2 0

ចំេពាះ (∆) :y− f (0) = 1(x−0)

⇒y = x+
[

0−2+
2(0+1)

1

]
= x

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 1

y 0 1

ចំេពាះ (C) : f (x) = x−2+
2(x+1)

ex

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 −1

f (x) 0 −3
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៨េរៀបេរៀងេដាយៈ � បាក់ឌុប២០២២

I. (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក. lim
x→0

ex +1
2ex ខ. lim

x→1

√
x+3−2√

x−1
គ. lim

x→ π
3

√
3
(π

3 − x
)

sin
(
x− π

3

)
II. (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល៖

ក. I =
∫ 1

0
(2− x+2x2)dx ខ. J =

∫ π
4

0

(
cos4x− cos2x

2

)
dx

គ. េគមាន f (x) =
x2−1
2x−1

បងា្ហ ញថា f (x) =
x
2
+

1
4
− 3

4(2x−1)
។ គណនា K =

∫ 0

−1
f (x)dx ។

III. (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = i(3+2i)(2+ i)2 ។
ក. សរេសរ z1 ជាទ្រមង់ពីជគណិតរចួរក z1 ចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z1 ។
ខ. សរេសរ z2 = z1 +19 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។ គណនា៖ z4

2 និង z6
2 ។

IV. (១០ពិន្ទុ) ក្នុងមណ្ឌ លសុខភាពមួយមានបុគ្គលិកនារ9ី នាក់ និងបុគ្គលិកបុរស 5 នាក់។ េគេរៀបចំជា្រក�មការងារមួយ្រក�មមានគា្ន 4 នាក់
េដាយៃចដន្យឲ្យចុះេធ្វីការតាមភូមិ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍ខាងេ្រកាម៖
A :្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិកទាងំ 4 នាក់សុទ្ធែតជានារ។ី
B : ្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិក 50% ជានារ ី។

V. (២៥ពិន្ទុ)
1. ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) េគមានចំណុច M(0,1,1),N(1,2,2),P(0,3,−4)

និង Q(−2,1,0) ។
ក. រកវុចិទ័រ −−→MN,

−→
NP,
−→
NQ,
−→
PQ និងរក្របែវងវុចិទ័រទាងំបួនេនះ។

ខ. បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q និងរកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ។
2. រកកូអរេដាេនកំពូល កុណំុំ និងសមីការបនា្ទ ត្់របាបទិ់សរបសប៉់ារ៉ាបូលែដលមានសមីការ (y+2)2 =−8(x−2) ។ សងប៉់ារ៉ាបូល
េនះ ។

VI. (៤០ពិន្ទុ)
A. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x− ln(1+ x) ។ េយងីតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់ f ។

1. រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f ។ គណនា lim
x→−1+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។
2. សិក�អេថរភាពរបស់អនុគមន៍ f (x) េដាយភា្ជ ប់តារាងអេថរភាពេនេលី D និងបញ្ជ ក់សញញ ៃន f (x) េលី D ។

B. េគចង់សិក�ទីតាងំរបស់្រកាប (C) ៃន f េធៀបេទនឹង្រកាប (P) ែដលមានសមីការ y =
1
2

x2 ។

1. ក្នុងន័យេនះេគបេង្កីតអនុគមន៍ g កំណត់េលី D ែដនកំណត់របស់ f េដាយ g(x) = f (x)− x2

2
។ សិក�អេថរភាពៃន

អនុគមន៍ g និងទាញយកសញញ ៃន g(x)កាលណា x រត់េនេលី D ។ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹង្រកាប (P) ។
2. សង់្រកាប (C) និង្រកាប (P) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ) ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីត៖
ក. lim

x→0

ex +1
2ex =

e0 +1
2e0

=
2
2
= 1

ដូចេនះ lim
x→0

ex +1
2ex = 1

ខ. lim
x→1

√
x+3−2√

x−1
រាងមិនកំណត់ 0

0

េគបាន lim
x→1

√
x+3−2√

x−1
= lim

x→1

(
√

x+3−2)(x−1)
(
√

x−1)(x−1)

= lim
x→1

(
√

x+3−2)[(
√

x)2−1]
(
√

x−1)[(
√

x+3)2−22]

= lim
x→1

(
√

x+3−2)(
√

x−1)(
√

x+1)
(
√

x−1)(
√

x+3−2)(
√

x+3+2)

= lim
x→1

√
x+1√

x+3+2

=
2
4
=

1
2

ដូចេនះ lim
x→1

√
x+3−2√

x−1
=

1
2

គ. lim
x→ π

3

√
3
(π

3 − x
)

sin
(
x− π

3

) រាងមិនកំណត់ 0
0

តាង t = x− π
3
⇒ x = t +

π
3
ចំេពាះ x→ π

3
⇒ t→ 0

េគបាន lim
x→1

√
3
(π

3 − x
)

sin
(
x− π

3

) = lim
t→0

−
√

3t
sin t

=−
√

3 ·1

=−
√

3

ដូចេនះ lim
x→ π

3

√
3
(π

3 − x
)

sin
(
x− π

3

) =−
√

3

II. គណនាអាងំេត្រកាល៖
ក. I =

∫ 1

0
(2− x+2x2)dx

= 2
∫ 1

0
dx−

∫ 1

0
xdx+2

∫ 1

0
x2dx

= 2x|10−
1
2

x2
∣∣∣∣1
0
+

2
3

x3
∣∣∣∣1
0

= (2 ·1−2(0))−
(

1
2
·12− 1

2
·02
)
+

(
2
3
·13− 2

3
·03
)

= 2− 1
2
+

2
3
=

13
6

ដូចេនះ I =
13
6
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ខ. J =
∫ π

4

0

(
cos4x− cos2x

2

)
dx

=
∫ π

4

0

cos4x
2

dx−
∫ π

4

0

cos2x
2

dx

=
1
8

∫ π
4

0
d(sin4x)− 1

4

∫ π
4

0
d(sin2x)

=
sin4x

8

∣∣∣∣ π
4

0
− sin2x

4

∣∣∣∣ π
4

0

=
1
8
(sin

4π
4
− sin0)− 1

4
(sin

2π
4
− sin0)

= 0− 1
4

ដូចេនះ J =−1
4

គ. េគមាន f (x) =
x2−1
2x−1

បងា្ហ ញថា f (x) =
x
2
+

1
4
− 3

4(2x−1)

េគបាន x
2
+

1
4
− 3

4(2x−1)
=

2x(2x−1)+(2x−1)−3
4(2x−1)

=
4x2−2x+2x−1−3

4(2x−1)

=
4x2−4

4(2x−1)

=
4(x2−1)
4(2x−1)

=
x2−1

4(2x−1)

= f (x)

ដូចេនះ x2−1
2x−1

=
x
2
+

1
4
− 3

4(2x−1)

គណនា K =
∫ 0

−1
f (x)dx

=
∫ 0

−1

(
x
2
+

1
4
− 3

4(2x−1)

)
dx

=
1
4

∫ 0

−1
d(x2)+

1
4

∫ 0

−1
dx− 3

8

∫ 0

−1
d(ln |2x−1|)

=
x2

4

∣∣∣∣0
−1

+
x
4

∣∣∣0
−1
− 3ln |2x−1|

8

∣∣∣∣0
−1

=

(
0− 1

4

)
+

(
0+

1
4

)
− 3

8
(ln1− ln3)

=
3ln3

8

ដូចេនះ K =
3ln3

8
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III. េគមាន z1 = i(3+2i)(2+ i)2

ក. សរេសរ z1 ជាទ្រមង់ពីជគណិតរចួរក z1 ចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z1

េគបាន z1 = i(3+2i)(2+ i)2

= (3i+2i2)(4+4i+ i2)

= (−2+3i)(3+4i)

=−6−8i+9i−12

=−18+ i

ដូចេនះ z1 =−18+ i និង z1

ខ. សរេសរ z2 = z1 +19 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគបាន z2 = z1 +19

=−18+ i+19

= 1+ i

=
√

2

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
ដូចេនះ z2 =

√
2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
គណនា z4

2 និង z6
2

េគបាន z4
2 = (

√
2)4
(

cos
4π
4

+ isin
4π
4

)
= 4(cosπ + isinπ)

= 4(−1+0i) =−4

និង z6
2 = (

√
2)6
(

cos
6π
4

+ isin
6π
4

)
= 23

(
cos

3π
2

+ isin
3π
2

)
= 8(0− i) =−8i

ដូចេនះ z4
2 =−4 និង z6

2 =−8i

IV. រក P(A) និង P(B)

តាង S :” េ្រជីសេរសី4 នាក់េចញពីបុគ្គលិកសរុប 14 នាក់”
នាឲំ្យ n(S) =C(14,4) =

14!
(14−4)4!

=
10! ·11 ·12 ·13 ·14

10! ·1 ·2 ·3 ·4
= 7 ·11 ·13 ជេ្រមីស

េដាយ A : ្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិកទាងំ៤នាក់សុទ្ធែតជានារ ី
នាឲំ្យ n(A) =C(9,4) =

9!
(9−4)!4!

=
5! ·6 ·7 ·8 ·9

5!4!
=

6 ·7 ·8 ·9
6 ·4

= 2 ·7 ·9 ជេ្រមីស

េគបាន P(A) =
n(A)
n(S)

=
2 ·7 ·9

7 ·11 ·13
=

18
143

ដូចេនះ P(A) =
18

143
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និង B : ្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិក 50% ជានារ ី
នាឲំ្យ n(B) =C(9,2) ·C(5,2) =

9!
(9−2)!2!

× 5!
(5−2)!2!

=
7! ·8 ·9

7!2!
× 3! ·4 ·5

3! ·2!
= 4 ·9 ·2 ·5 ជេ្រមីស

េគបាន P(B) =
n(B)
n(S)

=
5 ·8 ·9

7 ·11 ·13
=

360
1001

ដូចេនះ P(B) =
360

1001
V. 1. េគមាន M(0,1,1),N(1,2,2),P(0,3,−4) និង Q(−2,1,0)

ក. រកវុចិទ័រ −−→MN = (1−0,2−1,2−1) = (1,1,1)
−→
NP = (0−1,3−2,−4−2) = (−1,1,−6)
−→
NQ = (−2−1,1−2,0−2) = (−3,−1,−2)
−→
PQ = (−2−0,1−3,0+4) = (−2,−2,4)

និងរក្របែវងវុចិទ័រទាងំបួនេនះ
|−−→MN|=

√
12 +12 +12 =

√
3 ឯកតា្របែវង

|−→NP|=
√

12 +12 +62 =
√

38 ឯកតា្របែវង

|−→NQ|=
√

32 +12 +22 =
√

14 ឯកតា្របែវង

|−→PQ|=
√

22 +22 +42 =
√

24 ឯកតា្របែវង

ខ. បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q

េដាយ 38 = 14+24

(
√

38)2 = (
√

14)2 +(
√

24)2

|−→NP|2 = |−→NQ|2 + |−→PQ|2

តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ េគបាន ្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q

រកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណ NPQ

េគបាន S =
|−→NQ| · |−→PQ|

2

=

√
14 ·
√

24
2

=
1
2
·
√

2 ·7 ·2 ·4 ·3

=
4
2
·
√

21

= 2
√

21 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

2. រកកូអរេដាេនកំពូល កុំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិសរបស់ប៉ារ៉ាបូល
េគមានសមីការ (y+2)2 =−8(x−2)នាឲំ្យ h = 2,k =−2 និង 4p =−8 នាឲំ្យ p =−8

2
=−4

េគបាន កំពូល V (h,k)⇒V (2,−2)

កំណំុ F(h+ p,k)⇒V (−2,−2)

សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆ : x = h− p = 2− (−4) = 6
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ចំេពាះ x =−6 េនាះេគបាន (y+2) =−8(−6−2)

(y+2) = 82⇒

y+2 =−8

y+2 = 8
⇒

y =−10

y =−6

សង់ប៉ារ៉ាបូល

−6 −4 −2 2 4 6

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

•V•F

(∆)

x

x

VI. A. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x− ln(1+ x)

1. រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f
អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា 1+ x > 0⇒ x >−1

ដូ ចេនះ D = (−1,+∞)

គណនា lim
x→−1+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)

េគបាន lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

[x− ln(1+ x)] = +∞

និង lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[x− ln(1+ x)]

= lim
x→+∞

x
[

1− ln(1+ x)
x

]
=+∞

ដូចេនះ lim
x→−1+

f (x) = +∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞

2. សិក�អេថរភាពរបស់អនុគមន៍ f (x) េដាយភា្ជ ប់តារាងអេថរភាពេនេលី D និងបញ្ជ ក់សញញ ៃន f (x) េលី D

េគមាន f (x) = x− ln(1+ x)⇒ f ′(x) = [x− ln(1+ x)]′

= 1− (1+ x)′

1+ x

=
1+ x−1

1+ x

=
x

1+ x
េដាយ 1+ x > 0 េនាះ f ′(x)មានសញញ តាម x

សញញ f ′(x)
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x

f ′(x)

−1 0 +∞

− 0 +

េដាយ f ′ ប្តូរសញញ សញញ ពី− េទ+ ្រតង់ x = 0 េនាះ f មានតៃម្លអប្បរមាតរ្ង់ x = 0 គឺ f (0) = 0− ln(1+0) = 0

តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−1 0 +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞

f (x) ចុះេលីចេនា្ល ះ (−1,0)

f (x) េកីនេលីចេនា្ល ះ (0,+∞)

និង x = 0 នាឲំ្យ f (x) = 0

B. េគមាន (P) : y =
1
2

x2

1. សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g និងទាញយកសញញ ៃន g(x)កាលណា x រត់េនេលី D

េគមាន g : g(x) = f (x)− x2

2
⇒ g′(x) = f ′(x)− x

=
x

1+ x
− x

=
x− x− x2

1+ x

=− x2

1+ x
< 0, េ្រពាះ x2

1+ x
> 0 ចំេពាះ x ∈ D

តារាងសញញ ៃន g′(x)

x

g′(x)

−1 +∞

−

េដាយ g′(x)< 0 េនាះ g(x)ជាអនុគមន៍ចុះេលី D

េបី g′(x) = 0⇔ x2 = 0⇒ x = 0 នាឲំ្យ g(0) = 0

េគបាន g(x)> 0 េលីចេនា្ល ះ (−1,0)

g(x)< 0 េលីចេនា្ល ះ (0,+∞)

សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹង្រកាប (P)

g(x)> 0 េលីចេនា្ល ះ (−1,0) េនាះ f (x)−y > 0 េនាះេគបាន្រកាប (C) ឋតិេនេលីប៉ារ៉ាបូល (P) េលីចេនា្ល ះ (−1,0)

និង g(x) < 0 េលីេនា្ល ះ (0,+∞) េនាះ f (x)− y < 0 េនាះេគបាន្រកាប (C) ឋតិេនេ្រកាមប៉ារបូ៉ល (P) េលីចេនា្ល ះ
(0,+∞)

Tel: 016 434 006 ៦៧  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



��

សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

2. សង់្រកាប (C) និង្រកាប (P)

្រកាប (C) ចំេពាះ x = 1.71⇒ f (1.71) = 1.71− lne = 1.71−1 = 0.71

ប៉ារ៉ាបូល (P) ចំេពាះ y = 2 េនាះ 2 =
x2

2
⇔ 4 = x2 នាឲំ្យ x =±2

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

3

4x =−1

x

y

0

(C)

(P)
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ៩េរៀបេរៀងេដាយៈ � សាែរន៉ សទុា្ធ

I. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម
ក. lim

x→+∞

(√
x2− x+3− x+1

)
ខ. lim

x→0

−3xsinx
cos2 x−1

គ. lim
x→π

2(1+ cosx)
cos4 x−1

។
II. េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =−3+3i

√
3 និង z2 =−3−3i

√
3 ។

ក. សរេសរ 2z1 + z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត និង្រតីេកាណមា្រត។
ខ. គណនា (2z1 + z2)

3 ។ េគតាង z2 ជាចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z2 ។
III. ក្នុងថង់មួយមានប៊ូលចំនួន15 ែដលមានបង់េលខពី1 ដល់ 15 ។ េគចាប់យកប៊ូល3 េចញពីថង់េដាយៃចដន្យ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖

ក. A : ” េគចាប់បានប៊ូលទាងំ3 សុទ្ធែតមានេលខែចកដាច់នឹង3 ”
ខ. B :  ” េគចាប់បានប៊ូលទាងំ3 មានេលខសុទ្ធែតែចកមិនដាច់នឹង4 ”
គ. C : ” េគចាប់បានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង3 ” ។

IV. គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម
ក. I =

∫ 1

0
(x2−1)2dx ខ. J =

∫ ln7

0
(ex−2)dx គ. K =

∫ π
2

0

[
sin
(

3x+
π
3

)
+ sin4 xcosx

]
dx ។

V. 1. េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន(O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគឲ្យបីចំនុច A(1,2,3) ,B(3,2,1) និង C(3,4,3) ។
ក. គណនាកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB ,

−→
AC ,
−→
BC ។ បងា្ហ ញថា ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស ។

ខ. គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→AC រចួទាញថាបីចំនុច A,B,C រត់មិន្រតង់គា្ន ។
គ. បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ n⃗ = (−1,1,1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC) ។ សរេសរសមីការប្លង់ (ABC) ។

2. េគមានប៉ារ៉ាបូលែដលមានសមីការទូេទ x2−4x−8y−12 = 0 ។ ចូរបែម្លងសមីការេនះជាទ្រមង់ស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល។ កំណត់
កូអរេដាេនកំពូល កំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ្រពមទាងំសង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ។

VI. េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+3y′− y = 2y′+5y ។ េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E) ។ បងា្ហ ញថា y = 2e2x−
e−3x ជាចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E) ។

VII. េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី (0,+∞) ែដល f (x) =
x+ lnx

x
និងមាន្រកាបតំណាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក. គណនាលីមីត lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប ។
ខ. គណនា  f ′(x) និងសិក�សញញ របស់វា។ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់តារាងេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ. រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ែដលប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំនុចែដលមានអាប់សីុស x = 1 ។
ឃ. សង់្រកាប (C) ,បនា្ទ ត់ (T ) និងអាសីុមតូតទាងំអស់េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ង. គណនាៃផ្ទ្រកឡាខ័ណ្ឌ េដាយ្រកាប (C) ,អ័ក្ស(ox) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e ។ េគឲ្យ e = 2.7 និង 1
e
= 0.4 ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម

ក. lim
x→+∞

(√
x2− x+3− x+1

)
រាងមិនកំណត់+∞−∞

= lim
x→+∞

[√
x2− x+3− (x−1)

]
= lim

x→+∞

[√
x2− x+3− (x−1)

][√
x2− x+3+(x−1)

]
[√

x2− x+3+(x−1)
]

= lim
x→+∞

(
√

x2− x+3)2− (x−1)2
√

x2− x+3+ x−
= lim

x→+∞

x2− x+3− (x2−2x+1)√
x2− x+3+ x−1

= lim
x→+∞

x2− x+3− x2 +2x−1√
x2− x+3+ x−1

= lim
x→+∞

x+2√
x2− x+3+ x−1

= lim
x→+∞

x+2√
x2
(

1− 1
x
+

3
x2

)
+ x−1

= lim
x→+∞

x+2

x

√
1− 1

x
+

3
x2 + x−1

= lim
x→+∞

x
(

1+
2
x

)
x

(√
1− 1

x
+

3
x2 +1− 1

x

) = lim
x→+∞

1+
2
x√

1− 1
x
+

3
x2 +1− 1

x

=
1+0√

1−0+0+1−0
=

1
2

(a−b)(a+b) = a2−b2

ដូេច្នះ lim
x→+∞

(√
x2− x+3− x+1

)
=

1
2

ខ. lim
x→0

−3xsinx
cos2 x−1

រាងមិនកំណត់0
0

= lim
x→0

−3xsinx
−(1− cos2 x)

= lim
x→0

3xsinx
sin2 x

= lim
x→0

3x
sinx

= lim
x→0

(
3× x

sinx

)
= 3

lim
x→0

x
sinx

= 1

1− cos2 x = sin2 xដូេច្នះ lim
x→0

−3xsinx
cos2 x−1

= 3

គ. lim
x→π

2(1+ cosx)
cos4 x−1

រាងមិនកំណត់0
0

= lim
x→π

2(1+ cosx)
(cos2 x−1)(cos2 x+1)

= lim
x→π

2(1+ cosx)
(cosx−1)(cosx+1)(cos2 x+1)

= lim
x→π

2
(cosx−1)(cos2 x+1)

=
2

(cosπ−1)(cos2 π +1)
=

2
(−1−1)(1+1)

=−1
4
=−1

2

ដូេច្នះ lim
x→π

2(1+ cosx)
cos4 x−1

=−1
2

II. ក. សរេសរ 2z1 + z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត និង្រតីេកាណមា្រត
េគមាន z2 =−3−3i

√
3 នាឲំ្យ z2 =−3+3i

√
3

េគបាន 2z1 + z2 = 2(−3+3i
√

3)+(−3+3i
√

3) =−6+6i
√

3−3+3i
√

3 =−9+9i
√

3

ដូេច្នះ 2z1 + z2 =−9+9i
√

3
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ខ. គណនា (2z1 + z2)
3

េគមាន 2z1 + z2 =−9+9i
√

3 = 18

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
= 18

(
−cos

π
3
+ isin

π
3

)
= 18

[
cos
(

π− π
3

)
+ isin

(
π− π

3

)]
= 18

(
cos

2π
3

+ isin
2π
3

)
េគទាញបាន (2z1 + z2)

3 =

[
18
(

cos
2π
3

+ isin
2π
3

)]3

= 183
(

cos
6π
3

+ isin
6π
3

)
= 18(cos2π + isin2π) = 18(1+0i) = 18

[r(cosθ + isinθ)]n = rn(cosnθ + isinnθ)

ដូេច្នះ (2z1 + z2)
3 = 18

III. រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
ក. A : ” េគចាប់បានប៊ូលទាងំ3 សុទ្ធែតមានេលខែចកដាច់នឹង3 ”

តាមរូបមន្ត P(A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(S) =C(15,3) =
15!

(15−3)!3!
=

15!
12!3!

=
15×14×13×12!

12!3!
=

15×14×13
3!

= 455

C(n,k) =
n!

(n− k)!k!

េលខែដលែចកដាច់នឹង 3 មានេលខ 3,6,9,12,15

េនាះ n(A) =C(5,3) =
5!

(5−3)!3!
=

5!
2!3!

=
5×5×3

2!3!
=

5×4
2!

= 10

េគបាន P(A) =
10

455
=

2
91

ដូេច្នះ P(A) =
2
91

ខ. B :  ” េគចាប់បានប៊ូលទាងំ3 មានេលខសុទ្ធែតែចកមិនដាច់នឹង4 ”
តាមរូបមន្ត P(B) = n(B)

n(S)
េដាយ េលខែចកមិនដាច់នឹង4 មានេលខ 1,2,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15

េនាះ n(B) =C(12,3) =
12!

(12−3)!3!
=

12!
9!3!

=
12×11×10×9!

9!3!
=

12
3!

= 220

េគបាន P(B) =
220
455

=
44
91

ដូេច្នះ  P(B) =
44
91

គ. C : ” េគចាប់បានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង3 ”
តាមរូបមន្ត P(C) =

n(C)

n(S)
េដាយ េលខែចកដាច់នឹង3 មានេលខ 3,6,9,12,15

េនាះ n(C) =C(5,1)×C(10,2) = 5× 10!
(10−2)!2!

= 5× 10!
8!2!

= 5× 10×9×8!
8!2!

= 5× 10×9
2!

= 225

េគបាន P(C) =
225
455

=
45
91

ដូេច្នះ  P(C) =
45
91
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IV. គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម

ក. I =
∫ 1

0
(x2−1)2dx =

∫ 1

0
(x4−2x2 +1)dx =

[
x5

5
−2 · x

3

3
+ x
]1

0

=

(
15

5
−2 · 1

3

3
+1
)
− (0−0+0) =

8
15

ដូេច្នះ I =
8

15

ខ. J =
∫ ln7

0
(ex−2)dx = (ex−2x)ln7

0 =
(

eln7−2ln7
)
− (e0−0) = 7−2ln7−1 = 6−2ln7

elnk = k
ដូេច្នះ J = 6−2ln7

គ. K =
∫ π

2

0

[
sin
(

3x+
π
3

)
+ sin4 xcosx

]
dx =

∫ π
2

0
sin
(

3x+
π
3

)
dx+

∫ π
2

0
sin4 xcosxdx

=
∫ π

2

0
sin
(

3x+
π
3

)
dx+

∫ π
2

0
sin4 x(sinx)′dx

=

[
−1

3
cos
(

3x+
π
3

)] π
2

0
+

(
sin5

5

) π
2

0

=

[
−1

3
cos
(

3π
2

+
π
3

)]
−
[
−1

3
cos
(

0+
π
3

)]
+

sin5 π
2

5
− sin0

5

=−1
3

cos
(

π +
π
2
+

π
3

)
+

1
3

cos
π
3
+

1
5
−0

=
1
3

cos
(π

2
+

π
3

)
+

1
3

cos
π
3
+

1
5

=−1
3

sin
π
3
+

1
3

(
1
2

)
+

1
5
=−1

3

(
−
√

3
2

)
+

1
6
+

1
5
=−
√

3
6

+
1
6
+

1
5
=

11−5
√

3
30

∫
[ f (x)]n · f ′(x)dx =

[ f (x)]n+1

n+1
+ c,c ∈ R

ដូេច្នះ K =
11−5

√
3

30

V. 1. ក. គណនាកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB ,
−→
AC ,
−→
BC

េគមាន
A(1,2,3)

B(3,2,1)
⇒−→AB = (3−1,2−2,1−3) = (2,0,2)

A(1,2,3)

C(3,4,3)
⇒−→AC = (3−1,4−2,3−3) = (2,2,0)

B(3,2,1)

C(3,4,3)
⇒−→BC = (3−3,4−2,3−1) = (0,2,2)

ដូេច្នះ −→AB = (2,0,2),
−→
AC = (2,2,0) និង −→BC = (0,2,2)

បងា្ហ ញថា ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
េគមាន
−→
AB = (2,0,2)⇒ |−→AB|=

√
22 +02 +02 =

√
8 = 2

√
2  ឯកតា្របែវង

−→
AC = (2,2,0)⇒ |−→AC|=

√
22 +22 +02 =

√
8 = 2

√
2  ឯកតា្របែវង
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−→
BC = (0,2,2)⇒ |−→BC|=

√
02 +22 +22 =

√
8 = 2

√
2

u⃗ = (a,b,c)⇒ |⃗u|=
√

a2 +b2 + c2

 ឯកតា្របែវង
េដាយ |−→AB|= |−→AC|= |−→BC|= 2

√
2 ឯកតា្របែវង

ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
ខ. គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→AC

េគបាន −→AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

2 0 2

2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣0 2

2 0

∣∣∣∣∣∣ i⃗−
∣∣∣∣∣∣2 2

2 0

∣∣∣∣∣∣ j⃗+

∣∣∣∣∣∣2 0

2 2

∣∣∣∣∣∣ k⃗
= (0−4)⃗i− (0−4) j⃗+(4−0)⃗k =−4⃗i+4 j⃗+ 4⃗k

ដូេច្នះ −→AB×−→AC =−4⃗i+4 j⃗+ 4⃗k

ទាញថាបីចំនុច A,B,C រត់មិន្រតង់គា្ន
េដាយ −→AB×−→AC =−4⃗i+4 j⃗+ 4⃗k ̸= 0⃗

ដូេច្នះ បីចំនុច A,B,C រត់មិន្រតង់គា្ន
គ. បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ n⃗ = (−1,1,1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC)

េគមាន n⃗ = (−1,1,1)

និង −→AB×−→AC =−4⃗i+4 j⃗+ 4⃗k ឬ −→AB×−→AC = (−4,4,4)

េដាយ −1
−4

=
1
4
=

1
4

េគបាន n⃗ = (−1,1,1) កូលីេនែអ៊រនឹង 
−→
AB×−→AC

ែត −→AB×−→AC ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់នឹងប្លង់ (ABC)

េនាះ n⃗ = (−1,1,1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC)

ដូេច្នះ  n⃗ = (−1,1,1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC)

សរេសរសមីការប្លង់ (ABC)

ប្លង់ (ABC)កាត់តាមចំនុច A(1,2,3) និងមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ = (−1,1,1)

េគបាន (ABC) : (−1)(x−1)+(1)(y−2)+(1)(z−3) = 0

− x+1+ y−2+ z−3 = 0

− x+ y+ z−4 = 0

ដូេច្នះ  (ABC)− x+ y+ z−4 = 0

2. បែម្លងសមីការេនះជាទ្រមង់ស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល
េគមានសមីការទូេទ x2−4x−8y−12 = 0

េគបាន x2−4x−8y−12 = 0

x2−4x = 8y+12

x2−4x+4 = 8y+12+4

(x−2)2 = 8y+16

(x−2)2 = 8(y+2)
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ដូេច្នះ សមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលគឺ (x−2)2 = 8(y+2)

កំណត់កូអរេដាេនកំពូល កំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស
េគមាន (x−2)2 = 8(y+2)មានរាង (x−h)2 = 4p(y− k)

នាឲំ្យ h = 2, k =−2 និង 4p = 8 ⇒ p = 2

េគទាញបាន
កំពូល V (h,k) =V (2,−2)

កំណំុ F(h,k+ p) = F(2,0)

សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស (∆) : y = k− p =−2−2 =−4

ដូេច្នះ កំពូល V (2,−2), កំណំុ F(2,0) និង សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស (∆) : y =−4

សង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ

−2 −1 1 2 3 4 5 6

−5

−4

−3

−2

−1

1

F

V

(∆) : y =−4

VI. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E)

េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+3y′− y = 2y′+5y

េគបាន (E) : y′′+3y′− y−2y′−5y = 0

(E) : y′′+ y′−6y = 0

សមីការសមា្គ ល់ λ 2−λ −6 = 0 មាន  ∆ = (−1)2−4(1)(−6) = 1+24 = 25

នាឲំ្យ λ1 =
−1−

√
25

2
=
−1−5

2
=−3

λ2 =
−1+

√
25

2
=
−1+5

2
= 2

េគបាន អនុគមន៍ចេម្លីយទូេទ y = Aeλ1x +Beλ2x = Ae−3x +Be2x

ដូេច្នះ y = Ae−3x +Be2x ែដល A,B ∈ R

បងា្ហ ញថា y = 2e2x− e−3x ជាចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E)

េគមាន y = 2e2x− e−3x

នាឲំ្យ y′ = 4e2x +3e−3x

េហយី y′′ = 8e2x−9e−3x

យក y, y′ និង y′′ េទជំនួសក្នុងសមីការ (E)
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េគបាន (8e2x−9e−3x)+(4e2x +3e−3x)−6(2e2x− e−3x) = 0

8e2x−9e−3x +4e2x +3e−3x−12e2x +6e−3x = 0

12e2x−6e−3x−12e2x +6e−3x = 0

0 = 0 ពិត 
ដូេច្នះ y = 2e2x− e−3x ជាចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E)

VII. ក. គណនាលីមីត lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)

េគបាន lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x+ lnx
x

= lim
x→0+

(
1+

1
x

lnx
)
= 1+(+∞)(−∞) =−∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x+ lnx
x

= lim
x→+∞

(
1+

lnx
x

)
= 1+0 = 1

ដូេច្នះ  lim
x→0+

f (x) =−∞ និង  lim
x→+∞

f (x) = 1

ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប
េដាយ lim

x→0+
f (x) =−∞ េនាះបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបខាង −∞

េដាយ  lim
x→+∞

f (x) = 1 េនាះបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបខាង +∞

ដូចេនះ  x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ និង y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក
ខ. គណនា  f ′(x) និងសិក�សញញ របស់វា

េគមាន  f (x) = x+ lnx
x

នាឲំ្យ  f ′(x) = (x+ lnx)′(x)− (x)′(x+ lnx)
x2 =

(
1+

1
x

)
x− (x+ lnx)

x2

=
x+1− x− lnx

x2 =
1− lnx

x2

ដូេច្នះ  f ′(x) =
1− lnx

x2

សិក�សញញ ៃន  f ′(x)
េគមាន f ′(x) =

1− lnx
x2

េដាយ x2 > 0 ្រគប់ x ∈ (0,+∞)នាឲំ្យ  f ′(x)មានសញញ ដូច 1− lnx

• 1− lnx = 0⇒ lnx = 1⇒ x = e

• 1− lnx > 0⇒ lnx < 1⇒ x < e

• 1− lnx < 0⇒ lnx > 1⇒ x > e

េគបានតារាងសញញ ៃន  f ′(x)

x

f ′(x) 

0 e +∞

+ 0 −

ដូេច្នះ  f ′(x)> 0 េបី x < e, f ′(x)< 0 េបី x > e, f ′(x) = 0 េបី x = e

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
តាមតារាងសញញ ៃន  f ′(x) េគបាន
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f េកីនចំេពាះ x ∈ (−∞,e) និង  f ចុះចំេពាះ x ∈ (e,+∞)

សង់តារាងេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
តាមតារាងសញញ ៃន  f ′(x) េគបាន  f មានតៃម្លអតិបរមា្រតង់ x = e

តៃម្លអតិបរមាគឺ f (e) =
e+ lne

e
=

e+1
e

= 1+
1
e
= 1+0.4 = 1.4

តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

x

f ′(x) 

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞−∞

1.41.4

11

គ. រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ែដលប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំនុចែដលមានអាប់សីុស x = 1 
េគមាន x0 = 1 េនាះ y0 = f (x0) = f (1) =

1+ ln1
1

=
1+0

1
= 1

f ′(x0) = f ′(1) =
1− ln1

12 =
1−0

1
= 1

េគបាន សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) គឺ
y− y0 = f ′(x0)(x− x0)សមមូល y−1 = (1)(x−1)សមមូល y = x

ដូេច្នះ  សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) : y = x

ឃ. សង់្រកាប (C) ,បនា្ទ ត់ (T ) និងអាសីុមតូតទាងំអស់េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗)

តារាងតៃម្លេលខៃន (T ) : y = x
x 0 1

y 0 1

−1 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

3

x

y

0

f (x) =
x+ lnx

xy = 1

ង. គណនាៃផ្ទ្រកឡាខ័ណ្ឌ េដាយ្រកាប (C) ,អ័ក្ស(ox) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e

តាម្រកាប េគបាន  f (x)> 0 េលីចេនា្ល ះ [1,e]

Tel: 016 434 006 ៧៦  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

តាមរូបមន្ត េគបាន S =
∫ e

1
f (x)dx =

∫ e

1

x+ lnx
x

dx =
∫ e

1

(
1+

lnx
x

)
dx

=
∫ e

1

[
1+ lnx(lnx)′

]
dx =

[
x+

ln2 x
2

]e

1

=

(
e+

ln2 e
2

)
−
(

1+
ln2 1

2

)
= e+

1
2
−1 = 2.7+0.5−1 = 2.2

∫
[ f (x)]n f ′(x)dx =

[ f (x)]n+1

n+1
+ c

ដូេច្នះ ៃផ្ទ្រកឡាS = 2.2 ឯកតាៃផ្ទ  
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១០េរៀបេរៀងេដាយៈ �� អ៊ូច ប៊ុនថន

I. េនក្នុងទូទឹកកកមួយមានេភសជ្ជៈពីរ្របេភទគឺខារ៉ាបាវ 12 កំប៉ុង និងបាកាស 8 កំប៉ុង ។ បុរសមា្ន កប់ានយកេភសជ្ជៈបីកំប៉ុងេចញពីទូទឹកកក
េដាយៃចដន្យ។
1. រក្រប�បាបែដលបានបាកាសទាងំបីកំប៉ុង។
2. រក្រប�បាបែដលបានខារ៉ាបាវយ៉ាងតិចមួយកំប៉ុង។

II. 1. កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដីម្បឲី្យ (1−2i)x+(1+2i)y = 1+ i ។
2. រកចំនួនកំុផ្លិច Z ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ |Z|+Z = 3+4i ។
3. េដាះ្រសាយក្នុងសំណំុ C នូវសមីការ Z2 +

√
3Z +1 = 0 រចួសរេសរប្ញសនីមួយៗជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

III. េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់្រគប់ x > 0 េដាយ f (x) =
3x2 +4x−25

x2 + x−6
។

1. កំណត់តៃម្ល a,b និង c េដីម្បឲី្យ f (x) = a+
b

x+3
+

c
x−2

។

2. គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫

f (x)dx

IV. េគឲ្យសមីការប៉ារ៉ាបូល P : y2−2y+6x−5 = 0 ។
1. រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល ។
2. រកកូអរេដាេនៃនកំពូល កំណំុ និងបនា្ទ ត់្របាប់ទិស រចួសង់្រកាបៃនប៉ារ៉ាបូល។

V. f ជាអនុគមន៍កំណត់្រគប់ x > 0 េដាយ f (x) = x2 +
1
2
−3lnx និងមាន្រកាបC

េនក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។
1. ក. គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 0 ។

ខ. កំណត់អនុគមន៍ g ចំេពាះ x > 0 ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (x) = x2g(x) ។ គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ +∞ ។

2. សិក�អេថរភាពៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាព ។ គណនា f
(

1
2

)
និង f (2) ។ ( េគយក ln2 = 0.7)

3. ក. សង់្រកាបC េនក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។
ខ. េតីសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លីយ ឬេទ ? ចូរបក្រសាយ ។

VI. េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដអវជិ្ជមាន (O,⃗ i, j⃗,⃗k) មួយ េគឲ្យចំណុច A(1,2,−3),B(0,5,−1) និងC(3,0,1)។
1. ចូរសង់ចំណុច A,B និងC ។
2. គណនា្របែវង AB,AC និង BC រចួទាញបញ្ជ ក់ថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A ។
3. គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→AC ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ។ រកសមីការប្លង់ (ABC) ។
4. គណនាចមា្ង យពីចំណុច O េទប្លង់ (ABC) ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. 1. រក្រប�បាបែដលបានបាកាសទាងំបីកំប៉ុង
ក្នុងទូទឹកកកមានបាកាស 8 កំប៉ុង និងខារ៉ាបាវ 12 កំប៉ុង
បុរសមា្ន ក់បានយកេភសជ្ជៈបីកំប៉ុងេដាងៃចដន្យ
• ចំនួនករណីអាច n(S) =C(20,3) =

20!
17!3!

=
17!×18×19×20

17!×6

= 19×20×3

= 1140 ករណី
តាង A : ”បានបាកាសទាងំបីកំប៉ុង”

• ចំនួនករណី្រសប n(A) =C(8,3) =
8!

5!3!

=
5!×6×7×8

5!×6

= 7×8 = 56 ករណី

េគបាន្រប�បាប P(A) =
n(A)
n(S)

=
56

1140
=

14
285

ដូចេនះ P(A) =
14

285
2. រក្រប�បាបែដលបានខារ៉ាបាវយ៉ាងតិចមួយកំប៉ុង
តាង B : ”បានខារ៉ាបាវយ៉ាងតិចមួយកំប៉ុង”
េដាយ B និង A ជា្រពឹត្តិការណ៍ផ្ទុយគា្ន

េគបាន P(B) = 1−P(A) េនាះ P(B) = 1− 14
285

=
285−14

285

=
271
285

ដូចេនះ P(B) =
271
285

II. 1. កំណត់ចំនួនពិត x និង y

េគមាន (1−2i)x+(1+2i)y = 1+ i

x−2xi+ y+2yi = 1+ i

(x+ y)+(−2x+2y)i = 1+ i

េគទាញបាន

x+ y = 1

−2x+2y = 1
⇔


x+ y = 1 (i)

−x+ y =
1
2

(ii)

បូក (i) និង (ii) េគបាន 2y = 1+
1
2
=

3
2
⇒ y =

3
4

តាម (i) : x = 1− y = 1− 3
4
=

1
4

ដូចេនះ x =
1
4
, y =

3
4
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2. រកចំនួនកំុផ្លិច Z ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ |Z|+Z = 3+4i

តាង Z = a+bi េនាះ |Z|=
√

a2 +b2

េគបាន |Z|+Z = 3+4i

⇔
√

a2 +b2 +a+bi = 3+4i

⇔


√

a2 +b2 +a = 3

b = 4

ចំេពាះ b = 4 េនាះ
√

a2 +42 +a = 3

⇔
√

a2 +16+a = 3

⇔
√

a2 +16 = 3−a

⇔ (
√

a2 +16)2 = (3−a)2

⇔ a2 +16 = 9−6a+a2

⇔ 16 = 9−6a

⇔ 6a =−7

⇔ a =−7
6

ដូចេនះ Z =−7
6
+4i

3. េដាះ្រសាយសមីការ Z2 +
√

3Z +1 = 0

តាម ∆ = (
√

3)2−4(1)(1) = 3−4 =−1 = (i)2

Z1 =
−b−

√
∆

2a
=
−
√

3− i
2

=−
√

3
2
− 1

2
i

Z2 =
−b+

√
∆

2a
=
−
√

3+ i
2

=−
√

3
2

+
1
2

i

ដូចេនះ Z1 =−
√

3
2
− 1

2
i , Z2 =−

√
3

2
+

1
2

i

• សរេសរប្ញសនីមួយៗជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

Z1 =−
√

3
2
− 1

2
i

= cos
(

π +
π
6

)
+ isin

(
π +

π
6

)
= cos

7π
6

+ isin
7π
6

ដូចេនះ Z1 = cos
7π
6

+ isin
7π
6

Z2 =−
√

3
2

+
1
2

i

= cos
(

π− π
6

)
+ isin

(
π− π

6

)
= cos

5π
6

+ isin
5π
6
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ដូចេនះ Z2 = cos
5π
6

+ isin
5π
6

III. 1. កំណត់តៃម្ល a ,b និង c

េគមាន f (x) = a+
b

x+3
+

c
x−2

=
a(x+3)(x−2)+b(x−2)+ c(x+3)

(x+3)(x−2)

=
a(x2 + x−6)+b(x−2)+ x(x+3)

x2 + x−6

=
ax2 +(a+b+ c)x+(−6a−2b+3c)

x2 + x−6

ែត f (x) =
3x2 +4x−25

x2 + x−6

េគទាញបាន


a = 3

a+b+ c = 4

−6a−2b+3c =−25

⇔


a = 3

b+ c = 1

−2b+3c =−7

⇔


a = 3

b = 2

c =−1

ដូចេនះ a = 3 , b = 2 , c =−1

2. គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫

f (x)dx

េគបាន I =
∫

f (x)dx =
∫ (

a+
b

x+3
+

c
x−2

)
dx

=
∫ (

3+
2

x+3
+
−1

x−2

)
dx

= 3x+2ln |x+3|− ln |x−2|+ k ,(x > 2)
= 3x+2ln(x+3)− ln(x−2)+ k ,(k ∈ R)

ដូចេនះ I = 3x+2ln(x+3)− ln(x−2)+ k , (k ∈ R)

IV. 1. រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល

េគមាន P : y2−2y+6x−5 = 0

េគបាន y2−2y =−6x+5

⇔ y2−2y+1 =−6x+6

⇔ (y−1)2 =−6(x−1)ជាសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលែដលមានបនា្ទ ត់

្របាប់ទិស្រសបនឹងអ័ក្ស−→oy

ដូចេនះ សមីការស្តង់ដាគឺ P : (y−1)2 =−6(x−1)

2. រកកូអរេដាេនៃនកំពូល កំណំុ និងបនា្ទ ត់្របាប់ទិស

េដាយសមីការ (y−1)2 =−6(x−1)មានទ្រមង់ (y− k)2 = 4p(x−h)
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េគទាញបាន h = 1 , k = 1 , 4p =−6⇒ p =−3
2

កំពូល V (h,k) =V (1,1)

កំណំុ F(h+ p,k) = F(1− 3
2
,1) = F(−1

2
,1)

បនា្ទ ត់្របាប់ទិស x = h− p = 1+
3
2
=

5
2

ដូចេនះ V (1,1) , F(−1
2
,1) , x =

5
2

• សង់្រកាបៃនប៉ារ៉ាបូល
េបី x =−1.5 េនាះ y = 4.8 និង y =−2.8

េបី x = 0 េនាះ y = 1±
√

6

x
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

y

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

0

x =
5
2

•F •V

V. េគមាន f (x) = x2 +
1
2
−3lnx ែដល x > 0

1. ក. គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 0

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x2 +
1
2
−3lnx) = +∞

ដូចេនះ lim
x→0+

f (x) = +∞

េដាយ lim
x→0+

f (x) = +∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបC ។
ខ. កំណត់អនុគមន៍ g ចំេពាះ x > 0

េគមាន f (x) = x2g(x) េគបាន x2 +
1
2
−3lnx = x2g(x)
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នាឲំ្យ g(x) =
x2 +

1
2
−3lnx

x2 = 1+
1

2x2 −
3lnx

x2

ដូចេនះ g(x) = 1+
1

2x2 −
3lnx

x2 , (x > 0)

• គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ +∞

េគបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2g(x)

= lim
x→+∞

x2
(

1+
1

2x2 −
3lnx

x2

)
=+∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f (x) = +∞

2. សិក�អេថរភាពៃន f

f (x) = x2 +
1
2
−3lnx ែដល x > 0

េដរេីវ f ′(x) = 2x− 3
x
=

2x2−3
x

េដាយ x > 0 េនាះ f ′(x)មានសញញ ដូច 2x2−3⇒ x =

√
3
2

សញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

0
√

3
2

+∞

− 0 +

តៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x =

√
3
2
គឺ f

(√
3
2

)
= 1.39

• គូសតារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

0
√

3
2

+∞

− 0 +

+∞+∞

1.391.39

+∞+∞

• គណនា f
(

1
2

)
និង f (2)

f
(

1
2

)
=

1
4
+

1
2
−3ln

1
2
= 0.75+2.1 = 2.85

f (2) = 4+
1
2
−3ln2 = 4.5−2.1 = 2.4

3. ក. សង់្រកាបC
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−1 1 2 3

−1

1

2

3

4
(C)

x

y

ខ. េតីសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លីយ ឬេទ?
តាម្រកាបC ខាងេលី សមីការ f (x) = 0 គា្ម នចេម្លីយេទ
(េ្រពាះ f (x)≥ 1.39 ្រគប់ x ∈ D ) ។ 

VI. េគមានចំណុច A(1,2,−3),B(0,5,−1) និងC(3,0,1)

1. សង់ចំណុច A,B និងC

x

y

z

1
2

3
4

−3

−2

−1

0

1

2

3

1 2 3 4 5

A
•

B
•

C•

2. គណនា្របែវង AB,AC និង BC

េគមាន −→AB = (0−1,5−2,−1+3) = (−1,3,2)
−→
AC = (3−1,0−2,1+3) = (2,−2,4)
−→
BC = (3−0,0−5,1+1) = (3,−5,2)

េគបាន AB = |−→AB|=
√

(−1)2 +(3)2 +(2)2 =
√

1+9+4 =
√

14 ឯកតា្របែវង

AC = |−→AC|=
√

(2)2 +(−2)2 +(4)2 =
√

4+4+16 =
√

24 ឯកតា្របែវង

BC = |−→BC|=
√
(3)2 +(−5)2 +(2)2 =

√
9+25+4 =

√
38 ឯកតា្របែវង

ដូចេនះ AB =
√

14 , AC =
√

24 , BC =
√

38

•ទាញបញ្ជ ក់ថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A
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េគបាន AB2 = (
√

14)2 = 14

AC2 = (
√

24)2 = 24

BC2 = (
√

38)2 = 38

េដាយ BC2 = AB2 +AC2 (ចបប់ពីគ័រ)
ដូចេនះ បញ្ជ ក់ថា ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A ។

3. គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→AC

−→
AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−1 3 2

2 −2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣ 3 2

−2 4

∣∣∣∣∣∣ i⃗−
∣∣∣∣∣∣−1 2

2 4

∣∣∣∣∣∣ j⃗+

∣∣∣∣∣∣−1 3

2 −2

∣∣∣∣∣∣ k⃗
= (12+4)⃗i− (−4−4) j⃗+(2−6)⃗k = 16⃗i+8 j⃗− 4⃗k

ដូចេនះ −→AB×−→AC = 16⃗i+8 j⃗− 4⃗k

• គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC

តាមរូបមន្ដ S∆ABC =
1
2
|−→AB×−→AC|

េដាយ −→AB×−→AC = (16,8,−4) = 4(4,2,−1)

េគបាន S∆ABC =
1
2
·4
√
(4)2 +(2)2 +(−1)2 = 2

√
16+4+1 = 2

√
21

ដូចេនះ S∆ABC = 2
√

21 (ឯកតាៃផ្ទ)
• រកសមីការប្លង់ (ABC)

ប្លង់ (ABC)កាត់តាមចំណុចC(3,0,1) និងមានវុចិទ័រណរម៉ាល់

n⃗ =
−→
AB×−→AC = (16,8,−4) េគបានៈ

(ABC) : a(x− xo)+b(y− yo)+ c(z− zo) = 0

16(x−3)+8(y−0)−4(z−1) = 0

16x−48+8y−4z+4 = 0

16x+8y−4z−44 = 0

4x+2y− z−11 = 0

ដូចេនះ (ABC) : 4x+2y− z−11 = 0

4. គណនាចមា្ង យពីចំណុច O េទប្លង់ (ABC)

េគមាន (ABC) : 4x+2y− z−11 = 0 និងចំណុច O(0,0,0)

ចមា្ង យពីចំណុច O េទប្លង់ (ABC) កំណត់េដាយ
D =

|4(0)+2(0)− (0)−11|√
(4)2 +(2)2 +(−1)2

=
|−11|√

16+4+1

=
11√
21

=
11
√

21
21

(ឯកតា្របែវង)

ដូចេនះ D =
11
√

21
21

(ឯកតា្របែវង)
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១១េរៀបេរៀងេដាយៈ �� អុី ចាន់ធា

I. គណនាលីមីត
ក. lim

x→−1

√
2+ x−1√
5+ x−2

ខ. lim
x→1

x100−2x+1
x50−2x+1

គ. lim
x→ π

3

sinx−
√

3cosx
sin3x

II. ក្នុងថង់មួយមានប៊ូល្រកហម 4 ប៊ូលេខ្ម 3 និងប៊ូលស 1 ។ េគយកប៊ូល 3 េចញពីក្នុងថង់្រពមគា្ន េដាយ ៃចដន្យ។ រក្រប�បាបែដលេគយក
បាន:
ក. ប៊ូល្រកហមពីរយ៉ាងតិច។ ខ. ប៊ូលពីរយ៉ាងតិចមានពណ៌ដូចគា្ន ។ គ. ប៊ូលនីមួយៗមានពណ៌ខុសគា្ន ។

III. េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = 1+ i
√

3 និង z2 = 6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
 ។

ក. សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។ ខ. សរេសរ z1× z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត។
គ. សរេសរ z1× z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

IV. គណនាអាងំេត្រកាល:
ក. I =

∫ 2

1

(
3+ x− x2)dx ខ. J =

∫ π
2

0
(cosx+ sinx)2dx គ. K =

∫ 2

0

x2 +(x+1)2

x2 +1
dx

V. 1. េគមានចំណុច: A(−2, 1, 0) , B(0, 1, 1) , C (1, 2, 2) និង D(0, 3,−4) ក្នុងត្រម�យ
(

O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k
)
។

ក. រកវុចិទ័រ −→AB,
−→
AC,
−→
AD,
−→
BC,
−→
BD,
−→
CD រចួគណនា្របែវង AB, AC, AD, BD,CD ។

ខ. ចូរបងា្ហ ញថា ្រតីេកាណ ABD និង ACD ែកង្រតង់ A ។
2. េគមានប៉ារ៉ាបូល (P) មួយ មានកំពូលេន្រតង់ចំណុច O(0, 0) និងកំណំុ F ស្ថិតេនេលីអ័ក្សអរេដាេន។
ក. រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល (P) េបីេគដឹងថាវាកាត់តាមចំណុច A(2, 6)

ខ. រកតៃម្លៃន x1 េបី B
(

x1,
3
2

)
ស្ថិតេលីប៉ារ៉ាបូល (P) រចួសង់ប៉ារ៉ាបូល (P) ។

VI. េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+2y = x2 ។
ក. កំណត់អនុគមន៍ពហុធា g មានដឺេ្រកទីពីរជាចេម្លីយៃន (E) ។
ខ. បងា្ហ ញថា អនុគមន៍ f ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត f − g ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′+ 2y = 0 ។ េដាះ្រសាយសមីការ
(E ′) : y′+2y = 0 ។

VII. េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x−2+
4

ex +1
មានែខ្សេកាងC ។

1. គណនាលីមីតៃន f ្រតង់−∞ និង្រតង់+∞ ។ សិក�ទីតាងំៃន្រកាបC េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ (d1) : y = x−2

។
2. ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា េនេលី R េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =

(
ex−1
ex +1

)2

។

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី R ។
3. បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ d2 ែដលមានសមីការ y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតេទនឹង្រកាបC ្រតង់ −∞ ។
សិក�ទីតាងំៃន្រកាបC េធៀបនឹង បនា្ទ ត់ d2 ។ សង់្រកាបC និងអាសីុមតូត d1 និង d2 របស់វា។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីត
ក. lim

x→−1

√
2+ x−1√
5+ x−2

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→−1

√
2+ x−1√
5+ x−2

= lim
x→−1

(√
2+ x−1

)(√
2+ x+1

)(√
5+ x+2

)(√
5+ x−2

)(√
5+ x+2

)(√
2+ x+1

)
= lim

x→−1

(2+ x−1)
(√

5+ x+2
)

(5+ x−4)
(√

2+ x+1
)

= lim
x→−1

(x+1)
(√

5+ x+2
)

(x+1)
(√

2+ x+1
)

= lim
x→−1

√
5+ x+2√
2+ x+1

=

√
5−1+2√
2−1+1

=
4
2

= 2

ដូចេនះ lim
x→−1

√
2+ x−1√
5+ x−2

= 2 ។

ខ. lim
x→1

x100−2x+1
x50−2x+1

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→1

x100−2x+1
x50−2x+1

= lim
x→1

x100− x2 + x2−2x+1
x50− x2 + x2−2x+1

= lim
x→1

x2 (x98−1
)
+(x−1)2

x2 (x48−1)+(x−1)2

= lim
x→1

x2 (x−1)
(
x97 + x96 + x95 + ...+ x+1

)
+(x−1)2

x2 (x−1)(x47 + x46 + x45 + ...+ x+1)+(x−1)2

= lim
x→1

(x−1)
[
x2 (x97 + x96 + x95 + ...+ x+1

)
+(x−1)

]
(x−1) [x2 (x47 + x46 + x45 + ...+ x+1)+(x−1)]

= lim
x→1

x2 (x97 + x96 + x95 + ...+ x+1
)
+(x−1)

x2 (x47 + x46 + x45 + ...+ x+1)+(x−1)

=
12 (1+1+1+ ...+1+1)+0
12 (1+1+1+ ...+1+1)+0

=
98
48

=
49
24

ដូចេនះ lim
x→1

x100−2x+1
x50−2x+1

=
49
24

។
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គ. lim
x→ π

3

sinx−
√

3cosx
sin3x

រាងមិនកំណត់ 0
0

េគបាន lim
x→ π

3

sinx−
√

3cosx
sin3x

= lim
x→ π

3

2
(

1
2 sinx−

√
3

2 cosx
)

sin3x

= lim
x→ π

3

2
(
sinxcos π

3 − sin π
3 cosx

)
sin3x

= lim
x→ π

3

2sin
(
x− π

3

)
sin3x

តាង t = x− π
3
⇒ 3x = π +3t

េពល x→ π
3
⇒ t→ 0

េគបាន lim
x→ π

3

2sin
(
x− π

3

)
sin3x

= lim
t→0

2sin t
sin(π +3t)

= lim
t→0

2sin t
−sin3t

= lim
t→0

− 2
sin t

t

3
sin3t

3t


=−2

3

ដូចេនះ lim
x→ π

3

sinx−
√

3cosx
sin3x

=−2
3
។

II. រក្រប�បាបែដលេគយកបាន:

ក. ប៊ូល្រកហមពីរយ៉ាងតិច
តាង A: ្រពឹត្តិការណ៍ែដលេគយកបានប៊ូល្រកហមពីរយ៉ាងតិច
េដាយេគយកប៊ូល 3 ្រពមគា្ន េចញពីក្នុងថង់ែដលមានប៊ូល 8 េដាយៃចដន្យ
េគបាន ចំនួនករណីអាច n(S) =C(8, 3)

=
8×7×6
1×2×3

= 56

ម៉យងេទៀត េគយកបានប៊ូល្រកហមពីរយ៉ាងតិច េនាះេគអាចយកបានប៊ូល្រកហម 2 ឬ ប៊ូល្រកហម 3

េគបាន ចំនួនករណី្រសប n(A) =C(4,2)×C(4,1)+C(4,3)

=
4×3

2
×4+4

= 6×4+4

= 28

នាឱំ្យ P(A) =
n(A)
n(S)

=
28
56

=
1
2
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ដូចេនះ P(A) =
1
2
។

ខ. ប៊ូលពីរយ៉ាងតិចមានពណ៌ដូចគា្ន
តាង B : ្រពឹត្តិការណ៍ែដលេគយកបានប៊ូលពីរយ៉ាងតិចមានពណ៌ដូចគា្ន
េនាះេគអាចយកបាន ប៊ូល្រកហម 2 ឬ ប៊ូលេខ្ម 2 ឬប៊ូល្រកហមទាងំបី ឬប៊ូលេខ្ម ទាងំបី
េគបាន ចំនួនករណី្រសប n(B) =C(4, 2)×C(4, 1)+C(3, 2)×C(5, 1)+C(4, 3)+C(3, 3)

= 6×4+3×5+4+1

= 24+15+5

= 44

នាឱំ្យ P(B) =
n(B)
n(S)

=
44
56

=
11
14

ដូចេនះ P(B) =
11
14

។

គ. ប៊ូលនីមួយៗមានពណ៌ខុសគា្ន
តាងC : ្រពឹត្តិការណ៍ែដលេគយកបានប៊ូលនីមួយៗមានពណ៌ខុសគា្ន
េនាះេគអាចយកបាន ប៊ូល្រកហម 1និងប៊ូលេខ្ម 1និងប៊ូលស 1

េគបាន ចំនួនករណី្រសប n(C) =C(4, 1)×C(3, 1)×C(1, 1)

= 4×3×1

= 12

នាឱំ្យ P(C) =
n(C)

n(S)
=

12
56

=
3

14

ដូចេនះ P(C) =
3

14
។

III. ក. សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគមាន z1 = 1+ i

√
3

ម៉ូឌុល r =
√

a2 +b2 =

√
12 +

(√
3
)2

= 2

អាគុយម៉ង់
cosα =

a
r
=

1
2

sinα =
b
r
=

√
3

2

∣∣∣∣∣∣∣∣⇒ α =
π
3

េគបាន z1 = r (cosα + isinα)

= 2
(

cos
π
3
+ isin

π
3

)
ដូចេនះ z1 = 2

(
cos

π
3
+ isin

π
3

)
។
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ខ. សរេសរ z1× z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េគមាន z1 = 1+ i

√
3

និង z2 = 6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
= 6

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
= 3
√

2+3i
√

2

េគបាន z1× z2 =
(

1+ i
√

3
)(

3
√

2+3i
√

2
)

= 3
√

2+3i
√

2+3i
√

6−3
√

6

= 3
(√

2−
√

6
)
+3i

(√
2+
√

6
)

ដូចេនះ z1× z2 = 3
(√

2−
√

6
)
+3i

(√
2+
√

6
)
។

គ. សរេសរ z1× z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគមាន z1 = 2

(
cos

π
3
+ isin

π
3

)
z2 = 6

(
cos

π
4
+ isin

π
4

)
េគបាន z1× z2 =

[
2
(

cos
π
3
+ isin

π
3

)][
6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)]
= 2×6

[
cos
(π

3
+

π
4

)
+ isin

(π
3
+

π
4

)]
= 12

(
cos

7π
12

+ isin
7π
12

)

ដូចេនះ z1× z2 = 12
(

cos
7π
12

+ isin
7π
12

)
។

IV. គណនាអាងំេត្រកាល:

ក. I =
∫ 2

1

(
3+ x− x2)dx

េគបាន I =
∫ 2

1

(
3+ x− x2)dx

=

[
3x+

x2

2
− x3

3

]2

1

=

(
3 ·2+ 22

2
− 23

3

)
−
(

3+
1
2
− 1

3

)
= 6+2− 8

3
−3− 1

2
+

1
3

= 5− 1
2
− 7

3

=
30−3−14

6
=

13
6
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ដូចេនះ I =
13
6

។

ខ. J =
∫ π

2

0
(cosx+ sinx)2dx

េគបាន J =
∫ π

2

0
(cosx+ sinx)2dx

=
∫ π

2

0

(
cos2 x+2cosxsinx+ sin2 x

)
dx

=
∫ π

2

0
(1+2cosxsinx)dx

=
∫ π

2

0
dx+2

∫ π
2

0
cosxsinxdx

=
∫ π

2

0
dx+2

∫ π
2

0
sinx ·d (sinx)

=
[
x+ sin2 x

] π
2
0

=
π
2
+1

ដូចេនះ J = 1+
π
2
។

គ. K =
∫ 2

0

x2 +(x+1)2

x2 +1
dx

េគបាន K =
∫ 2

0

x2 +(x+1)2

x2 +1
dx

=
∫ 2

0

x2 + x2 +2x+1
x2 +1

dx

=
∫ 2

0

2x2 +2x+1
x2 +1

dx

=
∫ 2

0

(
2+

2x−1
x2 +1

)
dx

=
∫ 2

0
2dx+

∫ 2

0

2x
x2 +1

dx−
∫ 2

0

dx
x2 +1

= [2x]20 +
∫ 2

0

(
x2 +1

)′
x2 +1

dx− [arctanx]20

= [2x]20 +
[
ln |x2 +1|

]2
0− [arctanx]20

=
[
2x+ ln |x2 +1|− arctanx

]2
0

= (4+ ln5− arctan2)− (0+ ln1− arctan0)

= 4+ ln5− arctan2

ដូចេនះ K = 4+ ln5− arctan2 ។
V. 1. ក. រកវុចិទ័រ −→AB,

−→
AC,
−→
AD,
−→
BC,
−→
BD,
−→
CD រចួគណនា្របែវង AB, AC, AD, BD,CD

េគមានចំណុច: A(−2, 1, 0) , B(0, 1, 1) , C (1, 2, 2) និង D(0, 3,−4)

េគបាន៖
• −→AB = (2, 0, 1)⇒ AB =

√
22 +02 +12 =

√
5

• −→AC = (3, 1, 2)⇒ AC =
√

32 +12 +22 =
√

14
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• −→AD = (2, 2,−4)⇒ AD =
√

22 +22 +(−4)2 = 2
√

6

• −→BD = (0, 2,−5)⇒ BD =
√

02 +22 +(−5)2 =
√

29

• −→CD = (−1, 1,−6)⇒CD =
√

(−1)2 +12 +(−6)2 =
√

38

ខ. បងា្ហ ញថា ្រតីេកាណ ABD និង ACD ែកង្រតង់ A

េគមាន −→AB = (2, 0, 1) និង −→AD = (2, 2,−4)

េគបាន −→AB ·−→AD = (2×2)+(0×2)+ [1× (−4)]

= 4+0−4

= 0

េដាយ −→AB ·−→AD = 0

េគទាញបាន ្រតីេកាណ ABD ជា្រតីេកាណែកង ែកង្រតង់ A (ពិត)
ម៉យងេទៀត −→AC = (3, 1, 2) និង −→AD = (2, 2,−4)

េគបាន −→AC ·−→AD = (3×2)+(1×2)+ [2× (−4)]

= 6+2−8

= 0

េដាយ −→AC ·−→AD = 0

េគទាញបាន ្រតីេកាណ ACD ជា្រតីេកាណែកង ែកង្រតង់ A (ពិត)
ដូចេនះ បញ្ជ ក់ថា្រតីេកាណ ABD និង ACD ែកង្រតង់ A ។

2. ក. រកសមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូល (P)

េដាយប៉ារ៉ាបូល P មានកំពូល V (0,0) និងកំណំុ F ស្ថិតេនេលីអ័ក្សអរេដាេន
េនាះប៉ារ៉ាបូលមាន អ័ក្សឆ្លុះ ស្ថិតេលីអ័ក្សអរេដាេន
េគបានសមីការស្តង់ដាមានរាង : (x−0)2 = 4P(y−0)

ែតប៉ារ៉ាបូល P កាត់តាម A(2,6)

េគបាន 22 = 4P×6

4 = 24P

⇒ P =
1
6

ដូចេនះ សមីការស្ដង់ដាគឺ (P) : (x−0)2 =
2
3
(y−0) ។

ខ. ▷ រកតៃម្លៃន x1

េគមាន (P) : x2 =
4
6

y

េដាយ B
(

x1,
3
2

)
ស្ថិតេលី (P)

េគបាន x1
2 =

2
3
× 3

2

x1
2 = 1

⇒ x1 =±1

ដូចេនះ x1 =±1 ។
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▷សង់ប៉ារ៉ាបូល (P) :
ប៉ារ៉ាបូល (P)មាន :
• កំពូល V (0,0)

• កំណំុ F(0,0+P) េនាះ F
(
,
1
6

)
• បនា្ទ ត់្របាប់ទិស (∆) : y = 0−P េនាះ (∆) : y =−1

6

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

(∆)

F
V

x

y

VI. ក. កំណត់អនុគមន៍ពហុធា g មានដឺេ្រកទីពីរជាចេម្លីយៃន (E)

តាង g(x) = ax2 +bx+ c ជាចេម្លីយៃន (E)

េគបាន g′(x) = 2ax+b

េដាយ g ជាចេម្លីយៃន (E) េនាះ g េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ (E)
េគបាន g′(x)+2g(x) = x2

2ax+b+2
(
ax2 +bx+ c

)
= x2

2ax+b+2ax2 +2bx+2c = x2

2ax2 +(2a+2b)x+(b+2c) = x2

⇒


2a = 1

2a+2b = 0

b+2c = 0

⇔


a =

1
2

b =−1
2

c =
1
4

េគបាន g(x) =
1
2

x2− 1
2

x+
1
4

ដូចេនះ g(x) =
1
2

x2− 1
2

x+
1
4
។

ខ. ▷ បងា្ហ ញថា អនុគមន៍ f ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត f −g ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′+2y = 0

• េបីអនុគមន៍ f ជាចេម្លីយៃន (E) េនាះ f −g ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′+2y = 0

េគមាន (E) : y′+2y = x2

េដាយ f ជាចេម្លីយៃន (E) េនាះ f ′(x)+2 f (x) = x2 (1)

ែត g ជាចេម្លីយៃន (E) េនាះ g′(x)+2g(x) = x2 (2)
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យក (1) ដក (2)

េគបាន
(

f ′(x)+2 f (x)
)
−
(
g′(x)+2g(x)

)
= x2− x2(

f ′(x)−g′(x)
)
+2( f (x)−g(x)) = 0

( f −g)′ (x)+2( f −g)(x) = 0 ជាចេម្លីយៃន (E ′) : y′+2y = 0 (ពិត) ។
• េបី f −g ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′+2y = 0 េនាះ អនុគមន៍ f ជាចេម្លីយៃន (E) : y′+2y = x2

េដាយ f −g ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′+2y = 0

េគបាន ( f −g)′ (x)+2( f −g)(x) = 0

f ′(x)−g′(x)+2 f (x)−2g(x) = 0

f ′(x)+2 f (x) = g′(x)+2g(x)

ែត g ជាចេម្លីយៃន (E) េនាះ g′(x)+2g(x) = x2

នាឱំ្យ f ′(x)+2 f (x) = x2 ជាចេម្លីយៃន (E) (ពិត) ។
ដូចេនះ បញ្ជ ក់ថា អនុគមន៍ f ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត
f −g ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′+2y = 0 ។
▷ េដាះ្រសាយសមីការ (E ′) : y′+2y = 0

មានសមីការសមា្គ ល់ r+2 = 0 ⇒ r =−2

េគបានចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) គឺ y = Ae−2x ែដល A ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) គឺ y = Ae−2x ែដល A ∈ R ។

VII. 1. • គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ និង្រតង់ +∞

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x−2+
4

ex +1

▷ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x−2+

4
ex +1

)
=−∞

▷ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x−2+

4
ex +1

)
=+∞

ដូចេនះ lim
x→∓∞

f (x) =∓∞ ។

• សិក�ទីតាងំៃន្រកាបC េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ (d1) : y = x−2

េគមាន f (x) = x−2+
4

ex +1
និង (d1) : y = x−2

តាង g(x) = f (x)− (d1)

= x−2+
4

ex +1
− (x−2)

=
4

ex +1
> 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រកាបC ស្ថិតេនែផ្នកខាងេលីៃនបនា្ទ ត់ (d1) ្រគប់តៃម្ល x ។

2. • ចូរ្រសាយបំភ្លឺថា េនេលី R េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
(

ex−1
ex +1

)2

Tel: 016 434 006 ៩៥  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



��

សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

េគមាន f (x) = x−2+
4

ex +1
⇒ f ′(x) = 1− 4ex

(ex +1)2

=
(ex +1)2−4ex

(ex +1)2

=
(ex)2 +2ex +1−4ex

(ex +1)2

=
(ex)2−2ex +1

(ex +1)2

=
(ex−1)2

(ex +1)2

=

(
ex−1
ex +1

)2

ពិត

ដូចេនះ េនេលី R េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
(

ex−1
ex +1

)2

។

• សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី R

េដាយ f ′(x) =
(

ex−1
ex +1

)2

≥ 0 ∀x ∈ R

– េបី f ′(x) = 0 ⇔
(

ex−1
ex +1

)2

= 0

ex−1
ex +1

= 0 , ex +1 > 0 ∀x ∈ R

⇒ ex−1 = 0

ex = 1

ex = e0

⇒ x = 0

– េបី f ′(x)> 0⇔
(

ex−1
ex +1

)2

> 0

⇒

 ex−1
ex +1

> 0
ex−1
ex +1

< 0

⇒

 x > 0

x < 0

តារាងសញញ f ′(x)

x

f ′(x) 

−∞ 0 +∞

+ 0 +

– f (0) = 0−2+
4

e0 +1
= 0

តារាងអេថរភាពៃន f
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

ដូចេនះ

– ចំេពាះ x ∈ (−∞,0) អនុគមន៍  f េកីនពី −∞ េទ 0

– ចំេពាះ x = 0 េនាះអនុគមន៍  f មានតៃម្លេស្មី 0
– ចំេពាះ x ∈ (0,+∞) អនុគមន៍  f េកីនពី 0 េទ +∞ ។

3. • បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ d2 ែដលមានសមីការ y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតេទនឹង្រកាបC ្រតង់ −∞

េគមាន f (x) = x−2+
4

ex +1

= x+2−4+
4

ex +1

= x+2+
4−4ex−4

ex +1

= x+2− 4ex

ex +1

= x+2− 4
1+ 1

ex

េដាយ lim
x→−∞

(
− 4

1+ 1
ex

)
= 0

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC ្រតង់ −∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC ្រតង់ −∞ ។
• សិក�ទីតាងំៃន្រកាបC េធៀបនឹង បនា្ទ ត់ d2

តាង h(x) = f (x)− (d2)

= x−2+
4

ex +1
− (x+2)

= x−2+
4

ex +1
− x−2

=
4

ex +1
−4

=
4−4ex−4

ex +1

=− 4ex

ex +1
< 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រកាបC ស្ថិតេនែផ្នកខាងេ្រកាមៃនបនា្ទ ត់ (d2) ្រគប់តៃម្ល x ។
• សង់្រកាបC និងអាសីុមតូត d1 និង d2 របស់វា
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▷ (d1) : y = x−2
x 0 2

y −2 0

▷ (d2) : y = x+2
x 0 −2

y 2 0

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−3

−2

−1

1

2

3

f

x

y

(d1) : y = x−2

(d2) : y = x+2
(C
)

:
f (x
) =

x−
2+

4

ex
+

1
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១២េរៀបេរៀងេដាយៈ �� មុី ចន្ទ័មករា

I. េគមានចំនួនកុំផ្លិច z =
cos

π
4
+ isin

π
4√

3+ i
។

ក. សរេសរ z ជាទ្រមង់ពិជគណិត។
ខ. សរេសរ z ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត រចួទាញតៃម្ល្របាកដៃន cos

π
12

និង sin
π
12

។
II. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

ក. lim
x→0

√
x+3−

√
3

x
ខ. lim

x→ π
2

π−2x
cosx

គ. lim
x→0

(ex−1)(1− cos2x)sinx
x4

III. 1. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែសលយ្ែដលមានលក្ខណៈេដីម៖ (E) : y′′−2y′+3y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0 ។
2. រកសមីការឌីេផរង់៉ែសលយ្លីែនែអ៊អូម៉ូែសនលំដាប់ទី 2 មានេមគុណេថរែដលមានចេម្លីយ f (x) = (x+2)e3x ។

IV. ក្នុង្របអប់មួយមានប៊ិក្របេភទដូចគា្ន ចំនួន 20 េដីម ែដលមានពណ៌េខៀវ 14 េដីម និងពណ៌្រកហម 6 េដីម។ េគយកប៊ិក 5 េដីម្រពមគា្ន
េដាយៃចដន្យ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍៖
ក. យកបានប៊ិកេខៀវទាងំ 5 េដីម។
ខ. យកបានប៊ិកេខៀវ 3 េដីមនិង្រកហម 2 េដីម។
គ. យកបានប៊ិក្រកហម 1 េដីមយ៉ាងតិច។

V. គណនាអាងំេត្រកាល៖ I =
∫ cos3 x

sin4 x
dx និង J =

∫ e

1

1+ lnx
x

dx

VI. អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
1+ x2 +2lnx

x2 ។ (C)ជា្រកាបៃន f េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ) ។
1. រកែដនកំណត់ៃនអនុគម៍ f រចួរកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។
2. គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f (x)មានតៃម្លអតិបរមា្រតង់ x = 1 ។ គណនា f (1)។
សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

3. បងា្ហ ញថា្រកាប (C)មានចំណុចរបត់មួយ។គណនាកូអរេដាេនចំណុចរបត់េនាះ។
(េគយក 3

√
e = 1.4)

4. រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបស់វា។
5. សង់្រកាប (C)

VII. 1. េគឲ្យប៉ារ៉ាបូល P :
1
4

y2−x−y+3 = 0 ។ សរេសរសមីការស្ដង់ដារប៉ារ៉ាបូល រចួទាញរកកូអរេដាេនៃនកំពូល កណំុំ និងសមីការ
បនា្ទ ត់្របាប់ទិស។

2. ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន (0,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) មួយ េគឲ្យ A(2,3,0) ,B(0,−3,2) និងC(−2,3,4) ។ 

ក. ចូរសង់្រតីេកាណ ABC

ខ. រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→BA និង −→BC ។ បងា្ហ ញថា△ABC ជា្រតីេកាណសមបាត។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. ចំនួនកុំផ្លិច z =
cos

π
4
+ isin

π
4√

3+ i
។

ក. សរេសរ z ជាទ្រមង់ពិជគណិត

េគបាន z =
cos

π
4
+ isin

π
4√

3+ i
=

√
2

2
+ i

√
2

2√
3+ i

;េ្រពាះ cos
π
4
=

√
2

2
, sin

π
4
=

√
2

2

=

√
2

2
(1+ i)
√

3+ i

=

√
2

2
(1+ i)(

√
3− i)

(
√

3+ i)(
√

3− i)

=

√
2

2
×
√

3− i+ i
√

3+1
4

, (i2 =−1)

=

√
6− i
√

2+ i
√

6+
√

2
8

ដូចេនះ z =

√
6+
√

2
8

+ i

√
6−
√

2
8

ខ. សរេសរ z ជាទ្រមង់ពិជគណិត

េយងីមាន z =
cos

π
4
+ isin

π
4√

3+ i
=

cos
π
4
+ isin

π
4

2

(√
3

2
+ i

1
2

)

=
1
2
·

cos
π
4
+ isin

π
4

cos
π
6
+ isin

π
6

=
1
2

[
cos
(π

4
− π

6

)
+ isin

(π
4
− π

6

)]
=

1
2

(
cos

π
12

+ sin
π
12

)
ដូចេនះ z =

1
2

(
cos

π
12

+ sin
π
12

)
+ ទាញរកតៃម្ល្របាកដៃន cos

π
12

និង cos
π
12

ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត z =
1
2

(
cos

π
12

+ sin
π
12

)
ទ្រមង់ពិជគណិត z =

1
2
·
√

6+
√

2
4

+ i

√
6+
√

2
4

ដូចេនះ cos
π
12

=

√
6+
√

2
4

, sin
π
12

=

√
6−
√

2
4

II. គណនាលីមីត៖
ក. lim

x→0

√
x+3−

√
3

x
រាង
(

0
0

)

Tel: 016 434 006 ១០០  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

េគបាន lim
x→0

√
x+3−

√
3

x
= lim

x→0

(√
x+3−

√
3
)(√

x+3+
√

3
)

x
(√

x+3+
√

3
)

= lim
x→0

(x+3−3)
x
(√

x+3+
√

3
)

= lim
x→0

x
x
(√

x+3+
√

3
)

= lim
x→0

1(√
x+3+

√
3
)

=
1

2
√

3

=

√
3

6

a2−b2 = (a−b)(a+b)

ដូចេនះ lim
x→0

√
x+3−

√
3

x
=

√
3

6

ខ. lim
x→ π

2

π−2x
cosx

រាង 0
0

េគបាន lim
x→

π
2

π−2x
cosx

= lim
x→

π
2

2
(π

2
− x
)

sin
(π

2
− x
)

sin(
π
2
−θ) = cosθ

តាង t =
π
2
− x

េដាយ x→ π
2
េនាះ t→ 0

េយងីបាន lim
t→0

2t
sin t

= lim
t→0

2t
t

sin t
t

=
2
1
= 2

ដូចេនះ lim
x→ π

2

π−2x
cosx

= 2

គ. lim
x→0

(ex−1)(1− cos2x)sinx
x4 រាង 0

0

េគបាន lim
x→0

(ex−1)(1− cos2x)sinx
x4 = lim

x→0

(ex−1)(2sin2 x)sinx
x4

= lim
x→0

(ex−1)
x

· 2sin2 x
x2 · sinx

x

= 1×2×1 េ្រពាះ lim
x→0

(ex−1)
x

= 1, lim
x→0

sinx
x

= 1

= 2

1− cos2x = 2sin2 x

III. 1. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែសលយ្ែដលមានលក្ខណៈេដីម៖
(E) : y′′−2y′+3y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0

សមីការសមា្គ ល់ λ 2−2λ +3 = 0

េយងីបាន ∆′ = (−1)2−1 ·3 =−2 < 0

ឫស λ1,2 =
−b′±

√
∆′

a
= 1± i

√
2
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⇒ (α = 1,β =
√

2)

ចេម្លីយទូេទ y = (Acosβx+Bsinβx)eαx = (Acos
√

2x+Bsin
√

2x)ex ,A,B ∈ R

⇒ y′ = (−A
√

2sin
√

2x+B
√

2cos
√

2x)ex + ex(Acos
√

2x+Bsin
√

2x)

= ex[(B−A
√

2)sin
√

2x+(B
√

2+A)cos
√

2x]

េដាយ

y(0) = 2

y′(0) = 0
និង


sin0 = 0

cos0 = 1

e0 = 1

⇒

A+0 = 2

0+(B
√

2+A) = 0
េគបាន

A = 2

B =−
√

2

ដូចេនះ y = (2cos
√

2x−
√

2sin
√

2x)ex

2. រកសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊អូមូែសនលំដាប់ទី២ មានគុណេថរ (E) : y′′+by′+ cy = 0

ែដលមានចេម្លីយ f (x) = (x+2)e3x

• f ′(x) = e3x +3e3x(x+2)

= e3x(3x+7)

• f ”(x) = 3e3x(3x+7)+3e3x

= e3x(9x+24)

យក f ”(x), f ′(x) និង f (x) ជំនួសក្នុងសមីការ (E)
េយងីបាន e3x(9x+24)+be3x(3x+7)+ c(x+2)e3x = 0

e3x(9x+24+3bx+7b+ cx+2c) = 0

(9+3b+ c)x+(24+7b+2c) =
0

e3x = 0

=⇒

9+3b+ c = 0 (1)

24+7b+2c = 0 (2)

•(1)⇒ c =−9−3b (3)

•យក (3)ជំនួសក្នុង (2)

24+7b+18−6b = 0

6+b = 0

b =−6
• ជួសក្នុង (3)

⇒ c =−9−3(−6) = 9

ដូចេនះ (E) : y”−6y′+9y = 0

IV. ក្នុង្របអប់មានប៊ិកសរុប 20 េដីម ក្នុងេនាះេខៀវ 14 េដីម និង្រកហម 6 េដីម េគចាប់យក 5 េដីមេដាយៃចដន្យ
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េនាះចំនួនករណីអាចគឺ n(s) = c(20,5) =
20!

(20−5)!5!
=

20×19×18×17×16
5×4×3×2×1

= 15540 ករណី

ក. រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍យកបានប៊ិកេខៀវទាងំ 5 េដីម
តាង A ជា្រពឹត្តិការណ៍យកបានប៊ិកេខៀវទាងំ 5 េដីម
េនាះ n(A) =C(14,5) =

14!
(14−5)!5!

= 2002 ករណី

េយងីបាន P(A) =
2002

15540
= 0.1291

ដូចេនះ P(A) = 0.1291

ខ. យកបានប៊ិកេខៀវ 3 េដីមនិង្រកហម 2 េដីម
តាង B ជា្រប�បាបយកបានប៊ិកេខៀវ 3 េដីមនិង្រកហម 2 េដីម
េនាះ n(B) =C(14,3)×C(6,2) =

14!
(14−3)!3!

× 6!
(6−2)!2!

= 5460 ករណី

េយងីបាន P(B) =
5460
15540

= 0.3521

ដូចេនះ P(A) = 0.3521

គ. យកបានប៊ិក្រកហម 1 េដីមយ៉ាងតិច
តាងC ជា្រប�បាបយកបានប៊ិក្រកហម 1 េដីមយ៉ាងតិច
C ជា្រពឹត្តិការណ៍្រចាស់ៃន្រពឹត្តិការណ៍ A

េយងីបាន P(C) = 1−P(A) = 1−0.1291 = 0.8709

ដូចេនះ P(A) = 0.8709

V. គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ cos3 x

sin4 x
dx

=
∫ cos2 x

sin4 x
cosxdx

=
∫ 1− sin2 x

sin4 x
cosxdx

តាង u = sinx⇒ du = cosxdx

េយងីបាន I =
∫ 1−u2

u4 du

=
∫ ( 1

u4 −
u2

u4 du
)

=
−1
3u3 −

−1
u

+C

=
−1

3sin3 x
− −1

sinx
+C

ដូចេនះ I =
1

sinx
− 1

3sin3 x
+C,(C ∈ℜ)
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J =
∫ e

1

1− lnx
x

dx

=
∫ e

1

(
1
x
+

1
x

lnx
)

dx

=
∫ e

1

[
1
x
+(lnx)′ lnx

]
dx

=

[
lnx+

ln2 x
2

]e

1

=

(
lne+

ln2 e
2

)
−
(

ln1+
ln2 1

2

)
=

(
1+

1
2

)
− (0+0) =

3
2

ដូចេនះ J =
3
2

VI. អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
1+ x2 +2lnx

x2

1. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត

x > 0

x2 ̸= 0
⇔ x > 0

ដូចេនះ D = (0,+∞)

+ រកលីមីតៃន f ្រតង់ 0+ និង +∞

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

1+ x2 +2lnx
x2 =−∞

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

1+ x2 +2lnx
x2

= lim
x→+∞

(
1
x2 +1+2

lnx
x2

)
= 0+1+2 ·0

= 1
+ទាញរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C)

• េដាយ lim
x→0+

f (x) =−∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

•េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y=1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)
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2. គណនាេដរេីវ f ′(x)

• f ′(x) =

(
2x+

2
x

)
· x2−2x

(
1+ x2 +2lnx

)
x4

=
2x3 +2x−2x−2x3−4x lnx

x4

=
−4x lnx

x4

ដូចេនះ f ′(x) =
−4x lnx

x4

+ សញញ ៃន f ′(x)យកតាម (− lnx)

•(− lnx) = 0⇔ lnx = 0⇔ x = e0 = 1

•(− lnx)> 0⇔ lnx < 0⇔ x < e0 = 1

•(− lnx)< 0⇔ lnx > 0⇔ x > e0 = 1

+ តារាងសញញ េដរេីវ f ′(x)

x

f ′(x)

0 1 +∞

+ 0 −

្រតង់x = 1 េនាះ f ′(x) = 0 េហយីប្ដូរសញញ ពី (+) េទ (−)

ដូចេនះ អនុគមន៍ f មានអតិបរមា្រតង់ x = 1

+ គណនា f (1)

• f (1) =
1+1+2ln1

1
=

1+1+0
1

= 2

+ តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

22

11

3. បងា្ហ ញថា្រកាប (C)មានចំណុចរបត់មួយ
• េដរេីវទី១ៈ f ′(x) =

−4lnx
x3
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• េដរេីវទី២ៈ f ”(x) =−4

1
x
· x3−3x2 lnx

x6

=−4
x2−3x2 lnx

x6

=
−4x2(1−3lnx)

x6

=
(3lnx−1)

x4

+ សញញ ៃន f ”(x)យកតាម (3lnx−1)

•3lnx−1 = 0⇔ lnx =
1
3
⇔ x = e

1
3 = 3
√

e

•3lnx−1 > 0⇔ lnx >
1
3
⇔ x > 3

√
e

•3lnx−1 < 0⇔ lnx <
1
3
⇔ x < 3

√
e

តារាងសិក�សញញ f ”(x)

x

f ”(x)

0 3
√

e +∞

− 0 +

• ្រតង់ x = 3
√

e េនាះ f ”(x) = 0 េហយីប្ដូរសញញ ពី (−) េទ (+)

ដូចេនះ ្រកាប (C)មានចំណុចរបត់មួយ្រតង់ x = 3
√

e

+ រកកូអរេដាេនចំណុចរបត់

• f ( 3
√

e) =
1+( 3
√

e)+2lne
1
3

( 3
√

e)2

=
1+(1.4)2 +2 · 1

3
(1.4)2

= 1.85

ដូចេនះ ចំណុចរបត់គឺ I(1.4,1.85)

4. រកកូងរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដក
សមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វគឺ
1+ x2 +2lnx

x2 = 1

1+ x2 +2lnx = x2

lnx =−1
2

x = e
−1
2 =

1√
e
= 0.6

ដូចេនះ ចំណុចរបត់គឺ I(0.6,1)

Tel: 016 434 006 ១០៦  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

5. ្រកាប

−3 −2 −1 1 2 3 4 5

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

VII. 1. ប៉ារ៉ាបូល (P) :
1
4

y2− x2− y+3 = 0

សរេសរសមីការស្ដង់ដារ ទាញរកកូអរេដាេនៃនកំពូល កំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស
P :

1
4

y2− x− y+3 = 0

y2−4x−4y+12 = 0

y2−4y = 4x−12

y2−4y+22 = 4x−12+22

(y−2)2 = 4x−8

ដូចេនះសមីការស្ដង់ដារប៉ារ៉ាបូល P : (y−2)2 = 4x−8 មានអ័ក្សឆ្លុះេដក

េយងីទាញបាន

k = 2,h = 2

4p = 4⇒ p = 1

• កំពូល V (h,k)⇒V (2,2)

• កំណំុ F(h+ p,k)⇒ F(3,2)

•សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស x = h− p = 1
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2. ក. សង់្រតីេកាណ ABC

x

y

z

−2

−1

1

2

3

4

−3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

•
A(2,3,0)

•
B(0,−3,2)

•
C(−2,3,4)

ខ. កូអរេដារេនៃនវុចិទ័រ −→BA,
−→
BC ។ បងា្ហ ញថា ∆ABC ជា្រតីេកាណសមបាត

−→
BA = (2−0,3−3,0−2) = (2,0,2)
−→
BC = (−2−0,3+3,4−2) = (−2,6,2)

បងា្ហ ញថា ∆ABC ជា្រតីេកាណសមបាត
•BA = |−→BA|=

√
22 +62 +(−2)2 =

√
44 = 2

√
11

•BC = |−→BC|=
√

(−2)2 +62 +2 =
√

44 = 2
√

11

េយងីបាន BA = BC = 2
√

11

ដូចេនះ ∆ABC ជា្រតីេកាណសមបាតែដលមានបាត [AC] ។
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៣េរៀបេរៀងេដាយៈ �� ជិក ជី

I. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម :
ក. lim

x→0

2021x− sin2023x
2020x+ sin2025x

ខ. lim
x→2

5x2−20
3
√

3x+2−2
គ. lim

x→0

e2021x− e−2021x

sin2x
II. ក្នុងថង់មួយមានឃ្លពីណ៌មានឃ្លពីណ៌សចំនួន2 ឃ្លពីណ៌្រកហមចំនួន4 និងឃ្លពីណ៌េខៀវចំនួន 4 ។ េគចាប់យកឃ្លចីំនួន 3

្រពមគា្ន េដាយៃចដន្យ ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ :
Aឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌្រកហម ។ B យ៉ាងតិចមានឃ្លី 2 មានពណ៌េខៀវ ។
Cឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន ។

III. េគមានចំនួនកំុផ្លិច z1 = 3+3i
√

3 និង z2 =
√

3+ i ។
ក. គណនា z1× z2 និង

z1

z2
។ ខ. សរេសរ z1× z2 និង

(
z1

z2

)2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

គ. សរេសរ
(

z1

z2

)3

ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។

IV. គណនាអាងំេត្រកាល ៖ I =
∫ 2

1
(2− x+3x2)dx J =

∫ π
4

0
(cos2x− 1

2
cos4x)dx

និង K =
∫ 3

2
(3x−2+

1
x−1

)dx ។
V. ក. េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល E : y′′− y′+2y = 0 ។

ខ. រកចេម្លីយៃន E េបីេគដឹងថាអនុគមន៍ចេម្លីយមានបរមារេស្មី 3 ្រតង់ x = 0 ។
VI. 1. េគមានសមីការ (E) : 9x2 +4y2 +18x−24y+9 = 0 ។

ក. បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាសមីការេអលីប ។
ខ. រក្របែវងអ័ក្សធំ ្របែវងអ័ក្សតូច កូរអរេដាេនផ្ចិត កំពូល កំណំុ រចួសង់េអលីបេនះ ។

2. េគមានបីចំណុច A(−1;1;2);B(0;2;4) និងC(−1;3;1) ។
ក. គណនាផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ −→AB×−→AC ។ រចួទាញបញ្ជ ក់ថា ចំណុច A;B និងC រត់មិន្រតង់គា្ន
ខ. ចូររកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ។

VII. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) =
4ex

ex +1
។ េគតាងេដាយC ្រកាបរបស់អនុគមន៍េនក្នុងប្លង់

្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,
−→
i ,
−→
j ) ។

ក. គណនា lim
x→−∞

f (x)និង lim
x→+∞

f (x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាបC ។
ខ. សិក�អេថរភាពៃន f ។ រកកូរអរេដាេនៃនចំណុច A ជា្របសព្វរវាង្រកាបC និងអ័ក្សអរេដាេន រចួបងា្ហ ញថាចំណុច A

ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបC ។
គ. រកសមីការបនា្ទ ត់ T ប៉ះនឹង្រកាបC ្រតង់ណុច A ។
ឃ. សង់្រកាបC និងបនា្ទ ត់ T េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,

−→
i ,
−→
j ) ។

ង. គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបC និងអ័ក្ស (x′ox) េលីចេនា្ល ះ [o,1] ។

 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីត
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ក lim
x→0

2021x− sin2023x
2020x+ sin2025x

រាង 0
0

េគបាន lim
x→0

2021x− sin2023x
2020x+ sin2025x

= lim
x→0

2021x−sin2023x
x

2020x+sin2025x
x

= lim
x→0

2021− sin2023x
x

2020+ sin2025x
x

=
2021−2023
2020+2025

=
−2

4045

ដូចេនះ lim
x→0

2021x− sin2023x
2020x+ sin2025x

=− 2
4045

ក lim
x→2

5x2−20
3
√

3x+2−2
រាង 0

0

េគបាន lim
x→2

5x2−20
3
√

3x+2−2
= lim

x→2

5(x2−4)( 3
√
(3x+2)2 +2 2

√
3x+2+4

3x+2−8

= lim
x→2

5(x+2)(x−2)( 3
√

(3x+2)2 +2 2
√

3x+2+4)
3x−6

= lim
x→0

5(x+2)(x−2)( 3
√

(3x+2)2 +2 2
√

3x+2+4)
3(x−2)

= lim
x→0

5(x+2)( 3
√

(3x+2)2 +2 2
√

3x+2+4)
3

=
5(2+2)( 3

√
(6+2)2 +2 3

√
6+2+4)

3

=
20(22 +2×2+4)

3
=

20×12
3

= 20×4 = 80

ដូចេនះ lim
x→2

5x2−20
3
√

3x+2−2
= 80

ក lim
x→0

e2021− e−2021x

2x
រាង 0

0

េគបាន lim
x→0

e2021− e−2021x

2x
= lim

x→0

e2021x−1+1− e−20212

2x

= lim
x→0

(
e2021x−1

2x
− e−2021x−1

2x
)

=
2021

2
− −2021

2
=

4042
2

= 2021

ដូចេនះ lim
x→0

e2021− e−2021x

2x
= 2021

II. រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ :
ប្រមាប់ ៖ ឃ្លសី 2 ឃ្ល្ីរកហម 4 និងឃ្លេីខៀវ 4 េនាះឃ្លសីរុប = 10

ក្នុងការចាប់យកឃ្លី 3 េចញពីថង់ េគបាន

ចំនួនករណីអាច n(S) =C(10,3) =
10!

(10−3)!×3!
=

10×9×8×7!
7!×3×2×1

= 120 ករណី

A ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌្រកហម :
តាមរូបមន្ត P(A) = n(A)

nS
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េដាយ n(A) =C(4,1) = 4 ករណី
⇒ P(A) =

4
120

=
1
30

ដូចេនះ P(A) =
1

30
B យ៉ាងតិចមានឃ្លី 2 ពណ៌េខៀវ :
តាម P(B) =

n(B)
n(S)

េដាយ n(B) =C(4,2)×C(6,1)+C(4,3) =
4!

(4−2)!×2!
+

4!
(4−3)!×3!

=
4 ·3
2 ·1

+
4
1
= 10 ករណី

⇒ P(B) =
10
120

=
1
12

ដូចេនះ P(B) =
1

12
C ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ខុសគា្ន :
តាម P(C) =

n(C)

n(S)
េដាយ n(C) =C(2,1) ·C(4,1) ·C(4,1) = 2 ·4 ·4 = 32 ករណី
⇒ P(C) =

32
120

=
4

15

ដូចេនះ P(C) =
4

15

III. េគមាន z1 = 3+3i
√

3 និង z2 =
√

3+ i

ក គណនា z1× z2 និង
z1

z2

េគបាន z1× z2 = (3+3i
√

3)(
√

3+ i)

= 3
√

3+3i+3i
√

32−3
√

3

= 3i+9i = 12i

z1

z2
=

3+3i
√

3√
3+ i

=
(3+3i

√
3)(
√

3− i)
(
√

3+ i)(
√

3− i)

=
3
√

3−3i+3i
√

32 +3
√

3
3−1

=
6
√

3+6i
2

= 3
√

3+3i

ដូចេនះ z1× z2 = 12i
z1

z2
= 3
√

3+3i

ក សរេសរ z1× z2 និង
(

z1

z2

)2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
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េគបាន z1× z2 = 12i = 12(0+ i) = 12(cos
π
2
+ isin

π
2
)

z1

z2
= 3
√

3+3i

= 3(
√

3+ i) = 3×2(

√
3

2
+ i

1
2
)

= 6(cos
π
6
+ isin

π
6
)

⇒
(

z1

z2

)2

= [6(cos
π
6
+ isin

π
6
)]2

= 36(cos
2π
6

+ isin
2π
6
)

= 36(cos
π
3
+ isin

π
3
)

ដូចេនះ z1× z2 = 12(cos
π
2
+ isin

π
2
)(

z1

z2

)2

= 36(cos
π
3
+ isin

π
3
)

ក សរេសរ
(

z1

z2

)3

ជាទ្រមង់ពីជគណិត

េដាយ
(

z1

z2

)
= 6(cos

π
6
+ isin

π
6
)

⇒
(

z1

z2

)3

= [6(cos
π
6
+ isin

π
6
)]3

= 63(cos
3π
6

+ isin
3π
6
)

= 216(cos
π
2
+ isin

π
2
)

= 216(0+ i)

ដូចេនះ 0+216i

IV. គណនាអាងំេត្រកាល ៖

• I =
∫ 2

1
(2− x+3x2)dx =

[
2x− x2

2
+

3x3

3

]2

1

=

[
2(2)− 22

2
+23

]
−
[

2(1)− 12

2
+13

]
= (4−2+8)− (2+

1
2
)

= 10− 5
2
=

20−5
2

=
15
2

ដូចេនះ I =
15
2

• J =
∫ π

4

0
(cos2x− 1

2
cos4x)dx =

[
sin2x

2
− 1

8
sin4x

] π
4

0

=

[
sin π

2
2
− 1

8
sinπ

]
−
[

sin0
2
− 1

8
sin0

]
= (

1
2
−0)− (0−0) =

1
2

ដូចេនះ J =
1
2
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• K =
∫ 3

2
(3x−2+

1
x−1

)dx =
[

3x2

2
−2x+ ln |x−1|

]3

2

= (
3×32

2
−2×3+ ln |3−1|)− (

3×22

2
−2×2+ ln |2−1|)

=
27
2
−6+ ln2−6+4+ ln1 =

27−12
2

+ ln2 =
15
2
+ ln2

ដូចេនះ K =
15
2
+ ln2

V. ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល
េយងីមានសមីការ E : y′′− y′+2y = 0

មានសមីការសមា្គ ល់ : r2− r+2 = 0

(r−2)(r−1) = 0

េគបាន r1 =−1,r2 = 2
ចេម្លីយទូេទៃន E គឺ y = Aer1x +Ber2x , (A,B ∈ R)
ដូចេនះ y = Ae−x +Be2x ជាចេម្លីយទូេទៃន (E) , (A,B ∈ R)

ក រកចេម្លីយៃន (E) :
េដាយដឹងថា អនុគមន៍ចេម្លីយមានបរមារេស្មី 3 ្រតង់ x = 0

េគបាន

y(0) = 3

y′(0) = 0

ែត y = Ae−x +Be2x

⇒ y′ =−Ae−x +2Be2x

• y(0) = 3⇒ A+B = 3

⇒ A = 3−B (1)

• y′(0) = 0⇒−A+2B = 0 (2)

យកសមីការ (1) ជំនួសក្នុង 2 េគបាន
−(3−B)+2B = 0

−3+B+2B = 0

3B = 3⇒ B =
3
3
= 1

(1)⇒ A = 3−1 = 2

ដូចេនះ y = 2e−x + e2x ជាចេម្លីយៃន E ។
VI. 1. េយងីមានសមីការ (E) : 9x2 +4y2 +18x−24y+9 = 0

ក បងា្ហ ញថាសមីការ ជាសមីការេអលីប
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េគបាន (E) : 9x2 +4y2 +18x−24y+9 = 0

(9x2 +18x)+(4y2−24y) =−9

9(x2 +2x+1)−9+4(y2−6y+9)−36 =−9

9(x+1)2 +4(y−3)2 = 36

9(x+1)2

36
+

4(y−3)2

36
= 1

(x+1)2

4
+

(y−3)2

9
= 1មានទ្រមង់

(x−h)2

b2 +
(y− k)2

a2 = 1 អ័ក្សធំឈរ

ដូចេនះ (E) :
(x+1)2

4
+

(y−3)2

9
= 1 ជាសមីការេអលីប ។

ក រក្របែវងអ័ក្សធំ ្របែវងអ័ក្សតូច កូរអរេដាេនផ្ចិត កំពូល កំណំុ រចួសង់េអលីបេនះ
តាមសមីការខាងេលី េគបាន
h =−1;k = 3

a2 = 9⇒ a = 3

b2 = 4⇒ b = 2

c2 = a2−b2 = 9−4 = 5⇒ c =
√

5

េគបាន

• ្របែវងអ័ក្សធំ 2a = 2×3 = 6 (ឯកតា្របែវង)
• ្របែវងអ័ក្សតូច 2b = 2×2 = 4 (ឯកតា្របែវង)
• កូរអរេដាេនផ្ចិត I = (h,k) = (−1,3)

• កូរអរេដាេនកំពូល V = (h,k±a)⇒V1 = (−1,3+3) = (−1,6)

⇒V2 = (−1,3−3) = (−1,0)

• កូរអរេដាេនកំណុំ F = (h,k±C)

⇒ F1 = (−1,3+
√

5)

⇒ F2 = (−1,3−
√

5)

• សង់េអលីប

−4 −3 −2 −1 1 3

−2

−1

1

3

5

6

x

y

•
V1

•
V2

•I

(E)

0
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2. េគមានចំណុច A(−1;1;2) B(0;2;4) និងB(−1;3;1) :

ក គណនាផលគុណ −→AB×−→AC

េដាយ −→
AB = (0+1,2−1,4−2) = (1,1,2)
−→
AC = (−1+1,3−1,1−2) = (0,2,−1)

េគបាន −→AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 1 2

0 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣1 2

2 −1

∣∣∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣∣∣1 2

0 −1

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣1 1

0 2

∣∣∣∣∣∣−→k
= [2(2)−1(−1)]

−→
i − [0(2)− (1)(−1)]

−→
j +[(0)(1)− (1)(2)]

−→
k

= 5
−→
i −−→j −2

−→
k

ដូចេនះ −→AB×−→AC = 5
−→
i −−→j −2

−→
k

+បងា្ហ ញថា ចំណុច A;B និងC រត់មិន្រតង់គា្ន
េដាយ −→AB×−→AC = 5

−→
i −−→j −2

−→
k ̸= 0

ដូចេនះ ចំណុច A;B និងC រត់មិន្រតង់គា្ន ។
3. គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC

តាមរូបមន្ត S∆ABC =
1
2
|−→AB×−→AC|

⇒ S∆ABC =
1
2

√
52 +(−1)2 +(−2)2 =

1
2

√
30 (ឯកតា្របែវង)

ដូចេនះ S∆ABC =
1
2

√
30 (ឯកតា្របែវង) ។

VII. េគមាន f (x) =
4ex

ex +1
កំណត់េលី ∈ R :

ក គណនាលីមីត និងទាញរកអាសីុមតូតៃន្រកាបC

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

4ex

ex +1
=

4(0)
0+1

= 0 (េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

4ex

ex +1
= lim

x→+∞

4ex

ex(1+ 1
ex )

=
4

1+0
= 4

េដាយ lim
x→−∞

f (x) = 0 េនាះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតេដកៃនC ខាង −∞

េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 4 េនាះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតេដកៃនC ខាង +∞

ក សិក�អេថរភាពៃន f :

េគបាន f ′(x) = 4(
ex(ex +1)− ex · ex

(ex +1)2 ) = 4(
e2x + ex− e2x

(ex +1)2 ) =
4ex

(ex +1)2

េដាយ ex > 0,∀x ∈ R េនាះ f ′(x) =
4ex

(ex +1)2 > 0 ជានិច្ច ∀x ∈ R

េនាះេគបាន f ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលី R ។

• រកកូរអរេដាេនៃន ចំណុច A

េដាយC∩ (y′oy) ្រតង់ A(0,y)
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⇒ f (0) = y

4e0

e0 +1
= y⇒ y =

4
2
= 2

ដូចេនះ A(0,2)

• បងា្ហ ញថា A(0,2)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបC :
េបី A(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះេនាះ f (2a− x)+ f (x) = 2b

េគបាន f (2a− x)+ f (x) =
4e−x

e−x +1
+

4ex

ex +1
=

4
1+ ex +

4ex

1+ ex = 4 = 2b (ពិត)

ដូចេនះ A(0,2)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបC ។
ក រកសមីការបនា្ទ ត់ T ប៉ះនឹងC ្រតង់ចំណុច A

សមីការបនា្ទ ត់ T ប៉ះនឹងC ្រតង់ចំណុច A គឺ
T : y = f ′(xA)(x− xA)+ f (xA)

= (
4x0

(e0 +1)2 (x−0)+
4e0

e0 +1

= x+2

ដូចេនះ T : y = x+2

ក សង់្រកាបC និង បនា្ទ ត់ T :

−4 −3 −2 −1 1 3

−3

−2

−1

1

2

3

4

x

y

0

y = 4

T
: y
=

x+
2

(C) : f (x) =
4ex

ex +1

•A

y = 0
S

ក គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបC និងអ័ក្ស (x′ox) េលីចេនា្ល ះ [0,1]
តាង S ជាៃផ្ទ្រកឡាខាងេលី
តាម្រកាបេគបាន S =

∫ 1

0
f (x)dx =

∫ 1

0

4ex

ex +1
dx

= 4 [ln |ex +1|]10 = 4(ln(e+1)− ln(e0 +1))

= 4ln
e+1

2

ដូចេនះ S = 4ln
e+1

2
   (ឯកតាៃផ្ទ) ។
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៤េរៀបេរៀងេដាយៈ �� ផលផានុ

I. េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច Z1 =
√

3+ i , Z2 = 1+ i និង Z3 = 1+ i
√

3 ។
1. រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ្លិច Z1,Z2 និង Z3 ។
2. សរេសរចំនួនកំុផ្លិចW =

Z3

Z2
2
ជាទ្រមង់ពីជគណិត េហយីជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត រចួគណនាឫសកាេរៃនW ។

II. គណនាលីមីត
ក. A = lim

x→0

√
x+1−

√
2x+1√

x+3−
√

2x+3
ខ. B = lim

x→0

ln(1+ x)
sinx

គ.C = lim
x→0

(esinx−1)(1− cos2x)
sin3 x

ឃ. D = lim
x→+∞

(2− ln
2x−1

2x
)

III. េគមានអនុគមន៍ f មួយកំណត់េដាយ f (x) =
ex

1− ex ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 ។

1. រកចំនួនពិត A និង B េដីម្បឱី្យ f (x) = A+
B

1− ex 2. គណនា I(x)=
∫ ex

1− ex dx រចួទាញរក J(x)=
∫ dx

1− ex

។
IV. េនក្នុង្របអប់មួយមានប៊ិច្រកហមចំនួន 7 េដីម និងប៊ិចេខៀវចំនួន 5 េដីម។

េគយកប៊ិច 4 េដីម្រពមគា្ន េចញពី្របអប់េដាយៃចដន្យ ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ :
ក. ” យកបានប៊ិច្រកហមទាងំ 4 េដីម ” ខ. ” យកបានប៊ិចេខៀវយ៉ាងតិច 1 េដីម ”
គ. ” យកបានប៊ិច្រកហមចំនួន 3 េដីមគត់ ”

V. េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+5y = nx2 + px+q ។
1. េដាះ្រសាយសមីការ (F) : y′′−2y′+5y = 0 ។ រកចេម្លីយៃន (F) េបី y(0) = 2 និង y′(0) = 6 ។
2. រកចំនួនពិត n, p, និង q េដាយដឹងថា y = 2x2 +3x+1 ជាចេម្លីយៃន (E) ។ រកចេម្លីយទូេទ y ៃនសមីការ (E) ។

VI. ក្នុងត្រម�យអរតូណម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) មួយេគឱ្យចំណុច A(1,−2,0),B(1,0,4) និងC(0,3,3) ។

1. ចូរសង់្រតីេកាណ ABC ក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) ។

2. រកសមីការប្លង់ (α)ជាប្លង់េមដយទ័រៃន [AB] ។
3. រកសមីការៃនែស្វ៊ S ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត [AB] ។
4. គណនា −→n =

−→
AB×−→AC ។ ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC ។

5. គណនា P = (
−→
AB×−→AC) ·−→AO ។ ទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអត OABC ។ រចួទាញរកចមា្ង យពី O េទប្លង់ ABC ។

VII. អនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ y = f (x) = (x+2)e−x េហយីមាន្រកាបC ។
1. គណនា lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបC ។

2. បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាមួយ្រតង់់ x =−1 ។ គណនា f (−1) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
3. បងា្ហ ញថា្រកាបC មានចំណុចរបត់មួយ ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់ ។
4. គណនា f (−2) និង f (2) េដាយយក e−2 = 0.13 រចួសង់្រកាបC ។
5. គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបC អ័ក្ស (x′ox) អ័ក្ស (y′oy) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 2 ។
6. េដាយេ្របី្រកាបC ចូរកំណត់តៃម្លៃនប៉ារ៉ាែម៉ត m េដីម្បឱី្យសមីការ mex− x−2 = 0 មានឫសពីរេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x1 < 0 < x2
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. េគមាន Z1 =
√

3+ i , Z2 = 1+ i និង Z3 = 1+ i
√

3

1. រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ្លិច Z1,Z2 និង Z3

• Z1 =
√

3+ i

= 2(

√
3

2
+

1
2

i)

= 2(cos
π
6
+ isin

π
6
)

ដូចេនះ |Z1|= 2 , arg(Z1) =
π
6
+2kπ ,k ∈ Z

• Z2 = 1+ i

=
√

2(

√
2

2
+ i

√
2

2
)

=
√

2(cos
π
4
+ isin

π
4
)

ដូចេនះ |Z2|=
√

2 , arg(Z2) =
π
4
+2kπ ,k ∈ Z

• Z3 = 1+ i
√

3

= 2(
1
2
+ i

√
3

2
)

= 2(cos
π
3
+ isin

π
3
)

ដូចេនះ |(Z3)|= 2 , arg(Z3) =
π
3
+2kπ ,k ∈ Z

2. សរេសរចំនួនកំុផ្លិចW =
Z3

Z2
2
ជាទ្រមង់ពីជគណិត េហយីទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

•W =
Z3

Z2
2
=

1+ i
√

3
(1+ i)2

=
1+ i
√

3
2i

=
i(1+ i

√
3)

2i2

=
i−
√

3
−2

=

√
3

2
− 1

2
i

i2 =−1

ដូចេនះ W =

√
3

2
− 1

2
i

•W =

√
3

2
− 1

2
i

= cos
π
6
− isin

π
6

= cos
11π

6
+ isin

11π
6

−sin(α) = sin(−α) = sin(2π−
α)
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ដូចេនះ W = cos
11π

6
+ isin

11π
6

• គណនាឫសកាេរៃនW

េគមានW = cos
11π

6
+ isin

11π
6

េគបានឫសកាេរៃនW គឺWk = cos(
11π

6 +2kπ
2

)+ isin(11
π
6 +2kπ

2
) , k = 0,1,2,3, ...

ចំេពាះ k = 0 េគបានW0 = cos(
11π
12

)+ isin(
11π
12

)

ចំេពាះ k = 1 េគបានW1 = cos(
23π
12

)+ isin(
23π
12

)

II. គណនាលីមីត

ក. lim
x→0

√
x+1−

√
2x+1√

x+3−
√

2x+3
រាង 0

0

= lim
x→0

(x+1−2x−1)(
√

x+3+
√

2x+3)
(x+3−2x−3)(

√
x+1+

√
2x+1)

(
√

a+
√

b)(
√

a−
√

b)= a−b

= lim
x→0

(−x)(
√

x+3+
√

2x+3)
(−x)(

√
x+1+

√
2x+1)

= lim
x→0

√
x+3+

√
2x+3√

x+1+
√

2x+1

=

√
3+
√

3√
1+
√

1
=

2
√

3
2

=
√

3

ដូចេនះ A =
√

3

ខ. lim
x→0

ln(1+ x)
sinx

រាង 0
0

= lim
x→0

ln(1+ x)
sinx

lim
x→0

ln(1+ x)
x

= 1 , lim
x→0

sinx
x

= 1

= lim
x→0

ln(1+ x)
x

sinx
x

=
1
1
= 1

ដូចេនះ B = 1

គ. lim
x→0

(esinx−1)(1− cos2x)
sin3 x

រាង 0
0

= lim
x→0

esinx−1
sinx

× 2sin2 x
sin2 x

lim
x→0

eu−1
u

= 1

= 1×2

ដូចេនះ C = 2

ឃ. lim
x→+∞

(2− ln
2x−1

2x
) រាង ∞

∞
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= lim
x→+∞

(2− ln
2x(1− 1

2x
)

2x
)

= lim
x→+∞

(2− ln(1− 1
2x

)

= 2− ln1 = 2
ln1 = 0

ដូចេនះ D = 2

III. អនុគមន៍ f (x) = ex

1− ex ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 , D = R\ ▷◁ {0}

1. រកចំនួនពិត A និង B

េដាយ f (x) =
ex

1− ex

=
ex−1+1

1− ex

=−1− ex

1− ex +
1

1− ex

=−1+
1

1− ex

ែត f (x) = A+
B

1− ex

េគបាន A =−1 , B = 1

ដូចេនះ A =−1 , B = 1

2. គណនា I(x) =
∫ ex

1− ex dx

េដាយ I(x) =
∫ ex

1− ex dx

=−
∫

(1− ex)′

1− ex dx

=− ln |1− ex|+ c , c ∈ R
ដូចេនះ I(x) =− ln |1− ex|+ c , c ∈ R

ទាញរក J(x) =
∫ dx

1− ex

េដាយ f (x) =
ex

1− ex =−1+
1

1− ex

1+
ex

1− ex =
1

1− ex

J(x) =
∫ dx

1− ex

=
∫
(1+

ex

1− ex )dx

J(x) = x− ln |1− ex|+ c , c ∈ R
ដូចេនះ J(x) = x− ln |1− ex|+ c , c ∈ R

IV. រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
េដាយប៊ិចសរុបមាន 12 េដីម េគចាប់យក 4 េដីមេដាយៃចដន្យ
េគបានចំនួនករណីអាច n(S) =C(12,4) =

12!
(12−4)!4!

=
12×11×10×9×8!

8!×4×3×2×1
= 495

ក. ”យកបានប៊ិច្រកហមទាងំ 4 េដីម”
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ចំនួនករណី្រសប n(A) =C(7,4) =
7!

(7−4)!4!
=

7×6×5×4!
3!×4!

= 35

េគបាន P(A) =
n(A)
n(S)

=
35

495
=

7
99

ដូចេនះ P(A) =
7

99
ខ. ”យកប៊ិចេខៀវយ៉ាងតិច 1 េដីម”

វភិាគ
េខៀវ 0 1 2 3 4

្រកហម 4 3 2 1 0

េគបាន P(A)+P(B) = 1

P(B) = 1−P(A)

P(B) = 1− 7
99

P(B) =
92
99

ដូចេនះ P(B) =
92
99

គ. ”យកបានប៊ិច្រកហមចំនួន 3 េដីមគត់”
Cជា្រពឹត្តិការណ៍យកបានប៊ិច្រកហម 3 េដីម និងប៊ិចេខៀវ
ចំនួនករណី្រសប n(C) =C(7,3)×C(5,1) =

7!
4!3!
×5 =

7×6×5
3×2×1

×5 = 35×5 = 175

េគបាន P(C) =
n(C)

n(S)
=

175
495

=
35
99

ដូចេនះ P(C) =
35
99

V. សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+5y = nx2 + px+q

1. េដាះ្រសាយសមីការ (F)

(F) : y′′−2y′+5y = 0

សមីការសមា្គ ល់: λ 2−2λ +5 = 0

∆′ = (b′)2−ac = (−1)2−1×5 =−4

λ =
−b′±

√
∆′

a
=

1±
√
−4

1
= 1±2i = α±β i

=⇒ α = 1 , β = 2

ចេម្លីយទូេទមានទ្រមង់ (F) : y = (Acosβx+Bsinβx)eαx

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទ (F) : y = (Acos2x+Bsin2x)ex , (A,B ∈ R)

• រកចេម្លីយៃន (F)

េដាយ y(0) = 2 , y′(0) = 6

(F) : y = (Acos2x+Bsin2x)ex

=⇒ y′ = (−2Asin2x+2Bcos2x)ex +(Acos2x+Bsin2x)ex
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េនាះ y(0) = (Acos0+Bsin0)e0

2 = A+0

A = 2

y′(0) = (−2Asin0+2Bcos0)e0 +(Acos0+Bsin0)e0

6 = 2B+A

6 = 2B+2

B = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទ (F) : y = (2cos2x+2sin2x)ex

2. រកចំនួនពិត n, p និង q

េដាយ y = 2x2 +3x+1 ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E)
=⇒ y′ = 4x+3

=⇒ y′′ = 4

េគបានសមីការ (E) : y′′−2y′+5y = nx2 + px+q

4−2(4x+3)+5(2x2 +3x+1) = nx2 + px+q

4−8x−6+10x2 +15x+5 = nx2 + px+q

10x2 +7x+3 = nx2 + px+q

ដូចេនះ n = 10 , p = 7 , q = 3

• រកចេម្លីយៃនសមីការ (E)
ចេម្លីយៃនសមីការ (E) គឺ y = yc + yp

េដាយ yc = (Acos2x+Bsin2x)ex

yp = 2x2 +3x+1

ដូចេនះ y = (Acos2x+Bsin2x)ex +2x2 +3x+1 , (A,B) ∈ R

VI. េគឱ្យចំណុច A(1,−2,0),B(1,0,4) និងC(0,3,3)

1. សង់្រតីេកាណ ABC ក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k )
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x

y

z

y′

1

2

−2 −1 1 2 3

1

2

3

4

•A

B• C•

0

2. រកសមីការប្លង់ (α)

សមីការប្លង់ (α) : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

េដាយប្លង់ (α) ប្លង់េមដយទ័រៃនអង្គត់ [AB]⇒ (α)⊥AB ្រតង់ចំណុចកណា្ដ លៃន [AB]

⇒


x0 =

xA + xB

2
=

1+1
2

= 1

y0 =
yA + yB

2
=
−2+0

2
=−1

z0 =
zA + zB

2
=

0+4
2

= 2

េហយី (α)⊥−→AB ែដល −→AB = (1,0,4)− (1,−2,0) = (0,2,4)

េគបានប្លង់ (α) : 0(x−1)+2(y+1)+4(z−2) = 0

0+2y+2+4z−8 = 0

2y+4z−6 = 0

ដូចេនះ (α) : 2y+4z−6 = 0

3. រកសមីការៃនែស្វ៊ S
សមីការែស្វ៊ (S) : (x− x0)

2 +(y− y0)
2 +(z− z0)

2 = r2

េដាយែស្វ៊ (S)មានអង្កត់ផ្ចិត [AB]

េគបាន I(1,−1,2)ជាផ្ចិតេនកណា្ដ លៃន [AB]

េហយីកាំ r = 1
2

AB =
1
2

√
(1−1)2 +(0+2)2 +(4+0)2 =

1
2

√
20 =

√
5

េគបាន (S) : (x−1)2 +(y+1)2 +(z−2)2 =
√

5
2

ដូចេនះ (S) : (x−1)2 +(y+1)2 +(z−2)2 = 5

4. គណនា −→n =
−→
AB×−→AC

−→
AB = (0,2,4) ,

−→
AB = (0,3,3)− (1,−2,0) = (−1,5,3)

េគបាន −→n =

−→
i
−→
j
−→
k

0 2 4

−1 5 3

=
2 4

5 3

−→
i -

0 4

−1 3

−→
j +

0 2

−1 5

−→
k

=⇒−→n = (6−20)
−→
i − (0+4)

−→
j +(0+2)

−→
k
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ដូចេនះ −→n =−14
−→
i −4

−→
j +2

−→
k

•ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC

តាមរូបមន្ត SABC =
1
2
|−→AB×−→AC|

=
1
2

√
(−14)2 +(−4)2 +22

=
1
2
×2
√

72 +22 +12 =
√

54 = 3
√

6

ដូចេនះ SABC = 3
√

6 ឯកតាៃផ្ទ
5. គណនា P = (

−→
AB×−→AC) ·−→AO

េដាយ −→n =
−→
AB×−→AC = (−14,−4,2) ,

−→
OA =−(1,−2,0) = (−1,2,0)

េគបាន P = (
−→
AB×−→AC) ·−→AO

=−14(−1)−4(2)+2(0)

= 14−8

ដូចេនះ P = 6

•ទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអត OABC

តាមរូបមន្ត VOABC =
1
6
|(−→AB×−→AC) ·−→AO|= 1

6
×6 = 1

ដូចេនះ មាឌៃនេត្រតាែអត VOABC = 1 ឯកតាមាឌ
• រចួទាញរកចមា្ង យពី O េទប្លង់ ABC

តាមរូបមន្ត VOABC =
1
3

SABC×d(O,ABC)

d(O,ABC) = 3
VOABC

SABC

d =
3

3
√

6
=

√
6

6

ដូចេនះ d(O,ABC) =

√
6

6
ឯកតា្របែវង

VII. អនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ y = f (x) = (x+2)e−x េហយីមាន្រកាបC ។

1. គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x+2)e−x = (−∞)(+∞) =−∞

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x+2)e−x = lim
x→+∞

(
x
ex +

2
ex ) = 0

lim
x→−∞

e−x =+∞

ដូចេនះ lim
x→−∞

f (x) =−∞ , lim
x→+∞

f (x) = 0

ទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបC

េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 0

ដូចេនះ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបC ខាង +∞

2. បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាមួយ្រតង់់ x =−1

េដាយ f (x) = (x+2)e−x
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=⇒ f ′(x) = (x+2)′e−x +(x+2)(e−x)′

= e−x− (x+2)e−x

= e−x(−x−1)
េដាយ e−x > 0 , ∀x ∈ R

f ′(x)មានសញញ តាម (−x−1)

េបី f ′(x) = 0⇐⇒−x−1 = 0 =⇒ x =−1

•តារាងសញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ −1 +∞

+ 0 −

្រតង់ x =−1 =⇒ f ′(x) = 0 េហយីប្ដូរសញញ ពី (+) េទ (−) ។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាមួយ្រតង់់ x =−1

• គណនា f (−1)

េដាយ f (x) = (x+2)e−x

=⇒ f (−1) = (−1+2)e1 = 2.71

• រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f ′′(x)

−∞ −1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

2.712.71

00

3. បងា្ហ ញថា្រកាបC មានចំណុចរបត់មួយ
f ′(x) = e−x(−x−1)

f ′′(x) = (e−x)′(−x−1)+ e−x(−x−1)′

=−e−x(−x−1)− e−x

= e−x(x+1−1)

= xe−x

េដាយ e−x > 0 , ∀x ∈ R

េបី f ′′(x) = 0⇐⇒ x = 0

x

f ′′(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

្រតង់ x = 0 =⇒ f ′′(x) = 0 េហយីប្ដូរសញញ ពី (−) េទ (+) ។
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ដូចេនះ ្រកាបC មានចំណុចរបត់មួយ្រតង់ x = 0

• រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់
f (x) = (x+2)e−x

=⇒ f (0) = (0+2)e0 = 2
4. គណនា f (−2) និង f (2)

f (x) = (x+2)e−x

=⇒ f (−2) = (−2+2)e2 = 0

=⇒ f (2) = (2+2)e−2 = 4×0.13 = 0.52

• រចួសង់្រកាបC

x

y

x′

y′

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

y = 0

∆ : y = m•I

S

2.71

0

5. គណនាៃផ្ទ្រកឡា S

េដាយៃផ្ទ្រកឡា S ខណ្ឌ េដាយ្រកាបC អ័ក្ស (x′ox) អ័ក្ស (y′oy) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 2

េគបាន S =
∫ 2

0
f (x)dx =

∫ 2

0
(x+2)e−xdx

• រកI =
∫
(x+2)e−xdx

តាង u = x+2 =⇒ du = dx , dv = ex =⇒ v =
∫

exdx =−ex

េគបាន I =−e−x(x+2)+
∫

e−xdx

=−e−x(x+2)− e−x +C , C ∈ R

=−e−x(x+3)+C , C ∈ R
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េយងីបាន S = [−e−x(x+3)]20

=−e−2(2+3)+ e0(0+3)

=−0.13(5)+3

= 2.35

ដូចេនះ ៃផ្ទ្រកឡា S = 2.35 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា
6. កំណត់តៃម្លៃនប៉ារ៉ាែម៉ត m េដាយេ្របី្រកាបC

សមីការ mex− x−2 = 0

mex = x+2

m =
x+2

ex m = (x+2)e−x

សមីការេនះជាសមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វរវាង្រកាបC និង បនា្ទ ត់េដក ∆ : y = m

េដីម្បឱី្យសមីការ mex− x−2 = 0 មានឫសពីរេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x1 < 0 < x2

លុះ្រតាែត m ∈ (0,2)

ដូចេនះ m ∈ (0,2)សមីការមានឫសពីរេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ x1 < 0 < x2
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៥េរៀបេរៀងេដាយៈ �� ថាមករា

I. េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច x =−1
2
−
√

3
2

i និង y =−1
2
+

√
3

2
i ។

1. គណនា A = x− y2 និង B = x2 + x+1 ។
2.សរេសរ x និងy ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។ បងា្ហ ញថាC = x2019 + y2019 ជាចំនួនពិត ។

II. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

A = lim
x→
√

3

x3−3
√

3
x2−3

B = lim
x→0

e5x+3− e3

2x
C = lim

x→0

tanx− sinx
x3

III. ចតុេកាណែកងមួយមានបរមិា្រត 400m ។ រក្របែវង្រជ�ងេដីម្បឱី្យចតុេកាណែកងេនះមានៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុត។
IV. េនក្នុង្របអបម់ានប៊ិចចំនួន១០េដីម ែដលក្នុងេនាះមានប៊ិច្រកហាមចំនួន៤េដីម និងប៊ិចេខៀវចំនួន៦េដីម។ េគចាប់យកប៊ិច៣េដីមក្នុងេពល

ែតមួយេចញពី្របអប់េនាះេដាយៃចដន្យ។ គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍
A .”ចាប់បានប៊ិចេខៀវទាងំបីេដីម” ។ B .”ចាប់បានប៊ិច្រកហមមួយេដីម និងេខៀវពីរេដីម” ។
C .”ចាប់បានប៊ិចេខៀវែតមួយេដីមគត់” ។

V. េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+6y′+8y = 8x+10 ។
1. េដាះ្រសាយសមីការ (E1) : y′′+6y′+8y = 0។ កំណត់ចេម្លីយពិេសសមួយៃន (E1)

ែដល y(0) =−1 និង y′(0) = 4 ។
2. កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឱី្យ g(x) = ax+b ជាចេម្លីយៃន (E) ។

VI. ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ៃនលំហមានទិសេដវជិ្ជមាន (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគឱ្យចំណុច A(1,0,0),B(0,1,0) និងC(0,0,1)។

1. បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស ។
2. គណនាផលគុណៃនវុចិទ័រ −→n =

−→
AB×−→AC រចួសរេសរសមីការប្លង់ ABC ។

3. រកចមា្ង យពីចំណុច D(0,1,1) េទប្លង់ ABC ។
4. រកសមីការែស្វ៊ S ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត AC ។
5. រកសមីការប្លង់ P ប៉ះែស្វ៊ S ្រតង់C ។

VII. f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
េហយីមាន្រកាបC ។

1. គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាបC ។
2. គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអថិរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
3. កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A  រវាង្រកាបC និងបនា្ទ ត់ D : y = 1។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ L ែដលប៉ះនឹង្រកាបC ្រតង់ចំណុច
A ។
4. គណនា f

(
1
2

)
។ សង់បនា្ទ ត់ L អាសីុមតូត និង្រកាបC េនក្នុងត្រម�យែតមួយ។ (េគឱ្យe = 2.7,

2
e
= 0.7, ln2 = 0.7)
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. 1. គណនា A = x− y2 និង B = x2 + x+1

េគមាន x =−1
2
−
√

3
2

i និង y =−1
2
+

√
3

2
i

េគបាន A =−1
2
−
√

3
2

i−

(
−1

2
+

√
3

2
i

)2

=−1
2
−
√

3
2

i−

[
1
4
+2
(
−1

2

)(√
3

2
i

)
− 3

4

]

=−1
2
−
√

3
2

i− 1
4
+

√
3

2
i+

3
4
=−1

2
+

1
2
−
√

3
2

i+

√
3

2
= 0

ដូចេនះ A = 0 ។

េហយី B = x2 + x+1 =

(
−1

2
−
√

3
2

i

)2

− 1
2
−
√

3
2

i+1

=
1
4
−2
(
−1

2

)(√
3

2
i

)
− 3

4
− 1

2
−
√

3
2

i+1 =
1
4
+

√
3

2
i− 3

4
− 1

2
−
√

3
2

i+1

=−1+1 = 0
ដូចេនះ B = 0 ។

2. សរេសរx និងyជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េគបាន x =−1
2
−
√

3
2

i = cos
7π
6

+ isin
7π
6

េហយី y =−1
2
+

√
3

2
i = cos

5π
6

+ isin
5π
6

ដូចេនះ x = cos
7π
6

+ isin
7π
6
និងy = cos

5π
6

+ isin
5π
6
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

+ បងា្ហ ញថាC = x2019 + y2019ជាចំនួនពិត

េគបានC =

(
cos

7π
6

+ isin
7π
6

)2019

+

(
cos

5π
6

+ isin
5π
6

)2019

= cos
7π×2019

6
+ isin

7π×
6

+ cos
5π×2019

6
+ isin

5π×2019
6

= cos
3365π

6
+ isin

3365π
6

+ cos
4711π

2
+ isin

4711π
6

= cos
(

1682π +
π
2

)
+ isin

(
1682π +

π
2

)
+ cos

(
2354π +

3π
2

)
+ isin

(
2354π +

3π
2

)
= cos

π
2
+ isin

π
2
+ cos

3π
2

+ isin
3π
2

= 0+ i+0− i = 0 (ពិត)
ដូចេនះ C = x2019 + y2019ជាចំនួនពិត ។

II. គណនាលីមីត
A = lim

x→
√

3

x3−3
√

3
x2−3

រាង0
0

េគបានA = lim
x→
√

3

x3− (
√

3)3

x2− (
√

3)2
=

(x−
√

3)(x2 + x
√

3+3)
(x−
√

3)(x+
√

3)
= lim

x→
√

3

x2 + x
√

3+3
x+
√

3

=
3+3+3√

3+
√

3
=

9
2
√

3
=

9
√

3
2×3

=
3
√

3
2

ដូចេនះ A =
3
√

3
2

។

B = lim
x→0

e5x+3− e3

2x
រាង0

0
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េគបានC = lim
x→0

e3 (e5x−1
)

2x
= lim

x→0

e3 (e5x−1
)

5x
× 5

2
=

5e3

2

ដូចេនះ B =
5e3

2
។

C = lim
x→0

tanx− sinx
x3 រាង0

0

េគបានC = lim
x→0

tanx− tanx · cosx
x3 = lim

x→0

tanx(1− cosx)
x3 = lim

x→0
= lim

x→0

2tanx · sin2 x
2

x3

= lim
x→0

2

(
tanx

x
·

sin2 x
2

x2

4

· 1
4

)
= lim

x→0

1
2

[
tanx

x

(
sin x

2
x
2

)2
]
=

1
2
×1×12 =

1
2

ដូចេនះ C =
1
2
។

III. រក្របែវង្រជ�ងេដីម្បឱី្យចតុេកាណែកងេនះមានៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុត
តាងxជាទទឹង

yជាបេណា្ត យ
លក្ខខណ្ឌ 0 < x≤ y < 400

-បរមិា្រតចតុេកាណែកង

y

xP = 400m

P = 2(x+ y)

x+ y =
P
2
=

400
2

= 200

y = 200− x (1)

-ៃផ្ទ្រកឡាចតិេកាណែកង
S = xy (2)

យក(1) ជំនួស(2)េគបាន
S(x) = x(200− x) = 200x− x2

⇒ S′(x) = 200−2x

-េបីS′(x) = 0⇔ 200−2x = 0⇒ x = 100

-តារាងអថិរភាព

x

S′(x) 

S(x)

−∞ 100 +∞

+ 0 −

S(100)S(100)

តាមតារាងអថិរភាពខាងេលី េគបានៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងធំបំផុត
-េបី x = 100 តាម(1)េគបាន
y = 200−100 = 100

ដូចេនះ ្របែវង្រជ�ងចតុេកាណែកងគឺx = y = 100m ។
IV. េដាយក្នុង្របអប់មានប៊ិចចំនួន១០េដីម េហយីេគចាប់យកប៊ិច៣េដីមពីក្នុង្របអប់េដាយៃចដន្យក្នុងេពលែតមួយ េនាះចំនួនករណីអាចគឺ

n(S) =C(10,3) =
10!

(10−3)!3!
=

10×9×8×7!
7!×1×2×3

=
720
6

= 120 ករណី

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍
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A .”ចាប់បានប៊ិចេខៀវទាងំបីេដីម”
េដាយប៊ិចេខៀវក្នុង្របអប់ទាងំអស់មាន៦េដីម េនាះចំនួនករណី្រសបគឺ

n(A) =C(6,3) =
6!

(6−3)!3!
=

6×5×4×3!
3×2×1×3!

=
6×5×4

6
= 20 ករណី

តាម P(A) =
n(A)
n(S)

=
20
120

=
1
6

ដូចេនះ ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ចាប់បានប៊ិចេខៀវទាងំបីេដីមគឺP(A) =
1
6
។

B .”ចាប់បានប៊ិច្រកហមមួយេដីម និងេខៀវពីរេដីម”
េដាយក្នុង្របអប់មានប៊ិចេខៀវទាងំអស់៦េដីម និងប៊ិច្រកហម៤េដីម េនាះចំនួនករណី្រសបគឺ

n(B) =C(6,2)×C(4,1) =
6!

(6−2)!2!
× 4!

(4−1)!1!
=

6×5×4!
4!×2!

× 4×3!
3!

=
30
2
×4 = 60ករណី

តាម P(B) =
n(B)
n(S)

=
60
120

=
1
2

ដូចេនះ ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ចាប់បានប៊ិច្រកហមមួយេដីម និងេខៀវពីរេដីមគឺ P(B) =
1
2
។

C .”ចាប់បានប៊ិចេខៀវែតមួយេដីមគត់”
េគបាន ចំនួនករណី្រសប
n(C) =C(6,1)×C(4,2) =

6!
(6−1)!1!

× 4!
(4−2)!2!

=
6×5!

5!
× 4×3×2!

2×1×2!

= 6× 4×3
2

= 36ករណី

តាម P(C) =
n(C)

n(S)
=

36
120

=
3

10

ដូចេនះ ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ចាប់បានប៊ិចេខៀវែតមួយេដីមគត់គឺP(C) =
3
10

។

V. េគមាន (E) : y′′+6y′+8y = 8x+10

1. េដាះ្រសាយសមីការ(E1) : y′′+6y′+8y = 0

សមីការសមា្គ ល់ λ 2−6λ +8 = 0

(λ −1)(λ −4) = 0

⇒ λ1 = 2,λ2 = 4

េគបាន ចេម្លីយទូេទៃន(E1)គឺ y = Ae4x +Be2x ,A,B ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃន(E1)គឺ y = Ae4x +Be2x A,B ∈ R ។
+កំណត់ចេម្លីយពិេសសៃន(E1)

េគមាន y(0) =−1,y′(0) = 4

េគបាន y′ = 4Ae4x +2Be2x ,A,B ∈ R

េដាយ

y(0) =−1

y′(0) = 0
⇒

A+B =−1

4A+2B = 4
⇒

A+B =−1 (1)

2A+B = 2 (2)

យក(1)− (2)េគបាន
−A =−3⇒ A = 3ជំនួស(1)េគបាន
3+B =−1⇒ B =−4
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េនាះ ចេម្លីយពិេសេសៃនសមីការ(E1) គឺy = 3e4x−4e2x

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសេសៃនសមីការ(E1) គឺy = 3e4x−4e2x ។
2. កំណត់ចំនួនពិតa និងb

េគមាន g(x) = ax+b

⇒ g′(x) = a

⇒ g′′(x) = 0

េដាយgជាចេម្លីយពិេសសៃន(E) េគបាន
g′′(x)−6g(x)+8g(x) = 8x+10

0−6a+8(ax+b) = 8x+10

8ax+8b−6a = 8x+108a = 8

8b−6a = 10
⇒

a = 1

8b = 10+6
⇒

a = 1

b = 2

ដូចេនះ តៃម្លa = 1 និងb = 2 ។

VI. 1. បងា្ហ ញថា្រតីេកាណABCជា្រតីេកាណសម័ង្ស
េគមាន A(1,0,0),B(0,1,0) និងC(0,0,1)

េគបាន −→AB = (0−1,1−0,0−0) = (−1,1,0)
−→
AC = (0−1,0−0,1−0) = (−1,0,1)
−→
BC = (0−0,0−1,1−0) = (0,−1,1)

េនាះ
∣∣∣−→AB
∣∣∣=√(−1)2 +12 +0 =

√
2∣∣∣−→AC

∣∣∣=√(−1)2 +0+12 =
√

2∣∣∣−→BC
∣∣∣=√0+(−1)2 +12 =

√
2

េដាយ
∣∣∣−→AB
∣∣∣= ∣∣∣−→AC

∣∣∣= ∣∣∣−→BC
∣∣∣=√2 េនាះ្រតីេកាណABCជា្រតីេកាណសម័ង្ស (ពិត)

ដូចេនះ ្រតីេកាណABCជា្រតីេកាណសម័ង្ស ។
2. គណនាផលគុណៃនវុចិទ័រ−→n =

−→
AB×−→AC

េគបាន −→n =
−→
AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

−1 1 0

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣∣∣−1 0

−1 1

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣−1 1

−1 0

∣∣∣∣∣∣−→k
= (1−0)

−→
i − (−1−0)

−→
j +(0+1)

−→
k =
−→
i +
−→
j +
−→
k = (1,1,1)

ដូចេនះ −→n =
−→
AB×−→AC = (1,1,1) ។

+រកសមីការប្លង់ABC

េដាយប្លង់ABCកាត់តាមចំណុចA(1,0,0) និងមានវុចិទ័រណរម៉ាល−់→n = (1,1,1)

តាម ABC : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

: 1(x−1)+1(y−0)+1(z−0) = 0

: x+ y+ z−1 = 0
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ដូចេនះ សមីការប្លង់ABCគឺABC : x+ y+ z−1 = 0 ។
3. រកចមា្ង យពីចំណុចD(0,1,1) េទប្លង់ABC

េគមាន D(0,1,1) និងABC : x+ y+ z−1 = 0

តាម d(D,ABC) =
|ax0 +by0 + cz0 +d|√

a2 +b2 + c2

េគបាន d(D,ABC) =
|1×0+1×1+1×1−1|√

12 +12 +12
=
|0+1+1−1|√

3

=

√
3

3

ឯកតា្របែវង

ដូចេនះ ចមា្ង យពីចំណុចDេទប្លង់ ABCគឺ d(D,ABC) =

√
3

3
ឯកតា្របែវង ។

4. រកសមីការែស្វ៊S ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAC

តាង Iជាផ្ចិតៃនៃនែស្វS៊ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAC

តាម I
(

x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
,
z1 + z2

2

)
= I
(

1+0
2

,
0+0

2
,
0+1

2

)
= I
(

1
2
,0,

1
2

)
កាំ r = AC

2
=

√
2

2
ឯកតា្របែវង

តាម S : (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = r2

េគបាន S :
(

x− 1
2

)2

+(y−0)2 +

(
z− 1

2

)2

=

(√
2

2

)2

:
(

x− 1
2

)2

+ y2 +

(
z− 1

2

)2

=
1
2

ដូចេនះ សមីការែស្វ៊S គឺ S :
(

x− 1
2

)2

+ y2 +

(
z− 1

2

)2

=
1
2
។

5. រកសមីការប្លង់P ប៉ះែស្វS៊ ្រតង់C

េដាយប្លង់ P ប៉ះែស្វ៊ S ្រតង់ចំណុចCេនាះPែកង−→IC
េគបាន −→IC =

(
0− 1

2
,0−0,1− 1

2

)
=

(
−1

2
,0,

1
2

)
តាម P : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

នាឱំ្យ P :−1
2
(x−0)+0(y−0)+

1
2
(z−1) = 0

:−1
2

x+
1
2

z− 1
2
= 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់ P គឺ P ::−1
2

x+
1
2

z− 1
2
= 0 ។

VII. េគមាន f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
េហយីមាន្រកាបC

1. គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)

េគបាន lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

[
1+2

(
lnx
x

)]
= 1+2(−∞) =−∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
1+2

(
lnx
x

)]
= 1+2×0 = 1

ដូចេនះ lim
x→0+

f (x) =−∞ និង lim
x→+∞

f (x) = 1 ។
+ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាបC

េដាយ lim
x→0+

f (x) =−∞
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ដូចេនះ បនា្ទ តx់ = 0ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបC ។
េហយី lim

x→+∞
f (x) = 1

ដូចេនះ បនា្ទ តy់ = 1ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបC ។
2. គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x)

េគបាន f ′(x) = 2× (lnx)′x− (x)′ lnx
x2 =

2−2lnx
x2

ដូចេនះ f ′(x) =
2−2lnx

x2 ។
+សិក�សញញ ៃន f ′(x)

េបី f ′(x) = 0

⇔ 2−2lnx
x2

2−2lnx = 0

lnx = 1 = lne

⇒ x = e

តារាងសញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x) 

0 e +∞

+ 0 −

• េបី x ∈ (0,e) េគបាន f ′(x)> 0េនាះ fជាអនុគមន៍េកីន
• េបី x = eេគបាន f ′(x) = 0េនាះ fជាអនុគមន៍េថរ
• េបី x ∈ (e,+∞)េគបាន f ′(x)< 0េនាះ fជាអនុគមន៍ចុះ ។
+សង់តារាងអថិរភាព
េបី x = e⇒ f (e) = 1+2

(
lne
e

)
= 1+

2
e
= 1.7 ជាតៃម្លអតិបរមា

x

f ′(x) 

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞

1.71.7

11

3. កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វA រវាង្រកាបC និងបនា្ទ តD់ : y = 1

េគបាន f (x) = y

1+2
(

lnx
x

)
= 1

2
(

lnx
x

)
= 0

lnx
x

= 0

lnx = 0 = ln1

⇒ x = 1
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ដូចេនះ កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វA រវាង្រកាបC និងបនា្ទ តD់ : y = 1គឺ A(1,1) ។
+កំណត់សមីការបនា្ទ ត់Lែដលប៉ះនឹង្រកាបC្រតង់ចំណុចA

េគមាន A(1,1)⇒ x0 = 1,y0 = 1

តាម L : y = f ′(x0)(x− x0)+ y0

េដាយ  f ′(x0) = f ′(1) =
2−2ln1

1
= 2

េគបាន L : y = 2(x−1)+1 = 2x−2+1 = 2x−1

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺL : y = 2x−1 ។
4. គណនា f

(
1
2

)
េគបាន f

(
1
2

)
= 1+2

(
ln 1

2
1
2

)
= 1+2(−0.7×2) = 1−2.8 =−1.8

ដូចេនះ f
(

1
2

)
=−1.8 ។

+សង់បនា្ទ ត់Lអាសីុមតូត និង្រកាបCេនក្នុងត្រម�យែតមួយ

តារាងតៃម្លេលខ
x 0 1

y = 2x−1 −1 1

x′ x
0.5 1 2.7

y′

y

−1.8

−1

1.7

0

y = 1

C : f (x) = 1+2
(

lnx
x

)

L
: y

=
2x
−

1

•
A
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៦េរៀបេរៀងេដាយៈ �� ជា េឃឿន

I. េគឱ្យចំនួនកុំផ្លិច Z1 =−
√

3+ i
√

3 , Z2 =
√

3+ i
√

3 ។
ក. សរេសរ Z1 និង Z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។
ខ. គណនា Z3 = Z1×Z2 និង Z4 =

Z1

Z2
រចួសរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

គ. គណនាតៃម្ល Z2015
4 −

(
1+ i√

2

)2016

។

II. គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

ក. lim
x→2

(x2− x−2)20

(x3−12x+16)10 ខ. lim
x→a

x
√

x−a
√

a
x2−a2 គ. lim

x→0

e2019x− sin3x−1
x

III. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x2−2x+2
x3−2x2 + x

; (x ̸= 0 , x ̸= 1) ។

ក. កំណត់តៃម្ល M , N និង P េដីម្បឱី្យ f (x) =
M
x
+

N
x−1

+
P

(x−1)2 ។

ខ. គណនា
∫ 3

2
f (x)dx ។

IV. 1. េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =


√

x+1−1+ sinx
x

េបី x ̸= 0

ln(a−1) េបី x = 0

កំណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យ f ជាប់្រតង់ x = 0 ។

2. េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
1− sin2 x
2− cos2 x

ក. គណនាេដរេីវទីមួយៃនអនុគមន៍ f (x) ខ. បងា្ហ ញថា f
(π

4

)
−3 f ′

(π
4

)
= 3

V. រកកូអរេដាេន ផ្ចិត កំពូល កំណំុ និង អុិចសង់្រទីសីុេតៃនេអលីប រចួសង់្រកាបែដលមានសមីការទូេទ y2 +3x2 +4y−6x−2 = 0 ។
VI. េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+2y′+ y = x2 +2x−2 ។

ក. កំណត់តៃម្ល a , b និង c េដីម្បឱី្យ g(x) = ax2 +bx+ c ជាចេម្លីយៃន (E) ។
ខ. បងា្ហ ញថា k(x) ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត (k−g)(x)ជាចេម្លីយៃន (E ′) : y′′+2y′+ y = 0 ។

VII. េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = e2x−2ex +
1
2

x+1 មាន្រកាប (C) ។
ក. គណនា lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ (D)ជាអាសីុមតូតៃន (C) ។

ខ. បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េកីន ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ. សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x = 0 ។
ឃ. សង់្រកាប (T ) , (D) និង (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

VIII. ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(2,0,1) , B(3,1,5) និងC(1,4,4)

ក. គណនា −→AB និង −→AC ។
ខ. គណនា −→N =

−→
AB×−→AC រចួគណនា្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណ ABC ។

គ. រកសមីការប្លង់ (ABC) ។ បងា្ហ ញថាចំណុច D(2,0,2) មិនស្ថិតេនក្នុងប្លង់ (ABC) ។
ឃ. រកចមា្ង យពីចំណុច D េទប្លង់ (ABC) រចួគណនាមាឌេត្រតាែអ៊ត ABCD ។
ង. សរេសរសមីការែស្វ៊(S) ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត [AB] ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. ក. សរេសរ Z1 និង Z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េគមាន Z1 =−

√
3+ i
√

3

=
√

6

(
−
√

2
2

+ i

√
2

2

)
=
√

6
(
−cos

π
4
+ isin

π
4

)
=
√

6
[
cos
(

π +
π
4

)
+ isin

(
π +

π
4

)]
=
√

6
(

cos
5π
4

+ isin
5π
4

)
ដូចេនះ Z1 =

√
6
(

cos
5π
4

+ isin
5π
4

)
េគមាន Z2 =

√
3+ i
√

3

=
√

6

(√
2

2
+ i

√
2

2

)
=
√

6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
ដូចេនះ Z2 =

√
6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
ខ. គណនា Z3 = Z1×Z2 និង Z4 =

Z1

Z2
រចួសរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េគមាន Z1 =
√

6
(

cos
5π
4

+ isin
5π
4

)
និង Z2 =

√
6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
េគបាន Z3 = Z1×Z2

=

[√
6
(

cos
5π
4

+ isin
5π
4

)][√
6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)]
= 6

[
cos
(

5π
4

+
π
4

)
+ isin

(
5π
4

+
π
4

)]
Z3 = 6

(
cos

3π
2

+ isin
3π
2

)
ដូចេនះ Z3 = 6

(
cos

3π
2

+ isin
3π
2

)
េគបាន Z4 =

Z1

Z2

=

√
6
(

cos
5π
4

+ isin
5π
4

)
√

6
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
=

[
cos
(

5π
4
− π

4

)
+ isin

(
5π
4
− π

4

)]
Z4 = (cosπ + isinπ)

ដូចេនះ Z4 = (cosπ + isinπ)
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គ. គណនាតៃម្ល Z2015
4 −

(
1+ i√

2

)2016

េគមាន Z4 = (cosπ + isinπ)

ចំេពាះ 1+ i√
2

=

√
2

2
+ i

√
2

2
= cos

π
4
+ isin

π
4

េគបាន Z2015
4 −

(
1+ i√

2

)2016

= (cosπ + isinπ)2015−
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)2016

= (cos2015π + isin2015π)− (cos504π + isin504π)

=−1−1 =−2

ដូចេនះ Z2015
4 −

(
1+ i√

2

)2016

=−2

II. គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក. lim
x→2

(x2− x−2)20

(x3−12x+16)10 រាងមិនកំណត់ 0
0

= lim
x→2

[(x−2)(x+1)]20

[(x−2)2(x+4)]10

= lim
x→2

(x−2)20(x+1)20

(x−2)20(x+4)10

= lim
x→2

(x+1)20

(x+4)10

=
320

610 =
310

210 =

(
3
2

)10

ដូចេនះ lim
x→2

(x2− x−2)20

(x3−12x+16)10 =

(
3
2

)10

ខ. lim
x→a

x
√

x−a
√

a
x2−a2 រាងមិនកំណត់ 0

0

= lim
x→a

(x
√

x−a
√

a)(x
√

x+a
√

a)
(x2−a2)(x

√
x+a

√
a)

= lim
x→a

x3−a3

(x2−a2)(x
√

x+a
√

a)

= lim
x→a

(x−a)(x2 +ax+a2)

(x−a)(x+a)(x
√

x+a
√

a)

= lim
x→a

x2 +ax+a2

(x+a)(x
√

x+a
√

a)

=
a2 +a2 +a2

(a+a)(a
√

a+a
√

a)

=
3a2

2a2√a
=

3
√

a
2a

ដូចេនះ lim
x→a

x
√

x−a
√

a
x2−a2 =

3
√

a
2a
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គ. lim
x→0

e2019x− sin3x−1
x

រាងមិនកំណត់ 0
0

= lim
x→0

(
e2019x−1

)
− sin3x

x

= lim
x→0

[
e2019x−1

x
− sin3x

x

]
= lim

x→0

2019
(
e2019x−1

)
2019x

− lim
x→0

3sin3x
3x

េ្រពាះ lim
x→0

e2019x−1
2019x

= 1 និង lim
x→0

sin3x
3x

= 1

=2019−3 = 2016

ដូចេនះ lim
x→0

e2019x− sin3x−1
x

= 2016

III. ក. កំណត់តៃម្ល M , N និង P េដីម្បឱី្យ f (x) =
M
x
+

N
x−1

+
P

(x−1)2

េគមាន f (x) =
M
x
+

N
x−1

+
P

(x−1)2

េគបាន f (x) =
M(x−1)2

x(x−12 +
Nx(x−1)
x(x−1)2 +

Px
x(x−1)2

=
Mx2−2Mx+M+Nx2−Nx+Px

x(x−1)2

=
(M+N)x2 +(−2M−N +P)x+M

x(x−1)2 ែត f (x) =
x2−2x+2
x3−2x2 + x

=
(M+N)x2 +(−2M−N +P)x+M

x(x−1)2

េនាះេគបាន


M+N = 1

−2M−N +P =−2

M = 2

⇒


N =−1

P = 1

M = 2

ដូចេនះ  f (x) =
2
x
− 1

x−1
+

1
(x−1)2

ខ. គណនា I =
∫ 3

2
f (x)dx

=
∫ 3

2

(
2
x
− 1

x−1
+

1
(x−1)2

)
dx

= 2
∫ 3

2

dx
x
−
∫ 3

2

d(x−1)
x−1

+
∫ 3

2

d(x−1)
(x−1)2

=

(
2ln |x|− ln |x−1|− 1

x−1

)
|32

=

(
2ln |3|− ln |3−1|− 1

3−1

)
−
(

2ln |2|− ln |2−1|− 1
2−1

)
= 2ln3− ln2− 1

2
−2ln2+ ln1+1

I = 2ln3−3ln2+
1
2

ដូចេនះ I = 2ln3−3ln2+
1
2
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IV. 1. កំណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យ f ជាប់្រតង់ x = 0

េគមាន f (x) =


√

x+1−1+ sinx
x

េបី x ̸= 0

ln(a−1) េបី x = 0

េដីម្បឱី្យ f ជាប់្រតង់ x = 0 លុះ្រតាែត lim
x→0

f (x) = f (0)

េគបាន lim
x→0

(
√

x+1−1)+ sinx
x

= ln(a−1)

⇔ lim
x→0

[
(
√

x+1−1)(
√

x+1+1)
x(
√

x+1+1)
+

sinx
x

]
= ln(a−1)

⇔ lim
x→0

[
x+1−1

x(
√

x+1+1)
+

sinx
x

]
= ln(a−1)

⇔ lim
x→0

[
x

x(
√

x+1+1)
+

sinx
x

]
= ln(a−1)

⇔ lim
x→0

[
1

(
√

x+1+1)
+

sinx
x

]
= ln(a−1)

⇔1
2
+1 = ln(a−1)

⇔eln(a−1) = e
3
2

⇔a = 1+ e
√

e

ដូចេនះ a = 1+ e
√

e

2. ក. គណនាេដរេីវទីមួយៃនអនុគមន៍ f (x)

េគមាន f (x) =
1− sin2 x
2− cos2 x

េ្របីរូបមន្ដ
(u

v

)′
=

u′v− v′u
v2 , (un)′ = nun−1

f ′(x) =
(1− sin2 x)′(2− cos2 x)− (2− cos2 x)′(1− sin2 x)

(2− cos2 x)2

=
−2sinxcosx(2− cos2x)−2sinxcosx(1− sin2 x)

(2− cos2 x)2

=
2sinxcosx(−2+ cos2 x−1+ sin2 x)

(2− cos2 x)2

f ′(x) =− 4sinxcosx

(2− cos2x)2

ដូចេនះ f ′(x) =− 4sinxcosx

(2− cos2x)2

ខ. បងា្ហ ញថា f
(π

4

)
−3 f ′

(π
4

)
= 3

េគមាន f (x) =
1− sin2x
2− cos2 x

និង f ′(x) =− 4sinxcosx

(2− cos2 x)2
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េគបាន f
(π

4

)
−3 f ′

(π
4

)
= 3

⇔
1− sin2 π

4
2− cos2 π

4

+12

 sin
π
4

cos
π
4(

2− cos2 π
4

)2

= 3

⇔
1−

(√
2

2

)2

2−

(√
2

2

)2 +12

√
2

2
×
√

2
22−

(√
2

2

)2
2 = 3

⇔

1
2
3
2

+12×

1
2
9
4

= 3

⇔1
3
+

8
3
= 3

⇔3 = 3 ពិត

ដូចេនះ f
(π

4

)
−3 f ′

(π
4

)
= 3

V. រកកូអរេដាេន ផ្ចិត កំពូល កំណំុ និង អុិចសង់្រទីសីុេតៃនេអលីប រចួសង់្រកាបែដលមានសមីការទូេទ
េគមាន y2 +3x2 +4y−6x−2 = 0

3(x2−2x)+(y2 +4y)−2 = 0

3(x2−2× x×1+12)−3+(y2−2× y×2+22)−4−2 = 0

3(x−1)2 +(y−2)2 = 9

(x−1)2

1
3

+
(y−2)2

9
= 1

សមីការេអលីបេនះមានរាង (x−h)2

b2 +
(y− k)2

a2 = 1 , (a > b > 0)

េនាះវាមាន អ័ក្សធំជាអ័ក្សឈរ

េគបាន h = 1 , k = 2 , a = 3 , b =

√
3

3
, c =

√
9− 1

3
=

√
26
3

• ផ្ចិត I(h,k)⇒ I(1,2)

• កំពូល

V1(h,k−a)

V2(h,k+a)
⇒

V1(1,−1)

V2(1,5)

• កំណំុ

F1(h,k− c)

F2(h,k+ c)
⇒


F1

(
1,2−

√
26
3

)

F2

(
1,2+

√
26
3

)
• អិុចសង់្រទីសីុេត e =

c
a
=

√
26
9

•សង់្រកាប
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−3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

5

x

y

V1

V2

I

F2

F1

0x′

y′

(E)

VI. ក. កំណត់តៃម្ល a , b និង c

េគមាន g(x) = a2 +bx+ c

⇒ g′(x) = 2ax+b

⇒ g′′(x) = 2a

េដាយ g(x) = ax2 +bx+ c ជាចេម្លីយៃន (E)

េគបាន g′′(x)+2g′(x)+g(x) = x2 +2x−2

2a+2(2ax+b)+(ax2 +bx+ c) = x2 +2x+3

ax2 +(4a+b)x+(2a+2b+ c) = x2 +2x2 +3

⇔


a = 1

4a+b = 2

2a+2b+ c = 3

⇒


a = 1

b =−2

c = 5

ដូចេនះ g(x) = x2−2x+5

ខ. បងា្ហ ញថា k(x)ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត (k−g)(x)ជាចេម្លីយៃន (E ′) : y′′+2y′+ y = 0

េគមាន (k−g)(x)ជាចេម្លីយៃន (E ′) : y′′+2y′+ y = 0

េគបាន  [(k−g)(x)]′′+2 [(k−g)(x)]′+[(k−g)(x)] = 0

[k(x)−g(x)]′′+2 [k(x)−g(x)]′+[k(x)−g(x)] = 0

k′′(x)−g′′(x)+2k′(x)−2g′(x)+ k(x)−g(x) = 0

k′′(x)+2k′(x)+ k(x) = g′′(x)+2g′(x)+g(x) ែត g′′(x)+2g′(x)+g(x) = x2 +2x+3

k′′(x)+2k′(x)+ k(x) = x2 +2x+3
សមភាពេនះបញ្ជ ក់ថា k(x)ជាចេម្លីយៃនសមីការ  (E)
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ដូចេនះ េដីម្បឱី្យ k(x)ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត (k−g)(x)ជាចេម្លីយៃន (E ′) : y′′+2y′+ y = 0

VII. ក. គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x)

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(e2x−2ex +
1
2

x+1) =−∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(e2x−2ex +
1
2

x+1) រាងមិនកំណត់ (∞−∞)

= lim
x→+∞

e2x
(

1− 2
ex +

x
2e2x +

1
e2x

)
=+∞

• រកសមីការបនា្ទ ត់ (D)ជាអាសីុមតូតៃន (C)

េគមានC : f (x) = e2x−2ex +
1
2

x+1 និង D : y =
1
2

x+1

េគបាន lim
x→−∞

[ f (x)− y]

= lim
x→−∞

[
e2x−2ex +

1
2

x+1−
(

1
2

x+1
)]

= lim
x→−∞

(2x−2ex)= 0

េគបាន D : y =
1
2

x+1 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)

ខ. បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េកីន
េគបាន f (x) = e2x−2ex +

1
2

x+1

f ′(x) =
(

e2x−2ex +
1
2

x+1
)′

= 2e2x−2ex +
1
2

= 2ex(ex−1)+
1
2
> 0 េ្រពាះ ex > 0 ∀x ∈ R

េដាយ f ′(x)> 0 េគបាន f ជាអនុគមន៍េកីន
• តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

គ. សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ x = 0

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T )មានរាង (T ) : y = f ′(0)(x−0)+ f (0)

េគមាន f (x) = e2x−2ex +
1
2

x+1⇒ f (0) = e0−2e0 +
1
2
×0+1 = 0

f ′(x) = 2ex(ex−1)+
1
2
⇒ f ′(0) = 2e0(e0−1)+

1
2
=

1
2

េគបាន (T ) : y =
1
2
(x−0)+0 =

1
2

x

Tel: 016 434 006 ១៤៤  បេ្រងៀនេដាយៈ ហុងី វុទ្ធី



សាលាបេ្រងៀនគួរតិចប៊ុក្ស TexBook-School

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះ (T )មានសមីការគឺ (T ) : y =
1
2

x

ឃ. សង់្រកាប (T ) , (D) និង (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ

x

y

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0
x′

y′

(T ) : y =
1
2

x

(D) : y =
1
2

x+1

(C) : f (x) = e2x−2ex +
1
2

x+1

VIII. ក. គណនា −→AB និង −→AC

េគមានចំណុច A(2,0,1) , B(3,1,5) និងC(1,4,4)

េគបាន −→AB = (3−2,1−0,5−1) = (1,1,4)
−→
AC = (1−2,4,0,4−1) = (−1,4,3)

ដូចេនះ −→AB = (1,1,4) និង −→AC = (−1,4,3)

ខ. គណនា −→N =
−→
AB×−→AC

េគមានវុចិទ័រ  −→AB = (1,1,4) និង −→AC = (−1,4,3)

េគបាន −→N =
−→
AB×−→AC

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 1 4

−1 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣1 4

4 3

∣∣∣∣∣∣−→i −
∣∣∣∣∣∣ 1 4

−1 3

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣ 1 1

−1 4

∣∣∣∣∣∣−→k
= (3−16)

−→
i − (3+4)

−→
j +(4+1)

−→
k

=−13
−→
i −7

−→
j +5

−→
k
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ដូចេនះ −→N =
−→
AB×−→AC =−13

−→
i −7

−→
j +5

−→
k

• រចួគណនា្រកឡាៃផ្ទៃន្រតីេកាណ ABC

េគបាន S∆ABC =
1
2
|−→AB×−→AC|

=
1
2

√
(−13)2 +(−7)2 +52

=
1
2

√
169+47+25

=
1
2

√
243

=
9
2

√
3 ឯកតាៃផ្ទ

ដូចេនះ ៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABC គឺ 9
2

√
3 ឯកតាៃផ្ទ

គ. រកសមីការប្លង់ (ABC)

សមីការប្លង់មានរាង (ABC) : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

• (ABC)មានកាត់តាមចំណុច A(2,0,1)

• (ABC)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→N = (−13,−7,5)

េគបាន (ABC) :−13(x−2)−7(y−0)+5(z−1) = 0

−13x+26−7y+5z−5 = 0

−13x−7y+5z+21 = 0

ដូចេនះ  សមីការប្លង់ (ABC) គឹ −13x−7y+5z+21 = 0

• បងា្ហ ញថាចំណុច D(2,0,2) មិនស្ថិតេនក្នុងប្លង់ (ABC)

េគមាន (ABC) :−13x−7y+5z+21 = 0

េគបាន −13×2−7×0+5×2+21 = 0

−26+10+21 = 0

−5 = 0 មិនពិត
ដូចេនះ ចំណុច D មិនស្ថិតេនេលីប្លង់ (ABC) េទ

ឃ. រកចមា្ង យពីចំណុច D េទប្លង់ (ABC)

េគមានចំណុច D(2,0,2) និង ប្លង់ (ABC) :−13x−7y+5z+21 = 0

េគបាន d [D,(ABC)] =
|−13xD−7yD +5zD +21|

|−→N |

=
|−13×2−7×0+5×2+21|√

(−13)2 +(−7)2 +52

=
|−26+10+21|

243

=
5

9
√

3

d [D,(ABC)] =
5
√

3
27

ឯកតា្របែវង
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ដូចេនះ d [D,(ABC)] =
5
√

3
27

ឯកតា្របែវង

• រចួគណនាមាឌេត្រតាែអ៊ត ABCD

េគបាន VABCD =
1
3
×S∆ABC×h ែដល h = d [D,(ABC)]

=
1
3
× 9

2

√
3× 5

√
3

27

VABCD =
5
6

ឯកតាមាឌ

ដូចេនះ VABCD =
5
6

ឯកតាមាឌ

ង. សរេសរសមីការែស្វ៊(S) ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត [AB]

សមីការស្ដង់ដាៃនែស្វ៊ (S) គឺ (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = r2

• (S)មានផ្ចិត I =
AB
2

=

(
1
2
,
1
2
,2
)

• (S)មានកាំ r = |
−→
AB|
2

=

√
12 +12 +42

2
=

3
2

√
3

េគបាន (S) :
(

x− 1
2

)2

+

(
y− 1

2

)2

+(z−2)2 =

(
3
√

3
2

)2

ដូចេនះ សមីការស្ដង់ដាៃនែស្វ៊គឺ (S) :
(

x− 1
2

)2

+

(
y− 1

2

)2

+(z−2)2 =

(
3
√

3
2

)2
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៧េរៀបេរៀងេដាយៈ �� រស់ មាន

I. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម

ក. lim
x→1

x7−1
x2−4x+3

ខ. lim
x→0

sin2 x
1− cosx

គ. lim
x→0

e2021x− cos2020x
sinx

II. េនក្នុងថង់មួយមានឃ្លពី៌ណស ៤ ្រគាប់ និងឃ្លពីណ៌្រកហម ៥ ្រគាប់។ េគចាប់យកឃ្លី ៣ ្រគាប់េចញពីថង់េដាយៃចដន្យ ។ គណនា្រប�បាប
ៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាមៈ
ក. A ”យកបានឃ្លពីណ៌្រកហមទាងំ ៣ ្រគាប់”
ខ. B ”យកបានឃ្លពីណ៌ស ២ ្រគាប់ និងពណ៌្រកហម ១ ្រគាប់”
គ.C ”យ៉ាងតិចបានឃ្លពីណ៌ស ១ ្រគាប់”

III. គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាមៈ
ក.
∫
(x2 +2x−3)dx ខ.

∫ ex

1− ex dx

គ.
∫

lnxdx ឃ.
∫ 1

cosx
dx

IV. េគឲ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+ y′−6y = (x+2)ex ។
ក. េដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែហ្សន (F) : y′′+ y′−6y = 0

ខ. រកចំនូនពិត a , b េដីម្បឲី្យ yp = (ax+b)ex ជាចេម្លីយពិេសសសមីការមិនអូម៉ូែហ្សន
គ. បងា្ហ ញថា y = yc + yp ជាចេម្លីយទូេទសមីការ (E)  ែដល yc ជាចេម្លីយទូេទសមីការអូម៉ូែហ្សន និង yp ជាចេម្លីយពិេសស
សមីការមិនអូម៉ូែហ្សន រចួទាញរក y ។

V. េគឲ្យសមីការេអលីបមួយ (E) : 25x2 +9y2−50x−90y+25 = 0 ។
ក. សរេសរសមីការ (E)ជាទ្រមង់ស្ដង់ដារ ។
ខ. គណនា ផ្ចិត កំពូល កំណំុ និងអិុចសង់្រទីសីុេតរបស់េអលីប ។
គ. សង់េអលីប (E) ក្នុងត្រម�យ (O,

−→
i ,
−→
j ) ។

VI. េគឲ្យអនុគមន៍ f  មួយកំណត់េដាយ f (x) = x− 2
ex−1

 មានែខ្សេកាងC ។
ក. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។
ខ. សិក�លីមីតចុងែដនកំណត់ រចួរកអាសីុមតូតទាងំអស់ៃនអនុគមន៍ f ។
គ. គណនាេដរវីេវ f ′(x) រចួសិក�សញញ េដរេីវ ។
ឃ. សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
ង. សង់អាសីុមតូត និង្រកាបC ក្នុងត្រម�យអរតូណេម (O,

−→
i ,
−→
j ) ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនាលីមីតខាងេ្រកាម

ក. lim
x→1

x7−1
x2−4x+3

រាងមិនកំណត់0
0

េគបាន = lim
x→1

(x−1)(x6 + x5 + · · ·+ x+1)
x2− x−3x+3

= lim
x→1

(x−1)(x6 + x5 + · · ·+ x+1)
x(x−1)−3(x−1)

= lim
x→1

(x−1)(x6 + x5 + · · ·+ x+1)
(x−1)(x−3)

= lim
x→1

(x6 + x5 + · · ·+ x+1)
(x−3)

=
16 +15 + · · ·+1+1

1−3
=−7

2

ដូចេនះ lim
x→1

x7−1
x2−4x+3

=−7
2

ខ. lim
x→0

sin2 x
1− cosx

រាងមិនកំណត់0
0

េគបាន = lim
x→0

sin2 x
1− cosx

= lim
x→0

1− cos2 x
1− cosx

= lim
x→0

(1− cosx)(1+ cosx)
1− cosx

= lim
x→0

(1+ cosx)

= (1+1) = 2

ដូចេនះ lim
x→0

sin2 x
1− cosx

= 2

គ. lim
x→0

e2021x− cos2020x
sinx

រាងមិនកំណត់0
0

េគបាន= lim
x→0

e2021x−1+1− cos2020x
sinx

= lim
x→0

(
e2021x−1

sinx
+

1− cos2020x
sinx

)

= lim
x→0

(
e2021x−1

x
× x

sinx
+

2sin2 1010x
sinx

)

= lim
x→0

(
2021(e2021x−1)

2021x
× x

sinx
+

2020sin1010x
1010x

× x
sinx
× sin1010x)

= (2021×1+2020×1×1×0) = 2021

ដូចេនះ lim
x→0

e2021x− cos2020x
sinx

= 2021
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II. គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍

ក. A ”យកបានឃ្លពីណ៌្រកហមទាងំ 3 ្រគាប់”
* ករណីអាច
េដាយក្នុងថង់មានឃ្លសីរុប 9 ្រគាប់ េគចាប់យក 3 ្រគាប់ េចញពីថង់េដាយៃចដន្យ 

េយងីបានចំនួនករណីអាច n(S) =C(9,3) =
9!

(9−3)!3!

=
9×8×7×6!
6!×3×2×1

=
9×8×7
3×2×1

= 3×4×7 = 84 Case
*ករណី្រសប
A ជា្រពឹត្តិការណ៍យកបានឃ្លពីណ៌្រកហមទាងំ 3 ្រគាប់
េដាយក្នុងថង់មានឃ្ល្ីរកហម 5 ្រគាប់េយងីចង់បានឃ្លពីណ៌្រកហមទាងំ 3 ្រគាប់

េយងីបានចំនួនករណី្រសប n(A) =C(5,3) =
5!

(5−3)!3!

=
5×4×3!
3!×2×1

=
5×4
2×1

= 5×2 = 10 Case

េដាយP(A) =
n(A)
n(S)

=
10
84

=
5

42

ដូចេនះ P(A) =
5

42
ខ. B ”យកបានឃ្លពីណ៌ស ២ ្រគាប់ និងពណ៌្រកហម ១ ្រគាប់”

េដាយក្នុងថង់មានឃ្លសី 4 ្រគាប់និងឃ្ល្ីរកហម 5 ្រគាប់ េហយីេយងីចង់បាន
ឃ្លពីណ៌ស ២ ្រគាប់ និងពណ៌្រកហម ១ ្រគាប់
េយងីបាន n(B) =C(4,2)×C(5,1) =

4!
2!2!
× 5!

4!1!

=
4×3×2!
2!×2×1

× 5×4!
4!×1

= 6×5 = 30 Case

េដាយP(B) =
n(B)
n(S)

=
30
84

=
5

14

ដូចេនះ P(B) =
5

14
គ. C ”យ៉ាងតិចបានឃ្លពីណ៌ស 1 ្រគាប់”

េដាយ្រពឹត្តិការណ៍យ៉ាងតិចបានឃ្លពីណ៌ស 1 ្រគាប់ ជា្រពឹត្តិការណ៍ផ្ទុយជាមួយ
្រពឹត្តិការណ៍យកបានឃ្លពីណ៌្រកហមទាងំ 3 ្រគាប់
តាម្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ផ្ទុយ P(C) = 1−P(A)

= 1− 5
42

=
37
42
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ដូចេនះ P(C) =
37
42

III. គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាមៈ

ក.
∫
(x2 +2x−3)dx

=
∫
(x2 +2x−3)dx

=
∫

x2dx+
∫

2xdx−
∫

3dx

=
1
3

x3 + x2−3x+C

ដូចេនះ
∫
(x2 +2x−3)dx =

1
3

x3 + x2−3x+C,C ∈ℜ

ខ.
∫ ex

1− ex dx

=−
∫ −ex

1− ex dx

=−
∫

(1− ex)′

1− ex dx

=− ln |1− ex|+C

ដូចេនះ
∫ ex

1− ex dx =− ln |1− ex|+C,C ∈ℜ

គ.
∫

lnxdx

តាមរូបមន្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក
∫

udv = uv−
∫

vdu

តាងu = lnx => du =
1
x

dx

 dv = dx => v =
∫

dx = x+ c

⇔
∫

lnxdx = x lnx−
∫

x · 1
x

dx

= x lnx−
∫

dx

= x lnx− x+C

= x(lnx−1)+C

ដូចេនះ
∫

lnxdx = x(lnx−1)+C,C ∈ℜ

ឃ.
∫ 1

cosx
dx∫ 1

cosx
dx =

∫ cosx
cos2 x

dx

=
∫ cosx

1− sin2 x
dx

=
∫ cosx

(1− sinx)(1+ sinx)
dx
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∗ cosx
(1− sinx)(1+ sinx)

=
acosx

(1− sinx)
+

bcosx
(1+ sinx)

=
acosx(1+ sinx)+bcosx(1− sinx

(1− sinx)(1+ sinx)

cosx = acosx+acosxsinx+bcosx−bcosxsinx

cosx = (a+b)cosx+(a−b)cosxsinx

⇔+

a+b = 1 (1)

a−b = 0 (2)
⇔ 2a+0 = 1

⇒ a =
1
2
,b =

1
2

⇒ cosx
(1− sinx)(1+ sinx)

=
1
2 cosx

(1− sinx)
+

1
2 cosx

(1+ sinx)

⇔
∫ 1

cosx
dx =

∫ 1
2 cosx

(1− sinx)
+

1
2 cosx

(1+ sinx)
dx

=
1
2

∫ cosx
(1− sinx)

dx+
1
2

∫ cosx
(1+ sinx)

dx

=−1
2

∫
(1− sinx)′

(1− sinx)
dx+

1
2

∫
(1+ sinx)′

(1+ sinx)
dx

=−1
2

ln |1− sinx|+ 1
2

ln |1+ sinx|+C

ដូចេនះ
∫ 1

cosx
dx =−1

2
ln |1− sinx|+ 1

2
ln |1+ sinx|+C,C ∈ℜ

IV. ក. េដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែហ្សន (F) : y′′+ y′−6y = 0

 (F) : y′′+ y′−6y = 0 មា នសមីការសមា្គ ល់ λ 2−λ +6 = 0

∆ = (1)2 +4 ·6 = 25

⇒
√

∆ = 5

⇒ λ1 =
−1−5

2
=−3,λ2 =

−1+5
2

= 2

តាម yc = Aeλ1x +Beλ2x

េយងីបានចេម្លីយៃនសមីការ F គឺ yc = Ae−3x +Be2x A,B is constance

ខ. រកចំនូនពិត a , b េដីម្បឲី្យ yp = (ax+b)ex ជាចេម្លីយពិេសសសមីការមិនអូម៉ូែហ្សន
េយងីមាន yp = (ax+b)ex

y′p = aex +(ax+b)ex = (ax+a+b)ex

y′′p = aex +(ax+a+b)ex = (ax+2a+b)ex

េដីម្បឲី្យ yp ជាចេម្លីយពិេសសសមីការមិនអូម៉ូែហ្សនលុះ្រតាែត y′′p + y′p−6yp = (x+2)ex
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⇔ (ax+2a+b)ex +(ax+a+b)ex−6(ax+b)ex = (x+2)ex

ax+2a+b+ax+a+b−6ax−6b = x+2

−4ax+3a−4b = x+2

⇔+

−4a = 1

3a−4b = 2

⇒ a =−1
4
,b =−11

16

ដូចេនះ a =−1
4
,b =−11

16
និង yp = (−1

4
x− 11

16
)ex

គ. បងា្ហ ញថា y = yc + yp ជាចេម្លីយទូេទសមីការ (E)
េដាយ yc ជាចេម្លីយទូេទសមីការអូម៉ូែហ្សន
េយងីបាន y′′c + y′c−6yc = 0 (1)

និង yp ជាចេម្លីយពិេសសសមីការមិនអូម៉ូែហ្សន
េយងីបាន y′′p + y′p−6yp = (x+2)ex (2)

យក (1),(2) េយងីបាន

+

y′′c + y′c−6yc = 0 (1)

y′′p + y′p−6yp = (x+2)ex (2)

y′′c + y′′p + y′c + y′p−6yc−6yp = (x+2)ex

(y′′c + y′′p)+(y′c + y′p)−6(yc + yp) = (x+2)ex

េគបាន y = yc + yp េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ (E)
Therefore y = yc + yp ជាចេម្លីយទូេទសមីការ (E)
y = yc + yp = Ae−3x +Be2x +(−1

4
x− 11

16
)ex

ដូចេនះ y = Ae−3x +Be2x− (
1
4

x+
11
16

)ex A,B is constance

V. ក. សរេសរសមីការ (E)ជាទ្រមង់ស្ដង់ដារ
េយងីមានសមីការ

(E) : 25x2 +9y2−50x−90y+25 = 0

25x2−50x+25+9y2−90y+9×52−9×52 = 0

25(x2−2x+1)+9(y2−10y+52) = 225

25(x−1)2 +9(y−5)2 = 225

(x−1)2

9
+

(y−5)2

25
= 1ជាទ្រមង់ស្ដង់ដារសមីការេអលីប

ខ. គណនា ផ្ចិត កំពូល កំណំុ និងអិុចសង់្រទីសីុេតរបស់េអលីប

េដាយេអលីប  (E) :
(x−1)2

9
+

(y−5)2

25
= 1

មានទ្រមង់ (x−h)2

b2 +
(y− k)2

a2 = 1មានអ័ក្សធំ្រសបអ័ក្សអេដាេនរ
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⇒ h = 1,k = 5,a = 5,b = 3

and c2 = a2−b2 = 52−32 = 16⇒ c = 4

- ផ្ចិត I(h,k) = (1,5)

-កំពូល V1(h,k−a) = (1,0) , V2(h,k+a) = (1,10)

-កំណំុ F1(h,k− c) = (1,1) , F2(h,k+ c) = (1,9)

-អិុចសង់្រទីសីុេត e =
c
a
=

4
5
= 0.8

គ. សង់េអលីប (E) ក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,
−→
j )

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(E)

y

x

I(1,5)

V2(1,10

V1(1,0)

F1(1,1)

F2(1,9)

VI. ក. រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f
f (x) = x− 2

ex−1
មានន័យកាលណា ex−1 ̸= 0

ex ̸= 1

ex ̸= e0⇒ x ̸= 0
∴ D = R\{0}

ខ. សិក�លីមីតចុងែដនកំណត់ រចួរកអាសីុមតូតទាងំអស់ៃនអនុគមន៍ f
▷ lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+

(
x− 2

ex−1

)
=−∞

▷ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(
x− 2

ex−1

)
=+∞

▷ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x− 2

ex−1

)
=+∞

▷ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x− 2

ex−1

)
=−∞

◦េដាយ lim
x→0

f (x) = ∞ ដូចេនះបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ

◦េដាយ lim
x→+∞

−2
ex−1

= 0ដូចេនះបនា្ទ ត់ y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទត

◦េដាយ lim
x→−∞

−2
ex−1

= 2ដូចេនះបនា្ទ ត់ y = x+2ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

គ. គណនាេដរវីេវ ៉ f ′(x) រចួសិក�សញញ េដរេីវ
f (x) = x− 2

ex−1

f ′(x) = 1− −2(ex−1)′

(ex−1)2 = 1+
2ex

(ex−1)2

=
(ex−1)2 +2ex

ex−1)2 =
e2x−2ex +1+2ex

ex−1)2

∴ f ′(x) =
e2x +1
(ex−1)2

- សកិ�សញញ េដរេីវ ៉
េដាយ (e2x +1),(ex−1)2 ≥ 0 ∀x ∈ D
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េយងីបាន f ′(x)≥ ∀x ∈ D

- គា្ម នចំណុចបរមា

ឃ. សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

ង. សង់អាសីុមតូត និង្រកាបC ក្នុងត្រម�យអរតូណេម (O,
−→
i ,
−→
j )

↱ y=
x+

2

↱ y=
x
← y = x− 2

ex−1
x− 2

ex−1
= y→

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

x

y
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៨េរៀបេរៀងេដាយៈ �� េអឿន សណំាង

I. គណនា លីមីត ខាងេ្រកាម ៖

1. lim
x→1

2x2−3x+1√
x+3−2

2. lim
x→0

sin2x+ ex−1
x+ x2 3. lim

x→+∞

(√
4x2 +3−2x

)
II. 1. កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដាយដឹងថា (3+2i)a+(2− i)b = 4+5i ។

2. េគមាន α និង β ជា ឬសៃន សមីការ x2−2x+3 = 0 ។
ចូរសរេសរ z = 1+α3−3α2 +5α−2+ i(β 3−β 2 +β +5) ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

III. គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ ខាងេ្រកាម ៖
1.
∫ 1

−1

(
1−6x+3x2)dx 2.

∫ 3

0

(
2e2x + ex−1

)
dx

3.
∫ π

2

0
(sinxcos4 x)dx 4.

∫ 1

0

x2 + x+1
2x+3

dx

IV. េគមាន សមីការ (E) : 2y′′− y′−3y = 0 ។
ក. េដាះ្រសាយ សមីការ (E) ។
ខ. រកចេម្លីយមួយៃន (E) េដាយដឹងថា ្រកាបៃន អនុគមន៍ចេម្លីយកាត់អ័ក្ស (y′oy) ្រតង់y = 2 េហយីបនា្ទ ត់ប៉ៈ
្រកាប្រតង់ចំណុចេនះ្រសបេទនឹង បនា្ទ ត់ (L) :

1
2

x+3 ។
V. រកកូអរេដាេន ៃន កំពូល កំណំុ សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស និង អ័ក្សឆ្លុះៃនប៉ារ៉ាបូល x2−4x+4y+12 = 0 រចួសង់្រកាប។
VI. ក្នុងថង់មួយមានប៊ិច្រកហម 5 េដីម ប៊ិចេខៀវ 8 េដីម និង ប៊ិចេខ្ម 7 េដីម ។ េគចាប់យកប៊ិច 4 េដីម្រពមគា្ន េដាយៃចដន្យ

េចញពីថង់ ។ គណនា្របបាប ៃន្រពឹត្តការណ៍នីមួយៗ ខាងេ្រកាម ៖
1. A :ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 2 េដីម ។ 2. B :ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 3 េដីម ។
3. C :ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 4 េដីម ។ 4. D :ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 2 គូ ។

VII. េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល(់O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) េគមានចំណុច A(0,4,−1); B(−2,4,−5) ;C(1,1,−5) ;D(1,0,−4) និង

E(2,2,−1) ។
1. គណនា−→AB×−→AC រចួបងា្ហ ញថា បីចំណុច A;B;C កំណត់បានប្លង់មួយ ្រពមទាងំសរេសរសមីការប្លង់ (ABC) ។
2.សរេសរ សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃន បនា្ទ ត់(d)កាត់តាមCេហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (DE) : x−1 =

y
2
=

z+4
3

។
3. រក កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M ៃនបនា្ទ ត់ (DE) និង ប្លង់ (ABC) ។
4. បងា្ហ ញថា ចំណុច I(−1,2,−3)ជាផ្ចឹតរបស់ែស្វ៊រ ែដលែស្វ៊រេនាះ កាត់តាមចំណុច A;B;C;D រចួសរេសរសមីការែស្វ៊រេនាះ។

VIII. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x− 2ex

ex−1
មាន្រកាប តំណាង (C) ។

1. រកែដនកំណត់ៃន អនុគមន៍ ្រពមទាងំគណនា លីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់អាសីុមតូចេបីមាន ។
2. បងា្ហ ញថា I(0,−1)ជាផ្ចឹតឆ្លុះៃន ែខ្សេកាង ។
3. បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ (d1);y = x−2និង (d2);y = xជាអាសីុមតូចេ្រទតៃន ្រកាប (C) រចួសិក�ទីតាងំេធៀបៃន (d1) (d2) េធៀប
នឹង (C) ។

4. បងា្ហ ញថា f ជា អនុគមន៍ម៉ូណូតូន ្រគប់ x ̸= 0 និង សង់តារាងអេថរភាព ៃន f ។
5. សង់ អាសីុមតូតទាងំ អស់ និង ្រកាប (c) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។ 
6. គណនា ៃផ្ទ្រកឡាែផ្នក ប្លង់ ខ័ណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ (d1) និង បនា្ទ ត់ x = 2;x = 4 ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. គណនា លីមីត ៖
1. េគមាន lim

x→1

2x2−3x+1√
x+3−2

មានរាងមិនកំណត់
(

0
0

)
េគបាន lim

x→1

2x2−3x+1√
x+3−2

= lim
x→1

2x2−2x− x+1√
x+3−2

×
√

x+3+2√
x+3+2

= lim
x→1

[2x(x−1)− (x−1)](
√

x+3+2)√
(x+3)2−22

= lim
x→1

(x−1)(2x−1)(
√

x+3+2)
x−1

= lim
x→1

(2x−1)(
√

x+3+2)

= (2×1−1)(
√

1+3+2) = 4

ដូេច្នះ lim
x→1

2x2−3x+1√
x+3−2

= 4

2. េគមាន lim
x→0

sin2x+ ex−1
x+ x2 មានរាងមិនកំណត់

(
0
0

)
េគបាន lim

x→0

sin2x+ ex−1
x+ x2 = lim

x→0

sin2x
x(1+ x)

+ lim
x→0

ex−1
x(1+ x)

= 2 lim
x→0

(
sin2x

2x
× 1

1+ x

)
+ lim

x→0

(
ex−1

x
× 1

1+ x

)
= 2×1× 1

1+0
+1× 1

1+0
= 3

ដូេច្នះ lim
x→0

sin2x+ ex−1
x+ x2 = 3

3. េគមាន lim
x→+∞

(√
4x2 +3−2x

)
រាងមិនកំណត់ (+∞−∞)

េគបាន lim
x→+∞

(√
4x2 +3−2x

)
= lim

x→+∞

(√
4x2 +3−2x

)(√
4x2 +3+2x

)
(√

4x2 +3+2x
)

= lim
x→+∞

[√
(4x2 +3)2− (2x)2

]
√

4x2 +3+2x

= lim
x→+∞

3√
4x2
(

1+ 3
4x2

)
+2x

= lim
x→+∞

3

2|x|
√

1+ 3
4x2 +2x

; េពលx→+∞ េនាះ |x|= x

= lim
x→+∞

3

2x
(√

1+ 3
4x2 +1

)
= 0 េ្រពាះ lim

x→+∞

3
4x2

ដូេច្នះ lim
x→+∞

(√
4x2 +3−2x

)
= 0
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II. 1. កំណត់ចំនួនពិត a និង b ៖

េគមាន(3+2i)a+(2− i)b = 4+5i

⇔ 3+2ai+2b−bi = 4+5i

⇔ (3a+2b)+(2a−b) = 4+5i

⇔

3a+2b = 4

2a−b = 5

⇔ a = 2 និង b =−1

ដូេច្នះ a = 2 និង b =−1

2. សរេសរ z ជា ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ៖
េគមាន α និង β ជាឬសៃន សមីការ x2−2x+3 = 0

 េគបាន

α2−2α +3 = 0

β 2−2β +3 = 0
⇔

α2 = 2α−3

β 2 = 2β −3

េដាយ z = 1+α3−3α2 +5α−2+ i(β 3−β 2 +β +5)

= 1+α×α2−3α2 +5α−2+ i(β ×β 2−β 2 +β +5)

= 1+α(2α−3)−3(2α−3)+5α−2+ i [β (2β −3)− (2β −3)+β +5]

= 1+2α2−3α−6α +9+5α−2+ i(2β 2−3β −2β +3+β +5)

= 8−4α +2(2α−3)+ i[2(2β −3)−4β +8]

= 2+2i

= 2
√

2

(√
2

2
+

√
2

2
i

)
= 2
√

2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
ដូេច្នះ z = 2

√
2
(

cos
π
4
+ isin

π
4

)
III. គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ ខាងេ្រកាម ៖

1. គណនា
∫ 1

−1
(1−6x+3x2)dx

េគមាន
∫ 1

−1
(1−6x+3x2)dx =

(
x−3x2 + x3)∣∣∣1

−1

= [1−3(1)2 +13]− [−1−3(−1)2 +(−1)3]

= 4

ដូេច្នះ
∫ 1

−1
(1−6x+3x2)dx = 4

∫ b

a
f (x)dx = F(x)

∣∣∣b
a
= F(b)−F(a)

2. គណនា
∫ 3

0

(
2e2x + ex−1

)
dx
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េគមាន
∫ 3

0

(
2e2x + ex−1

)
dx = (e2x + ex− x)

∣∣∣3
0

= (e2×3 + e3−3)− (e2×0 + e0−0)

= e6 + e3−5

ដូេច្នះ
∫ 3

0

(
2e2x + ex− x

)
dx = e6 + e3−5

3. គណនា
∫ π

2

0

(
sinxcos4x

)
dx

តាង u = cosx⇒ du =−sinxdx

េពលx = 0⇒ u = 1 ;x =
π
2
⇒ u = 0

េគបាន
∫ π

2

0

(
sinxcos4x

)
dx =−

∫ 0

1
u4du ;សមា្គ ល់

∫ b

a
f (x)dx =−

∫ a

b
f (x)dx

=
∫ 1

0
u4du =

(
u5

5

)∣∣∣1
0
=

1
5

ដូេច្នះ
∫ π

2

0

(
sinxcos4x

)
dx =

1
5

4. គណនា
∫ 1

0

x2 + x+1
2x+3

dx

េគមាន
∫ 1

0

x2 + x+1
2x+3

dx =
∫ 1

0

(
1
2

x− 1
4
+

7
4(2x+3)

)
dx

=

[
x2

4
− 1

4
x+

7
8

ln(2x+3)
]∣∣∣1

0

=

(
1
4
− 1

4
+

7
8

ln5
)
−
(

7
8

ln3
)

=
7
8

ln
5
3

ដូេច្នះ
∫ 1

0

x2 + x+1
2x+3

dx =
7
8

ln
5
3

−
x2 + x+1 2x+ 3

x2 + 3
2 x 1

2 x− 1
4

−
x
2 +1

− x
2 −

3
4

7
4

IV. 1. េដាះ្រសាយសមីការ (E) ៖
សមីការសមា្គ ល់ 2λ 2−λ −3 = 0

េគបាន λ1 =−1 λ2 =
3
2

េយងីបាន y = Ae−x +Be
3
2 x ; A;Bជាចំនួនេថរ

2. រកចេម្លីយមួយៃន (E)

េគមាន y = Ae−x +Be
3
2 x⇒ y′ =−Ae−x +

3
2

Be
3
2 x

េដាយដឹងថា្រកាបៃន អនុគមន៍ចេម្លីយកាត់អ័ក្ស (y′oy)

្រតង់ y = 2 េហយីបនា្ទ ត់ប៉ៈ
្រកាប្រតង់ចំណុចេនះ្រសបេទនឹង បនា្ទ ត់ (L) : y =

1
2

x+3

េគបាន

 f (0) = 2

f ′(0) =
1
2

⇔

A+B = 2

−A+
3
2

B =
1
2

⇒ A = B = 1

−2 −1 0 1 2 3 4
−1

1

2

3

44

x

y

f (x)

y =
1
2

x+3

បនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង
◦
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ដូេច្នះ y = e−x + e
3
2 x ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E)

V. រកកូរកូអរេដាេន ៃន កំពូល កំណំុ សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស និង អ័ក្សឆ្លុះ ៃន ប៉ារ៉ាបូល ៖

េគមានx2−4x+4y+12 = 0⇔ x2−4x+4 =−4y−12+4

⇔ (x−2)2 =−4(y+2) េគបានប៉ារ៉ាបូលមានអ័ក្សឆ្លុះឈរ

⇔

(x−2)2 =−4(y+2)

(x−h)2 = 4p(y− k)
⇔ h = 2 ; k =−2 ;4p =−4⇒ p =−1

■ កំពូល V (h,k) =V (2,−2)

■ កំណំុ F(h,k+ p) = F(2,−2−1)

= F(2,−3)

■ សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស (∆) : y = k− p

=−2− (−1)

=−1

■ អ័ក្សឆ្លុះឈរគឺ x = h = 2

■ ្រកាបៃន អនុគមន៍ x2−4x+4y+12 = 0

យក y =−3⇔ x = 0 ; x = 4⇔ y =−3

−2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

x

y

V•

F
•• •

x = 2

(∆) : y =−1

x2−4x+4y+12 = 0

VI. រក្រប�បាបៃន ្រពឹត្តការណ៍ ខាងេ្រកាម ៖
1. A =ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 2 េដីម
េដាយ n(S) =C(20,4) =

20!
(20−4)!4!

=
20×19×18×17×16!

16!4!
= 15×19×17 = 4845

តាមរូបមន្ត : P(A) =
n(A)
n(S)
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=
C(5,2)×C(8,1)×C(7,1)+C(5,1)×C(8,2)×C(7,1)+C(5,1)×C(8,1)×C(7,2)

C(20,4)

=
28
57

ដូេច្នះ P(A) =
112
969

2. B =ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 3 េដីម

តាមរូបមន្ត : P(B) =
n(B)
n(S)

=
C(5,3)×C(15,1)+C(8,3)×C(12,1)+C(7,3)×C(13,1)

C(20,4)

=
1277
4845

ដូេច្នះ P(B) =
1277
4845

3. C =ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 4 េដីម

តាមរូបមន្ត : P(C) =
n(C)

n(S)
=

C(5,4)+C(8,4)+C(7,4)
C(20,4)

=
22

969

ដូេច្នះ P(C) =
22

969
4. D :ចាប់បានប៊ិចមានពណ៍ដូចគា្ន 2គូ
េដាយ្រពឹត្តការណ៍ៃនការចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ ដូចគា្ន 2គូ គឺមានន័យថា ចាប់បានប៊ិចមានពណ៌ដូចគា្ន 4េដីម

ដូេច្នះ P(D) = P(C) =
22

969
VII. 1. គណនា −→AB×−→AC

េគមាន A(0,4,−1) ; B(−2,4,−5) ; C(1,1,−5)

+ តាមរូបមន្ត −→AB = (xB− xA,yB− yA,zB− zA) = (−2−0,4−4,−5− (−1)) = (−2,0,−4)

+ តាមរូបមន្ត −→AC = (xC− xA,yC− yA,zC− zA) = (1−0,1−4,−5− (−1)) = (1,−3,−4)

េគបាន−→AB×−→AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

−2 0 −4

1 −3 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣ 0 −4

−3 −4

∣∣∣∣∣∣ i⃗−
∣∣∣∣∣∣−2 −4

1 −4

∣∣∣∣∣∣ j⃗+

∣∣∣∣∣∣−2 0

1 −3

∣∣∣∣∣∣ k⃗
= [0(−4)− (−3)(−4)]⃗ i− [(−2)(−4)−1(−4)] j⃗+[(−2)(−3)−1(0)]⃗k

=−12⃗i−12 j⃗+ 6⃗k

ដូេច្នះ −→AB×−→AC =−12⃗i−12 j⃗+ 6⃗k

+ េដាយ−→AB×−→AC ≠= 0⃗ េនាះេគបានចំណុចទាងំបីរត់មិន្រតង់ជួរកំណត់បានប្លង់(ABC)មួយ។
+ សរេសរសមីការប្លង់ (ABC)តាមរូបមន្តសមីការប្លង់ (ABC) : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

• វុចិទ័រណ័រម៉ាល់ៃនប្លង់(ABC) : n⃗ =
−→
AB×−→AC = (−12,−12,6)

• យកA(0,4,−1)ជាចំណុចកាត់របស់ប្លង់(ABC)េគបាន x0 = 0 ; y0 = 4 ; z0 =−1

េគបាន(ABC) :−12(x−0)−12(y−4)+6(z+1) = 0 ⇔ 2x+2y− z−9 = 0
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ដូេច្នះ (ABC) : 2x+2y− z−9 = 0

2. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃន បនា្ទ ត់ (d)

តាមរូបមន្ត: (d) :


x = x0 +at

y = y0 +bt

z = z0 + ct

; t ∈ R

+ប្រមាប់:(d)កាត់តាមC(1,1,−5) េគបាន x0 = 1 ; y0 = 1 ; z0 =−5

+(d)្រសបនឹង(DE) : x−1 =
y
2
=

z+4
3

េគបាន u⃗d = u⃗(DE) = (1,2,3)

ដូេច្នះ (d) :


x = 1+ t

y = 1+2t

z =−5+3t

; t ∈ R

3. រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M(xM,yM,zM)ៃន បនា្ទ ត់ (DE)និង ប្លង់ (ABC)

េយងីមានសមីការប្លង់(ABC) : 2x+2y− z−9 = 0

សមីការឆ្លុះ(DE) : x−1 =
y
2
=

z+4
3
⇒សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត(DE) :


x = 1+ t ′

y = 2t ′

z =−4+3t ′

; t ′ ∈ R

+M ∈ (DE)⇔


xM = 1+ t ′

yM = 2t ′

zM =−4+3t ′

; t ′ ∈ R

+M ∈ (ABC)⇔ 2xM +2yM− zM = 9 = 0

⇔ 2(1+ t ′)+2(2t ′)− (−4+3t)−9 = 0⇒ t ′ = 1⇒


xM = 1+1 = 2

yM = 2(1) = 2

zM =−4+3(1) =−1

ដូេច្នះ កូអរេដាេនៃនMគឺM(2,2,−1)

4. បងា្ហ ញថាចំណុច I(−1,2,−3)ជាផ្ចឹតរបស់ែស្វ៊រ
េដាយែស្វ៊រកាត់តាម A ;B ;CនិងDេនាះេដីមេ្បីឲ្យIជាផ្ចឹតរបស់ែស្វ៊រលុះ្រតាែតIA = IB = IC = ID

+ IA =
√

(0+1)2 +(4−2)2 +(−1+3)2 = 3ឯកតា្របែវង

+ IB =
√

(−2+1)2 +(4−2)2 +(−5+3)2 = 3ឯកតា្របែវង

+
√

(1+1)2 +(1−2)2 +(−5+3)2 = 3ឯកតា្របែវង

+
√

(1+1)2 +(0−2)2 +(−4+3)2 = 3ឯកតា្របែវង
េដាយ IA = IB = IC = ID

ដូេច្នះ ចំណុចI(−1,2,−3)ជាផ្ចឹតរបស់ែស្វ៊រ
+សរេសរសមីការែស្វ៊រ(S)
តាមរូបមន្ត(S) : (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = r2
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• ប្រមាប់: I(a,b,c) = I(−1,2,−3) r = IA = 3

ដូេច្នះ (S) : (x+1)2 +(y−2)2 +(z+3)2 = 9

VIII. 1. + f (x)មានន័យកាលណា ex−1 ̸= 0⇔ x ̸= 0

ដូេច្នះ D = (−∞,0)∪ (0,+∞)

+ គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់
• lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞

(
x− 2ex

ex−1

)
= −∞ េ្រពាះ lim

x→+∞
ex = 0

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x− 2ex

ex−1

)
= lim

x→+∞

(
x− 2ex

ex
(
1− 1

ex

))

= lim
x→+∞

(
x− 2

1− 1
ex

)
= +∞ េ្រពាះ lim

x→+∞

1
ex = 0

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x− 2ex

ex−1

)
= −∞ េ្រពាះ 2

0+
=+∞

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(
x− 2ex

ex−1

)
= +∞ េ្រពាះ 2

0−
=−∞

+ បញ្ជ ក់អាសុីមតូត
• េដាយ lim

x→0
f (x) = ∞ េនាះេគបានបនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន ែខ្សេកាង ។

2. បងា្ហ ញថា I(0,−1)ជាផ្ចឹតឆ្លុះៃនែខ្សេកាង
តាមរូបមន្ត: f (2a− x)+ f (x) = 2b ; I(0,−1)⇔ a = 0 ; b =−1

+ មាន f (x) = x− 2ex

ex−1
⇒ f (2×0− x) = f (−x) =−x− 2e−x

e−x−1
=−x− 2

1− ex

េគបាន f (2×0− x)+ f (x) = 2× (−1)⇔ f (−x)+ f (x) =−2

⇔−x− 2
1− ex + x− 2ex

ex−1
=− 2

1− ex +
2ex

1− ex =−2
(

1− ex

1− ex

)
=−2 ពិត

3. + បងា្ហ ញថា (d1) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)

េគមាន (C) : f (x) = x− 2ex

ex−1
; (d1) : y = x−2

យក f (x)− y = x− 2ex

ex−1
− x+2 =

−2ex +2ex−2
ex−1

=
2

1− ex និង lim
x→+∞

2
1− ex = 0

ដូេច្នះ បនា្ទ ត(់d1) : y = x−2ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន(C)ខាងx→+∞

+ បងា្ហ ញថា (d2) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)

យក f (x)− y = x− 2ex

ex−1
− x =

2ex

1− ex និង lim
x→−∞

2ex

1− ex =
2×0
1−0

= 0

ដូេច្នះ បនា្ទ ត(់d2) : y = xជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន(C)ខាងx→−∞

+ សិក�ទីតាងំរវាង (C) និង (d1) ; (d2)

• សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C)និង(d1)

មាន f (x)− y =
2

1− ex េដាយ 2 > 0េនាះ 2
1− exមានសញញ តាម 1− ex

1− ex > 0⇔ x < 0 ; 1− ex < 0⇔ x > 0

x

f (x)− y

−∞ 0 +∞

+ −
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+ចំេពាះ x ∈ (−∞,0)⇒ f (x)− y > 0 េនាះែខ្សេកាង(C)េនេលី (d1)

+ចំេពាះ x ∈ (0,+∞)⇒ f (x)− y < 0 េនាះែខ្សេកាង(C)េនេ្រកាម (d1)

• សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C)និង(d2)

មាន f (x)− y =
2ex

1− ex េដាយ 2ex > 0េនាះ 2
1− exមានសញញ តាម 1− ex

1− ex > 0⇔ x < 0 ; 1− ex < 0⇔ x > 0

x

f (x)− y

−∞ 0 +∞

+ −

+ចំេពាះ x ∈ (−∞,0)⇒ f (x)− y > 0 េនាះែខ្សេកាង(C)េនេលី (d2)

+ចំេពាះ x ∈ (0,+∞)⇒ f (x)− y < 0 េនាះែខ្សេកាង(C)េនេ្រកាម (d2)

4. បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ម៉ូណូតូន ចំេពាះ x ̸= 0

មាន f (x) = x− 2ex

ex−1
⇒ f ′(x) = 1−2

[
ex(ex−1)− ex× ex

(ex−1)2

]
= 1+

2ex

(ex−1)2 > 0 ; ∀x ̸= 0

េដាយ f ′(x)> 0េនាះ f (x)ជាអនុគមន៍េកីន នាឲំ្យ f (x)ជាអនុគមន៍ម៉ូណូតូន
តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

5. សង់្រកាប និង ្រគប់អាសីុមតូតទាងំអស់

+ (d1) : y = x−2 ;
x 0 1

y −2 −1
;(d2) : y = x

x 0 1

y 0 1
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−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−7

−6

−5

−4

−3

−2

0

−1

1

2

3

4

x

y

f (x)

x = 0 (d2) : y = x

(d1) : y = x−2

6. គណនា ៃផ្ទ្រកឡាែផ្នក ប្លង់ ខ័ណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ (d1) និង បនា្ទ ត់ x = 2 ;x = 4 ។
េយងីដឹងេហយីថា x ∈ (0,+∞)បនា្ទ ត(់d1) : y = x−2េនេលីែខ្សរេកាង (C)េនាះ
េគបាន x ∈ [2,4]បនា្ទ ត(់d1) ក៍េនេលីែខ្សរេកាង(C)ែដរ
េគបាន S =

∫ 4

2

[
x−2− x+

2ex

ex−1

]
dx =

∫ 4

2

(
2ex

ex−1
−2
)

dx = [2ln(ex−1)−2x]42

= 2ln(e4−1)−8−2ln(e2−1)+4

= 2ln
(

e4−1
e2−1

)
−4

ដូេច្នះ S = 2ln
(

e4−1
e2−1

)
−4 ឯកតាៃផ្ទ
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ១៩េរៀបេរៀងេដាយៈ �� Kim Hun

I. (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យពីរចំនួនកុំផ្លិច z1 = 2i(cos
π
6
+ isin

π
6
) និង z2 = 2i(cos

π
6
− isin

π
6
) ។

ក. សរេសរ z1 និង z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត ។ ខ. ចូរបេង្កីតសមីការដឺេ្រកទី 2 ៃន z ែដលមាន z1 និង z2 ជាឬស ។
គ. កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដីម្បឲី្យ z3

1 + z3
2 = 2(x+1)+ i(y−3) ។

II. (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

ក. lim
x→−1

1+ x√
x2 +3−2

ខ. lim
x→0+

(
1
x
+ lnx) គ. lim

x→+∞
(x− ex + lnx)

III. 1. (៥ពិន្ទុ) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល E : g′′(x)−7g′(x)+10g(x) = 0 ។
2. (៥ពិន្ទុ) កំណត់ចេម្លីយ g(x) មួយៃន E ែដល g(0) = 5 ; g′(0) = 16 ។

IV. (១៥ពិន្ទុ)ថង់មួយមានបាល្់រកហម 8បាលស់ 5 ។បាល់ 3 ្រត�វបានយកេចញេដាយៃចដន្យ។ គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តកិារណ៍ដូចខាងេ្រកាម៖
ក. A : បាល់ទាងំ 3 ពណ៌ស ។ ខ. B : បាល់ទាងំ3ពណ៌្រកហម ។ គ.C : បាល់ស2និងបាល់្រកហម1 ។

V. (១0ពិន្ទុ) េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) =
x+1

x2−3x+2
; x ≠ 1 , x ̸= 2 ។

1. សរេសរ f ជាេរៀង f (x) =
a

x−1
+

b
x−2

ែដល a , b ជាចំនួនពិត្រត�វកំណត់ ។

2. គណនា
∫ 3

0
f (x)dx

VI. (៣៥ពិន្ទុ) េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលីR េដាយ f (x) = x+2+(x+1)e−x មាន្រកាបតំណាងC ។
1. គណនាលីមីតៃន f ខាង +∞ និង −∞ ។
2. គណនា f ′(x) ។
3. េដាយដឹងថា 1− xe−x > 0 ចូរសិក�សញញ ៃន f ′(x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។
4. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC ។

សិក�ទីតាងំៃន្រកាបC េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតេនះ ។
5. សង់បនា្ទ ត់ ∆ និង ្រកាប C ក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

VII. (២៥ពិន្ទុ)េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន (O ; i⃗ , j⃗ , k⃗ ) េគមានចំណុច A(2 , 1 , 4) ; B(2 ,−2 , 7)

និង ប្លង់ P : 2x+2y− z = 2 ។
1. កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម B េហយីែកងនឹងប្លង់ P ។
2. បនា្ទ ត់ D មួយមានសមីការ x = 1+2t ; y =−2t ; z = 1− t ; (t ∈ R) ។

ចូរកំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាង D និង P ។
3. ចូរគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ MAB ។
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. ក. (៥ពិន្ទុ)សរេសរ z1 និង z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត

េដាយ z1 = 2i(cos
π
6
+ isin

π
6
) = 2i(

√
3

2
+

1
2

i) =−1+
√

3i

េដាយ z2 = 2i(cos
π
6
− isin

π
6
) = 2i(

√
3

2
− 1

2
i) = 1+

√
3i

ខ. (៥ពិន្ទុ)ចូរបេង្កីតសមីការដឺេ្រកទី 2 ៃន z ែដលមាន z1 និង z2 ជាឬស
សមីការដឺេ្រកទី២មានរាង Z2−SZ +P = 0

េដាយ S = z1 + z2 =−1+
√

3i+1+
√

3i = 2
√

3i

េដាយ P = z1× z2 = (−1+
√

3i)× (1+
√

3i) =−1−
√

3i+
√

3i−3 =−4

ដូចេនះ សមីការដឺេ្រកទី២គឺ Z2−2i
√

3Z−4 = 0

គ. (៥ពិន្ទុ)កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដីម្បឲី្យ z3
1 + z3

2 = 2(x+1)+ i(y−3)

េដាយ z1 = 2(cos
2π
3

+ isin
2π
3
)

⇒ z3
1 = 23(cos2π + isin2π) = 8(1+0i) = 8

េដាយ z2 = 2(cos
π
3
+ isin

π
3
)

⇒ z3
2 = 23(cosπ + isinπ) = 8(−1+0i) =−8

េគបាន z3
1 + z3

2 = 2(x+1)+ i(y−3)

8−8 = 2(x+1)+ i(y−3)

0+0i = 2(x+1)+ i(y−3)

⇐⇒

2(x+1) = 0

y−3 = 0
⇐⇒

x =−1

y = 3

ដូចេនះ x =−1 និង y = 3

II. (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

ក. lim
x→−1

1+ x√
x2 +3−2

រាង0
0

េគបាន lim
x→−1

1+ x√
x2 +3−2

= lim
x→−1

(1+ x)(
√

x2 +3+2)
(
√

x2 +3−2)(
√

x2 +3+2)

= lim
x→−1

(1+ x)(
√

x2 +3+2)
x2 +3−4

= lim
x→−1

(1+ x)(
√

x2 +3+2)
x2−1

= lim
x→−1

(1+ x)(
√

x2 +3+2)
(x+1)(x−1)

=
2+2
−1−1

=
4
−2

=−2

ដូចេនះ lim
x→−1

1+ x√
x2 +3−2

=−2

ខ. lim
x→0+

(
1
x
+ lnx) រាង ∞−∞
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េដាយ lim
x→0+

(
1
x
+ lnx) = lim

x→0+
(
1+ x lnx

x
) = +∞

ដូចេនះ lim
x→0+

(
1
x
+ lnx) = +∞

គ. lim
x→+∞

(x− ex + lnx)រាង∞−∞

េដាយ lim
x→+∞

(x− ex + lnx) = lim
x→+∞

ex(
x
ex −1+

lnx
ex ) =−∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

(x− ex + lnx) =−∞

III. 1. (៥ពិន្ទុ) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល E : g′′(x)−7g′(x)+10g(x) = 0

មានសមីការសមា្គ ល់ r2−7r+10 = 0

∆ = 49−4.1.10 = 49−40 = 9 = 32

r =
7±
√

32

2
=

r1 = 5

r2 = 2

=⇒ g(x) = Ae5x +Be2x , A,B ∈ℜ

2. (៥ពិន្ទុ)កំណត់ចេម្លីយ g(x) មួយៃន E ែដល g(0) = 5 ; g′(0) = 16

g(x) = Ae5x +Be2x

g′(x) = 5Ae5x +2Be2xg(0) = 5

g′(0) = 16
⇐⇒

A+B = 5

5A+2B = 16
⇐⇒

A+B = 5× (−5)

5A+2B = 16
⇐⇒−

5A+5B = 25

5A+2B = 16

⇒ 3B = 9⇒ B = 3 ⇒ A = 2

ដូចេនះ g(x) = 2e5x +3e2x

IV. (១៥ពិន្ទុ) គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍

រូបមន្ត ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍មួយP(A) =
n(A)
n(S)

ចំនួនករណីអាច
n(S) =C(13,3) =

13!
10!3!

=
13 ·12 ·11 ·10!

10! ·3 ·2 ·1
= 286 ករណី

ក. A : បាល់ទាងំ 3 ពណ៌ស
ចំនួនករណី្រសប
n(A) =C(5,3) =

5!
2! ·3!

=
5 ·4 ·3!

3! ·2cot1
= 10 ករណី

=⇒ P(A) =
n(A)
n(S)

=
10
286

=
5

143
ខ. B : បាល់ទាងំ3ពណ៌្រកហម

ចំនួនករណី្រសប
n(B) =C(8,3) =

8!
5! ·3!

=
8 ·7 ·6 ·5!
5! ·3 ·2 ·1

= 56 ករណី

=⇒ P(B) =
n(B)
n(S)

=
56
286

=
28

143
គ. C : បាល់ស2និងបាល់្រកហម1

n(C) =C(5,2)×C(8,1) =
5!

2! ·3!
× 8!

7! ·1!
=

5 ·4 ·3!
3! ·2 ·1

× 8 ·7!
7! ·1

= 10×8 = 80 ករណី
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=⇒ P(C) =
n(C)

n(S)
=

80
286

=
40

143

V. f (x) =
x+1

x2−3x+2
; x ̸= 1 , x ̸= 2

1. (៥ពិន្ទុ)សរេសរ f ជាេរៀង f (x) =
a

x−1
+

b
x−2

ែដល a , b ជាចំនួនពិត្រត�វកំណត់

េដាយ f (x) =
x+1

x2−3x+2
=

a
x−1

+
b

x−2
x+1

x2−3x+2
=

a(x−2)+b(x−1)
(x−1)(x−2)

x+1 = a(x−2)+b(x−1)

េបី x = 1 =⇒ 2 =−a =⇒ a =−2

េបី x = 2 =⇒ 3 = b =⇒ b = 3

ដូចេនះ f (x) =− 2
x−1

+
3

x−2

2. (៥ពិន្ទុ) គណនា
∫ 3

0
f (x)dx∫ 3

0
f (x)dx =

∫ 3

0
(− 2

x−1
+

3
x−2

)dx

=−2
∫ 3

0

(x−1)′

x−1
dx+3

∫ 3

0

(x−2)′

x−2
dx

=−2ln |x−1|+3ln |x−2||30
=−2ln2+3ln1− (−2ln1+3ln2)

=−2ln2−3ln2 =−5ln2

VI. (៣៥ពិន្ទុ) f (x) = x+2+(x+1)e−x

1. (៤ពិន្ទុ)គណនាលីមីតៃន f ខាង +∞ និង −∞

េដាយ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[x+2+(x+1)e−x] = +∞

េដាយ  lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[x+2+(x+1)e−x] =−∞

2. (៥ពិន្ទុ) គណនា f ′(x)

f (x) = x+2+(x+1)e−x

=⇒ f ′(x) = 1+0+(x+1)′e−x+[e−x]′(x+1) = 1+e−x−e−x(x+1) = 1+e−x(1−x−1) = 1−xe−x

3. (៥ពិន្ទុ) សិក�សញញ ៃន f ′(x)

េដាយ 1− xe−x > 0 =⇒ f ′(x)> 0

x

f ′(x)

−∞ +∞

+

=⇒ f (x)ជាអនុគមន៍េកីន

(៥ពិន្ទុ) គូសតារាងអេថរភាពៃន f
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

4. (៣ពិន្ទុ) បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC

េដាយ  lim
x→+∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→+∞

(x+1)e−x = 0

=⇒ ∆ : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC

(៥ពិន្ទុ)សិក�ទីតាងំៃន្រកាបC េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត
តាង h(x) = f (x)−∆ = (x+1)e−x

េបី h(x) = 0⇐⇒ x+1 = 0 ; e−x > 0

⇐⇒ x =−1

x

h(x)

−∞ −1 +∞

− 0 +

x ∈ (−∞,−1) =⇒ ្រកាបC េនេ្រកាម ∆

x ∈ (−1,+∞) =⇒ ្រកាបC េនេលី ∆
x =−1 =⇒ ្រកាបC កាត់ ∆ ្រតង់ (−1,1)

5. (៨ពិន្ទុ)សង់បនា្ទ ត់ ∆ និង ្រកាប C ក្នុងត្រម�យែតមួយ

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

xx′

y

y′
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VII. (២៥ពិន្ទុ) េគមានចំណុច A(2 , 1 , 4) ; B(2 ,−2 , 7) និង ប្លង់ P : 2x+2y− x = 2

1. (១០ពិន្ទុ) កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម B េហយីែកងនឹងប្លង់ P

សមីការមានរាង L : x = xo +at ; y = yo +bt ; z = zo + ct ; t ∈ℜ

េដាយ

L⊥ P

n⃗p ⊥ P
⇒ L ∥ n⃗p

េដាយ L កាត់តាម B(2 ,−2 , 7) េហយីមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស n⃗p = (2 ,−2 ,−1)

ដូចេនះ L : x = 2+2t ; y =−2++2t ; z = 7− t ; t ∈ℜ

2. (៥ពិន្ទុ) ចូរកំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាង D និង P

យក D ជួសក្នុង P េគបាន : 2(1+2t)+2(−2t)− (1− t) = 2

2+4t−4t−1+ t = 2

t = 1
យក t = 1 ជួសក្នុង D េគបាន x = 3 ; y =−2 ; z = 0

ដូចេនះ កូអេដាេនៃន M គឺ M(3 ,−2 , 0)

3. (១០ពិន្ទុ) ចូរគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ MAB

តាមរូបមន្ត S△MAB =
1
2
|−→AB×−→AM |

េដាយ −→AB = (xB− xA ; yB− yA ; zB− zA) = (0 , −3 , 3)

=⇒−→AM = (xM− xA ; yM− yA ; zM− zA) = (1 , −3 , −4)

−→
AB×−→AM =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

0 −3 3

1 −3 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣= (12+9)⃗i− (0−3) j⃗+(0+3)⃗k = 21⃗i+3 j⃗+ 3⃗k

S△MAB =
1
2

√
122 +32 +32 =

1
2

√
459 =

3
2

√
51ឯកតាៃផ្ទ
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មណ្ឌុ ល្របឡង វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ
េលខបន្ទប់ៈ េលខតុ
េឈា្ម ះេបក្ខជនៈ
ហត្ថេលខាេបក្ខជនៈ

វិញញ សា : គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល : ១៥០នាទី
ពិន្ទុ : ១២៥ ២០េរៀបេរៀងេដាយៈ �� សខុលាភ

I. េគឲ្យចំនួនកំផ្លិចពីរកំណត់េដាយ x =
1+2i
3−4i

និង y =
2− i

5i
។

ក. ចូរសរេសរ x និង y ជាទ្រមង់ពិជគណិត។ ខ. បងា្ហ ញថា x+ y ជាចំនួនពិត។
II. 1. អ្នក្រគ�មា្ន ក់បានេលីកទឹកចិត្តសិស្សពូែកក្នុងថា្ន ក់មា្ន ក់េដាយការផ្ដល់ជូននូវេសៀវេភ 2 កបលពីក្នុងចំេណាមេសៀវេភគណិតវទិយ 6

កបល វទិយសា�ស្ត 7 កបល និងេសដ្ឋកិច្ច 4 កបល។ ចូរគណនាចំនួនរេបៀបៃនការេ្រជីសេរសីេសៀវេភ 2 កបលេនះ
េបីសិស្សេនាះ៖
ក. េរសីយកេសៀវេភ 2 កបលែដលជាមុខវជិា្ជ ដូចគា្ន ? ខ. េរសីយកេសៀវេភ 2 កបលែដលជាមុខវជិា្ជ ខុសគា្ន ?

2. អំេណាយចំនួន 7 នឹង្រត�វបានែចកជូនសិស្ស្រកី្រកចំនួន 10 នាក់។ េតីមានប៉ុនា្ម នរេបៀបក្នុងការែចកេនះ េបីគា្ម ននរណាមា្ន ក់បាន
េលីសពី 1 េឡយី?

III. ចូរគណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖
ក. lim

x→0

1− cosxcos4xcos7x
x2 ខ. lim

x→1

2021
√

x−1
x−1

គ. lim
x→0

(1+4tan2 x)cot2 x

IV. េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
(2x−1)2

x
ចំេពាះ្រគប់តៃម្ល x ̸= 0 ។

ក. ចូរកំណត់តៃម្ល A,B និងC េដីម្បេីអាយ f (x) = Ax+B+
C
x
។

ខ. គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ៃន
∫ 2

1
f (x)dx ។

V. េគមានម៉ា្រទីសចំនួនបីគឺ A =

 3 4

−1 3

 ; B =

0 −1

3 1

 និង C =

a b

c d

 ។

ក. ចូរគណនា A+B និង A−B ។
ខ. ចូរគណនាតៃម្លៃនម៉ា្រទីសC េបី C = A×B

VI. េគមានសមីការប៉ារ៉ាបូលទូេទមួយកំណត់េដាយ P : y2−6y−12x−27 = 0 ។
ក. ចូរសរេសរសមីការប៉ារ៉ាបូល P ជាសមីការស្ដង់ដារ។
ខ. ចូរកំណត់ កំពូល កំណំុ និង សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិសៃនសមីការ P េនះ។
គ. ចូរសង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ ។

VII. េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x2 +4x+3
x2−4x+3

។
ក. រកែដនកំណត់ និង េដរេីវទី១ ៃនអនុគមន៍ f ។
ខ. គណនាលីមីត lim

x→±∞
f (x) , lim

x→1
f (x) និង lim

x→3
f (x) ។ រចួទាញរកអាសីុមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរៃនអនុគមន៍េនះ។

គ. សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍េនះ។
ឃ. គូស្រកាបតាងអនុគមន៍េនះ ។ (យក

√
3 = 1.73)
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 ដំេណាះ្រសាយ

I. ក. សរេសរ x និង y ជាទ្រមង់ពិជគណិត
េគមាន x =

1+2i
3−4i

=
(1+2i)(3+4i)

32− (4i)2

=
3−8+10i

9+16

=−1
5
+

2
5

i

និង y =
2− i

5i

=
(2− i)(5i)

(5i)2

=
5+10i
−25

=−1
5
− 2

5
i

(a−b)(a+b) = a2−b2

i2 =−1

ដូចេនះ ទ្រមង់ពិជគណិតៃន x និង y គឺ x =−1
5
+

2
5

i

y =−1
5
− 2

5
i

ខ. បងា្ហ ញថា x+ y ជាចំនួនពិត
តាមសំណួរ (ក) ខាងេលី
េគបាន x+ y = (−1

5
+

2
5

i)+(−1
5
− 2

5
i)

= (−1
5
− 1

5
)+(

2
5
− 2

5
)i

=−2
5

ដូចេនះ x+ y ជាចំនួនពិត ។
II. 1. គណនាចំនួនរេបៀបៃនការេ្រជីសេរសីេសៀវេភ 2 កបលេនះ េបីសិស្សេនាះ៖

ក. េរសីយកេសៀវេភ 2 កបលជាមុខវជិា្ជ ដូចគា្ន
• ករណីេសៀវេភគណិតវទិយដូចគា្ន ៖ វាជាបន្សៃំនការេរសី 2 ធាតុ េចញពីធាតុសរុប 6

C2
6 =

6!
2!×4!

=
6×5
2×1

= 15 ករណី
• ករណីេសៀវេភវទិយសា�ស្តដូចគា្ន ៖ វាជាបន្សៃំនការេរសីធាតុ 2 េចញពីធាតុសរុប 7

C2
7 =

7!
2!×5!

=
7×6
2×1

= 21 ករណី
• ករណីេសៀវេភេសដ្ឋកិច្ចដូចគា្ន ៖ ដូចគា្ន ែដរ វាជាបន្សំ ៃនការេរសីធាតុ 2 េចញពីធាតុសរុប 4

C2
4 =

4!
2!×2!

=
4×3
2×1

= 6 ករណី
េគបាន ចំនូនរេបៀបៃនការេរសីបានេសៀវេភជាមុខវជិា្ជ ដូចគា្ន គឺ
15+21+6 = 42 រេបៀប
ដូចេនះ ចំនួនរេបៀបៃនការេរសីយកេសៀវេភែដលជាមុខវជិា្ជ ដូចគា្ន សរុបគឺ 42 ករណី ។
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ខ. េរសីយកេសៀវេភ 2 កបលជាមុខវជិា្ជ ខុសគា្ន
• ករណីេសៀវេភគណិតមួយកបលនិងវទិយសា�ស្តមួយកបល៖ េយងីអាចគិតយ៉ាងដូេច្នះថា ការេរសីយកេសៀវេភគណិត
មួយកបលពីក្នុងចំេណាមេសៀវេភគណិតសរុប 6 កបលមាន 6 រេបៀប និង ការេរសីយកេសៀវេភវទិយសា�ស្តមួយកបល
ពីក្នុងចំេណាម 7កបលគឺ 7 រេបៀប ។ េហតុេនះ េគបាន 6×7 = 42 រេបៀប

ឬ យ៉ាងខ្លីតាមេគាលការណ៍ផលគុណៃនបន្សេំនះគឺC1
6×C1

7 =
6!

1!×5!
× 7!

1!×6!
= 6×7 = 42 រេបៀប

• ករណីេសៀវេភគណិតមួយកបលនិងេសដ្ឋកិច្ចមួយកបល៖ តាមេគាលការណ៍ផលគុណ
េគបានC1

6×C1
4 = 6×6 = 24 រេបៀប

• ករណីេសៀវេភវទិយសា�ស្តមួយកបលនិងេសដ្ឋកិច្ចមួយកបល៖ ដូចគា្ន នឹងករណីខាងេលីែដរ
គឺតាមេគាលការណ៍ផលគុណC1

7×C1
4 = 7×4 = 28 ករណី

េគបាន ចំនូនរេបៀបៃនការេរសីយកេសៀវេភ 2 កបលខុសមុខវជិា្ជ គា្ន គឺ 42+24+28 = 94 រេបៀប
ដូចេនះ ចំនួនរេបៀបៃនការេរសីយកេសៀវេភ 2 កបលជាមុខវជិា្ជ ខុសគា្ន សរុប 94 រេបៀប ។

2. គណនាលីមីត៖
ក. lim

x→0

1− cosxcos4xcos7x
x2 រាង 0

0

េគបាន lim
x→0

1− cosxcos4xcos7x
x

= lim
x→0

(1− cosx)+ cosx(1− cos4x)+ cosxcos4x(1− cos7x)
x2

= lim
x→0

(
1− cosx

x2 +
cosx(1− cos4x)

x2 +
cosxcos4x(1− cos7x)

x2

)
= lim

x→0

(
2sin2 x

2
x2 +

cosx(2sin2 2x)
x2 +

cosxcos4x(2sin2 7x
2 )

x2

)

= 2
(

sin x
2

x
2

)2

×
(

1
2

)2

+2
(

sin2x
2x

)2

×22 +2

(
sin 7x

2
7x
2

)2

×
(

7
2

)2

=
1
2
+8+

49
2

= 33

ដូចេនះ lim
x→0

1− cosxcos4xcos7x
x2 = 33

ខ. lim
x→1

2021
√

x−1
x−1

រាង 0
0

េគបាន lim
x→1

2021
√

x−1
x−1

= lim
x→1

x−1

(x−1)( 2021√x2020 +
2021√x2019 +

2021√x2018 + ...+1)

= lim
x→1

1
2021√x2020 +

2021√x2019 + ...+1

=
1

2021

ដូចេនះ lim
x→1

2021
√

x−1
x−1

=
1

2021
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គ. lim
x→1

(1+4tan2 x)cot2 x រាង 1∞

េគបាន lim
x→0

(1+4tan2 x)cot2 x = lim
x→1

[(1+4tan2 x)
1

4tan2 x ]4tan2 x×cot2 x

= lim
x→0

[(1+4tan2 x)
1

4tan2 x ]4

= e4

ដូចេនះ lim
x→0

(1+4tan2 x)cot2 x = e4

3. ក. កំណត់តៃម្ល A,B និង C

េយងីមាន f (x) =
(2x−1)2

x
ចំេពាះ្រគបx់ ̸= 0

=
4x2−4x+1

x

⇒ f (x) = 4x−4+
1
x

ែត f (x) = Ax+B+
C
x

េគបាន Ax+B+
C
x
= 4x−4+

1
x

⇒


A = 4

B =−4

C = 1

ដូចេនះ A = 4,B =−4 និង C = 1

ខ. គណនាអាងំេត្រកាលៃន
∫ 2

1
f (x)dx

តាមរយៈសំណួរ (ក) ខាងេលី ៖ f (x) = 4x−4+
1
x

េគបាន
∫ 2

1
f (x)dx =

∫ 2

1

(
4x−4+

1
x

)
dx

=
[
2x2−4x+ ln |x|

]2
1

= (8−8+ ln2)− (2−4+ ln1)

= 2+ ln2

∫ b

a
f (x)dx = F(b)−

F(a)

ដូចេនះ
∫ 2

1
f (x)dx = 2+ ln2

4. ក. គណនា A+B និង A−B

េយងីមាន A =

 3 4

−1 3

 និង B =

0 −1

3 1


េគបាន A+B =

 3+0 4+(−1)

−1+3 3+1


=

3 3

2 4


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និង A−B =

 3−0 4− (−1)

−1−3 3−1


=

 3 5

−4 2


ដូចេនះ A+B =

3 3

2 4

 និង A−B =

 3 5

−4 2


ខ. គណនាតៃម្លៃនម៉ា្រទីសC

េយងីមាន A =

 3 4

−1 3

 និង B =

0 −1

3 1


េនាះ A×B =

 3 4

−1 3

×
0 −1

3 1


=

(3×0)+(4×3) 3(−1)+(4×1)

(1×0)+(3×3) 1(−1)+(3×1)


=

12 1

9 2


េដាយC = A×B េយងីបានម៉ា្រទីសC =

12 1

9 2


ដូចេនះ តៃម្លៃនម៉ា្រទីសC =

12 1

9 2


5. ក. សរេសរសមីការប៉ារ៉ាបូល P ជាសមីការស្ដង់ដារ

េយងីមាន P : y2−6y−12x−27 = 0

⇔ P : y2−6y+9 = 12x+36

⇔ P : (y−3)2 = 12(x+3)

ដូចេនះ សមីការស្ដង់ដារៃនប៉ារ៉ាបូល P គឺ P : (y−3)2 = 12(x+3)

ខ. កំណត់ កំណំុ កំពូល និង សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិសៃនសមីការ P

េយងីមានសមីការស្ដង់ដារ P : (y−3)2 = 12(x+3)

េនាះ h =−3,k = 3,4p = 12⇒ p = 3

េគបាន កំពូល (h,k) = (−3,3)

កំណំុ (h+ p,k) = (0,3)

សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆ : x = h− p =−6
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ដូចេនះ កំពូល V = (−3,3)

កំណំុ F = (0,3)

សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆ : x =−6

គ. សំណង់ប៉ារ់ាបូល P

X
−8 −6 −4 −2 2 4 6 8

Y

−8

−6

−4

−2

2

4

6

8

6. ក. រកែដនកំណត់ េដរេីវទី1 និង ចំណុចបរមាៃនអនុគមន៍ f

• ែដនកំណត់
េយងីមាន f (x) =

x2 +4x+3
x2−4x+3

អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា x2−4x+3 ̸= 0

(x−1)(x−3) ̸= 0

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f គឺ D f = R−{1,3}

• េដរេីវទី១
េយងីមាន f (x) =

x2 +4x+3
x2−4x+3

⇒ f ′(x) =
(2x+4)(x2−4x+3)− (x2 +4x+3)(2x−4)

(x2−4x+3)2

=
(2x3−4x2−10x+12)− (2x3 +4x2−10x−12)

(x2−4x+3)2

=
−8x2 +24

(x2−4x+3)2

ដូចេនះ េដរេីវទី១ ៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
−8x2 +24

(x2−4x+3)2

• រកចំណុចបរមា
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េយងីមាន f ′(x) =
−8x2 +24

(x2−4x+3)2

∀x ∈ D f ,(x2−4x+3)2 > 0

េនាះ f ′(x)មានសញញ ដូច −8x2 +24

f ′(x) = 0⇔−8x2 +24 = 0

⇒ x =±
√

3

⋆ ្រតង់ x =−
√

3, f ′(x) ដូរសញញ ពី − េទ + េនាះ f មានចំណុចអប្បបរមាេធៀបគឺ

f (−
√

3) =
(−
√

3)2 +4(−
√

3)+3
(−
√

3)2−4(−
√

3)+3

=
6−4

√
3

6+4
√

3

=
36−2 ·6 ·4

√
3+42 ·3

36−42 ·3

=
84−48

√
3

−12

≈ 0.08

⋆ ្រតង់ x =
√

3, f ′(x) ដូរសញញ ពី + េទ − េនាះ f មានចំណុចអតិបរមាេធៀបគឺ

f (
√

3) =
(
√

3)2 +4(
√

3)+3
(
√

3)2−4(
√

3)+3

=
84+48

√
3

−12

≈−13.93
ដូចេនះ អនុគមន៍ f មានចំណុចបរមាពីរគឺ
្រតង់ x =−

√
3 អនុគមន៍ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប 0.08 និង

្រតង់ x =
√

3 អនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប −13.93

ខ. គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f

• lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 +4x+3
x2−4x+3

= lim
x→±∞

x2
(

1+ 4
x +

3
x2

)
x2
(

1− 4
x +

3
x2

)
= lim

x→±∞

1+ 4
x +

3
x2

1− 4
x +

3
x2

= 1

ដូចេនះ lim
x→±∞

f (x) = 1
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• lim
x→1

f (x) = lim
x→1

x2 +4x+3
x2−4x+3

=
12 +4 ·1+3
12−4 ·1+3

= ∞
ដូចេនះ lim

x→1
f (x) = ∞

• lim
x→3

f (x) = lim
x→3

x2 +4x+3
x2−4x+3

=
32 +4 ·3+3
32−4 ·3+3

= ∞
ដូចេនះ lim

x→3
f (x) = ∞

រចួទាញរកអាសីុមតូត
េដាយ lim

x→±∞
f (x) = 1

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃនអនុគមន៍ f
េហយី lim

x→1
f (x) = ∞

និង lim
x→3

f (x) = ∞

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ x = 1 និង x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរៃនអនុគមន៍ f

គ. សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −
√

3 1
√

3 3 +∞

− 0 + + 0 − −

11

0.080.08

+∞

−∞

−13.93−13.93

−∞

+∞

11
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ឃ. សង់្រកាបតាងអនុគមន៍េនះ

X
−24 −20 −16 −12 −8 −4 4 8 12 16 20 24

Y

−24

−20

−16

−12

−8

−4

4

8

12

16

20

24

ជូនពរ េរៀនឆាប់ េចះ ចា ំនិង សណំាងល្អ្រគប់ការ្របឡង
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