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សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (០៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f(x) =


x − 2 + e

ln x
េបី x > 0 និង x ̸= 1

f(0) = m

គណនា lim
x→0+

f(x) ។ ទាញរកតៃម្ល m េដីម្បឲី្យ f ជាអនុគមន៍ជាប់ខាងសា្ត ្ំរតង់ x = 0 ។

II (១០ពិន្ទុ)គណនា៖

ក A = (1 + i)(2 − i)

ខ B = lim
x→0

2 −
√

x + 4
x

គ C = ln ex−2 + eln 2

ឃ D =
∫

(2x + cos x)dx

III (១០ពិន្ទុ)
ក េគឲ្យ z = 1 − i

√
3។ ចូរសរេសរ z និង z2002 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

ខ េគឲ្យ u = x + iy និង z1 = a + ib ។ ចូរគណនា x, y ជាអនុគមន៍ៃន a និង b េបីដឹងថា u = z2
1 + iz1 − 1

2
។

IV (១០ពិន្ទុ)
ក កំណត់ α និង β ែដលចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x

េគបាន 1
1 + ex

= α + βex

1 + ex
។

ខ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់ ែដលគូសឆូតេន
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (xoy) ។

0 1 2 3−1−2
0

−1

1

2

f(x) = 1
1 + ex

x′ x

y

y′

V (១៥ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយសមីការ 2y′′ − 3y′ + y = 0 ។
ខ កំណត់ចេម្លីយ g(x) មួយរបស់សមីការ (E) េដីម្បឲី្យ្រកាបតាងអនុគមន៍ g ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ (d) ែដលមានសមីការ

y = −1
2

x េន្រតង់ចំណុច O(0, 0) ។
VI (៤០ពិន្ទុ)

១ អនុគមន៍ h កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ h(x) = e2x − 2x − 1

• មានតារាងអេថរភាព៖
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

00

+∞+∞

• េដាយេ្របីតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ h ចូរបញ្ជ ក់ថា e2x ≥ 2x + 1 ចំេពាះ្រគប់ ចំនួនពិត x ។
២ f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f(x) = (x + 1)

(
e−2x + 1

)
ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x និងមាន្រកាប (C) ។

ក គណនាf ′(x) និងf ′(0)។ បញ្ជ ក់ថា f ′(x) និងអនុគមន៍ h(x) មានសញញ ដូចគា្ន ∀x ̸= 0។
ខ គណនា f(0) , lim

x→−∞
f(x) និង lim

x→+∞
f(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ បងា្ហ ញថា f(x) = x + 1 +
(

x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2
។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) មានសមីការ y = x + 1 ជាអាសីុ

មតូតេ្រទតៃន (C) ខាង +∞ ។
ឃ សិក�ទីតាងំរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) ។
ង បនា្ទ ត់ (∆) ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D) េហយីប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ M ។ រកកូអរេដាេនចំណុច M និងសមីការបនា្ទ ត់ (∆)

។
ច សង់បនា្ទ ត់ (D) , (∆) និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
ែតមួយ។

(េគេអាយ e = 2.7)
VII (៣៥ពិន្ទុ) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន។ េគឲ្យចំណុចA(3, 0, 1); B(2, 4, 0)

និង C(0, 3, 3)។ (េបក្ខជនមិនបាច់គូសរូបេទ)
ក រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ D ែដលកាត់តាម O និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u (1, 1, 1) ។
ខ គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→

AB × −→
AC ។ទាញថាចំណុច A, B, C មិនរត់្រតង់គា្ន ។

គ រកសមីការប្លង់ (ABC) េដាយយកវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n =
−→
AB × −→

AC ។
ឃ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ ABC។
ង រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង (D) និងប្លង់ (ABC)។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I គណនា lim
x→0+

f(x)

េយងីមាន f(x) =


x − 2 + e

ln x
េបី x > 0 និង x ̸= 1

f(0) = m

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
x − 2 + e

ln x

)
= 0 − 2 + 0 = −2

ដូចេនះ lim
x→0+

f(x) = −2។

ទាញរកតៃម្ល m េដីម្បឲី្យ f ជាអនុគមន៍ជាប់ខាងសា្ត ្ំរតង់ x = 0

f ជាអនុគមន៍ជាប់ខាងសា្ត ្ំរតង់ x = 0 លុះ្រតាែត f(0) = lim
x→0+

f(x) ⇔ m = −2

ដូចេនះ m = −2 ។

II គណនា៖
ក A = (1 + i)(2 − i) = 2 − i + 2i − i2 = 2 + i − (−1) = 3 + i A = 3 + i

ខ B = lim
x→0

2 −
√

x + 4
x

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

(
2 −

√
x + 4

) (
2 +

√
x + 4

)
x
(
2 +

√
x + 4

)
= lim

x→0

4 − (x + 4)
x
(
2 +

√
x + 4

) = lim
x→0

−1
2 +

√
x + 4

= − 1
2 + 2

= −1
4

B = −1
4

គ C = ln ex−2 + eln 2 = ln ex · e−2 + 2 = ln ex + ln e−2 + 2 = x − 2 + 2 = x C = x

ឃ D =
∫

(2x + cos x)dx = 2x2

2
+ sin x + C = x2 + sin x + C, C ∈ R

D = x2 + sin x + C; C ∈ R

III ក សរេសរ z និង z2002 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

z = 1 − i
√

3 = 2
(

1
2

− i

√
3

2

)
= 2

(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)
z = 2

(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)

z2002 =
[
2
(

cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)]2002
= 22002

(
cos 2002 × 5π

3
+ i sin 2002 × 5π

3

)
= 22002

(
cos 10010π

3
+ i sin 10010π

3

)
= 22002

[
cos

(
3336π + 2π

3

)
+ i sin

(
3336π + 2π

3

)]
= 22002

(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)

z2002 = 22002
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ខ គណនា x និង y ជាអនុគមន៍ៃន a និង b

u = x + iy ; z1 = a + ib

u = z2
1 + iz1 − 1

2
⇔ x + iy = (a + ib)2 + i (a + ib) − 1

2
x + iy = a2 + 2abi + i2b2 + ai + i2b − 1

2
x + iy = a2 − b2 − b − 1

2
+ (2ab + a) i

=⇒


x = a2 − b2 − b − 1

2
y = a + 2ab

ដូចេនះ x = a2 − b2 − b − 1
2

; y = a + 2ab ។

IV ក កំណត់ α និង β

1
1 + ex

= α + βex

1 + ex
⇔ 1

1 + ex
= α (1 + ex) + βex

1 + ex

1 + 0ex

1 + ex
= α + (α + β) ex

1 + ex
=⇒

 α = 1

α + β = 0

α = 1, ⇒ 1 + β = 0 ⇒ β = −1

ដូចេនះ α = 1 ; β = −1។

ខ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់ ែដលគូសឆូតេនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (xoy)

េដាយ 1
1 + ex

= α + β

1 + ex
= 1 − ex

1 + ex
េយងីបាន ៃផ្ទែផ្នកឆូតគឺ

S =
∫ 1

0

1
1 + ex

dx =
∫ 1

0

(
1 − ex

1 + ex

)
dx = [x]10 −

∫ 1

0

(1 + ex)′

1 + ex
dx = 1 − [ln |1 + ex|]10

= 1 − ln(1 + e) + ln 2

ដូចេនះ ៃផ្ទែផ្នកឆូតគឺ S = 1 + ln 2 − ln(1 + e) ឯកតាៃផ្ទ។

V ក េដាះ្រសាយសមីការ 2y′′ − 3y′ + y = 0

សមីការ 2y′′ − 3y′ + y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ 2r2 − 3r + 1 = 0 មានរាង(a + b + c = 0)

េយងីបាន r1 = 1 ; r2 = c

a
= 1

2

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ គឺ y = Aex + Be
1
2 x

; A, B ∈ R។

ខ កំណត់ចេម្លីយ g(x) មួយរបស់សមីការ (E)

• យក g(x) = y = Aex + Be
1
2 x

• g ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ d : y = −1
2

x ្រតង់ចំណុច O(0, 0) ⇔


g′(0) = −1

2
g(0) = 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
– g′(x) =

Aex + Be
1
2 x

′

= Aex + 1
2

Be
1
2 x

g′(0) = −1
2

⇔ Ae0 + 1
2

Be0 = −1
2

⇒ 2A + B = −1 (1)

– g(0) = 0 ⇔ Ae0 + Be0 = 0 ⇒ A + B = 0 (2)

យក (1) − (2) ⇒ A = −1 ជំនួសក្នុង (2) ⇒ −1 + B = 0 ⇒ B = 1

ដូចេនះ g(x) = −ex + e
1
2 x

។

VI ក បញ្ជ ក់ថា e2x ≥ 2x + 1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x

េយងីមាន h(x) = e2x − 2x − 1 មានតារាងអេថរភាព៖

x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

00

+∞+∞

តាមតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ h េឃញីថា ∀x ∈ R ; h មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបមួយគឺ 0

មានន័យថា ∀x ∈ R h(x) ≥ 0 ⇔ e2x − 2x − 1 ≥ 0 ⇔ e2x ≥ 2x + 1

ដូចេនះe2x ≥ 2x + 1។

ខ ក គណនា f ′(x) និង f ′(0)

f(x) = (x + 1)
(
e−2x + 1

)

f ′(x) =
[
(x + 1)

(
e−2x + 1

)]′
= (x + 1)′

(
e−2x + 1

)
+
(
e−2x + 1

)′
(x + 1)

= e−2x + 1 − 2e−2x (x + 1) = e−2x + 1 − 2e−2xx − 2e−2x

= −e−2x − 2e−2xx + 1 = −1 − 2x + e2x

e2x

f ′(0) = −1 − 2(0) + e0

e0 = 0

ដូចេនះ f ′(x) = e2x − 2x − 1
e2x

; f ′(0) = 0។

បញ្ជ ក់ថា f ′(x) និង អនុគមន៍ h(x) មានសញញ ដូចគា្ន ∀x ̸= 0

េដាយ f ′(x) = e2x − 2x − 1
e2x

= h(x)
e2x

ចំេពាះ្រគបx់ ̸= 0 e2x > 0 ⇒ f ′(x) មានសញញ ដូចភាគយក h(x)

ដូចេនះ f ′(x) និង អនុគមន៍ h(x) មានសញញ ដូចគា្ន ∀x ̸= 0។

ខ គណនា f(0) , lim
x→−∞

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

f(x) = (x + 1)
(
e−2x + 1

)
• f(0) = (0 + 1)

(
e0 + 1

)
= 2

f(0) = 2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• lim

x→−∞
f(x) = lim

x→−∞
(x + 1)

(
e−2x + 1

)
= −∞(+∞) = −∞

lim
x→−∞

f(x) = −∞

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x + 1)
(
e−2x + 1

)
= +∞(0 + 1) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = +∞

តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞
2

គ បងា្ហ ញថា f(x) = x + 1 +
(

x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2

f(x) = (x + 1)
(
e−2x + 1

)
= (x + 1)

( 1
e2x

+ 1
)

= x

e2x
+ x + 1

e2x
+ 1 = x + 1 +

(
x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2

ដូចេនះ f(x) = x + 1 +
(

x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2
។

បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន C ខាង +∞

f(x) = x + 1 +
(

x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2

េដាយ lim
x→+∞

[f(x) − (x + 1)] = lim
x→+∞

[(
x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2]

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន C ខាង +∞។
ឃ សិក�ទីតាងំរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D

• (C) : f(x) = x + 1 +
(

x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2

• (D) : y = x + 1

f(x) − y =
(

x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2
= x + 1

e2x

• f(x) − y = 0 ⇔ x + 1 = 0 ⇔ x = −1 x = −1, (C) ∩ (D)

• f(x) − y > 0 ⇔ x + 1 > 0 ⇔ x > −1 x > −1, (C) េនេលីបនា្ទ ត់ (D)

• f(x) − y < 0 ⇔ x + 1 < 0 ⇔ x < −1 x < −1, (C) េនេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)

ង រកកូអរេដាេនចំណុច M

តាង (xo, yo) ជាកូអរេដាេនៃនចំណុចM

• ∆ ប៉ះនឹង្រកាប C ្រតង់ M(xo, yo) ⇒ f(xo) = yo

• ∆ : y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo) ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ D : y = x + 1 ⇒ f ′(xo) = 1

f ′(xo) = 1 ⇔ e2xo − 2xo − 1
e2xo

= 1

e2xo − 2xo − 1 = e2xo =⇒ xo = −1
2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
yo = f(xo) = f(−1

2) =
(

−1
2

+ 1
) (

e−2· −1
2 + 1

)
= 1

2
(e + 1)

ដូចេនះ M
(

−1
2

,
e + 1

2

)
។

សមីការបនា្ទ ត់ (∆)

(∆) : y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo) =
(

x + 1
2

)
+ e + 1

2
= x + 1

2
+ e + 1

2
= x + e + 2

2
= x + 1 + e

2

ដូចេនះ បនា្ទ ត(់∆) : y = x + 1 + e

2
។

ច សង់បនា្ទ ត់ (D) , (∆) និង្រកាប (C)

• (D) : y = x + 1
x 0 −1

y 1 0

• (∆) : y = x + 1 + e

2
x 0 −1 − e

2
y 1 + e

2
0

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

6

y = x + 1

y = x + 1 + e

2

f(x) = (x + 1)(e−2x + 1)

x′ x

y′

y

VII ក រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ D

(D) :


x = xo + at

y = yo + bt , t ∈ R

z = zo + ct

• (D) ែដលកាត់តាម O(0, 0)

• (D) មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u (1, 1, 1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

⇒ (D) :


x = 0 + t

y = 0 + t , t ∈ R

z = 0 + t

ដូចេនះ (D) :


x = t

y = t , t ∈ R

z = t

ខ គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→
AB × −→

AC

A(3, 0, 1); B(2, 4, 0) ; C(0, 3, 3)

• −→
AB (−1, 4, −1)

• −→
AC (−3, 3, 2)

−→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 4 −1

−3 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (8 + 3) −→

i − (−2 − 3) −→
j + (−3 + 12)

−→
k

= 11−→
i + 5−→

j + 9
−→
k

ដូចេនះ −→
AB × −→

AC = 11−→
i + 5−→

j + 9
−→
k ។

ទាញថាចំណុច A, B, C មិនរត់្រតង់គា្ន
េដាយ −→

AB × −→
AC = 11−→

i + 5−→
j + 9

−→
k ̸= 0 ⇒ −→

AB&
−→
AC មិនកូលីេនែអ៊គា្ន

ដូចេនះ ចំណុច A, B, C មិនរត់្រតង់គា្ន ។

គ រកសមីការប្លង់ ABC

(ABC) : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

• (ABC) កាត់តាម A(3, 0, 1)

• (ABC) មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n =
−→
AB × −→

AC ⇒ −→n (11, 5, 9)

⇒ (ABC) : 11 (x − 3) + 5 (y − 0) + 9 (z − 1) = 0

11x + 5y + 9z − 33 − 9 = 0

11x + 5y + 9z − 42 = 0

ដូចេនះ ប្លង់(ABC) : 11x + 5y + 9z − 42 = 0។

ឃ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ ABC

S∆ABC = 1
2
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ = 1

2
√

112 + 52 + 92 =
√

227
2

ដូចេនះ S∆ABC =
√

227
2

ឯកតាៃផ្ទ។

ង រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង (D) និងប្លង់ (ABC)

• (D) :


x = t

y = t , t ∈ R

z = t
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
• (ABC) : 11x + 5y + 9z − 42 = 0

(D) ∩ (ABC) ⇔ 11(t) + 5(t) + 9(t) − 42 = 0 ⇒t = 42
25

⇒x = y = z = 42
25

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំនុច្របសព្វគឺ
(42

25
,
42
25

,
42
25

)
។

៩េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866





្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី២៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ២

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) េគឲ្យ f(x) = ex

ax + b
ែដល a និង b ជាចំនួនពិត។

ក គណនា f ′(x) និង f ′′(x) ។
ខ កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឲី្យអនុគមន៍ f មានអប្បបរមាេស្មីនឹង e ្រតង់ x = 1 ។

II (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យចំនួនកុំផ្លិច Z =
2
(
−1 + i

√
3
)

1 + i
√

3
។

ក សរេសរ Z ជាទ្រមង់ពីជគណិត រចួជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។
ខ សរេសរ Z ′ = 1 + i ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត រូចទាញរកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃន ចំនួនកុំផ្លិច

Z ′

Z
។

III (១៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f(x) = 5x2 + 20x + 6
x3 + 2x2 + x

, x ̸= 0, −1។

ក សរេសរ f(x) ជារាង A

x
+ B

x + 1
+ C

(x + 1)2 ែដល A , B និង C ជាចំនួនេថរ ែដល្រត�វកំណត់។

ខ គណនា
∫ 5x2 + 20x + 6

x3 + 2x2 + x
dx ។

IV (២០ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f(x) = x + ln x

x
និងមានែខ្សេកាងC។

ក គណនាេដរេីវ f ′(x) ។ បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអតិបរមាមួយ េហយីគណនាតៃម្លអតិបរមាេនាះ។
ខ គណនាលីមីត lim

x→0+
f(x) និង lim

x→+∞
f(x) ។ កំណត់សមីការៃនអាសីុមតូតឈរ និងេដក ៃន្រកាប(C)។

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f។
V (៣៥ពិន្ទុ)

១ f ជាអនុគមន៍កំណត់េលីR េដាយf(x) = (1 − x)ex − 1។ គណនា f ′(x)។
សង់តារាងអេថរភាពៃន f (េដាយមិនចាបំាច់គណនាលីមីត្រតង់ −∞ និង +∞។ទាញរកសញញ ៃន f(x) ។

២ g ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ g(x) = (2 − x)ex + 2 − x ។
ក គណនា lim

x→−∞
g(x) និង lim

x→+∞
g(x) ។ គណនា g′(x) ។ េដាយេ្របីលទ្ធផលែដលបាន េនសំណួរ១.

ចូរសិក�សញញ ៃន g′(x) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g ។
ខ បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង(C)តាងអនុគមនg៍ មានបនា្ទ ត់ (D) : y = 2 − xជាអាសីុមតូតេ្រទត កាលណាxខិតជិត−∞។

បញ្ជ ក់ទីតាងំៃនែខ្សេកាង (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។
គ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ែដល្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។
ឃ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង (C) ។
ង សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។ (ឯកតាេលីអ័ក្សេស្មីនឹង 1cm )។

VI (៣០ពិន្ទុ)
១ េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន (ឯកតាេលីអ័ក្សេស្មីនឹង1cm) ចូរេដចំណុច

១១េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) និង C(0, 2, 3) ។

២ សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាម A េហយី្រសបនឹង −−→
BC ។

៣ គណនា
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ និង ∣∣∣−→
AC

∣∣∣ ។ ្របាប់្របេភទៃន្រតីេកាណ ABC ។
៤ គណនា −→

AB × −→
AC។ ទាញថាចំណុច A, B, C មិនឋតិេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។ រកសមីការប្លង់ABC។

គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ ABC ។
៥ រកមាឌេត្រតាែអត OABC ។ ទាញរកចមា្ង យពី O េទប្លង់ (ABC) ។

១២េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ក គណនា f ′(x) និង f ′′(x)

f(x) = ex

ax + b

• f ′(x) =
(

ex

ax + b

)′
= (ex)′ (ax + b) − (ax + b)′ ex

(ax + b)2 = ex (ax + b − a)
(ax + b)2

ដូចេនះ f ′(x) = ex (ax + b − a)
(ax + b)2 ។

• f ′′(x) =
[

ex (ax + b − a)
(ax + b)2

]′

=
(ex (ax + b − a))′ (ax + b)2 −

(
(ax + b)2

)′
(ex (ax + b − a))

(ax + b)4

= (ex (ax + b − a) + aex) (ax + b)2 − 2a (ax + b) (ex (ax + b − a))
(ax + b)4

= ex (ax + b) (ax + b)2 − 2aex (ax + b) (ax + b − a)
(ax + b)4

=
(ax + b)

(
ex (ax + b)2 − 2aex (ax + b − a)

)
(ax + b)4

= ex (a2x2 + 2abx + b2 − 2a2x − 2ab + 2a2)
(ax + b)3

= ex [a2x2 + (2ab − 2a2) x + (b2 + 2a2 − 2ab)]
(ax + b)3

ដូចេនះ f ′′(x) = ex [a2x2 + 2a (b − a) x + (b2 + 2a2 − 2ab)]
(ax + b)3 ។

ខ កំណត់ចំនួនពិត a និង b

f មានអប្បបរមាេស្មីនឹង e ្រតង់ x = 1 លុះ្រតាែត



f ′(1) = 0

f(1) = e

f”(1) > 0

• f ′(1) = 0 ⇔ e1 (a + b − a)
(a + b)2 = 0 ⇒ be = 0 ⇒ b = 0

• f(1) = e ⇔ e

a + b
= e ⇒ a + b = 1 ⇒ a + 0 = 1 ⇒ a = 1

• f ′′(1) > 0 ⇔ e (a2 + 2ab − 2a2 + b2 + 2a2 − 2ab)
(a + b)3 > 0 ⇔ e (a2 + b2)

(a + b)3 > 0

⇔ e(1 + 0)
(1 + 0)3 > 0

⇔ e > 0 ពិត

ដូចេនះ a = 1, b = 0។

១៣េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
II ក សរេសរ Z ជាទ្រមង់ពីជគណិត រចួជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

Z =
2
(
−1 + i

√
3
)

1 + i
√

3
= −2 + i2

√
3

1 + i
√

3
× 1 − i

√
3

1 − i
√

3
= −2 + i2

√
3 + i2

√
3 − i22

√
32

1 − i2
√

32

= 4 + i4
√

3
4

= 1 + i
√

3

ដូចេនះ ទ្រមង់ពិជគណិតគឺ Z = 1 + i
√

3។

Z = 1 + i
√

3 = 2
(

1
2

+ i

√
3

2

)
= 2

(
cos π

3
+ i sin π

3

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតគឺ Z = 2
(

cos π

3
+ i sin π

3

)
។

ខ សរេសរ Z ′ = 1 + i ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

Z ′ = 1 + i =
√

2
(

1√
2

+ i
1√
2

)
=

√
2
(√

2
2

+ i

√
2

2

)
=

√
2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)

ដូចេនះ Z ′ =
√

2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)
។

ទាញរកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកុំផ្លិច
Z ′

Z

Z ′

Z
=

√
2
(
cos π

4 + i sin π
4

)
2
(
cos π

3 + i sin π
3

) =
√

2
2

[
cos

(
π

4
− π

3

)
+ i sin

(
π

4
− π

3

)]

=
√

2
2

(
cos −π

12
+ i sin −π

12

)

ដូចេនះ ម៉ូឌុល r =
√

2
2

អាគុយម៉ង់ θ = − π

12
ឫ θ = − π

12
+ 2kπ ; k ∈ Z។

III ក សរេសរ f(x) ជារាង A

x
+ B

x + 1
+ C

(x + 1)2

f(x) = 5x2 + 20x + 6
x3 + 2x2 + x

f(x) = A

x
+ B

x + 1
+ C

(x + 1)2 ⇔ 5x2 + 20x + 6
x3 + 2x2 + x

= A

x
+ B

x + 1
+ C

(x + 1)2

= A(x + 1)2 + Bx(x + 1) + Cx

x (x2 + 2x + 1)

= (A + B)x2 + (2A + B + C)x + A

x3 + 2x2 + x

⇒


A + B = 5 (1)

2A + B + C = 20 (2)

A = 6 (3)

(3) : A = 6 ⇒ (1) : 6 + B = 5 ⇒ B = −1

(2) : 2A + B + C = 20 ⇒ 2(6) − 1 + C = 20 ⇒ C = 9

១៤េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ f(x) = 6

x
− 1

x + 1
+ 9

(x + 1)2។

ខ គណនា
∫ 5x2 + 20x + 6

x3 + 2x2 + x
dx =

∫ (
6
x

− 1
x + 1

+ 9
(x + 1)2

)
dx

= 6 ln |x| − ln |x + 1| + −9
x + 1

+ C ; C ∈ R

= ln
∣∣∣∣∣ x6

x + 1

∣∣∣∣∣− 9
x + 1

+ C ; C ∈ R

ដូចេនះ
∫ 5x2 + 20x + 6

x3 + 2x2 + x
dx = ln

∣∣∣∣∣ x6

x + 1

∣∣∣∣∣− 9
x + 1

+ C ; C ∈ R។

IV ក គណនាេដរេីវ f ′(x)

y = f(x) = x + ln x

x

f ′(x) =
(

x + ln x

x

)′

= (x + ln x)′ x − x′ (x + ln x)
x2 = x + 1 − x − ln x

x2 = 1 − ln x

x2

ដូចេនះ f ′(x) = 1 − ln x

x2 ។

បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអតិបរមាមួយ េហយីគណនាតៃម្លអតិបរមាេនាះ
f ′(x) = 1 − ln x

x2 េដាយ x2 > 0 ⇒ f ′(x) មានសញញ ដូចភាគយក 1 − ln x

• f ′(x) = 0 ⇔ 1 − ln x = 0 ⇒ − ln x = −1 ⇒ ln x = 1 ⇒ x = e

• f ′(x) > 0 ⇔ 1 − ln x > 0 ⇒ − ln x > −1 ⇒ ln x < 1 ⇒ x < e

• f ′(x) < 0 ⇔ 1 − ln x < 0 ⇒ − ln x < −1 ⇒ ln x > 1 ⇒ x > e

េយងីបាន តារាងសញញ f ′(x) គឺ

x

f ′(x)

0 e +∞

+ 0 −

• ្រតង់ x = e ; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី+ េទ − េយងីបាន f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបមួយ គឺ

f(e) = e + ln e

e
= 1 + 1

e

ខ គណនាលីមីត lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

y = f(x) = x + ln x

x

• lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
x + ln x

x

)
= −∞

ដូចេនះ lim
x→0+

f(x) = −∞។

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + ln x

x

)
= lim

x→+∞

(
1 + ln x

x

)
= 1

ដូចេនះ lim
x→0+

f(x) = 1។

កំណត់សមីការៃនអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាបC

• េដាយ lim
x→0+

f(x) = −∞ ដូចេនះ បនា្ទ តx់ = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• េដាយ lim

x→+∞
f(x) = 1 ដូចេនះ បនា្ទ តy់ = 1 ជាអាសីុមតូតេដក

តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f(x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞
1 + 1

e
1 + 1

e

11

V ១ គណនា f ′(x)

f(x) = (1 − x)ex − 1

f ′(x) = ((1 − x) ex − 1)′ = (1 − x)′ ex + (ex)′ (1 − x) = −ex + ex − xex = −xex

ដូចេនះ f ′(x) = −xex។

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
• f ′(x) = −xex េដាយ ex > 0 ∀x ∈ R ⇒ f ′(x) មានសញញ តាម −x

• f ′(x) = 0 ⇔ −x = 0 ⇒ x = 0

• f ′(x) > 0 ⇔ −x > 0 ⇒ x < 0

• f ′(x) < 0 ⇔ −x < 0 ⇒ x > 0

• f(0) = (1 − 0)e0 − 1 = 0

តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

00

ទាញរកសញញ ៃន f(x)

តាមតារាងអេថរភាព f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបមួយ ែដលមានតៃម្លេស្មី 0

ដូចេនះ f(x) ≤ 0 ∀x ∈ R។

២ ក គណនា lim
x→−∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x)

g(x) = (2 − x)ex + 2 − x

• lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

((2 − x)ex + 2 − x) = 0 + 2 − (−∞) = +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = +∞។
• lim

x→+∞
g(x) = lim

x→+∞
((2 − x)ex + 2 − x) = −∞ + 2 − (+∞) = −∞

ដូចេនះ lim
x→−∞

f(x) = −∞។
គណនា g′(x)

g′(x) = ((2 − x)ex + 2 − x)′ = (2 − x)′ ex + (ex)′ (2 − x) − 1 = −ex + 2ex − xex − 1

= ex − xex − 1 = (1 − x) ex − 1
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ g′(x) = (1 − x) ex − 1។

សិក�សញញ ៃន g′(x)

េដាយ g′(x) = (1 − x) ex − 1 = f(x) តាមលទ្ធផលែដលបានេនសំណួរ១.
f(x) ≤ 0 ⇒ g′(x) ≤ 0 ∀x ∈ R

f(0) = 0 ⇒ g′(0) = 0

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g

• g(0) = (2 − 0)e0 + 2 − 0 ⇒ g(0) = 4

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 −

+∞+∞
−∞−∞4

ខ បងា្ហ ញថា (D) : y = 2 − x ជាអាសីុមតូតេ្រទត កាលណា x ខិតជិត −∞

g(x) = (2 − x) ex + 2 − x េដាយ lim
x→−∞

(2 − x) ex = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = 2 − x ជាអាសីុមតូតេ្រទត។

បញ្ជ ក់ទីតាងំៃនែខ្សេកាង C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ D

• (C) : g(x) = (2 − x)ex + (2 − x)

• (D) : y = 2 − x

⇒ g(x) − y = (2 − x)ex

• g(x) − y = 0 ⇔ (2 − x)ex = 0 ⇒ 2 − x = 0 ⇒ −x = −2 ⇒ x = 2

ដូចេនះ េពល x = 2 ្រកាប C កាត់បនា្ទ ត់ D។
• g(x) − y > 0 ⇔ (2 − x)ex > 0 ⇒ 2 − x > 0 ⇒ −x > −2 ⇒ x < 2

ដូចេនះ េពល x < 2 ្រកាប C ស្ថិតេលីបនា្ទ ត់ D។
• g(x) − y < 0 ⇔ (2 − x)ex < 0 ⇒ 2 − x < 0 ⇒ −x < −2 ⇒ x < 2

ដូចេនះ ្រតង់ x < 2 ្រកាប C ស្ថិតេ្រកាមបនា្ទ ត់ D។

គ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ែដល្រសបនឹងបនា្ទ ត់ D
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) : y = g′(xo)(x − xo) + g(xo)

• (T )//D : y = 2 − x ⇒ g′(xo) = −1

• g′(xo) = −1 ⇔ (1 − xo)exo − 1 = −1 ⇒ 1 − xo = 0 ⇒ xo = 1

g(xo) = g(1) = (2 − 1)e1 + 2 − 1 = e + 1

⇒ (T ) : y = −(x − 1) + e + 1 = −x + e + 2

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះ គឺ (T ) : y = −x + e + 2។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ឃ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង C

g′′(x) = ((1 − x) ex − 1)′ = (1 − x)′ ex + (ex) (1 − x) = −ex + ex − xex = −xex

• g′′(x) = −xex េដាយ ex > 0 ∀x ∈ R ⇒ g′′(x) មានសញញ តាម −x

• g′′(x) = 0 ⇔ −x = 0 ⇒ x = 0

• g′′(x) > 0 ⇔ −x > 0 ⇒ x < 0

• g′′(x) < 0 ⇔ −x < 0 ⇒ x > 0

តារាងសញញ ៃន g′′(x)
x

g′′(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

• ្រតង់ x = 0, f ′′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ េយងីបាន g មានចំណុចរបត់មួយ ្រតង់
x = 0, g(0) = 2 + 2 = 4

ដូចេនះ ចំណុចរបត់គឺ (0, 4)។
ង សង់ែខ្សេកាង C

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6−7
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

6

7

y = 2 − x

g(x) = (2 − x)ex + 2 − x

x′ x

y′

y

VI ក េដចំណុច A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) និង C(0, 2, 3)

១៨េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

1

2

3

4

•A(2, 0, 2)

•B(1, 2, 0)

•C(0, 2, 3)

xx

y

x

z

x
z′x

y′

x

x′

ខ សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ D

សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ D គឺ


x = xo + at

y = xo + bt ; t ∈ R

z = zo + ct

• (D) កាត់តាម A(2, 0, 2)

• (D)//
−−→
BC (−1, 0, 3)

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ តD់ គឺ


x = 2 − t

y = 0 ; t ∈ R

z = 2 + 3t

។

គ គណនា
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ និង ∣∣∣−→
AC

∣∣∣
A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) ; C(0, 2, 3)

• −→
AB (−1, 2, −2) ⇒

∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
√

(−1)2 + 22 + (−2)2 = 3
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ = 3cm

• −→
AC (−2, 2, 1) ⇒

∣∣∣−→
AC

∣∣∣ =
√

(−2)2 + 22 + (1)2 = 3
∣∣∣−→
AC

∣∣∣ = 3cm

្របាប់្របេភទៃន្រតីេកាណ ABC

េដាយ
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
∣∣∣−→
AC

∣∣∣ = 3cm

ដូចេនះ ∆ABC ជា្រតីេកាណសមបាត។

ឃ គណនា −→
AB × −→

AC

−→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 2 −2

−2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2 + 4) −→

i − (−1 − 4) −→
j + (−2 + 4)

−→
k

= 6−→
i + 5−→

j + 2
−→
k
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ −→

AB × −→
AC = 6−→

i + 5−→
j + 2

−→
k ។

ទាញថាចំណុច A, B, C មិនឋតិេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ
េដាយ −→

AB × −→
AC ̸= 0 ⇒ −→

AB និង −→
AC មិនកូលីេនែអ៊រគា្ន

ដូចេនះ ចំណុច A, B, C មិនស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ។

រកសមីការប្លង់ABC

ប្លង់ (ABC) : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

• ប្លង់ (ABC) កាត់តាម A(2, 0, 2)

• −→
AB × −→

AC = 6−→
i + 5−→

j + 2
−→
k ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន ប្លង់(ABC)

⇒ (ABC) : 6 (x − 2) + 5 (y − 0) + 2 (z − 2) = 0

6x + 5y + 2z − 16 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់(ABC) : 6x + 5y + 2z − 16 = 0។

គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ ABC

S∆ABC = 1
2
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ = 1

2
√

62 + 52 + 22 = 1
2

√
65

ដូចេនះ S∆ABC =
√

65
2

cm2។

ង រកមាឌេត្រតាែអត OABC

VOABC = 1
6
∣∣∣(−→

OA × −−→
OB

)
· −→
OC

∣∣∣
O(0, 0, 0) ; A(2, 0, 2); B(1, 2, 0) ; C(0, 2, 3)

• −→
OA (2, 0, 2)

• −−→
OB (1, 2, 0)

• −→
OC (0, 2, 3)

−→
OA × −−→

OB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 0 2

1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0 − 4) −→

i − (0 − 2) −→
j + (4 − 0)

−→
k

= −4−→
i + 2−→

j + 4
−→
k(−→

OA × −−→
OB

)
· −→
OC = −4(0) + 2(2) + 4(3) = 16

VOABC = 1
6

· 16 = 8
3

ដូចេនះVOABC = 8
3

cm3។

ទាញរកចមា្ង យពី O េទប្លង់ ABC

VOABC = 1
3

S∆ABC · h ⇒ h = 3VOABC

S∆ABC

=
3 · 8

3√
65
2

= 16√
65

= 16
√

65
65
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ d (O, (ABC)) = h = 16

√
65

65
cm។
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៣៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៣

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឲី្យអនុគមន៍ y = ax2 + bx

x2 + 1
 មានបរមាែតមួយគត់ និង ែខ្សេកាងៃនអនុគមន៍េនាះ

មានបនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក។
II (១០ពិន្ទុ) េដាះ្រសាយសមីការ y” + 4y = 0 េបី y(0) = 1 , y′(0) = −1 ។
III (១០ពិន្ទុ) រកកំពូល S និងកំណំុ F របស់ប៉ារ៉ាបូល x2 − 4x − 12y + 16 = 0 ។
IV (១០ពិន្ទុ) េគចង់េ្រជីសេរសីសិស្ស 3នាកក់្នុងចំេណាមសិស្ស 10នាកែ់ដលក្នុងេនាះមានសិស្ស ្រប�ស 6នាក់ និងសិស្ស្រសី 4នាក់។

រក្រប�បាបែដលេគេ្រជីសេរសីបានសិស្ស្រប�ស 2 នាក់ និងសិស្ស្រសី 1 នាក់។
V (១៥ពិន្ទុ)

ក កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដីម្បឲី្យ 2xi − y = (3 − 2i)(1 + i)
i(1 + 2i)

។

ខ េគឲ្យ Z = cos 2π

9
+ i sin 2π

9
។ សរេសរ (1 + Z)4 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

VI (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យ g(x) = x2 + x − 6
x2 − 2x − 3

។
១ កំណត់ចំនួនពិត m, n និង p េដីម្បឲី្យបាន g(x) = m + n

x + 1
+ p

x − 3
ចំេពាះ្រគបx់ ∈ {−1, 3}។

២ គណនា I =
∫ 2

0
g(x)dx ។

VII (២៥ពិន្ទុ)ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់វជិ្ជមាន
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគឲ្យចំណុចA(3, 2, 0)និងK(0, −1, 3)។

១ រកសមីការប្លង់ (P ) ែដលកាត់តាម A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (AK) ។
២ េគឲ្យចំណុច B(5, 0, 0); C(0, 5, 0) និង D(0, 0, −5)។ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំណុច B, C និង Dជាចំណុចរបស់ប្លង់ (P )

។
៣ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ BCD ។
៤ គណនា្របែវង AK រចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអត KBCD ។

VIII (៣០ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f(x) = 1 + 2
(

ln x

x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

១ គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប(C)។
២ គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
៣ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) : y = 1 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

នឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A ។
៤ គណនា f

(
1
2

)
។ សង់បនា្ទ ត់ (L) អាសីុមតូត និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ។

(េគយក e = 2.7,
2
e

= 0.7, ln 2 = 0.7 )
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I កំណត់ចំនួនពិត a និង b

• អនុគមន៍ y = ax2 + bx

x2 + 1
មានបរមាែតមួយគត់ លុះ្រតាែត y′ = 0 មានឫសែតមួយគត់

y′ =
(

ax2 + bx

x2 + 1

)′

= (ax2 + bx)′ (x2 + 1) − (ax2 + bx) (x2 + 1)′

(x2 + 1)2

= (2ax + b) (x2 + 1) − (ax2 + bx) (2x)
(x2 + 1)2 = 2ax3 + 2ax + bx2 + b − 2ax3 − 2bx2

(x2 + 1)2

= −bx2 + 2ax + b

(x2 + 1)2

y′ = 0 ⇔ −bx2 + 2ax + b = 0 មានឫសែតមួយគត់លុះ្រតាែត −b = 0 ⇒ b = 0

• ែខ្សេកាងៃនអនុគមន៍េនាះមានបនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក លុះ្រតាែត

lim
x→±∞

ax2 + bx

x2 + 1
= 2 ⇔ lim

x→±∞

x2
(
a + b

x

)
x2
(
1 + 1

x2

) = 2

⇒ a + 0
1 + 0

= 2

⇒ a = 2

ដូចេនះ a = 2 ; b = 0 ។

II េដាះ្រសាយសមីការ y” + 4y = 0 េបី y(0) = 1 , y′(0) = −1

• សមីការ y” + 4y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ r2 + 4 = 0 ⇒ r2 = −4 ⇒ r = ±2i = 0 ± 2i

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ គឺ y = e0x (A cos 2x + B sin 2x) = A cos 2x + B sin 2x ; A, B ∈ R

• y(0) = 1 ⇒ A cos 0 + B sin 0 = 1 ⇒ A = 1

• y′ = (A cos 2x + B sin 2x)′ = −2A sin 2x + 2B cos 2x

y′(0) = −1 ⇒ −2A sin 0 + 2B cos 0 = −1 ⇒ 2B = −1 ⇒ B = −1
2

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការតាមលក្ខខណ្ឌ គឺ y = cos 2x − 1
2

sin 2x ។

III រកកំពូល S និងកំណំុ F របស់ប៉ារ៉ាបូល x2 − 4x − 12y + 16 = 0

x2 − 4x − 12y + 16 = 0 ⇔ x2 − 4x + 4 − 4 − 12y + 16 = 0

(x − 2)2 = 12(y − 1)

ប៉ារ៉ាបូលមានទ្រមង់ស្តង់ដា (x − h)2 = 4p(y − k) េយងីបាន
• អ័ក្សឆ្លុះ្រសបអ័ក្សអរេដាេន
• h = 2, k = 1, 4p = 12 ⇒ p = 3

• កំពូល S(h, k) ដូចេនះ កំពូល S(2, 1)

• កំណំុ F (h, k + p) ដូចេនះ កំណំុ F (2, 4)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
IV រក្រប�បាប A : េគេ្រជីសេរសីបានសិស្ស្រប�ស 2 នាក់ និងសិស្ស្រសី 1 នាក់

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(6, 2) × C(4, 1) = 6!
4!2!

× 4!
3!1!

= 15 × 4 = 60

n(S) = C(10, 3) = 10!
7!3!

= 10 × 3 × 4 = 120

េយងីបាន P (A) = 60
120

= 1
2

ដូចេនះ P (A) = 1
2
។

V ក កំណត់ចំនួនពិត x និង y

2xi − y = (3 − 2i)(1 + i)
i(1 + 2i)

⇔ 2xi − y = 3 + 3i − 2i − 2i2

i + 2i2

2xi − y = (5 + i) (i + 2)
(i − 2)(i + 2)

2xi − y = 5i + 10 + i2 + 2i

i2 − 4

2xi − y = −7
5

i − 9
5

=⇒


2x = −7

5
⇒ x = − 7

10

−y = −9
5

⇒ y = 9
5

ដូចេនះ x = − 7
10

; y = 9
5
។

ខ សរេសរ (1 + Z)4 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េយងីមាន Z = cos 2π

9
+ i sin 2π

9

(1 + Z)4 =
(

1 + cos 2π

9
+ i sin 2π

9

)4
=
(

2 cos2 π

9
+ i2 sin π

9
cos π

9

)4

=
[
2 cos π

9

(
cos π

9
+ i sin π

9

)]4

= 24 cos4 π

9

(
cos 4π

9
+ i sin 4π

9

)

ដូចេនះ (1 + Z)4 = 16 cos4 π

9

(
cos 4π

9
+ i sin 4π

9

)
។

VI ១ កំណត់ចំនួនពិត m, n និង p
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េយងីមាន g(x) = x2 + x − 6

x2 − 2x − 3

g(x) = m + n

x + 1
+ p

x − 3

⇔ x2 + x − 6
x2 − 2x − 3

= m(x + 1)(x − 3) + n(x − 3) + p(x + 1)
(x + 1)(x − 3)

= mx2 − 3mx + x − 3 + nx − 3n + px + p

x2 − 3x + x − 3

= mx2 + (−3m + 1 + n + p)x + (p − 3 − 3n)
x2 − 2x − 3

⇒


m = 1 (1)

−3m + 1 + n + p = 1 (2)

p − 3 − 3n = −6 (3)

(1) : m = 1 ⇒(2) : −3 + 1 + n + p = 1 ⇒ n + p = 3 (4)

(3) : p − 3 − 3n = −6 ⇒ p − 3n = −3 (5)

យក (4) − (5) ⇒ n + 3n = 3 + 3 ⇒ 4n = 6 ⇒ n = 3
2
ជំនួសក្នុង (4)

⇒ 3
2

+ p = 3 ⇒ p = 3
2

ដូចេនះ m = 1, n = 3
2

, p = 3
2
។

២ គណនា I =
∫ 2

0
g(x)dx

g(x) = m + n

x + 1
+ p

x − 3
= 1 + 3

2
· 1

x + 1
+ 3

2
· 1

x − 3

I =
∫ 2

0
g(x)dx =

∫ 2

0

(
1 + 3

2
· 1

x + 1
+ 3

2
· 1

x − 3

)
dx

=
[
x + 3

2
ln |x + 1| + 3

2
ln |x − 3|

]2

0

= 2 + 3
2

ln 3 + 3
2

ln 1 −
(

0 + 3
2

ln 1 + 3
2

ln 3
)

= 2

ដូចេនះ I = 2 ។

VII ១ រកសមីការប្លង់ (P ) ែដលកាត់តាម A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (AK)

A(3, 2, 0) ; K(0, −1, 3) ⇒ −−→
AK (0 − 3, −1 − 2, 3 − 0) ⇒ −−→

AK (−3, −3, 3)

សមីការប្លង់ (P ) កំណត់េដាយ a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

• (P ) កាត់តាម A(3, 2, 0) ⇒ x0 = 3, y0 = 2, z0 = 0

• (P )⊥(AK) ⇒ (P )⊥−−→
AK(−3, −3, 3) ⇒ a = −3, b = −3, c = 3

⇒ (P ) : −3(x − 3) − 3(y − 2) + 3(z − 0) ⇔ (P ) : −3x − 3y + 3z + 15 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់(P ) : −3x − 3y + 3z + 15 = 0 ។

២ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំណុច B, C និង D ជាចំណុចរបស់ប្លង់ P
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
• B(5, 0, 0); C(0, 5, 0) ; D(0, 0, −5)

• (P ) : −3x − 3y + 3z + 15 = 0

េយងីបាន
• B ∈ (P ) ⇔ −3(5) − 3(0) + 3(0) + 15 = 0 ⇒ 0 = 0 ពិត
• C ∈ (P ) ⇔ −3(0) − 3(5) + 3(0) + 15 = 0 ⇒ 0 = 0 ពិត
• D ∈ (P ) ⇔ −3(0) − 3(0) + 3(−5) + 15 = 0 ⇒ 0 = 0 ពិត

ដូចេនះ ចំណុច B, C និង D ជាចំណុចរបស់ប្លង់ P ។

៣ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ BCD

S∆BCD = 1
2
∣∣∣−−→BC × −−→

BD
∣∣∣

• B(5, 0, 0); C(0, 5, 0) ; D(0, 0, −5)

• −−→
BC (−5, 5, 0)

• −−→
BD (−5, 0, −5)

−−→
BC × −−→

BD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−5 5 0

−5 0 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−25 − 0) −→

i − (25 − 0)
−→
k + (0 − 25)

−→
k

= −25−→
i − 25−→

j − 25
−→
k

⇒
∣∣∣−−→BC × −−→

BD
∣∣∣ =

√
(−25)2 + (−25)2 + (−25)2 =

√
3 · 252 = 25

√
3

⇒ S∆BCD = 1
2

· 25
√

3 = 25
√

3
2

ដូចេនះ S∆BCD = 25
√

3
2

ឯកតាៃផ្ទ។

៤ គណនា្របែវង AK
−−→
AK (−3, −3, 3) ⇒

∣∣∣−−→AK
∣∣∣ =

√
(−3)2 + (−3)2 + 32 = 3

√
3

ដូចេនះ AK = 3
√

3 ឯកតា្របែវង។

+ ទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអត KBCD
−−→
AK⊥(P ) ⇒ AK ជាកម្ពស់ៃនេត្រតាែអតKBCD

Vេត្រតាែអត = 1
3

· AK · S∆BCD = 1
3

· 3
√

3 · 25
√

3
2

= 75
2

ដូចេនះ VKBCD = 75
2
ឯកតាមាឌ។

VIII ១ គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

f(x) = 1 + 2
(

ln x

x

)

• lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
1 + 2

(
ln x

x

))
= 1 + 2(−∞) = −∞ េនាះ  lim

x→0+
f(x) = −∞
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞

(
1 + 2

(
ln x

x

))
= 1 + 2(0) = 1 េនាះ lim

x→+∞
f(x) = 1

កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប (C)

• េដាយ lim
x→0+

f(x) = −∞ េនាះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
• េដាយ lim

x→+∞
f(x) = 1 េនាះ បនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក

២ គណនាេដរេីវ f ′(x)

f ′(x) =
[
1 + 2

(
ln x

x

)]′

= 2
(

(ln x)′ x − x′ ln x

x2

)
= 2 − 2 ln x

x2

ដូចេនះ f ′(x) = 2 − 2 ln x

x2 ។

សិក�សញញ ៃន f ′(x)

េដាយ x2 > 0 ⇒ f ′(x) មានសញញ តាមភាគយក 2 − 2 ln x

• f ′(x) = 0 ⇔ 2 − 2 ln x = 0 ⇔ −2 ln x = −2 ⇒ ln x = 1 ⇒ x = e

• f ′(x) > 0 ⇔ 2 − 2 ln x > 0 ⇔ −2 ln x > −2 ⇒ ln x < 1 ⇒ x < e

• f ′(x) < 0 ⇔ 2 − 2 ln x < 0 ⇔ −2 ln x < −2 ⇒ ln x > 1 ⇒ x > e

េយងីបាន តារាងសញញ f ′(x) គឺ

x

f ′(x)

0 e +∞

+ 0 −

• x ∈ (0, e); f ′(x) > 0

• x ∈ (e, +∞); f ′(x) < 0

+ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
• x = e; f(e) = 1 + 2

(
ln e

e

)
= 1 + 2

e
= 1 + 0.7 = 1.7

x

f ′(x)

f(x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞

1.71.7

11

៣ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) : y = 1

• (C) : y = 1 + 2
(

ln x

x

)
• (D) : y = 1

⇒ (C) ∩ (D) ⇔ 1 + 2
(

ln x

x

)
= 1 ⇒ 2ln x

x
= 0

⇒ ln x = 0

⇒ x = 1

ដូចេនះ កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A គឺ A(1, 1) ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
+ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A

(L) : y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo)

• (L) ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ A(1, 1) ⇒ xo = 1, yo = 1

• f ′(xo) = f ′(1) = 2 − 2 ln 1
12 = 2 ; f(xo) = yo = 2

⇒ (L) : y = 2(x − 1) + 1 = 2x − 1

ដូចេនះ (L) : y = 2x − 1 ។

៤ គណនា f
(

1
2

)
• f(1

2) = 1 + 2
(

ln 1
2

1
2

)
= 1 + 4 ln 2−1 = 1 − 4 ln 2 = 1 − 4(0.7) = −1.8

ដូចេនះ f(1
2) = −1.8 ។

សង់បនា្ទ ត់ (L) អាសីុមតូត និង្រកាប (C)

• (L) : y = 2x − 1

x 0 1
2

y −1 0

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1

2

3

4

5

6

7

y = 1

y = 2x − 1

g(x) = 1 + 2
(

ln x

x

)

x′ x

y′

y
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៤៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៤

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិចពីរ Z1 =
2
(
cos π

12 + i sin π
12

)2

1 + i
√

3
និង Z2 = (1 − i)x + (1 − y)(1 + i)។

១ សរេសរ Z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត េហយីសរេសរជាទ្រមង់ពីជគណិត។
២ កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដីម្បឲី្យបាន 2Z1 − (Z2 + y − 1) = 0 (Z1 ជាចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់ៃន Z1) ។

II (១៥ពិន្ទុ)
១ េដាះ្រសាយសមីការ (E) : y′′ + 5y′ + 6y = 0 ។
២ កំណត់ចេម្លីយមួយៃនសមីការ(E) េបីេគដឹងថាបនា្ទ ត់ D : y = x − 1 ប៉ះ្រកាបៃនចេម្លីយ ្រតង់ x = 0។

III (១៥ពិន្ទុ) ្របធានវញិញ សាគណិតវទិយៃនការ្របទ្បងមួយ មានលំហាត់ពីជគណិត 6 និងធរណីមា្រត 4 ។ េបក្ខជនមា្ន ក់ៗ
្រត�វេធ្វីលំហាត់ 2 ក្នុងចំេណាមលំហាត់ទាងំ 10 េនះេទតាមការេ្រជីសេរសីរបស់ខ្លួន។
១ រកចំនួនករណីអាច។
២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ដូចតេទ៖

ក A : សិស្ស X មា្ន ក់េ្រជីសេរសីយកលំហាត់ពីជគណិតទាងំពីរ។
ខ B : សិស្ស Y មា្ន ក់េ្រជីសេរសីយកលំហាត់ធរណីមា្រតទាងំពីរ។
គ C : សិស្ស Z មា្ន ក់េ្រជីសេរសីយកលំហាត់ពីជគណិតមួយ និងលំហាត់ធរណីមា្រតមួយ។

IV (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យអនុគមន៍ f(x) = 3x2 − 5x − 2
x(x − 1)2 កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ែដល x ̸= 0, x ̸= 1។

១ កំណត់ចំនួនពិត a, b ; c េដីម្បឲី្យបាន f(x) = a

x
+ b

x − 1
+ c

(x − 1)2 ចំេពាះ្រគបx់ ̸= 0, x ̸= 1។

២ គណនា I =
∫ 3

2
f(x)dx ។

V (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យ f(x) = ex និង g(x) = ln(x + 1) + 1 ។
១ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាែខ្សេកាង (C1) : y = f(x) និង (C2) : y = g(x) មានចំណុចរមួ A(0, 1)។
២ គណនា f ′(0) និង g′(0) រចួទាញថា (C1) និង (C2) ប៉ះគា្ន ្រតង់ A ។
៣ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះរមួរវាង (C1) និង (C2) ។

VI (២០ពិន្ទុ) េនក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគឲ្យចំណុច A(0, 2, 2) និងបនា្ទ ត់ (D) ែដល

មានសមីការប៉ារ៉ាែម៉ត x = 1 + t, y = 1 − t, z = 2 − t, t ∈ R ។
១ បងា្ហ ញថាប្លង់ P : x − y − z + 4 = 0 កាត់តាមចំណុច A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។
២ ប្លង់ (P )កាតអ់័ក្ស Ox ្រតង់M, Oy ្រតង់N និង Oz ្រតង់ P ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចM, N និង P រចួសង់ចំណុច

A, M, N, P េនក្នុងត្រម�យ
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
។

៣ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ MNP ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
៤ គណនា −−→

MP × −−→
MN រចួទាញរកៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ MNP ។

VII (៣៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f(x) = 2
(

1 − ln x

x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

១ គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។
២ គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
៣ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបស់វា ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

នឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M ។
៤ សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (េគយក e = 2.7,

2
e

= 0.7 )។

៥ កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត k េដាយេ្របី្រកាប C េដីម្បឲី្យសមីការ 2
(

1 − ln x

x

)
= k មានឬស។

គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់ែដលកំណត់េដាយ្រកាប (C) អ័ក្ស (x′Ox) បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ក សរេសរ Z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត េហយីសរេសរជាទ្រមង់ពីជគណិត

Z1 =
2
(
cos π

12 + i sin π
12

)2

1 + i
√

3
=

2
(
cos π

6 + i sin π
6

)
2
(

1
2 + i

√
3

2

) =
cos π

6 + i sin π
6

cos π
3 + i sin π

3

= cos
(

π

6
− π

3

)
+ i sin

(
π

6
− π

3

)
= cos

(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតគឺ Z1 = cos
(

−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)
។

Z1 = cos
(

−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)
=

√
3

2
− 1

2
i

ដូចេនះ ទ្រមង់ពិជគណិត គឺ Z1 =
√

3
2

− 1
2

i ។

ខ កំណត់ចំនួនពិត x និង y េដីម្បឲី្យបាន 2Z1 − (Z2 + y − 1) = 0

• Z1 =
√

3
2

− 1
2

i ⇒ Z1 =
√

3
2

+ 1
2

i

• Z2 = (1 − i)x + (1 − y)(1 + i) = x − xi + 1 + i − y − yi

2Z1 − (Z2 + y − 1) = 0 ⇔ 2
(√

3
2

+ 1
2

i

)
− (x − xi + 1 + i − y − yi + y − 1) = 0

√
3 + i − x + xi − i + yi = 0(√

3 − x
)

+ (x + y) i = 0 + 0i

=⇒


√

3 − x = 0 ⇒ x =
√

3

x + y = 0 ⇒ y = −x = −
√

3

ដូចេនះ x = −
√

3 ; y = −
√

3។

II ក េដាះ្រសាយសមីការ (E) : y′′ + 5y′ + 6y = 0

(E) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 + 5r + 6 = 0 មានឫស r1 = −2 ; r2 = −3

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការ (E) គឺ y = Ae−2x + Be−3x ; A, B ∈ R។

ខ កំណត់ចេម្លីយមួយៃនសមីការ(E) េបីេគដឹងថាបនា្ទ ត់ D : y = x − 1 ប៉ះ្រកាបៃនចេម្លីយ្រតង់ x = 0

េយងីមាន ចេម្លីយៃនសមីការ (E) គឺ y = f(x) = Ae−2x + Be−3x ; A, B ∈ R

• េដាយ D : y = x − 1 ប៉ះ (E) ្រតង់ x = 0 ⇒ f ′(0) = 1 េហយី f(0) = −1

• f ′(x) =
(
Ae−2x + Be−3x

)′
= −2Ae2x − 3Be2x ⇒ f ′(0) = −1 ⇔ −2A − 3B = 1 (1)

• f(0) = −1 ⇔ A + B = −1 ⇒ A = −1 − B

យក A = −1 − B ជំនួសក្នុងសមីការ (1) េយងីបាន −2 (−1 − B) − 3B = 1 ⇒ B = 1

⇒ A = −1 − 1 = −2

ដូចេនះ ចេម្លីយមួយៃន (E) គឺ y = −2e−2x + e−3x។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
III ១ រកចំនួនករណីអាច

n(S) = C(10, 2) = 10!
8!2!

= 10 × 9
2 × 1

= 45

ដូចេនះ ចំនួនករណីអាចមានចំនួន គឺ n(S) = 45។

២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ដូចតេទ៖
ក A : សិស្ស X មា្ន ក់េ្រជីសេរសីយកលំហាត់ពីជគណិតទាងំពីរ

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(6, 2) = 6!
4!2!

= 6 × 5
2 × 1

= 15

n(S) = 45

េយងីបាន P (A) = 15
45

= 1
3

ដូចេនះ P (A) = 1
3
។

ខ B : សិស្ស Y មា្ន ក់េ្រជីសេរសីយកលំហាត់ធរណីមា្រតទាងំពីរ

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

េដាយ n(B) = C(4, 2) = 4!
2!2!

= 4 × 3
2 × 1

= 6

n(S) = 45

េយងីបាន P (B) = 6
45

= 2
15

ដូចេនះ P (B) = 2
15

គ C : សិស្ស Z មា្ន ក់េ្រជីសេរសីយកលំហាត់ពីជគណិតមួយ និងលំហាត់ធរណីមា្រតមួយ

តាមរូបមន្ត P (C) = n(C)
n(S)

េដាយ n(C) = C(6, 1)C(2, 1) = 6 × 4 = 24

n(S) = 45

េយងីបាន P (C) = 24
45

= 8
15

ដូចេនះ P (C) = 8
15

IV ១ កំណត់ចំនួនពិត a, b ; c េដីម្បឲី្យបាន f(x) = a

x
+ b

x − 1
+ c

(x − 1)2

េយងីមាន f(x) = 3x2 − 5x − 2
x(x − 1)2

f(x) = a

x
+ b

x − 1
+ c

(x − 1)2 ⇔ 3x2 − 5x − 2
x(x − 1)2 = a

x
+ b

x − 1
+ c

(x − 1)2

= a(x − 1)2 + bx(x − 1) + cx

x(x − 1)2

= ax2 − 2ax + a + bx2 − bx + cx

x(x − 1)2

= (a + b)x2 + (−2a − b + c)x + a

x(x − 1)2

=⇒


a + b = 3 (1)

−2a − b + c = −5 (2)

a = −2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
យក a = −2 ជំនួសក្នុងសមីការ (1) េយងីបាន −2 + b = 3 ⇒ b = 5

(2) : −2(−2) − 5 + c = −5 ⇒ c = −4

ដូចេនះ a = −2, b = 5, c = −4។

២ គណនា I =
∫ 3

2
f(x)dx

េយងីមាន f(x) = a

x
+ b

x − 1
+ c

(x − 1)2 = −2
x

+ 5
x − 1

− 4
(x − 1)2

⇒ I =
∫ 3

2
f(x)dx =

∫ 3

2

(
−2

x
+ 5

x − 1
− 4

(x − 1)2

)
dx

=
[
−2 ln |x| + 5 ln |x − 1| − 4 −1

x − 1

]3

2

= −2 ln 3 + 5 ln 2 + 4
2

−
(

−2 ln 2 + 5 ln 1 + 4
1

)
= −2 ln 3 + 7 ln 2 − 2

ដូចេនះ I = 7 ln 2 − 2 ln 3 − 2 ។

V ១ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាែខ្សេកាង (C1) : y = f(x) និង (C2) : y = g(x) មានចំណុចរមួ A(0, 1)

េយងីមាន f(x) = ex និង g(x) = ln(x + 1) + 1

• េដាយ f(0) = e0 = 1 ⇒ A(0, 1) ∈ (C1)

• េដាយ g(0) = ln 1 + 1 = 1 ⇒ A(0, 1) ∈ (C2)

ដូចេនះ (C1) : y = f(x) និង (C2) : y = g(x) មានចំណុចរមួ A(0, 1) ។

២ គណនា f ′(0) និង g′(0)

• f ′(x) = (ex)′ = ex ⇒ f ′(0) = e0 = 1 ដូចេនះ f ′(0) = 1

• g′(x) = (ln(x + 1) + 1)′ = 1
x + 1

⇒ g′(0) = 1
0 + 1

= 1

ដូចេនះ g′(0) = 1។

ទាញថា (C1) និង (C2) ប៉ះគា្ន ្រតង់ A េដាយ
• f ′(0) = g′(0) = 1 : ជាេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់មួយប៉ះ (C1), (C2) ្រតង់ចំនុចA(0, 1)

• f(0) = g(0) = 1 : (C1); (C2) មានចំណុចរមួ A(0, 1)

ដូចេនះ (C1) ប៉ះ (C2) ្រតង់ចំណុច A។

៣ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះរមួរវាង (C1) និង (C2)

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ (D) : y = f ′(x0)(x − x0) + y0 = x − 0 + 1 = x + 1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះរូមគឺ (D) : y = x + 1។

VI ១ បងា្ហ ញថាប្លង់ (P ) កាត់តាមចំណុច A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D)

• (P ) កាត់តាមចំណុច A លុះ្រតាែត ចំណុច A េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ នឹងប្លង់ (P )

• (P ) ែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D) លុះ្រតាែត វុចិទ័រណរម៉ាល−់→n ្រសបនឹងវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u ៃនបនា្ទ ត់ (D)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េយងីមាន A(0, 2, 2)

(P ) : x − y − z + 4 = 0 ⇒ វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់(P ) គឺ −→n (1, −1, −1)

(D) : x = 1 + t, y = 1 − t, z = 2 − t ⇒ វុចិ្របាប់ទិសៃន បនា្ទ ត(់D) គឺ −→u (1, −1, −1)

យក A(0, 2, 2) ជួសក្នុង ប្លង់(P ) េយងីបាន 0 − 2 − 2 + 4 = 0 ពិត ⇒ (P ) កាត់តាម A

−→n = −→u ⇒ −→n // −→u ⇒ (P ) ែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D)

ដូចេនះ ប្លង់(P ) កាត់តាមចំនុច A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D)។

២ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច M, N និង P

• ប្លង់ (P ) កាត់អ័ក្ស Ox ្រតង់ M េយងីបាន y = 0; z = 0 ⇒ x − 0 − 0 + 4 = 0 ⇒ x = −4

ដូចេនះ M(−4, 0, 0)។

• ប្លង់ (P ) កាត់អ័ក្ស Oy ្រតង់ N េយងីបាន x = 0, z = 0 ⇒ 0 − y − 0 + 4 = 0 ⇒ y = 4

ដូចេនះ N(0, 4, 0)។

• ប្លង់ (P ) កាត់អ័ក្ស Oz ្រតង់ P េយងីបាន x = 0, y = 0 ⇒ 0 − 0 − z + 4 = 0 ⇒ z = 4

ដូចេនះ P (0, 0, 4)។

+ សង់ចំណុច A, M, N, P

៣ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ MNP ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
M(−4, 0, 0) ; N(0, 4, 0) ; P (0, 0, 4)

• MN =
√

(0 + 4)2 + (4 − 0)2 + (0 − 0)2 = 4
√

2

• MP =
√

(0 + 4)2 + (0 − 0)2 + (4 − 0)2 = 4
√

2

• NP =
√

(0 − 0)2 + (0 − 4)2 + (4 − 0)2 = 4
√

2

េដាយ ្របែវង MN = MP = NP = 4
√

2 ដូចេនះ ∆MNP ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
៤ គណនា −−→

MP × −−→
MN

• −−→
MP (0 + 4, 0 − 0, 4 − 0) ⇒ −−→

MP (4, 0, 4)

• −−→
MN(0 + 4, 4 − 0, 0) ⇒ −−→

MN(4, 4, 0)

−−→
MP × −−→

MN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

4 0 4

4 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0 − 16) −→

i − (0 − 16) −→
j + (16 − 0)

−→
k

= −16−→
i + 16−→

j + 16
−→
k

ដូចេនះ −−→
MP × −−→

MN = −16−→
i + 16−→

j + 16
−→
k ។

+ ទាញរកៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ MNP

S∆MNP = 1
2
∣∣∣−−→MP × −−→

MN
∣∣∣ = 1

2

√
(−16)2 + (16)2 + (16)2 = 16

2
√

3 = 8
√

3

ដូចេនះ S∆MNP = 8
√

3 ឯកតាៃផ្ទ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
VII ១ គណនា lim

x→0+
f(x) និង lim

x→+∞
f(x)

េយងីមាន f(x) = 2
(

1 − ln x

x

)

• lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

2
(

1 − ln x

x

)
= 2(1 − (−∞)) = +∞ lim

x→0+
f(x) = +∞

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

2
(

1 − ln x

x

)
= 2(1 − (0)) = 2 lim

x→+∞
f(x) = 2

+ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C

• េដាយ lim
x→0+

f(x) = +∞ ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ

• េដាយ lim
x→+∞

f(x) = +∞ ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក
២ គណនាេដរេីវ f ′(x)

f ′(x) =
[
2
(

1 − ln x

x

)]′

=
(

2 − 2ln x

x

)′

= 0 − 2
(

(ln x)′ x − x′ ln x

x2

)

= −2
( 1

x
· x − ln x

x2

)
= −2 + 2 ln x

x2

ដូចេនះ f ′(x) = −2 + 2 ln x

x2 ។

+ សិក�សញញ f ′(x)

េដាយ x2 > 0 ∀x ∈ (0, +∞) ⇒ f ′(x) មានសញញ ដូចភាគយក −2 + 2 ln x

• f ′(x) = 0 ⇔ −2 + 2 ln x = 0 ⇒ ln x = 1 ⇒ x = e

• f ′(x) > 0 ⇔ −2 + 2 ln x > 0 ⇒ ln x > 1 ⇒ x > e

• f ′(x) < 0 ⇔ −2 + 2 ln x < 0 ⇒ ln x < 1 ⇒ x < e

េយងីបាន តារាងសញញ f ′(x)

x

f ′(x)

0 e +∞

− 0 +

កំណត់តៃម្លបរមាៃន f

• ្រតង់ x = e; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី − េទ + េយងីបាន f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ គឺ

f(e) = 2
(

1 − ln e

e

)
= 2 − 2

e
= 2 − 0.7 = 1.3

ដូចេនះ តៃម្លអប្បបរមាគឺ f(e) = 1.3

+ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f(x)

0 e +∞

− 0 +

+∞

1.31.3

22
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
៣ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបស់វា

• (C) : y = 2
(

1 − ln x

x

)
• (T ) : y = 2

(C) ∩ (T ) ⇔ 2
(

1 − ln x

x

)
= 2

⇔ − 2 ln x = 0

⇒ ln x = 0

⇒ x = 1

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វ M គឺ M(1, 2)។

+ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M

សមីការបនា្ទ ត់ (L) កំណត់េដាយ (L) : y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo)

• (L) ែដលប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M(1, 2) ⇒ xo = 1, f(xo) = 2

• f ′(xo) = f ′(1) = −2 + 2 ln 1
12 = −2

⇒ (L) : y = −2(x − 1) + 2 = −2x + 4

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ គឺ (L) : y = −2x + 4។

៤ សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C)

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

5

6

y = 2

y = k

y = −2x + 4

f(x) = 2
(

1 − ln x

x

)

x′ x

y′

y

៥ កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត k

សមីការ 2
(

1 − ln x

x

)
= k ជាសមីការអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) : y = k
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
តាម្រកាប សមីការ 2

(
1 − ln x

x

)
= k មានឬស លុះ្រតាែត k ≥ 1.3

ដូចេនះ k ≥ 1.3។

គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់ែដលកំណត់េដាយ្រកាប (C) អ័ក្ស (x′Ox) បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e

S =
∫ e

1
f(x)dx =

∫ e

1
2
(

1 − ln x

x

)
dx =

∫ e

1

(
2 − 2 (ln x)′ ln x

)
dx =

[
2x − 2 ln2 x

2

]e

1

= 2e − ln2 e −
(
2 − ln2 1

)
= 2e − 3

ដូចេនះ S = 2e − 3 ឯកតាៃផ្ទ។
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វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៥៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៥

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ)
១ កំណត់ចំនួនពិត a; b េដីម្បឲី្យ x1 = 1 + i

√
3 ជាឬសមួយៃនសមីការ x2 + ax + b = 0។

២ រកឬស x2 មួយេទៀតៃនសមីការ។ សរេសរ Z =
(

x1

x2

)2
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

II (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

១ lim
x→0

sin x + ex − 1
x2 + x

២ lim
x→+∞

ln x + 2
x + 1

III (១០ពិន្ទុ) េគេ្របីេលខពី 0 ដល់ 9 េដីម្បសីរេសរចំនួនែដលមានេលខ 4 ខ្ទង់ េដាយខ្ទង់េដីមដំបូង មិនេ្របីេលខ 0 េទ។
១ េតីេគអាចសរេសរបានប៉ុនា្ម នចំនួនខុសៗគា្ន តាមរេបៀបខាងេលីេនះ?
២ េតីមានប៉ុនា្ម នចំនួនែដលមានេលខទាងំ 4 ខ្ទង់ខុសៗគា្ន ?
៣ េតីមានប៉ុនា្ម នចំនួនែដលមានេលខទាងំ 4 ខ្ទង់ដូចគា្ន ?

IV (១៥ពិន្ទុ) េដាះ្រសាយសមីការ y′′ − 2y′ + 5y = 0 េដាយដឹងថា y(0) = −1 , y′(0) = 1 ។
V (១៥ពិន្ទុ)

១ កំណត់ចំនួនពិត a, b និង c េដីម្បឲី្យ 2x + 1
x2(x + 1)

= a

x
+ b

x2 + c

x + 1
ចំេពាះ្រគប់ x ែដល x ̸= 0, x ̸= −1 ។

២ គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 2

1

[
2x + 1

x2(x + 1)

]
dx ។

VI (៣០ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f(x) = 1 − ln x

x3 េហយីមានែខ្សេកាង C។
១ គណនា lim

x→+∞
f(x) និង lim

x→0+
f(x)។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃនែខ្សេកាងC។

២ បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e ។ គណនា f
(

3
√

e
)
។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

៣ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ M រវាងែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូតេដក។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ T
ែដលប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ្រតង់ចំណុច M ។

៤ សង់បនា្ទ ត់ T និងែខ្សេកាង C េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មួយ។ (យក e = 2.7, 3
√

e = 1.4,
1
3e

= 0.12 )

កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឲី្យវសិមីការ 1 − ln x

x3 > k េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយេ្របីែខ្សេកាង C ។
VII (៣៥ពិន្ទុ) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគឲ្យចំណុច A(1, 0, 1) និងវុចិទ័រ −→

AB = (−1, 2, 1) ។
១ គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច B ។ រកសមីការប្លង់ P ែដលកាត់តាមចំណុច A និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→

AB ។
២ េគឲ្យចំណុច C(2, 1, 0) និង D(1, 3, 1) ។ រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→

AC និង −−→
CD ។

គណនា −→
AB · −→

AC រចួបងា្ហ ញថា ABDC ជាចតុេកាណែកង។
៣ គណនា −→

AB × −→
AC ទាញរកៃផ្ទ្រកទបៃនចតុេកាណ ABDC ។

៤១េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
៤ រកមាឌចតុមុខ OABC ។ ទាញរកចមា្ង យពីគល់ O េទប្លង់ ABC ។

៤២េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ កំណត់ចំនួនពិត a និង b

េដីម្បឲី្យ x1 = 1 + i
√

3 ជាឬសមួយៃនសមីការ x2 + ax + b = 0

លុះ្រតាែត x2
1 + ax1 + b = 0 ⇔

(
1 + i

√
3
)2

+ a
(
1 + i

√
3
)

+ b = 0

1 + 2i
√

3 − 3 + a + ai
√

3 + b = 0

(−2 + a + b) +
(
2
√

3 + a
√

3
)

i = 0 + 0i

⇒

 −2 + a + b = 0 (1)

2
√

3 + a
√

3 = 0 (2)
(2) : 2

√
3 + a

√
3 = 0 ⇒ a = −2

(1) : −2 + a + b = 0 ⇒ −2 − 2 + b = 0 ⇒ b = 4

ដូចេនះ a = −2, b = 4។

២ រកឬស x2 មួយេទៀតៃនសមីការ
សមីការ x2 +ax+b = 0 ⇒ x2 −2x+4 = 0មាន ឫសជាចំនួនកំុផ្លិច x1 = 1+ i

√
3 ⇒ x2 = 1− i

√
3

ដូចេនះ x2 = 1 − i
√

3។

+ សរេសរ Z =
(

x1

x2

)2
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

• x1 = 1 + i
√

3 = 2
(

1
2

+ i

√
3

2

)
= 2

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
• x2 = 1 − i

√
3 = 2

(
1
2

− i

√
3

2

)
= 2

(
cos −π

3
+ i sin −π

3

)

Z =
(

x1

x2

)2
=

 2
(
cos π

3 + i sin π
3

)
2
(
cos −π

3 + i sin −π
3

)
2

=
(

cos
(

π

3
− −π

3

)
+ i sin

(
π

3
− −π

3

))2

=
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)2
= cos 4π

3
+ i sin 4π

3

ដូចេនះ Z = cos 4π

3
+ i sin 4π

3
។

II គណនាលីមីត៖
១ lim

x→0

sin x + ex − 1
x2 + x

មានរាងមិនកំណត់ 0
0

= lim
x→0

sin x+ex−1
x

x2+x
x

= lim
x→0

sin x
x

+ ex−1
x

x + 1
= 1 + 1

0 + 1
= 2

ដូចេនះ lim
x→0

sin x + ex − 1
x2 + x

= 2។

២ lim
x→+∞

ln x + 2
x + 1

= lim
x→+∞

ln x

x
·
(

1 + 2
ln x

1 + 1
x

)
= 0

(1 + 0
1 + 0

)
= 0 × 1 = 0

៤៣េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ lim

x→+∞

ln x + 2
x + 1

= 0។

III ១ រកចំនួនរេបៀបែដលេគអាចបេង្កីតចំនួនែដលមានេលខ4 ខ្ទង់
េលខែដលយកមកេ្របីមាន 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 មាន១០ករណី េហយីខ្ទង់នីមួយៗអាចដូចគា្ន េយងីបាន
• ខ្ទង់េដីមដំបូងមិនេ្របីេលខ 0 ⇒ ខ្ទង់េដីមដំបូងអាចមាន ែត 9 ករណី
• ខ្ទង់បនា្ទ ប់អាច មាន 10 ករណី
• ខ្ទង់បនា្ទ ប់េទៀតអាច មាន 10 ករណី
• ខ្ទង់ចុងេ្រកាយអាច មាន 10 ករណី

េយងីបាន ចំនួនរេបៀបែដលេគអាចបេង្កីនចំនួនែដលមានេលខ4ខ្ទង់ គឺ 9 × 10 × 10 × 10 = 9000

ដូចេនះ ចំនួនសរុបគឺ 9000 ចំនួន។

២ រកចំនួនែដលេលខទាងំ4ខ្ទង់ខុសៗគា្ន
• ខ្ទង់ដំបូងមិនយក 0 អាចមាន 9 ករណី
• ខ្ទង់បនា្ទ ប់អាចមាន 9 ករណី
• ខ្ទង់បនា្ទ ប់េទៀតអាចមាន ែត 8 ករណី
• ខ្ទង់ចុងេ្រកាយអាចមាន ែត 7 ករណី

េយងីបាន ចំនួនសរុបៃនចំនួនែដលខ្ទង់ទាងំអស់ខុសៗគា្ន គឺ 9 × 9 × 8 × 7 = 4536

ដូចេនះ ចំនួនសរុបៃនចំនួនែដលខ្ទង់ទាងំអស់ខុសៗគា្ន គឺ 4536 ចំនួន។

៣ រកចំនួនែដលេលខទាងំ4 ខ្ទង់ដូចៗគា្ន
ចំនួនែដលេលខទាងំ4 ខ្ទង់ដូចៗគា្ន មាន {(1111); (2222); (3333); (4444);

(5555); (6666); (7777); (8888); (9999)}
សរុប មាន 9 ចំនួន

ដូចេនះ ចំនួនែដលេលខទាងំ 4 ខ្ទង់ដូចៗគា្ន មាន 9 ចំនួន។

IV េដាះ្រសាយសមីការ y′′ − 2y′ + 5y = 0 េដាយដឹងថា y(0) = −1 , y′(0) = 1

សមីការ y′′ − 2y′ + 5y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ r2 − 2r + 5y = 0

∆ = b2 − 4ac = 4 − 4(5) = −16 ⇒
√

∆ = 4i

⇒ r = −b ±
√

∆
2a

= 2 ± 4i

2
= 1 ± 2i

េយងីបាន ចេម្លីយគឺ y = ex (A cos 2x + B sin 2x) ; A, B ∈ R

⇒ y′ = ex (A cos 2x + B sin 2x) + ex (−2A sin 2x + 2B cos 2x)
• y(0) = −1 ⇒ e0 (A cos 0 + B sin 0) = −1 ⇒ A = −1

• y′(0) = 1 ⇒ e0 (A cos 0 + 0) + e0 (0 + 2B cos 0) = 1 ⇒A + 2B = 1

⇒ − 1 + 2B = 1

⇒B = 1

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលគឺ y = ex (− cos 2x + sin 2x)។

៤៤េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
V ១ កំណត់ចំនួនពិត a, b និង c

2x + 1
x2(x + 1)

= a

x
+ b

x2 + c

x + 1
= ax(x + 1) + b(x + 1) + cx2

x2(x + 1)

= (a + c) x2 + (a + b)x + b

x2(x + 1)

⇒


a + c = 0 (1)

a + b = 2 (2)

b = 1

• b = 1 ⇒ (2) : a + 1 = 2 ⇒ a = 1

• a = 1 ⇒ (1) : 1 + c = 0 ⇒ c = −1

ដូចេនះ a = 1, b = 1, c = −1។

២ គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 2

1

(
2x + 1

x2(x + 1)

)
2x + 1

x2(x + 1)
= a

x
+ b

x2 + c

x + 1
= 1

x
+ 1

x2 − 1
x + 1

I =
∫ 2

1

(
2x + 1

x2(x + 1)

)
=
∫ 2

1

(1
x

+ 1
x2 − 1

x + 1

)
dx

=
[
ln |x| + −1

x
− ln |x + 1|

]2

1

= ln 2 − 1
2

− ln 3 − (ln 1 − 1 − ln 2)

= 2 ln 2 − ln 3 + 1
2

= ln 4
3

+ 1
2

ដូចេនះ I = ln 4
3

+ 1
2
។

VI ១ គណនា lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→0+

f(x)

y = f(x) = 1 − ln x

x3

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
1 − ln x

x3

)
= 1 − 0 = 1  េនាះ lim

x→+∞
f(x) = 1

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
1 − ln x

x3

)
= 1 − (−∞) = +∞ េនាះ lim

x→0+
f(x) = +∞

+ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃនែខ្សេកាង C

• េដាយ lim
x→+∞

f(x) = 1 ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក

• េដាយ lim
x→0+

f(x) = +∞ ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
២ បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3

√
e

េយងីមាន y = f(x) = 1 − ln x

x3

⇒ f ′(x) =
(

1 − ln x

x3

)′

= −(ln x)′ x3 − (x3)′ ln x

x6 = −x2 − 3x2 ln x

x6 = −1 + 3 ln x

x4

េដាយ x4 > 0 ∀x ∈ (0, +∞) េយងីាបាន f ′(x) មានសញញ តាមភាគយក −1 + 3 ln x

៤៥េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• f ′(x) = 0 ⇔ −1 + 3 ln x = 0 ⇒ ln x = 1

2
⇒ x = e

1
3 = 3

√
e

• f ′(x) > 0 ⇔ −1 + 2 ln x > 0 ⇒ ln x >
1
3

⇒ x > 3
√

e

• f ′(x) < 0 ⇔ −1 + 2 ln x < 0 ⇒ ln x <
1
3

⇒ x < 3
√

e

តារាងសញញ f ′(x)

x

f ′(x)

0+ 3
√

e +∞

− 0 +

+តាមតារាងសញញ េឃញីថា
• ្រតង់ x = 3

√
e; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី − េទ + នាឲំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ

ដូចេនះ f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e។

+ គណនា f
(

3
√

e
)

f
(

3
√

e
)

= 1 − ln 3
√

e

( 3
√

e)3 = 1 − 1
3e

= 1 − 0.12 = 0.88

+សង់តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f(x)

0+ 3
√

e +∞

− 0 +

+∞

0.880.88

11

៣ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ M រវាងែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូតេដក
• (C) : y = 1 − ln x

x3

• អាសីុមតូតេដក (d) : y = 1

(C) ∩ (d) ⇔ 1 − ln x

x3 = 1 ⇒ ln x

x3 = 0 ⇒ ln x = 0 ⇒ x = 1

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វគឺ M(1, 1)។

+ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ T ែដលប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ្រតង់ចំណុច M

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T កំណត់េដាយ (T ) : y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0)

• (T ) កាត់ (C) ្រតង់ M(1, 1) ⇒ x0 = 1, y0 = f(x0) = 1

• f ′(x0) = f ′(1) = −1 + 3 ln 1
13 = −1

នាឲំ្យ (T ) : y = −(x − 1) + 1 = −x + 2

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ(T ) គឺ (T ) : y = −x + 2។

៤ សង់បនា្ទ ត់ T និងែខ្សេកាង C

(T ) : y = −x + 2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
x 0 2

y 2 0

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

1

2

3

4

y = 1

y = −x + 2

x′ x

y′

y

f(x) = 1 − ln x

x3

+ កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឲី្យវសិមីការ 1 − ln x

x3 > k

1 − ln x

x3 > k ⇔ f(x) > k មានន័យថា្រកាប C ស្ថិតេលី បនា្ទ ត់ y = k

តាម្រកាប េឃញីថា C ស្ថិតេលី បនា្ទ ត់ y = k លុះ្រតាែត k < 0.88

ដូចេនះ k < 0.88 ។

VII ១ គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច B

េយងីមាន A(1, 0, 1) ;
−→
AB = (−1, 2, 1)

េដាយ −→
AB (xB − xA, yB − yA, zB − zA) ⇒−→

AB (xB − 1, yB − 0, zB − 1)

ែត−→
AB (−1, 2, 1)

=⇒


xB − 1 = −1

yB = 2

zB − 1 = 1

⇒


xB = 0

yB = 2

zB = 2

ដូចេនះ កូអរេដាេនះចំណុចB គឺ B(0, 2, 2)។

+ រកសមីការប្លង់ P ែដលកាត់តាមចំណុច A និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→
AB

សមីការប្លង់ P : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

• P ែដលកាត់តាមចំណុច A(1, 0, 1)

• P មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→
AB (−1, 2, 1)

នាឲំ្យ (P ) : − 1 (x − 1) + 2 (y − 0) + 1 (z − 1) = 0

− x + 2y + z = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់(P ) : −x + 2y + z = 0។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
២ រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→

AC និង −−→
CD

េយងីមាន A(1, 0, 1); C(2, 1, 0) និង D(1, 3, 1)

េយងីបាន −→
AC (2 − 1, 1 − 0, 0 − 1) ⇒ −→

AC (1, 1, −1)
−−→
CD (1 − 2, 3 − 1, 1 − 0) ⇒ −−→

CD (−1, 2, 1)

+ គណនា −→
AB · −→

AC

េយងីមាន −→
AB (−1, 2, 1) ;

−→
AC (1, 1, −1)

េយងីបាន −→
AB · −→

AC = (−1)(1) + (2)(1) + 1(−1) = 0 ដូចេនះ −→
AB · −→

AC = 0

+ បងា្ហ ញថា ABDC ជាចតុេកាណែកង
េដាយេយងីមាន
• −→

AB · −→
AC = 0 ⇒ −→

AB⊥−→
AC (1)

• −→
AB (−1, 2, 1) =

−−→
CD (−1, 2, 1) ⇒

∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
∣∣∣−−→CD

∣∣∣ (2)

តាម (1) និង (2) ដូចេនះ ABDC ជាចតុេកាណែកង។
៣ គណនា −→

AB × −→
AC

េយងីមាន −→
AB (−1, 2, 1) ;

−→
AC (1, 1, −1)

េយងីបាន −→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 2 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2 − 1) −→

i − (1 − 1) −→
j + (−1 − 2)

−→
k

= −3−→
i + 0−→

j − 3
−→
k

ដូចេនះ −→
AB × −→

AC = −3−→
i + 0−→

j − 3
−→
k ។

+ ទាញរកៃផ្ទ្រកទបៃនចតុេកាណ ABDC

SABCD =
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ =

√
(−3)2 + 02 + (−3)2 = 3

√
2

ដូចេនះ SABCD = 3
√

2 ឯកតាៃផ្ទ។

៤ រកមាឌចតុមុខ OABC

VចតុមុខOABC = 1
6
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ · AO ; AO =

√
12 + 02 + 12 =

√
2

= 1
6

· 3
√

2 ·
√

2 = 1

ដូចេនះ V = 1 ឯកតាមាឌ។

+ ទាញរកចមា្ង យពីគល់ O េទប្លង់ ABC
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
តាមរូបមន្ត Vេត្រតាែអ៊តOABC = 1

3
S∆ABC · h

⇒ h = 3V

S

h = 3V
1
2

∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ ; h = d (O, (ABC))

⇒ d(o, (ABC)) = 6V

3
√

2
= 2 · 1√

2
×

√
2√
2

=
√

2

ដូចេនះ d (O, (ABC)) =
√

2 ឯកតា្របែវង។
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៦៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៦

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) េគឲ្យចំនួនកុំផ្លិច A =
(√

3 − 1
)

+ i
(√

3 + 1
)
និង B = x + iy

1 + i
ែដល x, y ជាចំនួនពិត។

១ សរេសរ A2 ជាទ្រមង់ពិជគណិត េហយីជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។
២ សរេសរ B ជាទ្រមង់ពីជគណិត។ រក x និង y េដាយដឹងថា 2B − A2 = 0 ( B ជាចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន B )។

II (១៥ពិន្ទុ) េយងីមានសមីការ (E) : y′ − y ln 3 = 0 ។
១ រកសំណំុចេម្លីយៃន (E) ។
២ កំណត់ f ែដលជាចេម្លីយៃន (E) េដាយដឹងថា f(1) = 2 ។
៣ បងា្ហ ញថា g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយៃន (E) ។ (សមា្គ ល់ U(x) = ax េនាះ U ′(x) = ax ln a )

III (១៥ពិន្ទុ)
១ កំណត់ចំនួនពិត a, b និង c េដីម្បឲី្យបានទ្រមង់ដូចខាងេ្រកាម៖

x2 − 2x − 2
(x − 1)2(x + 2)

= a

x − 1
+ b

(x − 1)2 + c

x + 2
ចំេពាះ x ̸= −2, x ̸= 1 ។

២ គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 0

−1

(
x2 − 2x − 2

(x − 1)2(x + 2)

)
dx ។

IV (១៥ពិន្ទុ)
ក គណនាលីមីត lim

x→+∞

ex ln x + 1
x2 , x > 0 ។

ខ គណនាេដរេីវៃន y = ex ln(x + 1), x > 1 ។
ទាញរក្រពីមីទីវៃន f(x) = ex ln(x + 1) + ex + 1

x + 1
េដាយដឹងថា្រពីមីទីវេនាះេស្មីនឹង 1 ចំេពាះx = 0។

V (៣៥ពិន្ទុ) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
។  េគឲ្យចំណុច S(0, 0, 3) និងវុចិទ័រ −→u =

(1, 1, 1) ។
១ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ D ែដលកាត់តាមចំណុច S េហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ −→u ។
២ M(x, y, z) ជាចំណុចមួយេនក្នុងត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
។ គណនាផលគុណសា្ក ែល −→u · −−→

SM ។
កំណត់សមីការមួយែដលជាប់ទាក់ទងនឹង x, y, z េដីម្បឲី្យ −−→SM អរតូកូណាល់នឹងវុចិទ័រ −→u ។
េតីសំណំុចំណុច M ជាអ្វី?

៣ េគឲ្យចំណុច A(3, 0, 0) និង B(0, 3, 0) ។ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ SAB ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
៤ គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→SA × −→

SB ។ទាញរកៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ SAB ។
៥ រកសមីការែស៊្វែដលមានផ្ចិត O េហយីកាត់តាមចំណុច S, A និង B ។

VI (៣៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x ∈ D = (−∞, 0) ∪ (1, +∞) េដាយ y = f(x) = −x

2
+ ln

(
x − 1

x

)
េហយីមានែខ្សេកាង C េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មួយ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
១ គណនា lim

x→−∞
f(x), lim

x→+∞
f(x), lim

x→0−
f(x) និង lim

x→1+
f(x)។

រកសមីការអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន្រកាប C ។
២ គណនា និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) េបីដឹងថា x(x − 1) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។

គណនាតៃម្លអប្បបរមា និងអតិបរមាៃនអនុគមន៍ f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
៣ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ L : y = −x

2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C ។

៤ សង់អាសុីមតូតទាងំអស់ និង្រកាប C (េគយក ln 2 = 0.7, ln
(

1
2

)
= − ln 2 = −0.7 ) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

ែតមួយ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យសមីការ −x

2
+ ln

(
x − 1

x

)
= a មានឬសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន េដាយេ្របីែខ្សេកាង C។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ សរេសរ A2 ជាទ្រមង់ពិជគណិត
េយងីមាន A =

(√
3 − 1

)
+ i

(√
3 + 1

)
េយងីបាន

A2 =
((√

3 − 1
)

+ i
(√

3 + 1
))2

=
(√

3 − 1
)2

+ 2
(√

3 − 1
) (√

3 + 1
)

i + i2
(√

3 + 1
)2

= 3 − 2
√

3 + 1 + 2(3)i − 2(1)i −
(
3 + 2

√
3 + 1

)
= −4

√
3 + 4i

ដូចេនះ ទ្រមង់ពិជគណិតៃនA2 គឺ A2 = −4
√

3 + 4i។

+ សរេសរ A2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

A2 = −4
√

3 + 4i = 8
(

−
√

3
2

+ 1
2

i

)
= 8

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃន A2 គឺ A2 = 8
(

cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
។

២ សរេសរ B ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េយងីមាន B = x + iy

1 + i
េយងីបាន

B = x + iy

1 + i
= (x + iy) (1 − i)

(1 + i) (1 − i)
= x − xi + iy − i2y

12 − i2 = x + y + (y − x) i

1 + 1

= x + y

2
+ y − x

2
i

ដូចេនះ ទ្រមង់ពីជគណិតៃនB គឺ B = x + y

2
+ y − x

2
i។

+ រក x និង y េដាយដឹងថា 2B − A2 = 0 ( B ជាចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់ៃន B )

B = x + y

2
+ y − x

2
i ⇒ B = x + y

2
− y − x

2
i េយងីបាន

2B − A2 = 0 ⇔ 2
(

x + y

2
− y − x

2
i
)

−
(
−4

√
3 + 4i

)
= 0

x + y − yi + xi + 4
√

3 = 0

(x + y) + (−y + x)i = −4
√

3 + 4i

=⇒

 x + y = −4
√

3 (1)

−y + x = 4 ⇒ x = y + 4ជំនួសក្នុង(1)

េយងីបាន y + 4 + y = −4
√

3 ⇒ y = −2
√

3 − 2 ⇒ x = −2
√

3 + 2

ដូចេនះ x = −2
√

3 + 2, y = −2
√

3 − 2។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
II ១ រកសំណំុចេម្លីយៃន (E)

េយងីមានសមីការ (E) : y′ − y ln 3 = 0 ⇔ y′ = y ln 3
dy

dx
= y ln 3

1
y

dy = ln 3dx∫ 1
y

dy =
∫

ln 3dx

ln |y| = x ln 3 + C

|y| = ex ln 3+C

y = ±ex ln 3+C

y = ±eC × ex ln 3

y = Aex ln 3 = 3xA A = ±eC ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយៃន (E) គឺ y = Aex ln 3 = Aeln 3x = 3xA ; A ∈ R ។

២ កំណត់ f ែដលជាចេម្លីយៃន (E) េដាយដឹងថា f(1) = 2

f(x) = y = A3x ⇒ f(1) = 2 ⇔ A31 = 2 ⇒ A = 2
3

ដូចេនះ ចេម្លីយៃន (E) េដាយដឹងថា f(1) = 2 គឺ y = 2
3

× 3x = 2 · 3x−1។

៣ បងា្ហ ញថា g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយៃន (E) (សមា្គ ល់ U(x) = ax េនាះ U ′(x) = ax ln a )

g(x) ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត g′(x) − g(x) ln 3 = 0

• g(x) = 3x−1 ⇒ g′(x) = 3x−1 ln 3

េយងីបាន g′(x) − g(x) ln 3 = 3x−1 ln 3 − 3x−1 ln 3 = 0 ពិត

ដូចេនះ g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយៃន (E) ។

III ១ កំណត់ចំនួនពិត a, b និង c េដីម្បឲី្យបាន x2 − 2x − 2
(x − 1)2(x + 2)

= a

x − 1
+ b

(x − 1)2 + c

x + 2

x2 − 2x − 2
(x − 1)2(x + 2)

= a

x − 1
+ b

(x − 1)2 + c

x + 2

= a(x − 1)(x + 2) + b(x + 2) + c(x − 1)2

(x − 1)2(x + 2)

= ax2 + 2ax − ax − 2a + bx + 2b + cx2 − 2cx + c

(x − 1)2(x + 2)

= (a + c)x2 + (a + b − 2c) + (−2a + 2b + c)
(x − 1)2(x + 2)

=⇒


a + c = 1 (1)

a + b − 2c = −2 (2)

−2a + 2b + c = −2 (3)

(1) ⇒ a = 1 − c ជំនួសក្នុង (2) ⇒ 1 − c + b − 2c = −2 ⇒ b = 3c − 3

៥៤េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
យក a = 1 − c និង b = 3c − 3 ជំនួសក្នុង (3) េយងីបាន

−2(1 − c) + 2(3c − 3) + c = −2 ⇔ − 2 + 2c + 6c − 6 + c = −2

⇒ c = 2
3

⇒ a = 1 − c = 1 − 2
3

= 1
3

⇒ b = 3c − 3 = 32
3

− 3 = −1

ដូចេនះ a = 1
3

, b = −1, c = 2
3
។

២ គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 0

−1

(
x2 − 2x − 2

(x − 1)2(x + 2)

)
dx

x2 − 2x − 2
(x − 1)2(x + 2)

= a

x − 1
+ b

(x − 1)2 + c

x + 2
=

1
3

x − 1
− 1

(x − 1)2 +
2
3

x + 2

I =
∫ 0

−1

(
x2 − 2x − 2

(x − 1)2(x + 2)

)
dx =

∫ ( 1
3

x − 1
− 1

(x − 1)2 +
2
3

x + 2

)
dx

=
[1
3

ln |x − 1| − −1
x − 1

+ 2
3

ln |x + 2|
]0

−1

= 1
3

ln 1 − 1 + 2
3

ln 2 −
(1

3
ln 2 − 1

2
+ 2

3
ln 1

)
= −1 + 2

3
ln 2 − 1

3
ln 2 + 1

2

= ln 2
3

− 1
2

ដូចេនះ I = ln 2
3

− 1
2
។

IV ១ គណនាលីមីត lim
x→+∞

ex ln x + 1
x2 , x > 0

lim
x→+∞

ex ln x + 1
x2 = lim

x→+∞

(
ex

x2 ln x + 1
x2

)
= +∞(+∞) + 0 = +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

ex ln x + 1
x2 = +∞ ។

២ គណនាេដរេីវៃន y = ex ln(x + 1), x > −1

y′ = (ex ln(x + 1))′ = (ex)′ ln(x + 1) + ex (ln(x + 1))′ = ex ln(x + 1) + ex

x + 1

ដូចេនះ y′ = ex ln(x + 1) + ex

x + 1
។

+ ទាញរក្រពីមីទីវៃន f(x) = ex ln(x + 1) + ex + 1
x + 1

េដាយដឹងថា្រពីមីទីវេនាះេស្មីនឹង 1 ចំេពាះx = 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
+ ទាញរក្រពីមីទីវៃន f(x) គឺ

F (x) =
∫

f(x)dx =
∫ (

ex ln(x + 1) + ex + 1
x + 1

)
dx

=
∫ (

ex ln(x + 1) + ex

x + 1
+ 1

x + 1

)
dx

=
∫ (

y′ + 1
x + 1

)
dx

= y + ln |x + 1| + C ; C ∈ R

= ex ln(x + 1) + ln |x + 1| + C ; C ∈ R

+ េដាយ ្រពីមីទីវេនះេស្មីនឹង 1 ចំេពាះx = 0 េយងីបាន
F (0) = 1 ⇒ e0 ln 1 + ln 1 + C = 1 ⇒ C = 1

ដូចេនះ ្រពីមីទីវៃន f(x) គឺ F (x) = ex ln(x + 1) + ln |x + 1| + 1 ; x > 0។

V ក រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ D
សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ D កំណត់េដាយ

D :


x = xo + at

y = yo + bt t ∈ R

z = zo + ct

• បនា្ទ ត់ D កាត់តាម S(0, 0, 3)

• បនា្ទ ត់ D ្រសបនឹងវុចិទ័រ −→u ⇒ −→u = (1, 1, 1) ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិស

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ D គឺ D :


x = t

y = t t ∈ R

z = 3 + t

។

ខ គណនាផលគុណសា្ក ែល −→u · −−→
SM

• −→u (1, 1, 1)

• M(x, y, z)

• S(0, 0, 3)

• −−→
SM (x − 0, y − 0, z − 3) ⇒ −−→

SM (x, y, z − 3)

េយងីបាន −→u · −−→
SM = 1(x) + 1(y) + 1(z − 3) = x + y + z − 3

ដូចេនះ −→u · −−→
SM = x + y + z − 3។

+ កំណត់សមីការមួយែដលជាប់ទាក់ទងនឹង x, y, z េដីម្បឲី្យ −−→SM អរតូកូណាល់នឹងវុចិទ័រ −→u

−−→
SM⊥−→u ⇐⇒ −−→

SM · −→u = 0

⇐⇒ x + y + z − 3 = 0

ដូចេនះ ទំនាក់ទំនង x, y, z គឺ x + y + z − 3 = 0។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េដាយ ទំនាក់ទំនង x, y, z គឺ x + y + z − 3 = 0

ដូចេនះ សណំុចំណុច M(x, y, z) គឺជាប្លង់ែដលមានសមីការ x + y + z − 3 = 0។

គ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ SAB ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
SAB ជា្រតីេកាណសម័ង្ស លុះ្រតាែត ្រជ�ងទាបីំេស្មីគា្ន គឺ SA = SB = AB

• A(3, 0, 0)

• B(0, 3, 0)

• S(0, 0, 3)

• −→
SA (3 − 0, 0 − 0, 0 − 3) ⇒ −→

SA (3, 0, −3) ⇒ SA =
∣∣∣−→SA

∣∣∣ =
√

32 + 02 + (−3)2 = 3
√

2

• −→
SB (0 − 0, 3 − 0, 0 − 3) ⇒ −→

SB (0, 3. − 3) ⇒ SB =
∣∣∣−→
SB

∣∣∣ =
√

02 + 32 + (−3)2 = 3
√

2

• −→
AB (0 − 3, 3 − 0, 0 − 0) ⇒ −→

AB (−3, 3, 0) ⇒ AB =
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
√

(−3)2 + 32 = 3
√

2

េដាយ SA = SB = AB = 3
√

2 ពិត ដូចេនះ ∆SAB ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
ឃ គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→SA × −→

SB

• −→
SA (3, 0, −3)

• −→
SB (0, 3, −3)

−→
SA × −→

SB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

3 0 −3

0 3 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0 + 9) −→

i − (−9 − 0) −→
j + (9 − 0)

−→
k

= 9−→
i + 9−→

j + 9
−→
k

ដូចេនះ −→
SA × −→

SB = 9−→
i + 9−→

j + 9
−→
k

+ ទាញរកៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ SAB

S∆SAB = 1
2
∣∣∣−→SA × −→

SB
∣∣∣ = 1

2
√

92 + 92 + 92 = 1
2

· 9
√

3

ដូចេនះ S∆SAB = 9
√

3
2

ឯកតាៃផ្ទ។

ង រកសមីការែស៊្វែដលមានផ្ចិត O េហយីកាត់តាមចំណុច S, A និង B

សមីការែស៊្វ កំណត់េដាយ (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2

• ែស៊្វមានផ្ចិត O(0, 0, 0)

• ែស៊្វកាត់តាម S(0, 0, 3) េយងីបាន កាrំ = OS =
√

0 + 0 + 32 = 3

ដូចេនះ សមីការែស៊្វគឺ x2 + y2 + z2 = 9។

VI ១ គណនា lim
x→−∞

f(x), lim
x→+∞

f(x), lim
x→0−

f(x) និង lim
x→1+

f(x)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
y = f(x) = −x

2
+ ln

(
x − 1

x

)

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(
−x

2
+ ln

(
x − 1

x

))
= lim

x→−∞

(
−x

2
+ ln

(
1 − 1

x

))
= −−∞

2
+ ln 1 = +∞

ដូចេនះ lim
x→−∞

f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
−x

2
+ ln

(
x − 1

x

))
= lim

x→+∞

(
−x

2
+ ln

(
1 − 1

x

))
= −∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = −∞

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(
−x

2
+ ln

(
x − 1

x

))
= 0 + ln (+∞) = +∞ lim

x→0−
f(x) = +∞

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

(
−x

2
+ ln

(
x − 1

x

))
= −1

2
+ ln

(
0+
)

= −∞ lim
x→1+

f(x) = −∞

+ រកសមីការអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន្រកាប C

• េដាយ lim
x→1+

f(x) = −∞ ; lim
x→0−

f(x) = +∞

ដូចេនះបនា្ទ ត់ x = 1, x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ។

២ គណនា និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) េបីដឹងថា x(x − 1) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D

f ′(x) =
(

−x

2
+ ln

(
x − 1

x

))′
= −1

2
+

(
x−1

x

)′(
x−1

x

) = −1
2

+
x−(x−1)

x2
x−1

x

= −1
2

+ 1
x(x − 1)

ដូចេនះ f ′(x) = −1
2

+ 1
x(x − 1)

។

f ′(x) = −1
2

+ 1
x(x − 1)

= −x(x − 1) + 2
x(x − 1)

= −x2 + x + 2
x(x − 1)

+ េដាយ x(x − 1) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េយងីបាន f ′(x) មានសញញ ដូចភាគយក −x2 + x + 2

f ′(x) = 0 ⇔ − x2 + x + 2 = 0

∆ = b2 − 4ac = 12 − 4(−1)2 = 9 ⇒
√

∆ = 3

x1 = −b −
√

∆
2a

= −1 − 3
2(−1)

= 2

x2 = −b +
√

∆
2a

= −1 + 3
2(−1)

= −1

+ តារាងសញញ ៃន f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ −1 0 1 2 +∞

− 0 + + 0 −

• f ′(x) < 0 េពល x ∈ (−∞, −1) ∪ (2, +∞)

• f ′(x) > 0 េពល x ∈ (−1, 0) ∪ (1, 2)

+ គណនាតៃម្លអប្បបរមា និងអតិបរមាៃនអនុគមន៍ f
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
• ្រតង់ x = −1; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី − េទ + េយងីបាន f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ គឺ f(−1) =

1
2

+ ln 2 = 0.5 + 0.7 = 1.2 តៃម្លអប្បបរមាគឺ f(−1) = 1.2

• ្រតង់ x = 2; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី + េទ − េយងីបាន f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ គឺ f(2) = −1 +

ln 1
2

= −1 − ln 2 = −1 − 0.7 តៃម្លអតិបរមាគឺ f(2) = −1.7

+ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f(x)

−∞ −1 0 1 2 +∞

− 0 + + 0 −

+∞+∞

1.21.2

+∞

−∞

−1.7−1.7

−∞−∞

៣ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ L : y = −x

2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C

y = f(x) = −x

2
+ ln

(
x − 1

x

)

េដាយ lim
x→±∞

ln
(

x − 1
x

)
= lim

x→±∞
ln
(

1 − 1
x

)
= ln 1 = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x

2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប។

៤ សង់អាសីុមតូតទាងំអស់ និង្រកាប C

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

6

x = 1

y = a

y = −x

2

f(x) = −x

2
+ ln

(
x − 1

x

)

x′ x

y′

y

+ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យសមីការ −x

2
+ ln

(
x − 1

x

)
= a មានឬសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
−x

2
+ ln

(
x − 1

x

)
= a គឺជាសមីការអាប់សីុសរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ y = a

+ តាម្រកាបេយងីបាន
• សមីការមានឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែត a ∈ (1.2, +∞)

ដូចេនះ a ∈ (1.2, +∞)
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៧៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៧

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យចំនួនកុំផ្លិច Z = x + iy និង W = cos α + i sin α ែដល x និង y ជាចំនួនពិតខុសពី 0 េហយី α ជា
ចំនួនពិត។
១ កំណត់ទំនាក់ទំនងរវាង x និង y េដីម្បឲី្យ |Z| = |W | ។
២ ក្នុងលក្ខខណ្ឌ |Z| = |W | ចូរបងា្ហ ញថា 1

Z
= Z ។

៣ រក x និង y រចួរក α េដីម្បឲី្យ Z = 1, W = 1 ។
II (១៥ពិន្ទុ) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
េគឲ្យែខ្សេកាង (E) : (x − 4)2

25
+ y2

9
= 1 ។

១ បញ្ជ ក់្របេភទៃនែខ្សេកាង (E) រចួបញ្ជ ក់កូអរេដាេនៃនផ្ចិត កំណំុ កំពូល និងចំណុច្របសព្វ រវាង (E) និង អ័ក្សតូច។
២ សង់ (E) ។

III (១៥ពិន្ទុ) ្រក�ចត្លុង 20 ែផ្លែដលដាក់លក់មាន 16 ែផ្លមានរសជាតិែផ្អម និង 4 ែផ្លេទៀតមានរសជាតិជូរ។
អ្នកទិញមា្ន ក់េ្រជីសេរសីយក្រក�ច 3 ែផ្លេដាយៃចដន្យ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖
១ A : ្រក�ចទាងំ 3 ែផ្លសុទ្ធែតជូរ។
២ B : ្រក�ចទាងំ 3 ែផ្លសុទ្ធែតែផ្អម។
៣ C : យ៉ាងតិចមាន្រក�ច 1 ែផ្លមានរសជាតិែផ្អម។

IV (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល f ′′ + 2f ′ = 0 ។
១ េគតាង g = f ′ ។ បងា្ហ ញថា g ជាចេម្លីយៃនសមីការ g′ + 2g = 0 ។
២ េដាះ្រសាយសមីការ g′ + 2g = 0 រចួទាញរកចេម្លីយៃនសមីការ f ′′ + 2f ′ = 0 ។
៣ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចេម្លីយេនសំណួរ២ េដាយេដាះ្រសាយសមីការ f ′′ + 2f ′ = 0 តាមសមីការសមា្គ ល់។

V (៣០ពិន្ទុ) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
មួយេគមានចំណុច A(−1, 1, 0);B(2, 0, 1);

C(1, 2, 2); D(0, 1, −2) និង M(x, y, z) ។
១ រកទំនាក់ទំនងរវាង x, y និង z េដីម្បឲី្យ −−→AM ែកងនឹង −−→

BM ។ េតីសំណំុចំណុចៃនចំណុច M ជាអ្វី?
២ គណនា −→n =

−−→
BC × −−→

BD ។
រកចំនួនពិត m េដីម្បឲី្យៃផ្ទ្រកទប S ៃន ∆BCD េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព S = 3

√
em ។

៣ រកសមីការប្លង់BCD។
រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ N រវាងប្លង់BCDនិងបនា្ទ ត់ L : x − 1

1
= y + 1

−1
= z

1
។

៤ គណនាចមា្ង យពីចំណុច A េទប្លង់ BCD ។ រចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊ត ABCD ។
VI (៣៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ y = f(x) = −x − 2 + 4ex

ex + 1
េហយី មានែខ្សេកាង C

េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
មួយែដលមានឯកតា 1cm ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
១ គណនា lim

x→−∞
f(x) និង lim

x→+∞
f(x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C កាលណា x → −∞ ។

២ គណនា f ′(x) េហយីបងា្ហ ញថា f ′(x) ≤ 0, x ∈ R ។គណនា f ′(0) , f(0) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
៣ បងា្ហ ញថាគល់កូអរេដាេន O ជាចំណុចរបត់ និងជាផ្ចិតឆ្លុះរបស់ែខ្សេកាង C ។

៤ រក f(3)រចួសង់ែខ្សេកាងC (េគយក e3 = 20)។េដាះ្រសាយវសិមីការ 4ex

ex + 1
≥ x + 2េដាយេ្របីែខ្សេកាង C។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ កំណត់ទំនាក់ទំនងរវាង x និង y េដីម្បឲី្យ |Z| = |W |

េយងីមាន Z = x + iy និង W = cos α + i sin α េយងីបាន

|Z| = |W | ⇔
√

x2 + y2 =
√

cos2 α + sin2 α

⇔ x2 + y2 = cos2 α + sin2 α = 1

ដូចេនះ ទំនាក់ទំនងរវាង x និង y េដីម្បឲី្យ |Z| = |W | គឺ x2 + y2 = 1។

២ ក្នុងលក្ខខណ្ឌ |Z| = |W | ចូរបងា្ហ ញថា 1
Z

= Z

ក្នុងលក្ខខណ្ឌ |Z| = |W | គឺ x2 + y2 = 1 ⇔ (x + iy)(x − iy) = 1

⇒ x − iy = 1
x + iy

⇔ Z = 1
Z

ដូចេនះ 1
Z

= Z។

៣ រក x និង y រចួរក α េដីម្បឲី្យ Z = 1, W = 1

េដាយ Z = x + iy េដីម្បឲី្យ Z = 1 លុះ្រតាែត x = 1, y = 0 ដូចេនះ x = 1, y = 0

េដាយ W = cos α + i sin α េដីម្បឲី្យ W = 1 លុះ្រតាែត cos α = 1, sin α = 0

⇒ α = 2kπ; k ∈ Z

ដូចេនះ α = 2kπ ; k ∈ Z។

II ១ បញ្ជ ក់្របេភទៃនែខ្សេកាង (E)

េដាយ (E) : (x − 4)2

25
+ y2

9
= 1 ⇔ (x − 4)2

52 + (y − 0)2

32 = 1

ដូចេនះ (E) ជាសមីការេអលីបែដលមានអ័ក្សធំជាអ័ក្សេដក។

បញ្ជ ក់កូអរេដាេនៃនផ្ចិត កំណំុ កំពូល និងចំណុច្របសព្វរវាង (E) និង អ័ក្សតូច
• h = 4, k = 0 ; a = 5, b = 3 ; c2 = a2 − b2 = 25 − 9 = 16 ⇒ c = 4

• ផ្ចិត I(h, k) ⇒ ផ្ចិត I(4, 0)

• កំណំុ F1(h − c, k); F2(h + c, k) ⇒ កំណំុ F1(0, 0); F2(8, 0)

• កំពូល V1(h − a, k) ; V2(h + a, k) ⇒ កំពូល V1(−1, 0); V2(9, 0)

• ចំណុច្របសព្វរវាង(E) និងអ័ក្សតូច

(E) ∩ (y′oy) ⇔ x = 0 ⇒(0 − 4)2

25
+ y2

9
= 1

y2

9
= 1 − 16

25

y2 = 9
25

× 9 ⇒ y = ±
√

81
25

= ±9
5
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វរវាង(E) និងអ័ក្សតូច គឺ

(
0, −9

5

)
;
(

0,
9
5

)
។

២ សង់ (E)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10−1−2−3
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

(x − 4)2

25
+ y2

9
= 1

x′ x

y

y′

III រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
១ A : ្រក�ចទាងំ 3 ែផ្លសុទ្ធែតជូរ

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(4, 3) = 4!
1!3!

= 4

n(S) = C(20, 3) = 20!
17!3!

= 20 × 19 × 18
3 × 2 × 1

= 20 × 19 × 3 = 1140

េយងីបាន P (A) = 4
1140

= 1
285

ដូចេនះ P (A) = 1
285

។

២ B : ្រក�ចទាងំ 3 ែផ្លសុទ្ធែតែផ្អម
តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)

n(S)
េដាយ n(B) = C(16, 3) = 16!

13!3!
= 16 × 15 × 14

3 × 2 × 1
= 8 × 5 × 14 = 560

n(S) = 1140

េយងីបាន P (B) = 560
1140

= 8 × 5 × 14
20 × 19 × 3

= 28
57

ដូចេនះ P (B) = 28
57
។

៣ C : យ៉ាងតិចមាន្រក�ច 1 ែផ្លមានរសជាតិែផ្អម
តាមរូបមន្ត P (C) = 1 − P (A) = 1 − 1

285
= 284

285

ដូចេនះ P (C) = 284
285

។

IV ១ េគតាង g = f ′ បងា្ហ ញថា g ជាចេម្លីយៃនសមីការ g′ + 2g = 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េយងីមាន សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល f ′′ + 2f ′ = 0 ⇔ (f ′)′ + 2f ′ = 0

⇔ g′ + 2g = 0

ដូចេនះ g = f ′ ជាចេម្លីយៃន g′ + 2g = 0។

២ េដាះ្រសាយសមីការ g′ + 2g = 0

g′ + 2g = 0 ⇒ g′ = −2g ⇔ dg

dx
= −2g ⇔

∫ 1
g

dg =
∫

−2dx ⇒ ln |g| = −2x + C

⇒g = Ae−2x; A ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការ g′ + 2g = 0 គឺ g(x) = Ae−2x ; A ∈ R។

+ ទាញរកចេម្លីយៃនសមីការ f ′′ + 2f ′ = 0

េដាយ f ′ = g ⇒ f =
∫

g(x)dx =
∫

Ae−2xdx

= −A

2
e−2x + C

= −A

2
e−2x + C ; A, C ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការ f ′′ + 2f ′ = 0 គឺ f(x) = −A

2
e−2x + C ; A, C ∈ R។

៣ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចេម្លីយេនសំណួរ២ េដាយេដាះ្រសាយសមីការ f ′′ + 2f ′ = 0 តាមសមីការសមា្គ ល់
សមីការសមា្គ ល់គឺ r2 + 2r = 0 ⇔ r(r + 2) = 0 ⇒ r = 0, r = −2 េយងីបាន ចេម្លីយៃនសមីការ គឺ
f(x) = Ae0x − Be−2x = −Be−2x + A = −A

2
e−2x + C ; B = A

2
; C = A, C, A ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយេនសំណួរទី២ ្រតឹម្រត�វ។

V ១ រកទំនាក់ទំនងរវាង x, y និង z េដីម្បឲី្យ −−→AM ែកងនឹង −−→
BM

−−→
AM⊥−−→

BM ⇐⇒ −−→
AM · −−→

BM = 0

A(−1, 1, 0); B(2, 0, 1); M(x, y, z)

• −−→
AM (x + 1, y − 1, z − 0) ⇒ −−→

AM (x + 1, y − 1, z)

• −−→
BM (x − 2, y − 0, z − 1) ⇒ −−→

BM (x − 2, y, z − 1)
−−→
AM · −−→

BM = (x + 1)(x − 2) + (y − 1)y + z(z − 1)

= x2 − 2x + x − 2 + y2 − y + z2 − z

= x2 − x + y2 − y + z2 − z − 2

=
(
x − 1

2

)2
−
(

1
2

)2
+
(
y − 1

2

)2
−
(

1
2

)2
+
(
z − 1

2

)2
−
(

1
2

)2
− 2

=
(
x − 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
+
(
z − 1

2

)2
− 2 − 3

4

=
(
x − 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
+
(
z − 1

2

)2
− 11

4

−−→
AM · −−→

BM = 0 ⇔
(
x − 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
+
(
z − 1

2

)2
− 11

4 = 0

ដូចេនះ ទំនាក់ទំនងរវាង x, y និង z េដីម្បឲី្យ −−→AM ែកងនឹង −−→
BM គឺ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)(
x − 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
+
(
z − 1

2

)2
= 11

4

+ េតីសំណំុចំណុចៃនចំណុច M ជាអ្វី?
តាមទំនាក់ទំនង

(
x − 1

2

)2
+
(
y − 1

2

)2
+
(
z − 1

2

)2
= 11

4

េយងីបាន សំណំុចំនុច M(x, y, z) គឺជាែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត
(1

2
,
1
2

,
1
2

)
និងកាrំ =

√
11
4

=
√

11
2

២ គណនា −→n =
−−→
BC × −−→

BD

B(2, 0, 1); C(1, 2, 2); D(0, 1, −2)

• −−→
BC (1 − 2, 2 − 0, 2 − 1) ⇒ −−→

BC (−1, 2, 1)

• −−→
BD (0 − 2, 1 − 0, −2 − 1) ⇒ −−→

BD (−2, 1, −3)

−→n =
∣∣∣−−→BC × −−→

BD
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 2 1

−2 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−6 − 1) −→

i − (3 + 2) −→
j + (−1 + 4)

−→
k

= −7−→
i − 5−→

j + 3
−→
k

ដូចេនះ −→n (−7, −5, 3)។

+ រកចំនួនពិត m េដីម្បឲី្យៃផ្ទ្រកទប S ៃន ∆BCD េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព S = 3
√

em

S∆BCD = 1
2
∣∣∣−−→BC × −−→

BD
∣∣∣ = 1

2

√
(−7)2 + (−5)2 + 32 = 1

2
√

83

S∆BCD = 3
√

em ⇒ 3
√

em =
√

83
2

⇔ e
m
3 =

(83
4

) 1
2

⇒ m

3
= ln

(83
4

) 1
2

⇒ m = 3
2

ln 83
4

ដូចេនះ m = 3
2

ln 83
4
។

៣ រកសមីការប្លង់ BCD

ប្លង់ BCD : a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

• ប្លង់BCD កាត់តាមចំណុច B(2, 0, 1)

• វុចិទ័រ −→n (−7, −5, 3) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន ប្លង់BCD

នាឲំ្យសមីការប្លង់ BCD : − 7(x − 2) − 5(y − 0) + 3(z − 1) = 0

− 7x − 5y + 3z + 11 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់BCD : −7x − 5y + 3z + 11 = 0។

+ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ N រវាងប្លង់ BCD និងបនា្ទ ត់ L
• BCD : −7x − 5y + 3z + 11 = 0 (1)

• L : x − 1
1

= y + 1
−1

= z

1
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
– x − 1

1
= z

1
⇒ x = z + 1 (2)

– y + 1
−1

= z

1
⇒ y = −z − 1 (3)

យក (2), (3) ជួសក្នុងសមីការ (1) េយងីបាន −7(z + 1) − 5(−z − 1) + 3z + 11 = 0 ⇒ z = −9

⇒ x = −9 + 1 = −8 ; y = −(−9) − 1 = 8

ដូចេនះ ចំណុចN (−8, 8, −9)។

៤ គណនាចមា្ង យពីចំណុច A េទប្លង់ BCD

• A(−1, 1, 0)

• BCD : −7x − 5y + 3z + 11 = 0

D(A, (BCD)) = |−7(−1) − 5(1) + 3(0) + 11|√
(−7)2 + (−5)2 + 32

= 13√
83

×
√

83√
83

= 13
√

83
83

ដូចេនះ D(A, (BCD)) = 13
√

83
83

ឯកតា្របែវង។

+ ទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊ត ABCD

VABCD = 1
3

· S∆BCD · h ; h = D(A, (BCD))

= 1
3

×
√

83
2

× 13
√

83
83

= 13
6

ដូចេនះ VABCD = 13
6
ឯកតាមាឌ

VI ១ គណនា lim
x→−∞

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

y = f(x) = −x − 2 + 4ex

ex + 1

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(
−x − 2 + 4ex

ex + 1

)
= −(−∞) − 2 + 0

0 + 1
= +∞

ដូចេនះ lim
x→−∞

f(x) = +∞។

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
−x − 2 + 4ex

ex + 1

)
= −(+∞) − 2 + 4

1 + 0
= −∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = −∞។

+ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C កាលណា x → −∞

y = f(x) = −x − 2 + 4ex

ex + 1
េដាយ lim

x→−∞

ex

ex + 1
= 4(0)

0 + 1
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ តy់ = −x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត។

+ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C កាលណា x → +∞

y = f(x) = −x + 2 − 4 + 4ex

ex + 1
េដាយ lim

x→−∞

[
−4 + 4 ex

ex + 1

]
= −4 + 4 = 0

ដូចេនះ បនា្ទ តy់ = −x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
២ គណនា f ′(x)

f ′(x) =
(

−x − 2 + 4ex

ex + 1

)′
= −1 + (4ex)′ (ex + 1) − (4ex) (ex + 1)′

(ex + 1)2

= −1 + 4e2x + 4ex − 4e2x

(ex + 1)2

= −e2x − 2ex − 1
(ex + 1)2 + 4ex

(ex + 1)2

= − (e2x − 2ex + 1)
(ex + 1)2 = −(ex − 1)2

(ex + 1)2

ដូចេនះ f ′(x) = −(ex − 1)2

(ex + 1)2។

+ បងា្ហ ញថា f ′(x) ≤ 0, x ∈ R

f ′(x) = −(ex − 1)2

(ex + 1)2 < 0 ∀x ∈ R េ្រពាះ (ex − 1)2

(ex + 1)2 > 0

ដូចេនះ f ′(x) < 0 ∀x ∈ R។

+ គណនា f ′(0) , f(0)

• f ′(0) = −(e0 − 1)2

(e0 + 1)2 = −0
4

= 0 f ′(0) = 0

• f(0) = −0 − 2 + 4e0

e0 + 1
= −2 + 2 = 0 f(0) = 0

+ តារាងអេថរភាពៃនf

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 +∞

− 0 −

+∞+∞

−∞−∞
0

៣ បងា្ហ ញថាគល់កូអរេដាេន O ជាចំណុចរបត់ និងជាផ្ចិតឆ្លុះរបស់ែខ្សេកាង C

f ′′(x) =
(

−(ex − 1)2

(ex + 1)2

)′

= −2ex (ex − 1) (ex + 1)2 + 2ex (ex + 1) (ex − 1)2

(ex + 1)4

= −2ex (ex − 1) (ex + 1) + 2ex (ex − 1)2

(ex + 1)2

= −2e3x − 2e2x + 2e2x + 2ex + 2e3x − 4e2x + 2ex

(ex + 1)3

= 4ex − 4e2x

(ex + 1)3 = 4ex (1 − ex)
(ex + 1)3

+ f ′′(x) មានសញញ តាម 1 − ex

• f ′′(x) = 0 ⇔ 1 − ex = 0 ⇒ 1 = ex ⇒ x = 0

• f ′′(x) < 0 ⇔ 1 − ex < 0 ⇒ 1 < ex ⇒ x > 0

• f ′′(x) > 0 ⇔ 1 − ex > 0 ⇒ 1 > ex ⇒ x < 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
+ តារាងសញញ f ′′(x)

x

f ′′(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

• ្រតង់x = 0, f ′′(0) = 0 េហយីវាប្តូរសញញ ពីរ + េទ − ដូចេនះ េយងីបាន f មានចំនុចរបត់មួយ្រតង់ x =

0, f(0) = 0

ដូចេនះ គល់ O(0, 0) ជាចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង។

+ បងា្ហ ញថាគលO់(0, 0) ជាផ្ចិតឆ្លុះ
O(0, 0) ជាផ្ចិតឆ្លុះ លុះ្រតាែត f(2 × 0 − x) + f(x) = 2 × 0 ⇔ f(−x) + f(x) = 0

• f(x) = −x − 2 + 4ex

ex + 1
• f(−x) = x − 2 + 4e−x

e−x + 1
= x − 2 + 4

1 + ex

⇒ f(−x) + f(x) = −4 + 4ex

ex + 1
+ 4

ex + 1
= −4 + 4

(
ex + 1
ex + 1

)
= 0 ពិត

ដូចេនះ គលO់(0, 0) ជាផ្ចិតឆ្លុះ។

៤ រក f(3)

f(3) = −3 − 2 + 4e3

e3 + 1
= −5 + 4e3

e3 + 1
= −1.19 f(3) = −1.19

+ សង់ែខ្សេកាង C

• y = −x − 2
x 0 −2

y −2 0

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

y = −x + 2

y = −x − 2

f(x) = −x − 2 + 4ex

ex + 1

x′ x

y′

y
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
+ េដាះ្រសាយវសិមីការ 4ex

ex + 1
≥ x + 2 េដាយេ្របីែខ្សេកាង C

4ex

ex + 1
≥ x + 2 ⇔ −x − 2 + 4ex

ex + 1
≥ 0 ⇔ f(x) ≥ 0

តាម្រកាប f(x) ≥ 0 លុះ្រតាែត x ∈ (−∞, 0]
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៨៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៨

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) សរេសរ A = 2(1 + i)2

1 − i
√

3
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត េហយីជាទ្រមង់ពីជគណិត។

II (១៥ពិន្ទុ) េមបញ្ជ ការកងទ័ពការពារ្រពំែដន បានបេង្កីតចំនួនសមា្ង ត់ែដលជាចំនួនគត់មានេលខបីខ្ទង់ េហយីេលខទាងំបីខ្ទង់េនាះ
ខុសៗគា្ន េដាយេ្របីេលខក្នុងចំេណាមេលខពី 1 ដល់ 9 ។
១ េតីេមបញ្ជ ការអាចបេង្កីតចំនួនសមា្ង ត់បានទាងំអស់ប៉ុនា្ម នរេបៀបខុសៗគា្ន ។
២ េមបញ្ជ ការបានេ្រជីសេរសីយកចំនួនសមា្ង ត់មួយេដាយៃចដន្យ េដីម្បេី្របីការក្នុងេពល េចញេធ្វី្របតិបត្តិការសឹក។

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍នីមួយៗ៖
ក A : «ចំនួនសមា្ង ត់ជាចំនួនគត់គូ»
ខ B : « ចំនួនសមា្ង ត់ជាចំនួនគត់េសស»

III (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ − 3y′ + 2y = 2x + 1 ។
១ េដាះ្រសាយសមីការ(E1) : y′′ − 3y′ + 2y = 0។កំណត់ចេម្លីយ f ៃន (E1) ែដល f(0) = 3 និង f ′(0) = 4 ។
២ កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឲី្យ g(x) = ax + b ជាចេម្លីយៃន (E) ។

IV (១៥ពិន្ទុ)
១ រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិត កំពូល និងកណំុំៃនេអលីប (E) : 4x2 + 9y2 − 8x + 36y + 4 = 0 ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាលម់ាន

ទិសេដវជិ្ជមាន
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
។

២ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង(E)និងអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យេហយីសង់េអលីប(E)។េដាយយក4
√

2
3

= 1.9។
V (៣៥ពិន្ទុ) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាលម់ានទិសេដវជិ្ជមាន

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
មួយមានចំណុចA(2, 2, 0), B(0, 2, 2), C(1, 0, 1)។

១ រកសមីការែស៊្វ S ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត AB ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វទាងំពីររវាងែស៊្វ S និងបនា្ទ ត់ d សមីការប៉ារ៉ាែម៉
ត x = 1 + t, y = 2 និង z = 1 + t ែដល t ជាចំនួនពិត។

២ រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រផលគុណ −→n =
−→
CA × −−→

CB គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន ∆ABC ។ រកសមីការប្លង់ ABC ។
៣ ប្លង់ ABC ជួប (Ox) ្រតង់ M និងជួប Oz ្រតង់ N ។ រកកូអរេដានៃនចំណុច M និង N ។

បងា្ហ ញថា −→
AB =

−−→
MN និង −−→

MA · −−→
MN = 0 ។ ទាញបញ្ជ ក់ថា ABNM ជាចតុេកាណែកង។

៤ រកចមា្ង យពីចំណុច D(0, 2, 0) េទប្លង់ ABC ។ទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊ត DBCA ។
VI (៣៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតវជិ្ជមាន x េដាយ y = f(x) = −x − 4 ln x

x
េហយីមានែខ្សេកាង (C)

េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
មួយ។

១ គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ។
២ បងា្ហ ញថាបនា្ទ តL់ : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប(C)។ សិក�ទីតាងំរវាង្រកាប(C) និងបនា្ទ តL់។
៣ បងា្ហ ញថាេដរេីវ f ′(x) < 0 េបីេគដឹងថា x2 + 4 − 4 ln x > 0 ចំេពាះ x > 0 ។សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ បនា្ទ ត់D
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A េហយី្រសបនឹង បនា្ទ ត់ L ។
រកកូអរេដាេនៃនចំណុច A និងសមីការៃនបនា្ទ ត់ D ។

៤ សង់ L, D និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យ
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
េដាយយក e = 2.7,

4
e

= 1.5 ។
េគយក S(a) ជាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាបC និងអាសីុមតូតេ្រទត L ែដល្រត�វនឹង 1 ≤ x ≤ a។
រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យ S(a) = 2 ឯកតាៃផ្ទ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I សរេសរ A = 2(1 + i)2

1 − i
√

3
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត េហយីជាទ្រមង់ពីជគណិត

េដាយ 1 + i =
√

2
(√

2
2

+ i

√
2

2

)
=

√
2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)

⇒(1 + i)2 =
[√

2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)]2
= 2

(
cos π

2
+ i sin π

2

)

1 − i
√

3 = 2
(

1
2

−
√

3
2

i

)
= 2

(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)

េយងីបាន A = 2(1 + i)2

1 − i
√

3
=

2 · 2
(
cos π

2 + i sin π
2

)
2
(
cos 5π

3 + i sin 5π
3

) = 2
[
cos

(
π

2
− 5π

3

)
+ i sin

(
π

2
− 5π

3

)]

= 2
(

cos −7π

6
+ i sin −7π

6

)
= 2

(
cos −12π + 5π

6
+ i sin −12π + 5π

6

)

= 2
[
cos

(
−2π + 5π

6

)
+ i sin

(
−2π + 5π

6

)]
= 2

(
cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)

ដូចេនះ ទ្រមង់ធរណីមា្រតៃនA គឺ A = 2
(

cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
។

េដាយ A = 2
(

cos 5π

6
+ i sin 5π

6

)
= 2

(
−

√
3

2
+ i

1
2

)
= −

√
3 + i

ដូចេនះ ទ្រមង់ពិជគណិតៃនA គឺ A = −
√

3 + i។

II ១ រកចំនួនរេបៀបែដលេមបញ្ជ ការអាចបេង្កីតចំនួនសមា្ង ត់
េដាយ ចំនួនសមា្ង ត់មានេលខបីខ្ទង់ េហយីេលខទាងំបីខ្ទង់េនាះខុសៗគា្ន ែដលេ្របីេលខពី 1 ដល់ 9
េយងីបាន ខ្ទង់ទីមួយអាចមានចំនួន 9 ករណី

ខ្ទង់ទីពីរអាចមានចំនួនែត 8 ករណី
ខ្ទង់ទីបីអាចមានចំនួនែត 7 ករណី

េយងីបាន ចំនួនរេបៀបសរុបគឺ 9 × 8 × 7 = 504

ដូចេនះ ចំនួនរេបៀបែដលអាចបេង្កីតចំនួនសមា្ង ត់មាន 504 រេបៀប។

២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
១ A : «ចំនួនសមា្ង ត់ជាចំនួនគត់គូ»

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

• ចំនួនសមា្ង ត់ជាចំនួនគូ មានន័យថា េលខខាងចុងជាេលខគូ 2, 4, 6, 8 មាន 4 ករណី
ខ្ទង់រយមានែត 8 ករណី
ខ្ទង់ដប់មានែត 7 ករណី

⇒ n(A) = 8 × 7 × 4 = 224

• n(S) = 504

េយងីបាន P (A) = 224
504

= 8 × 7 × 4
9 × 8 × 7

= 4
9
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ P (A) = 4

9
។

២ B : « ចំនួនសមា្ង ត់ជាចំនួនគត់េសស»
តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)

n(S)
• ចំនួនសមា្ង ត់ជាចំនួនេសស មានន័យថា េលខខាងចុងជាេលខេសស 1, 3, 5, 7, 9 មាន 5 ករណី

ខ្ទង់រយមានែត 8 ករណី
ខ្ទង់ដប់មានែត 7 ករណី

⇒ n(A) = 8 × 7 × 5 = 280

• n(S) = 504

េយងីបាន P (B) = 280
504

= 8 × 7 × 5
9 × 8 × 7

= 5
9

ដូចេនះ P (A) = 5
9
។

III សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ − 3y′ + 2y = 2x + 1

១ េដាះ្រសាយសមីការ(E1) : y′′ − 3y′ + 2y = 0

(E1) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 − 3r + 2 = 0 មានឬស r1 = 1, r2 = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការ (E1) គឺ y = Aex + Be2x ; A, B ∈ R។

+ កំណត់ចេម្លីយ f ៃន (E1) ែដល f(0) = 3 និង f ′(0) = 4

ចេម្លីយៃន(E1) គឺ y = f(x) = Aex + Be2x ⇒ f ′(x) = Aex + 2Be2x

• f(0) = 3 ⇒ Ae0 + Be0 = 3 ⇒ A + B = 3 (1)

• f ′(0) = 4 ⇒ Ae0 + 2Be0 = 4 ⇒ A + 2B = 4 (2)

(1) : A + B = 3 ⇒ A = 3 − B ជំនួសក្នុង (2)

េយងីបាន 3 − B + 2B = 4 ⇒ B = 1 ; A + B = 3 ⇒ A = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយ f ៃន(E1) គឺ y = f(x) = 2ex + e2x។

២ កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឲី្យ g(x) = ax + b ជាចេម្លីយៃន (E)

g(x) ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត g′′(x) − 3g′(x) + 2g(x) = 2x + 1

g(x) = ax + b ⇒ g′(x) = a

⇒ g′′(x) = 0

េយងីបាន 0 − 3a + 2 (ax + b) = 2x + 1

−3a + 2ax + 2b = 2x + 1

2ax + (2b − 3a) = 2x + 1

⇒

 2a = 2 ⇒ a = 1

2b − 3a = 1 ⇒ 2b − 3 = 1 ⇒ b = 2

ដូចេនះ a = 1, b = 2។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
IV ១ រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិត កំពូល និងកំណំុៃនេអលីប (E) : 4x2 + 9y2 − 8x + 36y + 4 = 0

(E) : 4x2 + 9y2 − 8x + 36y + 4 = 0

⇔ 4
(
x2 − 2x + 1

)
− 4 + 9

(
y2 + 4y + 4

)
− 9(4) + 4 = 0

⇔ 4 (x − 1)2 + 9 (y + 2)2 = 36

⇔ 4 (x − 1)2

36
+ 9(y + 2)2

36
= 36

36

⇔ (x − 1)2

9
+ (y + 2)2

4
= 1

⇔ (x − 1)2

32 + (y + 2)2

22 = 1

េយងីបាន
• អ័ក្សធំៃនេអលីប ជាអ័ក្សេដក
• h = 1, k = −2 ; a = 3, b = 2 ; c2 = a2 − b2 = 9 − 4 = 5 ⇒ c =

√
5

• ផ្ចិត(h, k) ⇒ ផ្ចិត(1, −2)

• កំពូល V1(h − a, k); V2(h − a, k) ⇒ កំពូល V1(−2, −2); V2(4, −2)

• កំណំុ F1(h − c, k); F2(h + c, k) ⇒ កំណំុ F1(1 −
√

5, −2); F2(1 +
√

5, −2)

២ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាង (E) និងអ័ក្សទាងំពីរៃនត្រម�យេហយីសង់េអលីប (E)

• (E) ∩ (x′ox) ⇔ y = 0 ⇒(x − 1)2

9
+ (0 + 2)2

4
= 1

(x − 1)2

9
= 0

(x − 1)2 = 0

(x − 1)(x − 1) = 0 ⇒ x1 = x2 = 1

ដូចេនះ (E) កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ x = 1។

• (E) ∩ (y′oy) ⇔ x = 0 ⇒ (0 − 1)2

9
+ (y + 2)2

4
= 1

1
9

+ (y + 2)2

4
= 1

(y + 2)2

4
= 8

9
(y + 2)2 = 32

9

y + 2 = ±
√

32
9

y = −2 ± 4
√

2
3

= −2 ± 1.9

⇒ y1 = −2 + 1.9 = −0.1

y2 = −2 − 1.9 = −3.9

ដូចេនះ (E) កាត់អ័ក្សអរេដាេន្រតង់ y = −0.1 និង y = −3.9។

+ សង់េអលីប
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

1

2
(x − 1)2

9
+ (y + 2)2

4
= 1

x′ x

y′

y

V ១ រកសមីការែស៊្វ S ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត AB

សមីការែស៊្វ S កំណត់េដាយ (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2 េដាយ ែស៊្វ S មានអង្កត់ផ្ចិត AB េយងីបាន
• ចំណុចកណា្ត លៃនអង្កត់ AB ជាផ្ចិតៃនែស៊្វ S
• កាៃំនែស៊្វគឺ r = |AB|

2
េយងីមាន A(2, 2, 0), B(0, 2, 2) េយងីបាន
• ផ្ចិត I

(
xA + xB

2
,
yA + yB

2

)
⇒ I

(2 + 0
2

,
2 + 2

2
,
0 + 2

2

)
⇒ I (1, 2, 1)

• កាំ r =

√
(0 − 2)2 + (2 − 2)2 + (2 − 0)2

2
=

√
8

2
2
√

2
2

=
√

2

ដូចេនះ សមីការែស៊្វS គឺ (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 2។

+ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វទាងំពីររវាងែស៊្វ S និងបនា្ទ ត់ d
(S) : (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 2

(d) : x = 1 + t, y = 2 , z = 1 + t

+ កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាងែស៊្វ S និងបនា្ទ ត់ d គឺជាចេម្លីយៃន្របព័ន្ធសមីការរវាង S និង d យក x = 1 + t, y =

2, z = 1 + t ជំនួសក្នុងសមីការែស៊្វS េយងីបាន

(1 + t − 1)2 + (2 − 2)2 + (1 + t − 1)2 = 2

⇒ t2 + t2 = 2 ⇒ 2t2 = 2 ⇒ t2 = 1 ⇒ t = ±1 ជំនួសក្នុងសមីការែស៊្វS

េយងីបាន
• ចំេពាះ t = 1 េយងីបាន x = 2, y = 2, z = 2

• ចំេពាះ t = −1 េយងីបាន x = 0, y = 2, z = 0

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វទាងំពីររវាងែស៊្វS និងបនា្ទ តd់ គឺ (2, 2, 2); (0, 2, 0)។

២ រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រផលគុណ −→n =
−→
CA × −−→

CB
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េយងីមាន A(2, 2, 0), B(0, 2, 2), C(1, 0, 1) េយងីបាន

−→
CA (2 − 1, 2 − 0, 0 − 1) ⇒ −→

CA (1, 2, −1)
−−→
CB (0 − 1, 2 − 0, 2 − 1) ⇒ −−→

CB (−1, 2, 1)

នាឲំ្យ −→n =
−→
CA × −−→

CB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 2 −1

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2 + 2) −→

i − (1 − 1)−→j + (2 + 2)
−→
k

= 4−→
i − 0−→

j + 4
−→
k

ដូចេនះ −→n (4, 0, 4)។

+ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន ∆ABC

S∆ABC =

∣∣∣−→
CA × −−→

CB
∣∣∣

2
=

√
42 + 02 + 42

2
= 4

√
2

2
= 2

√
2

ដូចេនះ S∆ABC = 2
√

2 ឯកតាៃផ្ទ។

+ រកសមីការប្លង់ ABC

សមីការប្លង់ ABC កំណត់េដាយ a(x − x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

េដាយ ប្លង់ABC

• កាត់តាម A(2, 2, 0)

• េហយី មានវុចិទ័រ −→n (4, 0, 4) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ េ្រពាះ −→n =
−→
CA × −−→

CB

េយងីបាន ប្លង់ABC : 4(x − 2) + 0(y − 2) + 4(z − 0) = 0

⇔ 4x + 4z − 8 = 0

⇔ x + z − 2 = 0

ដូចេនះ ប្លង់ABC : x + z − 2 = 0។

៣ ប្លង់ ABC ជួប (Ox) ្រតង់ M និងជួប Oz ្រតង់ N រកកូអរេដានៃនចំណុច M និង N

• ប្លង់ABC ជួប(Ox) ⇔ y = 0, z = 0 ⇒ x + 0 − 2 = 0 ⇒ x = 2

ដូចេនះ M(2, 0, 0)

• ប្លង់ABC ជួប(Oz) ⇔ x = 0, y = 0 ⇒ 0 + z − 2 = 0 ⇒ z = 2

ដូចេនះ N(0, 0, 2)។

+ បងា្ហ ញថា −→
AB =

−−→
MN និង −−→

MA · −−→
MN = 0

−→
AB (0 − 2, 2 − 2, 2 − 0) ⇒ −→

AB (−2, 0, 2)
−−→
MN (0 − 2, 0 − 0, 2 − 0) ⇒ −−→

MN (−2, 0, 2) ដូចេនះ −→
AB =

−−→
MN

−−→
MA (2 − 2, 2 − 0, 0 − 0) ⇒ −−→

MA (0, 2, 0)
−−→
MA · −−→

MN = −2(0) + 0(2) + 2(0) = 0 ដូចេនះ −−→
MA · −−→

MN = 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
+ ទាញបញ្ជ ក់ថា ABNM ជាចតុេកាណែកង

េដាយ −→
AB =

−−→
MN ⇒

∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
∣∣∣−−→
MN

∣∣∣ (1)

េហយី −−→
MA · −−→

MN = 0 ⇒ −−→
MA⊥−−→

MN (2)

តាម (1) និង (2)

ដូចេនះ ABNM ជាចតុេកាណែកង។

៤ រកចមា្ង យពីចំណុច D(0, 2, 0) េទប្លង់ ABC

D(D,(ABC)) = |ax0 + by0 + cz0 + d|√
a2 + b+c2

• D(0, 2, 0)

• (ABC) : x + z − 2 = 0

=⇒ D(D,(ABC)) = |0 + 0 − 2|√
12 + 12

= 2√
2

×
√

2
2

= 2
√

2
2

=
√

2

ដូចេនះ D(D,(ABC)) =
√

2 ឯកតា្របែវង។

+ ទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊ត DBCA

VDBCA = 1
3

· SABC × h

េដាយ S∆ABC = 2
√

2

h = D(D,(ABC)) =
√

2

េយងីបាន VDBCA = 1
3

· 2
√

2 ×
√

2 = 4
3

ដូចេនះ VDBCA = 4
3
ឯកតាមាឌ។

VI ១ គណនា lim
x→0+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

េយងីមាន y = f(x) = −x − 4 ln x

x
េយងីបាន

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
−x − 4 ln x

x

)
= −0 − (−∞) = +∞ ដូចេនះ lim

x→0+
f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
−x − 4 ln x

x

)
= − (+∞) − 0 = −∞ ដូចេនះ lim

x→+∞
f(x) = −∞

+ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C

េដាយ lim
x→0+

f(x) = +∞ ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
២ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ L : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC

េយងីមាន f(x) = −x − 4 ln x

x

េដាយ lim
x→+∞

[f(x) − (−x)] = lim
x→+∞

(
−4 ln x

x

)
= 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ L : y = −x ជាអាសីុមតូតេ្រទត។

+ សិក�ទីតាងំរវាង្រកាបC និងបនា្ទ ត់ L

(C) : yc = f(x) = −x − 4 ln x

x
; (L) : yL = −x

⇒ yc − yL = −4 ln x

x
េដាយ x > 0 ⇒ yc − yL មានសញញ តាមភាគយក −4 ln x

• yc − yL = 0 ⇔ −4 ln x = 0 ⇔ ln x = 0 ⇒ x = 1

• yc − yL < 0 ⇔ −4 ln x < 0 ⇔ ln x > 0 ⇒ x > 1

• yc − yL > 0 ⇔ −4 ln x > 0 ⇔ ln x < 0 ⇒ x < 1

ដូចេនះ េពល x = 1 ្រកាប C កាត់បនា្ទ ត់ L

េពល x ∈ (1, +∞) ្រកាប C ស្ថិតេនេ្រកាមបនា្ទ ត់ L

េពល x ∈ (0, 1) ្រកាប C ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ L
៣ បងា្ហ ញថាេដរេីវ f ′(x) < 0 េបីេគដឹងថា x2 + 4 − 4 ln x > 0 ចំេពាះ x > 0

f ′(x) =
(

−x − 4 ln x

x

)′

= −1 − (4 ln x)′x − (x′)4 ln x

x2 = −1 − 4 − 4 ln x

x2

= −x2 − 4 + 4 ln x

x2 = −x2 + 4 − 4 ln x

x2

េដាយ x2 + 4 − 4 ln x > 0 ចំេពាះ x > 0 េយងីបាន x2 + 4 − 4 ln x

x2 > 0

ដូចេនះ f ′(x) = −x2 + 4 − 4 ln x

x2 < 0។

+ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f(x)

0 +∞

−

+∞

−∞−∞

+ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច A និងសមីការៃនបនា្ទ ត់ D
េដាយ បនា្ទ ត់ D ប៉ះនឹង្រកាប C េយងីបាន D កំណត់េដាយ
(D) : y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo)

ប្រមាប់
• D ប៉ះនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច A(xA, yA) ⇒f ′(xo) = f ′(xA) = −x2

A + 4 − 4 ln xA

x2
A

f(xo) = f(xA) = yA

• D ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ L : y = −x ⇒ f ′(xA) = −1

៧៩េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េយងីបាន −x2

A + 4 − 4 ln xA

x2
A

= −1 ⇔ − x2
A − 4 + 4 ln xA = −x2

A

4 ln xA = 4

ln xA = 1 ⇒ xA = e

=⇒yA = f(xA) = f(e) = −e − 4
e

ដូចេនះ ចំណុច A
(

e, −e − 4
e

)
។

D : y = f ′(xA)(x − xA) + f(xA) = −(x − e) +
(

−e − 4
e

)
= −x − 4

e

ដូចេនះ (D) : y = −x − 4
e
។

៤ សង់ L, D និង្រកាប C

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1

2

3

4

5

6

f(x) = −x − 4 ln x

x

y = −x

y = −x − 4
e

x′ x

y′

y

+ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យ S(a) = 2 ឯកតាៃផ្ទ
េដាយ S(a) ជាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាបC និងអាសីុមតូតេ្រទតL ែដល្រត�វនឹង 1 ≤ x ≤ a
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េយងីបាន S(a) =

∫ a

1
[−x − f(x)] dx =

∫ a

1

4 ln x

x
dx =

∫ a

1
4 · ln x(ln x)′dx

=
[

4 ln2 x

2

]a

1

= 2 ln2 a − 2 ln2 1 = 2 ln2 a

S(a) = 2 ⇒ 2 ln2 a = 2 ⇒ ln2 a = 1 ⇒ ln a = ±1

⇒a = e±1

ែត a = e−1 = 1
e

< 1 មិនយក ដូចេនះ a = e
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ � ������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី៩៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ៩

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖ A = lim
x→ π

3

√
2 cos x − 1

2 cos 2x + 1
B = lim

x→0

1
(a + x)3 − 1

a3

x

II (១៥ពិន្ទុ)
១ េដាះ្រសាយសមីការ z2 − 2

√
2z + 4 = 0 (1) ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិច។

រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនឫសនីមួយៗរបស់សមីការ (1) ។

២ សរេសរ w =
(√

2 + i
√

2√
2 − i

√
2

)2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

III (១៥ពិន្ទុ)
១ េដាះ្រសាយសមីការ y′′ − 6y′ + 8y = 0 (α) ។
២ រកអនុគមន៍ g ែដលជាចេម្លីយមួយៃន (α) េដាយដឹងថា្រកាប (G) របស់វាប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ េដកមួយេន្រតង់ E(0, −1)។

IV (១៥ពិន្ទុ) េទសចរណ៍មួយ្រក�មមានបុរស 3 នាក់ និង�ស្តី 5 នាក់ បានឈរបន្តគា្ន ជាជួរេដាយៃចដន្យ េដីម្បទិីញសំបុ្រតចូល
ទស្សនា្របាសាទអង្គវត្ត។
១ រកចំនួនរេបៀបៃនការឈរបន្តគា្ន ជាជួររបស់្រក�មេទសចរណ៍េនាះ។
២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍នីមួយៗ៖

ក A : « េទសចរែដលឈរេនមុខេគបង្អស់ជា�ស្តី»។
ខ B : «េទសចរជាបុរសទាងំអស់ឈរេនជាប់ៗគា្ន »។

V (៣៥ពិន្ទុ) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
មានចំណុច A(−1, 2, 1); B(1, −6, −1)

និង C(2, 2, 2) ។
១ គណនា−→n =

−→
AB × −→

AC។ កំណតស់មីការប្លង់ P ែដលកាតត់ាមA, B និង C េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់−→n ។ កំណត់
សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d កាត់តាមចំណុច J(−2, 0, 0) និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u = (3, 0, 1) ។

២ រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិត I និងកាំ r ៃនែស៊្វ S ែដលមានសមីការ x2 + y2 + z2 − 2y + 2z − 2 = 0។
រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាងែស៊្វ S និងបនា្ទ ត់ d។

៣ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ ABC។ គណនាចមា្ង យពីចំណុច D(0, 1, −1) េទប្លង់ P។
VI (៣៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f(x) = x2 + 3x + 6

x + 2
កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ̸= −2 និងមានែខ្សេកាង C។

១ គណនា f ′(x)។ រកតៃម្លបរមាៃន f។ រកសមីការអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C។
គណនាលីមីតៃន f កាលណា x ខិតេទ +∞, −∞។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។

២ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ្រតង់ចំណុច x0 = 1។
គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
៣ សង់ែខ្សេកាង C សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះៃនែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូត េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ែតមួយ។

គណនាៃផ្ទ្រកទបខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង C អ័ក្សអាប់សីុស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = 2។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I គណនាលីមីត៖

ក A = lim
x→ π

3

√
2 cos x − 1

2 cos 2x + 1
មានរាងមិនកំណត់ 0

0

= lim
x→ π

3

(√
2 cos x − 1

) (√
2 cos x + 1

)
(2 (2 cos2 x − 1) + 1)

(√
2 cos x + 1

)
= lim

x→ π
3

2 cos x − 1
(4 cos2 x − 1)

(√
2 cos x + 1

)
= lim

x→ π
3

2 cos x − 1
(2 cos x − 1) (2 cos x + 1)

(√
2 cos x + 1

)
= lim

x→ π
3

1
(2 cos x + 1)

(√
2 cos x + 1

)
= 1(

2 cos π
3 + 1

) (√
2 cos π

3 + 1
) = 1(

2 · 1
2 + 1

) (√
2 · 1

2 + 1
) = 1

4

ដូចេនះ A = 1
4
។

ខ B = lim
x→0

1
(a + x)3 − 1

a3

x
មានរាងមិនកំណត់ 0

0

= lim
x→0

a3 − (a + x)3

(a + x)3 a3

x
= lim

x→0

a3 − (a + x)3

x (a + x)3 a3

= lim
x→0

(a − (a + x))
(
a2 + a(a + x) + (a + x)2

)
x (a + x)3 a3

= lim
x→0

−x (a2 + a(a + x) + (a + x)2)
x (a + x)3 a3

= lim
x→0

− (a2 + a(a + x) + (a + x)2)
(a + x)2 a3

= −a2 + a2 + a2

a2a3 = − 3a2

a3a3 = − 3
a4

ដូចេនះ B = − 3
a4។

II ១ េដាះ្រសាយសមីការ z2 − 2
√

2z + 4 = 0 (1) ក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិច

z2 − 2
√

2z + 4 = 0 ∆ = b2 − 4ac =
(
−2

√
2
)2

− 4 (1) (4) = 4(2) − 16 = −8

⇒
√

∆ =
√

−8 = 2i
√

2

z1 = −b −
√

∆
2a

=
−
(
−2

√
2
)

− 2i
√

2
2(1)

=
√

2 −
√

2i

z2 = −b +
√

∆
2a

=
√

2 +
√

2i

ដូចេនះ z1 =
√

2 −
√

2i ; z2 =
√

2 +
√

2i។

+ រកម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃនឫសនីមួយៗរបស់សមីការ (1)

• េដាយ z1 =
√

2 −
√

2i = 2
(√

2
2

−
√

2
2

i

)
= 2

(
cos 7π

4
+ i sin 7π

4

)

ដូចេនះ z1 មាន ម៉ូឌុល r = 2 និងអាគុយម៉ង់ θ = 7π

4
ឬ θ = 7π

4
+ 2kπ ; k ∈ Z ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• េដាយ z2 =

√
2 +

√
2i = 2

(√
2

2
+

√
2

2
i

)
= 2

(
cos π

4
+ i sin π

4

)

ដូចេនះ z2 មាន ម៉ូឌុល r = 2 និងអាគុយម៉ង់ θ = π

4
ឬ θ = π

4
+ 2kπ ; k ∈ Z។

២ សរេសរ w =
(√

2 + i
√

2√
2 − i

√
2

)2

ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

w =
(√

2 + i
√

2√
2 − i

√
2

)2

=
(

z2

z1

)2
=

 2
(
cos π

4 + i sin π
4

)
2
(
cos 7π

4 + i sin 7π
4

)
2

=
(

cos
(

π

4
− 7π

4

)
+ i sin

(
π

4
− 7π

4

))2
=
(

cos
(

−3π

2

)
+ i sin

(
−3π

2

))2

= cos(−3π) + i sin(−3π) = cos (−4π + π) + i sin (−4π + π) = cos π + i sin π

ដូចេនះ w = cos π + i sin π។

III ១ េដាះ្រសាយសមីការ y′′ − 6y′ + 8y = 0 (α)

(α) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 − 6r + 8 = 0

∆ = b2 − 4ac = (−6)2 − 4(1)(8) = 36 − 32 = ⇒
√

∆ = 2

r1 = −b −
√

∆
2a

= −(−6) − 2
2(1)

= 4
2

= 2

r2 = −b −
√

∆
2a

= −(−6) + 2
2(1)

= 8
2

= 4

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (α) គឺ y = Ae2x + Be4x ; A, B ∈ R។

២ រកអនុគមន៍ g ែដលជាចេម្លីយមួយៃន (α) េបី្រកាប G របស់វាប៉ះនឹងបនា្ទ ត់េដកមួយេន្រតង់E(0, −1)

េយងីមាន ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (α) គឺ g(x) = Ae2x + Be4x ; A, B ∈ R

េដាយ្រកាប G របស់វាប៉ះនឹងបនា្ទ ត់េដកមួយេន្រតង់E(0, −1) េយងីបាន
• g(0) = −1 ⇒ Ae0 + Be0 = −1 ⇒ A + B = −1 (1)

• បនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក នាឲំ្យ េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុច (0, −1) េស្មីសូន្យ
g′(0) = 0 េដាយ g′(x) = 2Ae2x + 4Be4x ⇒ 2Ae0 + 4Be0 = 0 ⇒ 2A + 4B = 0 (2)

(2) : A + B = −1 ⇒ A = −1 − B ជួសក្នុង (2) ⇒ 2 (−1 − B) + 4B = 0 ⇒ B = 1

B = 3 ⇒ A = −1 − 1 = −2

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសមួយៃន (α) គឹ g(x) = −2e2x + e4x។

IV ១ រកចំនួនរេបៀបៃនការឈរបន្តគា្ន ជាជួររបស់្រក�មេទសចរណ៍េនាះ
េដាយ ្រក�មអ្នកេទសចរណ៍ទាងំអស់មានចំនួន 8 នាក់
េគបាន ចំនួនរេបៀបៃនការឈរបន្តគា្ន ជាជួរ គឺជាចំនួនចមា្ល ស់ ៃនការឆា្ល ស់មនុស្សទាងំ8 នាក់

ដូចេនះ ចំនួនរេបៀបសរុបគឺ n(S) = 8! = 8 × 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 40320។

២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
ក A : « េទសចរែដលឈរេនមុខេគបង្អស់ជា�ស្តី»
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)

n(S)
• េទសចរែដលឈរេនមុខេគបង្អស់ជា�ស្តី មានន័យថា េ្រជីស�ស្តីមា្ម ក់មកឲ្យឈរមុខ

⇒ n(A) = C(5, 1) × 7! = 5 × 7!

• n(S) = 8!

នាឲំ្យ P (A) = 5 × 7!
8!

= 5
8

ដូចេនះ P (A) = 5
8

ខ B : «េទសចរជាបុរសទាងំអស់ឈរេនជាប់ៗគា្ន »
តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)

n(S)
• េដាយ េទសចរជាបុរសទាងំអស់ឈរេនជាប់ៗគា្ន មានន័យថាពួកេគេ្របៀបបានដូចជាមនុស្សែតមា្ន ក់
េនាះសរុបគឺមានែត6នាក់ ស្រមាប់ឆា្ល ស់ ែតបុរសទាងំ3នាក់េនាះអាចឆា្ល ស់គា្ន បានេទៀត េយងីបាន n(B) = 6!3!

• n(S) = 8!

នាឲំ្យ P (B) = 6!3!
8!

= 3 × 2 × 1
8 × 7

= 3
28

ដូចេនះ P (B) = 3
28
។

V ក គណនា −→n =
−→
AB × −→

AC

េយងីមាន A(−1, 2, 1); B(1, −6, −1) ; C(2, 2, 2) នាឲំ្យ
• −→

AB (1 − (−1), −6 − 2, −1 − 1) ⇒ −→
AB (2, −8, −2)

• −→
AC (2 − (−1), 2 − 2, 2 − 1) ⇒ −→

AC (3, 0, 1)

េគបាន −→n =
−→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 −8 −2

3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−8 − 0) −→

i − (2 + 6) −→
j + (0 + 24)

−→
k

= −8−→
i − 8−→

j + 24
−→
k

ដូចេនះ −→n (−8, −8, 24)។

+ កំណត់សមីការប្លង់ P

សមីការប្លង់(P ) កំណត់េដាយ (P ) : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

េដាយ
• (P ) កាត់តាម A(−1, 2, 1)

• េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n (−8, −8, 24)

េយងីបាន (P ) : − 8(x + 1) − 8(y − 2) + 24(z − 1) = 0

− 8x − 8 − 8y + 16 + 24z − 24 = 0

− 8x − 8y + 24z − 16 = 0

− x − y + 3z − 2 = 0

ដូចេនះ (P ) : −x − y + 3z − 2 = 0។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

+ កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d កំណត់េដាយ


x = xo + at

y = yo + bt

z = zo + ct

; t ∈ R

េដាយ
• d កាត់តាមចំណុច J(−2, 0, 0)

• និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u = (3, 0, 1)

េយងីបាន


x = −2 + 3t

y = 0 + 0t

z = 0 + t

; t ∈ R

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ តd់ គឺ


x = −2 + 3t

y = 0

z = t

; t ∈ R

ខ រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិត I និងកាំ r ៃនែស៊្វ S
េដាយ ែស៊្វ S ែដលមានសមីការ x2 + y2 + z2 − 2y + 2z − 2 = 0

⇔ x2 + y2 − 2y + 1 − 1 + z2 + 2z + 1 − 1 − 2 = 0

⇔ (x − 0)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2 = 4

⇔ (x − 0)2 + (y − 1)2 + (z + 1)2 = 22

ដូចេនះ ផ្ចិតI(0, 1, −1), កាំ r = 2។

+ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាងែស៊្វ S និងបនា្ទ ត់ d
ចំណុច្របសព្វរវាងែស៊្វ S និងបនា្ទ ត់ d គឺជាចេម្លីយៃន្របព័ន្ធសមីការ រវាង បនា្ទ ត់d និងែស៊្វS

x = −2 + 3t (1)

y = 0 (2)

z = t (3)

x2 + y2 + z2 − 2y + 2z − 2 = 0 (4)

យក (1), (2), (3) ជួសក្នុង (4) េយងីបាន (−2 + 3t)2 + 02 + t2 − 2(0) + 2t − 2 = 0

4 − 12t + 9t2 + t2 + 2t − 2 = 0

10t2 − 10t + 2 = 0

5t2 − 5t + 1 = 0
∆ = b2 − 4ac = 25 − 20 = 5 ⇒

√
∆ =

√
5

t = −b ±
√

∆
2a

= 5 ±
√

5
10

ជំនួសក្នុង (1), (2), (3) េយងីបាន

• ចំេពាះ t = 5 +
√

5
10

⇒x = −2 + 3
(

5 +
√

5
10

)
= −5 + 3

√
5

10

y = 0 ; z = 5 +
√

5
10
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វ គឺ

(
−5 + 3

√
5

10
, 0,

5 +
√

5
10

)
។

• ចំេពាះ t = 5 −
√

5
10

⇒x = −2 + 3
(

5 −
√

5
10

)
= −5 − 3

√
5

10

y = 0 ; z = 5 −
√

5
10

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វ គឺ
(

−5 − 3
√

5
10

, 0,
5 −

√
5

10

)
គ គណនាៃផ្ទ្រកទបៃន្រតីេកាណ ABC

េដាយ −→
AB × −→

AC = −8−→
i − 8−→

j + 24
−→
k េយងីបាន

SABC = 1
2
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ = 1

2

√
(−8)2 + (−8)2 + 242 = 1

2
√

64 + 64 + 576 = 1
2

√
704

=
√

64 × 11
2

= 8
√

11
2

= 4
√

11

ដូចេនះ SABC = 4
√

11 ឯកតាៃផ្ទ។

+ គណនាចមា្ង យពីចំណុច D(0, 1, −1) េទប្លង់ P

តាមរូបមន្ត D(D,P ) = |axo + byo + czo + d|√
a2 + b2 + c2

េដាយ D(0, 1, −1) ; (P ) : −x − y + 3z − 2 = 0 េយងីបាន

D(D,P ) = |−(0) − (1) + 3(−1) − 2|√
(−1)2 + (−1)2 + 32

= | − 6|√
11

×
√

11√
11

= 6
√

11
11

ដូចេនះ ចមា្ង យពីចំណុច D េទប្លង់ P គឺ D(D,P ) = 6
√

11
11

ឯកតា្របែវង។

VI ១ គណនា f ′(x)

េដាយ f(x) = x2 + 3x + 6
x + 2

េយងីបាន

f ′(x) =
(

x2 + 3x + 6
x + 2

)′

= (x2 + 3x + 6)′ (x + 2) − (x + 2)′ (x2 + 3x + 6)
(x + 2)2

= (2x + 3)(x + 2) − (x2 + 3x + 6)
(x + 2)2 = 2x2 + 4x + 3x + 6 − x2 − 3x − 6

(x + 2)2

= x2 + 4x

(x + 2)2

ដូចេនះ f ′(x) = x2 + 4x

(x + 2)2។

+ រកតៃម្លបរមាៃន f

េដាយ (x + 2)2 > 0 ∀x ̸= −2 េយងីបាន f ′(x) មានសញញ តាមភាគយក
f ′(x) = 0 ⇔ x2 + 4x = 0 ⇔ x(x + 4) = 0 ⇒ x = 0, x = −4

តារាសញញ េដរេីវ f ′(x)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
x

f ′(x)

−∞ −4 −2 0 +∞

+ 0 − − 0 +

• ្រតង់ x = −4; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី + េទ − េគបាន f មានអតិបរមាេធៀបមួយ គឺ

f(−4) = 16 − 12 + 6
−4 + 2

= −5

• ្រតង់ x = 0; f ′(x) = 0 េហយីប្តូរសញញ ពី − េទ + េគបាន f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ គឺ

f(0) = 0 + 0 + 6
0 + 2

= 3

ដូចេនះ តៃម្លអតិបរមេធៀបគឺ −5 តៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ 3។

+ រកសមីការអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C

• អាសីុមតូតឈរ
េដាយ lim

x→−2
f(x) = lim

x→−2

x2 + 3x + 6
x + 2

= ±∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = −2 ជាអាសីុមតូតឈរ
• អាសីុមតូតេ្រទត
េយងីមាន f(x) = x2 + 3x + 6

x + 2
= x + 1 + 4

x + 2
េដាយ lim

x→±∞

4
x + 2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត
+ គណនាលីមីតៃន f កាលណា x ខិតេទ +∞, −∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x2 + 3x + 6
x + 2

= lim
x→+∞

x2
(
1 + 3

x
+ 6

x2

)
x
(
1 + 2

x

) = lim
x→+∞

x
(
1 + 3

x
+ 6

x2

)
1 + 2

x

= +∞ (1 + 0 + 0)
1 + 0

= +∞

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x2 + 3x + 6
x + 2

= lim
x→−∞

x2
(
1 + 3

x
+ 6

x2

)
x
(
1 + 2

x

) = lim
x→−∞

x
(
1 + 3

x
+ 6

x2

)
1 + 2

x

= −∞ (1 + 0 + 0)
1 + 0

= −∞

ដូចេនះ lim
x→±∞

f(x) = ±∞។

+ តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f(x)

−∞ −4 −2 0 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−5−5

−∞

+∞

33

+∞+∞

២ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ្រតង់ចំណុច x0 = 1

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះកំណត់េដាយ y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo)

៩០េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េដាយ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប ្រតង់ចំណុច xo = 1 េយងីបាន
• f ′(xo) = f ′(1) = 12 + 4(1)

(1 + 2)2 = 5
9

• f(xo) = f(1) = 12 + 3(1) + 6
1 + 2

= 10
3

នាឲំ្យ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 5
9 (x − 1) + 10

3 = 5
9x + 25

9

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 5
9x + 25

9 ។

+ គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C

េដាយ អាសីុមតូតេ្រទតគឺ d : y = x + 1 ; បនា្ទ ត់ប៉ះគឺ L : y = 5
9x + 25

9

(d) ∩ (L) ⇔ x + 1 = 5
9x + 25

9

9(x + 1) = 5x + 25 ⇒ 9x + 9 = 5x + 25 ⇒ x = 4

x = 4 ⇒ y = 4 + 1 = 5 ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វគឺ A(4, 5)
៣ សង់ែខ្សេកាង C បនា្ទ ត់ប៉ះៃនែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូត េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ែតមួយ

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5−6−7−8
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1

2

3

4

5

f(x) = x2 + 3x + 6
x + 2

y = x + 1

y = 5
9

x + 25
9

x′ x

y′

y

+ គណនាៃផ្ទ្រកទបខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង C អ័ក្សអាប់សីុស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = 2

S =
∫ 2

1
f(x)dx =

∫ 2

1

(
x + 1 + 4

x + 2

)
dx =

[
x2

2
+ x + 4 ln |x + 2|

]2

1

= 22

2
+ 2 + 4 ln |4| −

(
12

2
+ 1 + 4 ln |3|

)

= 4 + 4 ln 4 − 3
2

− 4 ln 3

= 5
2

+ 4 ln 4
3
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ S = 5

2
+ 4 ln 4

3
ឯកតាៃផ្ទ។
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១០៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១០

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ)
១ រកឫស t1, t2 ៃនសមីការ −t2 + 2t − 4 = 0 េដាយយក t1 ជាឫសែដលមាន ែផ្នកនិមិត្តអវជិ្ជមាន។
២ សរេសរ Z = 4t2

t
3
1
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

II (១០ពិន្ទុ) រកចំនួនពិត p និង q េដីម្បឲី្យ M(1, 0) ជាចំណុចរបត់ៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = g(x) = px3 + qx2 + 2
3
។

III (១៥ពិន្ទុ) ក្នុងថង់មួយមានប៊ិចពណ៌្រកហម 8 និងប៊ិចពណ៌េខៀវ 6 ។ េគចាបយ់កប៊ិច 5 ្រពមគា្ន េចញពី ថង់េដាយៃចដន្យ។ គណនា
្រប�បាប៖
១ : «ប៊ិចទាងំ 5 ពណ៌្រកហម»។
២ : «ប៊ិច 3 ពណ៌្រកហម និងប៊ិច 2 ពណ៌េខៀវ»។
៣ : «មានប៊ិចពណ៌េខៀវ 1 យ៉ាងតិចក្នុងចំេណាមប៊ិចទាងំ 5 »។

IV (២០ពិន្ទុ) េគឲ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ − 2y′ + 5y = nx2 + px + q ។
១ េដាះ្រសាយសមីការ (F ) : y′′ − 2y′ + 5y = 0។ រកចេម្លីយៃន(F ) េបីy(0) = 2 និង y′(0) = 6។
២ រកចំនួនពិត n, p និង q េដាយដឹងថា y = 2x2 + 3x + 1 ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E) ។រកចេម្លីយទូេទy ៃនសមីការ

(E)។
V (៣៥ពិន្ទុ) អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f(x) = x − 1 + 2e−x េហយីមាន្រកាប C ។

១ រក lim
x→±∞

f(x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L1 ៃន្រកាប C ។ បងា្ហ ញថា f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln 2 ។
២ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ L2 ែដលប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច A(0, 1) ។
៣ សង់បនា្ទ ត់ L1, L2 និង្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។ េគឲ្យ ln 2 = 0.7

៤ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយអាសីុមតូតេ្រទត L1 ្រកាប C បនា្ទ ត់ឈរ x = 0 និង x = 1 ។
VI (៣៥ពិន្ទុ) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគមានចំណុច A(1, 2, 4); B(2, −1, 3) និង

C(−2, 3, −2)។
១ រកសមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ S ែដលមានផ្ចិត A និងកាំ r = 1

2
∣∣∣−−→BC

∣∣∣ ។ រកសមីការទូេទៃនប្លង់ P ែដលមានវុចិទ័រណរម៉ាល់
−→
AC េហយីកាត់តាមចំណុចB ។ រកសមីការប៉ារ៉ាែមត៉ៃនបនា្ទ ត់ d ែដលកាតត់ាមចំណុច C េហយីមានវុចិទ័រ្របាបទិ់ស−→

AB។
២ រកចមា្ង យDBA ពីចំណុចB េទA។ រកចមា្ង យDBd ពីចំណុចB េទបនា្ទ ត់ d។ រកចមា្ង យDDP ពីចំណុចD(3, −3, −3)

េទប្លង់ P ។
៣ រកៃផ្ទ្រកទបរបស់្របេលទ្ូប្រកាម និងៃផ្ទ្រកទបរបស់្រតីេកាណ ែដលសង់េលីវុចិទ័រ

−→
BA និង −−→

BC ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ រកឫស t1, t2 ៃនសមីការ −t2 + 2t − 4 = 0 េដាយយក t1 ជាឫសែដលមានែផ្នកនិមិត្តអវជិ្ជមាន

−t2 + 2t − 4 = 0 ∆ = b2 − 4ac = 22 − 4(−1)(−4) = 4 − 16 = −12

⇒
√

∆ =
√

−12 = 2i
√

3

⇒ t1 = −b +
√

∆
2a

= −2 + 2i
√

3
2(−1)

= 1 −
√

3i

⇒ t2 = −b −
√

∆
2a

= −2 − 2i
√

3
2(−1)

= 1 +
√

3i

ដូចេនះ t1 = 1 −
√

3i ; t2 = 1 +
√

3i

២ សរេសរ Z = 4t2

t
3
1
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េដាយ
• t1 = 1 −

√
3i = 2

(
1
2

−
√

3
2

i

)
= 2

(
cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)
⇒ t3

1 =
[
2
(

cos 5π

3
+ i sin 5π

3

)]3
= 23

(
cos 35π

3
+ i sin 35π

3

)
= 8 (cos 5π + i sin 5π)

• t2 = 1 +
√

3i = 2
(1

2
+ 3

2
i
)

= 2
(

cos π

3
+ i sin π

3

)
េយងីបាន

Z = 4t2

t3
1

=
4 × 2

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
8 (cos 5π + i sin 5π)

= cos
(

π

3
− 5π

)
+ i sin

(
π

3
− 5π

)
= cos −14π

3
+ i sin −14π

3
= cos

(
−6π + 4π

3

)
+ i sin

(
−6π + 4π

3

)
= cos 4π

3
+ i sin 4π

3

Z = cos 4π

3
+ i sin 4π

3
II រកចំនួនពិត p និង q

េដីម្បឲី្យ M(1, 0) ជាចំណុចរបត់ៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = g(x) = px3 + qx2 + 2
3
លុះ្រតាែត

 g′′(1) = 0

g(1) = 0

េដាយ y = g(x) = px3 + qx2 + 2
3

⇒ g′(x) = 3px2 + 2qx ⇒ g′′(x) = 6px + 2q

េគបាន g′′(1) = 0 ⇔ 6p + 2q = 0 ; g(1) = 0 ⇔ p + q + 2
3

= 0

េយងីបាន
6p + 2q = 0 (1)

p + q + 2
3

= 0 ⇒ p = −q − 2
3

(2)

យក (2) ជួសក្នុង (1) េយងីបាន 6
(

−q − 2
3

)
+ 2q = 0 ⇔ −4q − 4 = 0 ⇒ q = −1

⇒ p = 1 − 2
3

= 1
3

ដូចេនះ p = 1
3

; q = −1
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
III គណនា្រប�បាប៖

១ A : «ប៊ិចទាងំ 5 ពណ៌្រកហម»
តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)

n(S)
េដាយ n(A) = C(8, 5) = 8!

3!5!
= 8 × 7 × 6

3 × 2 × 1
= 56

n(S) = C(14, 5) = 14!
9!5!

= 14 × 13 × 12 × 11 × 10
5 × 4 × 3 × 2 × 1

= 14 × 13 × 11 = 2002

េគបាន P (A) = 56
2002

= 8 × 7
14 × 13 × 11

ដូចេនះ P (A) = 4
143

២ B : «ប៊ិច 3 ពណ៌្រកហម និងប៊ិច 2 ពណ៌េខៀវ»
តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)

n(S)
េដាយ n(B) = C(8, 3)C(6, 2) = 8!

5!3!
· 6!

4!2!
= 56(15) = 840

n(S) = 2002

េគបាន P (B) = 840
2002

= 8 × 7 × 15
14 × 13 × 11

ដូចេនះ P (B) = 60
143

៣ C : «មានប៊ិចពណ៌េខៀវ 1 យ៉ាងតិចក្នុងចំេណាមប៊ិចទាងំ 5 »

តាមរូបមន្ត P (C) = 1 − P (A) = 1 − 4
143

= 139
143

ដូចេនះ P (C) = 139
143

IV ១ េដាះ្រសាយសមីការ (F ) : y′′ − 2y′ + 5y = 0

(F ) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 − 2r + 5 = 0

∆ = b2 − 4ac = (−2)2 − 4(1)(5) = 4 − 20 = −16 ⇒
√

∆ =
√

−16 = 4i

⇒r1 = −b −
√

∆
2a

= 2 − 4i

2
= 1 − 2i

r2 = −b +
√

∆
2a

= 2 + 4i

2
= 1 + 2i

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃន(F )គឺ y = ex (A cos 2x + B sin 2x) ; A, B ∈ R

រកចេម្លីយៃន(F ) េបីy(0) = 2និង y′(0) = 6

y(0) = 2 ⇔ e0 (A cos 0 + B sin 0) = 2 ⇒ A = 2

y′(x) = (ex)′ (A cos 2x + B sin 2x) + (A cos 2x + B sin 2x)′ ex

= ex (A cos 2x + B sin 2x) + (−2A sin 2x + 2B cos 2x) ex

y′(0) = 6 ⇔ e0 (A cos 0 + B sin 0) + (−2A sin 0 + 2B cos 0) e0 = 6 ⇒ A + 2B = 6

A = 2 ⇒ 2 + 2B = 6 ⇒ B = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយៃន(F )គឺ y = ex (2 cos 2x + 2 sin 2x)

២ រកចំនួនពិត n, p និង q េដាយដឹងថា y = 2x2 + 3x + 1 ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E)

y′ =
(
2x2 + 3x + 1

)′
= 4x + 3 ⇒ y′′ = 4
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េដាយ y = 2x2 + 3x + 1 ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E) េគបាន

4 − 2(4x + 3) + 5
(
2x2 + 3x + 1

)
= nx2 + px + q

⇔ 4 − 8x − 6 + 10x2 + 15x + 5 = nx2 + px + q

⇔ 10x2 + 7x + 3 = nx2 + px + q

េដាយផ្ទឹមេមគុណ ដូចេនះ n = 10 ; p = 7 ; q = 3

រកចេម្លីយទូេទy ៃនសមីការ (E)

ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ
y = yc + yp = ex (A cos 2x + B sin 2x) + 2x2 + 3x + 1 ; A, B ∈ R

V ១ រក lim
x→±∞

f(x)

េដាយ y = f(x) = x − 1 + 2e−x េគបាន

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

(
x − 1 + 2e−x

)
= lim

x→±∞
x
(

1 − 1
x

+ 2
xex

)

• lim
x→−∞

x
(

1 − 1
x

+ 2
xex

)
= −∞ (1 − 0 − ∞) = +∞ lim

x→−∞
f(x) = +∞

• lim
x→+∞

x
(

1 − 1
x

+ 2
xex

)
= +∞ (1 − 0 + 0) = +∞ lim

x→+∞
f(x) = +∞

ដូចេនះ lim
x→±∞

f(x) = +∞

រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L1 ៃន្រកាប C y = f(x) = x − 1 + 2e−x

េដាយ lim
x→+∞

2e−x = 0 ដូចេនះ (L1) : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត

បងា្ហ ញថា f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln 2

f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln 2 លុះ្រតាែត

 f ′(ln 2) = 0

f ′′(ln 2) > 0

េដាយ f ′(x) =
(
x − 1 + 2e−x

)′
= 1 − 2e−x ⇒ f ′′(x) = 2e−x

នាឲំ្យ

 f ′(ln 2) = 1 − 2e− ln 2 = 1 − 2(2−1) = 1 − 1 = 0

f ′′(ln 2) = 2e− ln 2 = 2(2−1) = 2
2 = 1 > 0

ដូចេនះ f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln 2

២ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
ចំេពាះ x = ln 2 ; f(ln 2) = ln 2 − 1 + 2e− ln 2 = ln 2 − 1 + 1 = ln 2

x

f ′(x)

f(x)

−∞ ln 2 +∞

− 0 +

+∞+∞

ln 2ln 2

+∞+∞

រកសមីការបនា្ទ ត់ L2 ែដលប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច A(0, 1)

សមីការ L2 កំណត់េដាយ y = f ′(xo)(x − xo) + yo
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េដាយ បនា្ទ ត់ L2 ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច A(0, 1) េគបាន xo = 0, f(xo) = 1

⇒ f ′(xo) = f ′(0) = 1 − 2e0 = −1

(L2) : y = −(x − 0) + 1 = −x + 1

ដូចេនះ (L2) : y = −x + 1
៣ សង់បនា្ទ ត់ L1, L2 និង្រកាប C

តារាងតៃម្លេលខជំនួយ

(L1) : y = x − 1
x 0 1

y −1 0

(L2) : y = −x + 1
x 0 1

y 1 0

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

6

f(x) = x − 1 + 2e−x

y = x − 1

y = −x + 1
xx′

y′

y

៤ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយអាសីុមតូតេ្រទត L1 ្រកាប C បនា្ទ ត់ឈរ x = 0 និង x = 1

តាម្រកាប េពល x ∈ (0, 1) ្រកាប C ស្ថិតេលីបនា្ទ ត់ (L1)

េគបាន S =
∫ 1

0
[f(x) − (x − 1)]dx =

∫ 1

0
2e−xdx =

[
−2e−x

]1
0

= −2e−1 + 2e−0

= −2
e

+ 2 = 2 − 0.73 = 1.27

ដូចេនះ S = 1.27 ឯកតាៃផ្ទ
VI ក រកសមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ S ែដលមានផ្ចិត A និងកាំ r = 1

2
∣∣∣−−→BC

∣∣∣
សមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ S គឺ (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េយងីមាន A(1, 2, 4) ; B(2, −1, 3) និង C(−2, 3, −2) េគបាន

r = 1
2
∣∣∣−−→BC

∣∣∣ = 1
2

√
(−2 − 2)2 + (3 + 1)2 + (−2 − 3)2 = 1

2
√

16 + 16 + 25 = 1
2

√
57

ផ្ចិតA(1, 2, 4) ⇒ a = 1, b = 2, c = 4

នាឲំ្យ ែស៊្វ (S) : (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 4)2 = 57
4

(S) : (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 4)2 = 57
4

រកសមីការទូេទៃនប្លង់ P

សមីការប្លង់ P កំណត់េដាយ a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

• ប្លង់P មានវុចិទ័រណរម៉ាល់គឺ −→
AC (−2 − 1, 3 − 2, −2 − 4)

⇒ −→
AC (−3, 1, −6) ⇒ a = −3, b = 1, c = −6

• ប្លង់P កាត់តាម B(2, −1, 3) ⇒ xo = 2, yo = −1, zo = 3

(P ) : −3(x − 2) + (y + 1) − 6(z − 3) = 0 ⇔ −3x + y − 6z + 25 = 0

ដូចេនះ (P ) : −3x + y − 6z + 25 = 0

រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d

សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d កំណត់េដាយ


x = xo + at

y = yo + bt

z = zo + ct

; t ∈ R

េដាយ
• d កាត់តាម C(−2, 3, −2) ⇒ xo = −2, yo = 3, zo = −2

• d មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→
AB(2 − 1, −1 − 2, 3 − 4)

⇒ −→
AB(1, −3, −1) ⇒ a = 1, b = −3, c = −1

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ តd់ គឺ


x = −2 + t

y = 3 − 3t

z = −2 − t

; t ∈ R

ខ រកចមា្ង យ DBA ពីចំណុច B េទ A

DBA =
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
√

12 + (−3)2 + (−1)2 =
√

1 + 9 + 1 =
√

11

ដូចេនះ DBA =
√

11 ឯកតា្របែវង

រកចមា្ង យ DBd ពីចំណុច B េទបនា្ទ ត់ d
េដាយ d មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស−→

AB េហយី កាត់តាមចំណុចC េគបាន

DBd =

∣∣∣−→
AB × −−→

BC
∣∣∣∣∣∣−→

AB
∣∣∣

−→
AB (1, −3, −1) ;

−−→
BC (−4, 4, −5)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

• −→
AB × −−→

BC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 −3 −1

−4 4 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (15 + 4)−→i − (−5 − 4)−→j + (4 − 12)

−→
k

= 19−→
i + 9−→

j − 8
−→
k

=⇒ DBd =

√
192 + 92 + (−8)2√

12 + (−3)2 + (−1)2
=

√
506√
11

=
√

46

ដូចេនះ DBd =
√

46 ឯកតា្របែវង

រកចមា្ង យ DDP ពីចំណុច D(3, −3, −3) េទប្លង់ P

• D(3, −3, −3)

• (P ) : −3x + y − 6z + 25 = 0

េគបាន D
DP

= | − 3(3) + (−3) − 6(−3) + 25|√
(−3)2 + 12 + (−6)2

= 31√
46

= 31
√

46
46

ដូចេនះ D
DP

= 31
√

46
46

ឯកតា្របែវង

គ រកៃផ្ទ្រកទបរបស់្របេលទ្ូប្រកាម និងៃផ្ទ្រកទបរបស់្រតីេកាណ ែដលសង់េលីវុចិទ័រ −→
BA និង −−→

BC

• ៃផ្ទ្របេលទ្ូប្រកាម គឺ S្របេលទ្ូប្រកាម =
∣∣∣−→
BA × −−→

BC
∣∣∣ =

∣∣∣−−→
AB × −−→

BC
∣∣∣ =

∣∣∣−−→BC × −→
AB

∣∣∣ =
√

506

ដូចេនះ S្របេលទ្ូប្រកាម =
√

506 ឯកតាៃផ្ទ

• ៃផ្ទ្រតីេកាណគឺ S្រតីេកាណ = 1
2
∣∣∣−→
BA × −−→

BC
∣∣∣ =

√
506
2

ដូចេនះ S្រតីេកាណ =
√

506
2

ឯកតាៃផ្ទ
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១១៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១១

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) េគឲ្យចំនួនកុំផ្លិច x = −1
2

− i

√
3

2
និង y = −1

2
+ i

√
3

2
។

១ គណនា A = x − y2 និង B = x2 + x + 1 ។
២ សរេសរ x និង y ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត េហយីបងា្ហ ញថា C = x2013 + y2013 ជាចំនួនពិត ។

II (១៥ពិន្ទុ) េគចង់បេង្កីតចំនួនមានេលខ3ខ្ទង់ែដលខ្ទង់ទាងំបីមានេលខខុសៗគា្ន េដាយយកេចញពីេលខ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9។
១ រកចំនួនករណីអាច ។
២ រក្រប�បាប ែដលចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េនាះ ជាពហុគុណៃន 5 ។
៣ រក្រប�បាប ែដលចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េនាះ ជាចំនួនគូ។

III (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យអនុគមន៍ y = g(x) = xe2x ។
១ រកេដរេីវ g′(x) និង g′′(x)។ ទាញបញ្ជ ក់ថាអនុគមន៍ g មានអប្បបរមា្រតង់ x = −0.5។
២ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបតាង y = g(x) ្រតង់ x = 1 ។

IV (២០ពិន្ទុ) េគឲ្យសមីការ y′′ − 4y′ + 5y = 0 (E) ។
១ រកចេម្លីយទូេទ yc ៃនសមីការ (E) ។
២ េគដឹងថា yp = a cos x+ b sin xជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ y′′ −4y′ +5y = 4 cos x−12 sin x (F ) ចំេពាះ

្រគប់ចំនួនពិត x ។រកចំនួនពិត a និង b េហយីទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (F ) ។
V (៣០ពិន្ទុ)

១ េអលីប E មួយមានសមីការ 25x2 + 16y2 − 150x + 64y = 111 ។
ក រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិត កំពូល និងកំណំុរបស់េអលីប E ។
ខ សង់េអលីប E ក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ។

២ ចំណុច M(−1, 0, 1); N(0, 1, 2) និង P (1, 2, −1) ស្ថិតេនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មាន ទិសេដវជិ្ជមាន(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
មួយ។ ប្លង់ α មួយមានសមីការ x − 2y + z − 4 = 0 ។

ក រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→n =
−−→
MN × −−→

MP េហយីទាញរកសមីការប្លង់ β ែដលកាត់តាមចំណុច M, N និង P ។
ខ រកសមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ S មួយែដលមានផ្ចិត M េហយីកាត់តាមចំណុច N ។ េតីប្លង់ α ជួបនឹងែស៊្វ S ឬេទ?

VI (៣៥ពិន្ទុ) អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f(x) = 1 − 2 ln x

x
េហយីមាន្រកាប C ។

១ រក lim
x→+∞

f(x) និងlim
x→0

f(x)។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C។
២ គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
៣ សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ។ េគឲ្យ e = 2.7,

2
e

= 0.7 ។
៤ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1និង x = e ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ គណនា A = x − y2 ; B = x2 + x + 1

េយងីមាន x = −1
2

− i

√
3

2
; y = −1

2
+ i

√
3

2

េគបាន A = x − y2 = −1
2

− i

√
3

2
−
(

−1
2

+ i

√
3

2

)2

= −1
2

− i

√
3

2
−
(

1
4

− 21
2

√
3

2
i + i2 3

4

)

= −1
2

− i

√
3

2
− 1

4
+

√
3

2
i + 3

4

= 0

ដូចេនះ A = 0

B = x2 + x + 1 =
(

−1
2

− i

√
3

2

)2

+
(

−1
2

− i

√
3

2

)
+ 1

= 1
4

+ 2
(1

2

) √
3

2
i + i2 3

4
− 1

2
− i

√
3

2
+ 1

= 1
4

+
√

3
2

i − 3
4

− 1
2

− i

√
3

2
+ 1

= 0
ដូចេនះ B = 0

២ សរេសរ x និង y ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

• x = −1
2

− i

√
3

2
=
(

cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
x = cos 4π

3
+ i sin 4π

3

• y = −1
2

+ i

√
3

2
= cos 2π

3
+ i sin 2π

3
y = cos 2π

3
+ i sin 2π

3
បងា្ហ ញថា C = x2013 + y2013 ជាចំនួនពិត

េដាយ x2013 =
(

cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)2013
= cos

(
2013 · 4π

3

)
+ i sin

(
2013 · 4π

3

)
= cos 8052π

3
+ i sin 8052π

3
= cos 2684π + i sin 2684π

= 1 + 0i = 1

y2013 =
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)2013
= cos 2013 · 2π

3
+ i sin 2013 · 2π

3
= cos 1342π + i sin 1342 = 1 + 0i = 1

េគបាន C = x2013 + y2013 = 1 + 1 = 2 ជាចំនួនពិត

ដូចេនះ C = x2013 + y2013 ជាចំនួនពិត
II ១ រកចំនួនករណីអាច

េដាយ ការបេង្កីតចំនួនមានេលខ3ខ្ទង់ (គិតលំដាប់) ែដលខ្ទង់ទាងំបីមានេលខខុសៗគា្ន (គឺមិន្រចំែដល)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េហយីយកេចញពីេលខ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

េគបាន ចំនួនករណីអាចគឺ n(S) = P (9, 3) = 9!
(9 − 3)!

= 9 × 8 × 7 × 6!
6!

= 504

ដូចេនះ ចំនួនករណីអាចគឺ n(S) = 504 ករណី
២ រក្រប�បាប A : « ចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េនាះ ជាពហុគុណៃន 5 »

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ A : « ចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េនាះ ជាពហុគុណៃន 5 »
េគបាន េលខបីខ្ទង់ទាងំេនាះ្រត�វមានេលខខាងចុងគឺ េលខ 5

⇒ n(A) = P (8, 2) × P (1, 1) = P (8, 2) = 8!
6!

= 56

េគបាន P (A) = 56
504

= 8 × 7
9 × 8 × 7

= 1
9

ដូចេនះ P (A) = 1
9

៣ រក្រប�បាប B : «ចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េនាះ ជាចំនួនគូ»

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

េដាយ B : «ចំនួនមានេលខ 3 ខ្ទង់េនាះ ជាចំនួនគូ»
េគបាន េលខបីខ្ទង់ទាងំេនាះ្រត�វមានេលខខាងចុង ជាេលខគូ គឺ 2 ឬ 4 ឬ 6 ឬ 8

⇒ P (B) = P (8, 2)P (1, 1) + P (8, 2)P (1, 1) + P (8, 2)P (1, 1) = 4 × 8 × 7 = 224

េគបាន P (B) = 224
504

= 4 × 8 × 7
9 × 8 × 7

= 4
9

ដូចេនះ P (B) = 4
9

III អនុគមន៍ y = g(x) = xe2x

១ រកេដរេីវ g′(x) និង g′′(x)

g′(x) =
(
xe2x

)′
= x′e2x +

(
e2x
)′

x = e2x + 2xe2x g′(x) = e2x + 2xe2x

g′′(x) =
(
e2x + 2xe2x

)′
= 2e2x + 2e2x + 4xe2x = 4e2x + 4xe2x

ដូចេនះ g′′(x) = 4e2x + 4xe2x

ទាញបញ្ជ ក់ថា អនុគមន៍ g មានអប្បបរមា្រតង់ x = −0.5

អនុគមន៍ g មានអប្បបរមា្រតង់ x = −0.5 លុះ្រតាែត

 g′(−0.5) = 0

g′′(−0.5) > 0
េដាយ ចំេពាះ x = −0.5 េគបាន
• g′(−0.5) = e2(−0.5) + 2(−0.5)e2(−0.5) = e−1 − e−1 = 0

• g′′(−0.5) = 4e2(−0.5) + 4(−0.5)e2(−0.5) = 4
e

− 2
e

= 2
e

> 0

ដូចេនះ អនុគមន៍ g មានអប្បបរមា្រតង់ x = −0.5

២ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបតាង y = g(x) ្រតង់ x = 1

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះមានសមីការ y = g′(xo)(x − xo) + g(xo)

េដាយ g′(xo) = g′(1) = e2(1) + 2(1)e2(1) = e2 + 2e2 = 3e2

g(xo) = g(1) = 1.e2(1) = e2

⇒ y = 3e2(x − 1) + e2 = 3xe2 − 3e2 + e2 = 3xe2 − 2e2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 3xe2 − 2e2

IV ១ រកចេម្លីយទូេទ yc ៃនសមីការ (E) : y′′ − 4y′ + 5y = 0

(E) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 − 4r + 5 = 0

∆ = b2 − 4ac = 16 − 4(1)(5) = −4 ⇒
√

∆ = 2i

⇒ r1 = 4 − 2i

2
= 2 − i ; r2 = 4 + 2i

2
= 2 + i

ដូចេនះ yc = e2x (A cos x + B sin x) ; A, B ∈ R

២ រកចំនួនពិត a និង b

េយងីមាន yp = a cos x + b sin x ; y′′ − 4y′ + 5y = 4 cos x − 12 sin x (F )

yp ជាចេម្លីយៃន (F ) លុះ្រតាែត y′′
p − 4y′

p + 5yp = 4 cos x − 12 sin x

េដាយ y′
P = (a cos x + b sin x)′ = −a sin x + b cos x

y′′
p = (−a sin x + b cos x)′ = −a cos x − b sin x

េគបាន
− a cos x − b sin x − 4 (−a sin x + b cos x) + 5 (a cos x + b sin x) = 4 cos x − 12 sin x

(−4b + 4a) cos x + (4a + 4b) sin x = 4 cos x − 12 sin x

⇒

 −4b + 4a = 4

4a + 4b = −12
+

8a = −8 ⇒ a = −1 ; ⇒ b = −2
ដូចេនះ yp = − cos x − 2 sin x

ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (F )

ចេម្លីយទូេទៃន(F )គឺ y = yc + yp = e2x (A cos x + B sin x) − cos x − 2 sin x ; A, B ∈ R

V ១ ក រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិត កំពូល និងកំណំុរបស់េអលីប E

េយងីមាន (E) : 25x2 + 16y2 − 150x + 64y = 111

េគបាន 25x2 + 16y2 − 150x + 64y = 111

⇔ 25x2 − 150x + 16y2 + 64y = 111

⇔ 25
(
x2 − 6x + 9

)
− 25(9) + 16

(
y2 + 4y + 4

)
− 16(4) = 111

⇔ 25 (x − 3)2 − 225 + 16 (y + 2)2 − 64 = 111

⇔ 25 (x − 3)2 + 16 (y + 2)2 = 400

⇔ 25 (x − 3)2

400
+ 16 (y + 2)2

400
= 400

400

⇔ (x − 3)2

16
+ (y + 2)2

25
= 1

⇔ (x − 3)2

42 + (y + 2)2

52 = 1

េគបាន
• េអលីបមានអ័ក្សធំជាអ័ក្សឈរ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
• h = 3, k = −2 ; a = 5, b = 4; c2 = a2 − b2 = 25 − 16 = 9 ⇒ c = 3

• ផ្ចិត(h, k) ផ្ចិត(3, −2)

• កំពូល V1(h, k − a); V2(h, k + a) កំពូល V1(3, −7); V2(3, 3)

• កំណំុ F1(h, k − c); F2(h, k + c) កំណំុ F1(3, −5); F2(3, 1)

ខ សង់េអលីប E ក្នុងត្រម�យកូអរេដាេន

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

−7

−8

1

2

3

4

(x − 3)2

16
+ (y + 2)2

25
= 1

x′ x

y′

y

២ ១ រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→n =
−−→
MN × −−→

MP

េយងីមាន ចំណុច M(−1, 0, 1); N(0, 1, 2) ; P (1, 2, −1)

េគបាន −−→
MN (0 − (−1), 1 − 0, 2 − 1) ⇒ −−→

MN (1, 1, 1)
−−→
MP (1 − (−1), 2 − 0, −1 − 1) ⇒ −−→

MP (2, 2, −2)

−→n =
−−→
MN × −−→

MP =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 1 1

2 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2 − 2)−→i − (−2 − 2)−→j + (2 − 2)

−→
k

= −4−→
i + 4−→

j + 0
−→
k

ដូចេនះ −→n (−4, 4, 0)

រកសមីការប្លង់ (β)

សមីការប្លង់ (β) កំណត់េដាយ (β) : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

េដាយ ប្លង់ (β) កាត់តាមចំណុច M, N និង P
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េយងីបាន −→n (−4, 4, 0) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់(β) ⇒ a = −4, b = 4, c = 0

(β) កាត់តាម M(−1, 0, 1) ⇒ xo = −1, yo = 0 , zo = 1

=⇒ (β) : − 4(x + 1) + 4(y − 0) + 0(z − 1) = 0

⇔ − 4x + 4y − 4 = 0

⇔ x − y + 1 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់គឺ (β) : x − y + 1 = 0

២ រកសមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ S
សមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ S កំណត់េដាយ (S) : (x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2

េដាយ ែស៊្វ (S) មានផ្ចិត M(−1, 0, 1) ⇒ a = −1, b = 0, c = 1

េហយី ែស៊្វ(S) កាត់តាមចំណុច N េគបាន r = MN =
√

12 + 12 + 12 =
√

3

ដូចេនះ សមីការស្តង់ដាៃនែស៊្វ(S) គឺ (x + 1)2 + y2 + (z − 1)2 = 3

ប្លង់ α ជួបនឹងែស៊្វ S ឬេទ
េបីែស៊្វ S ជួបនឹងប្លង់ α លុះ្រតាែត
ចមា្ង យពីផ្ចិតៃនែស៊្វS េទប្លង់(α) គឺតូចជាងឬេស្មី កាrំ ៃនែស៊្វS
• ប្លង់ (α) : x − 2y + z − 4 = 0

• ផ្ចិតែស៊្វគឺ M(−1, 0, 1)

េគបាន

D(M, (α)) = | − 1 − 2(0) + 1 − 4|√
12 + (−2)2 + 12

= 4√
6

=
√

16
6

=
√

8
3

< r

ដូចេនះ ប្លង់α ជួបែស៊្វ S
VI ១ រក lim

x→+∞
f(x) និង lim

x→0
f(x)

េដាយ y = f(x) = 1 − 2 ln x

x
េគបាន

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
1 − 2 ln x

x

)
= 1 − 0 = 1 lim

x→+∞
f(x) = 1

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
1 − 2 ln x

x

)
= 1 − (−∞) + ∞ lim

x→0
f(x) = +∞

រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C

• េដាយ lim
x→0

f(x) = +∞ ដូចេនះ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ

• េដាយ lim
x→+∞

f(x) = 1 ដូចេនះ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក
២ គណនាេដរេីវ f ′(x)

េដាយ y = f(x) = 1 − 2 ln x

x
េគបាន

f ′(x) =
(

1 − 2 ln x

x

)2

= −2 (ln x)′ x − x′ (−2 ln x)
x2 = −2 + 2 ln x

x2

ដូចេនះ f ′(x) = −2 + 2 ln x

x2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f សញញ f ′(x)

f ′(x) = −2 + 2 ln x

x2 មានសញញ តាមភាគយក េ្រពាះ x2 > 0; ∀x ∈ (0, +∞)

• f ′(x) = 0 ⇔ −2 + 2 ln x = 0 ⇒ ln x = 1 ⇔ x = e = 2.7

• f ′(x) > 0 ⇔ −2 + 2 ln x > 0 ⇒ ln x > 1 ⇔ x > 2.7

• f ′(x) < 0 ⇔ −2 + 2 ln x < 0 ⇒ ln x < 1 ⇔ x < 2.7

• f(2.7) = f(e) = 1 − 2 ln e

e
= 1 − 2

e
= 1 − 0.7 = 0.3

េគបាន តារាងអេថរភាពៃនf

x

f ′(x)

f(x)

0 2.7 +∞

− 0 +

+∞

0.30.3

11

៣ សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេន

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

5

f(x) = 1 − 2 ln x

x

y = 1

x′ x

y′

y

៤ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e

េពល x ∈ [2, e] ្រកាប C ស្ថិតេ្រកាម បនា្ទ ត់ y = 1 េគបាន

S =
∫ e

1
[1 − f(x)] dx =

∫ e

1

2 ln x

x
dx =

∫ e

1
2 (ln x)′ ln xdx

=
[
2ln2 x

2

]e

1

= ln2 e − ln2 1 = 12 − 02 = 1

ដូចេនះ S = 1 ឯកតាៃផ្ទ
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១២៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១២

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) េគឲ្យចំនួនកុំផ្លិច a = 2
√

3 − 2i និង b = −
√

2 + i
√

2 ។
១ សរេសរ Z = a2 + b2 + 4ai +

√
2b ជាទ្រមង់ពីជគណិត។

២ សរេសរ a, b និង ab ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។
II (១៥ពិន្ទុ) ក្នុង្របអប់មួយមានឃ្លពីណ៌ស 2 ្រគាប់ែដលមានចុះេលខ 1, 2 និងឃ្លពីណ៌េខ្ម 3 ្រគាប់ ែដលមានចុះេលខ 1, 2, 3 េគ

ចាប់យកឃ្លី 2 ្រគាប់ ្រពមគា្ន េដាយៃចដន្យពីក្នុង្របអប់េនាះ។
១ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A : «េគចាប់បានឃ្លពីណ៌ដូចគា្ន »។
២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ B : «េគចាប់បានឃ្លមីានផលបូកេលខេស្មី 3 »។
៣ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ C : «េគចាប់បានឃ្លមីានផលបូកេលខេស្មី 3 េដាយបានដឹងថាវាមានពណ៌ដូចគា្ន »។

III (១៥ពិន្ទុ)
១ កំណត់ចំនួនពិត m, n និង p េដីម្បឲី្យ

x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

= m

x − 2
+ nx + p

x2 + x + 1
(x ̸= 2)។

២ គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 1

0

x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

dx។

IV (២០ពិន្ទុ) េគឲ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E1) : −y′′ − y′ + 6y = 6x2 − 2x + 4 ។
១ េដាះ្រសាយសមីការ (E2) : −y′′ − y′ + 6y = 0 ។
២ រកពហុធា p(x) = ax2 + bx + c ែដលជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E1)។ ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E1) ។

V (៣០ពិន្ទុ) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគឲ្យបីចំណុច A(1, 0, 1), B(0, 2, 2) និង

C(2, 1, 0)។
១ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់កំពូល A ។
២ គណនា −→n =

−→
AB × −→

AC រចួរកសមីការប្លង់ ABC ។
៣ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d ែដលកាត់តាម D(1, −1, 3) េហយីែកងនឹងប្លង់ ABC ្រតង់ M ។

រកកូអរេដាេនៃនចំណុច M ។
VI (៣៥ពិន្ទុ) អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f(x) = 2 + ln x

x2 េហយីមាន្រកាប C ។
១ រក lim

x→+∞
f(x) និង lim

x→0+
f(x)។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបC។

២ គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f។
៣ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអាសីុមតូតេដក។ សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ។

េគឲ្យ e = 2.72, e0.5 = 1.65 ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
៤ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1និង x = e0.5 ។

ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ សរេសរ Z = a2 + b2 + 4ai +
√

2b ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េដាយ a = 2

√
3 − 2i ; b = −

√
2 + i

√
2

េគបាន Z = a2 + b2 + 4ai +
√

2b

=
(
2
√

3 − 2i
)2

+
(
−

√
2 + i

√
2
)2

+ 4
(
2
√

3 − 2i
)

i +
√

2
(
−

√
2 + i

√
2
)

= 4(3) − 8
√

3i + 4i2 + 2 − 2(2)i + 2i2 + 8
√

3i − 8i2 − 2 + 2i

= 14 − 2i

Z = 14 − 2i

២ សរេសរ a, b និង ab ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

• េដាយ a = 2
√

3 − 2i = 4
(√

3
2

− 1
2

i

)
= 4

(
cos 11π

6
+ i sin 11π

6

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនa គឺ a = 4
(

cos 11π

6
+ i sin 11π

6

)

• េដាយ b = −
√

2 + i
√

2 = 2
(

−
√

2
2

+
√

2
2

i

)
= 2

(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនb គឺ b = 2
(

cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)
• េដាយ ab =

[
4
(

cos 11π

6
+ i sin 11π

6

)] [
2
(

cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)]

= 8
[
cos

(11π

6
+ 3π

4

)
+ i sin

(11π

6
+ 3π

4

)]
= 8

(
cos 31π

12
+ i sin 31π

12

)

= 8
[
cos

(
2π + 7π

12

)
+ i sin

(
2π + 7π

12

)]
= 8

(
cos 7π

12
+ i sin 7π

12

)

ដូចេនះ ទ្រមង់ធរណីមា្រតៃនab គឺ ab = 8
(

cos 7π

12
+ i sin 7π

12

)
II ១ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A : «េគចាប់បានឃ្លពីណ៌ដូចគា្ន »

តាមរូបមន្ត p(A) = n(A)
n(S)

េដាយ េគចាប់បានពណ៌ដូចគា្ន មានន័យ ថា អាចជា ឃ្លសីទាងំពីរ ឬ ឃ្លេីខ្ម ទាងំពីរ
េគបាន n(A) = C(2, 2) + C(3, 2) = 1 + 3 = 4

n(S) = C(5, 2) = 5!
3!2!

= 10 នាឲំ្យ P (A) = 4
10

= 2
5

ដូចេនះ P (A) = 2
5

២ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ B : «េគចាប់បានឃ្លមីានផលបូកេលខេស្មី 3 »
តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)

n(S)
េដាយ ផលបូកេលខេស្មី 3 គឺមាន 4 ករណី{
(1ពណ៌េខ្ម , 2ពណ៌េខ្ម ); (1ពណ៌េខ្ម , 2ពណ៌ស); (1ពណ៌ស, 2ពណ៌េខ្ម ); (1ពណ៌ស, 2ពណ៌ស)

}
េគបាន n(B) = 4 ; n(S) = 10
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េគបាន P (B) = 4

10
= 2

5
ដូចេនះ P (B) = 2

5
៣ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍

C : «េគចាប់បានឃ្លមីានផលបូកេលខេស្មី 3 េដាយបានដឹងថា វាមានពណ៌ដូចគា្ន »
តាមរូបមន្ត P (C) = P (B/A) = P (A ∩ B)

P (A)
េដាយ ផលបូកេស្មី3 ែដលមានេលខដូចគា្ន គឺ មាន 2 ករណី

{
(1ពណ៌េខ្ម , 2ពណ៌េខ្ម ); (1ពណ៌ស, 2ពណ៌ស)

}
េគបាន n(A ∩ B) = 2 ; n(S) = 10 ⇒ P (A ∩ B) = 2

10
= 1

5

នាឲំ្យ P (C) =

1
5
2
5

= 1
2

ដូចេនះ P (C) = 1
2

III ១ កំណត់ចំនួនពិត m, n និង p េដីម្បឲី្យ x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

= m

x − 2
+ nx + p

x2 + x + 1
(x ̸= 2)

េដាយ x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

= m

x − 2
+ nx + p

x2 + x + 1

= m (x2 + x + 1) + (nx + p) (x − 2)
(x − 2) (x2 + x + 1)

= mx2 + mx + m + nx2 − 2nx + px − 2p

(x − 2) (x2 + x + 1)

= (m + n) x2 + (m − 2n + p) x + (m − 2p)
(x − 2) (x2 + x + 1)

ផ្ទឹមេមគុណ េយងីបាន


m + n = 1 ⇒ n = 1 − m (1)

m − 2n + p = 6 (2)

m − 2p = 5 ⇒ p = m − 5
2

(3)

យក (1); (3) ជួសក្នុង (2) េយងីបាន m − 2(1 − m) + m − 5
2

= 6

m − 2 + 2m + m − 5
2

= 6
2m − 4 + 4m + m − 5

2
= 6

7m − 9 = 12

⇒7m = 21 ⇒ m = 21
7

= 3

m = 3 េគបាន n = 1 − m = 1 − 3 = −2

p = m − 5
2

= 3 − 5
2

= −1

ដូចេនះ m = 3 ; n = −2 ; p = −1

២ គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 1

0

x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

dx

េដាយ x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

= 3
x − 2

+ −2x − 1
x2 + x + 1
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េគបាន I =

∫ 1

0

x2 + 6x + 5
(x − 2) (x2 + x + 1)

dx =
∫ 1

0

( 3
x − 2

+ −2x − 1
x2 + x + 1

)
dx

=
∫ 1

0

(
3(x − 2)′

(x − 2)
− (x2 + x + 1)′

x2 + x + 1

)
dx

=
[
3 ln |x − 2| − ln

∣∣∣x2 + x + 1
∣∣∣]1

0

= 3 ln 1 − ln 3 − (3 ln 2 − ln 1)

= − ln 3 − ln 23 = − (ln 3 + ln 8) = − ln 24

ដូចេនះ I = − ln 24

IV សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E1) : −y′′ − y′ + 6y = 6x2 − 2x + 4

១ េដាះ្រសាយសមីការ (E2) : −y′′ − y′ + 6y = 0

(E2) មានសមីការសមា្គ ល់ −r2 − r + 6 = 0 មានឫស r1 = −3, r2 = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយៃន (E2) គឺ y = Ae−3x + Be2x ; A, B ∈ R

២ រកពហុធា p(x) = ax2 + bx + c ែដលជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E1)

p(x) = ax2 + bx + c ែដលជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E1) លុះ្រតាែត
−p′′(x) − p′(x) + 6p(x) = 6x2 − 2x + 4

េដាយ p(x) = ax2 + bx + c ⇒ p′(x) = 2ax + b

⇒ P ′′(x) = 2a

េគបាន − (2a) − (2ax + b) + 6
(
ax2 + bx + c

)
= 6x2 − 2x + 4

⇔ − 2a − 2ax − b + 6ax2 + 6bx + 6c = 6x2 − 2x + 4

⇔ 6ax2 + (−2a + 6b) x + (−2a − b + 6c) = 6x2 − 2x + 4

េដាយផ្ទឹមេមគុណេយងីបាន


6a = 6 (1)

−2a + 6b = −2 (2)

−2a − b + 6c = 4 (3)

(1) : 6a = 6 ⇒ a = 1 ជំនួសក្នុង (2) េគបាន −2(1) + 6b = −2 ⇒ b = 0

យក a = 1, b = 0 ជួសក្នុង (3) េគបាន −2(1) − 0 + 6c = 4 ⇒ c = 1

ដូចេនះ p(x) = x2 + 1

ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E1)

ចេម្លីយទូេទៃន (E1) គឺ y = yc + yp = Ae−3x + Be2x + x2 + 1 ; A, B ∈ R

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃន (E1) គឺ y = Ae−3x + Be2x + x2 + 1 ; A, B ∈ R

V ១ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់កំពូល A

េយងីមាន A(1, 0, 1) ; B(0, 2, 2) ; C(2, 1, 0)

េគបាន −→
AB (0 − 1, 2 − 0, 2 − 1) ⇒ −→

AB (−1, 2, 1)
−→
AC (2 − 1, 1 − 0, 0 − 1) ⇒ −→

AC (1, 1, −1)
េដាយ −→

AB · −→
AC = −1(1) + 2(1) + 1(−1) = −2 + 2 = 0 ⇒ −→

AB⊥−→
AC
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A

២ គណនា −→n =
−→
AB × −→

AC

−→n =
−→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−1 2 1

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2 − 1) −→

i − (1 − 1) −→
j + (−1 − 2)

−→
k

= −3−→
i + 0−→

j − 3
−→
k

ដូចេនះ −→n (−3, 0, −3)

រកសមីការប្លង់ ABC

សមីការប្លង់ ABC កំណត់េដាយ (ABC) : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

េដាយ
• −→n (−3, 0, −3) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន ប្លង់ ABC ⇒ a = −3, b = 0, c = −3

• ប្លង់ABC កាត់តាម A(1, 0, 1) ⇒ xo = 1, yo = 0, zo = 1

េគបាន សមីការប្លង់(ABC) : −3(x − 1) + 0(y − 0) − 3(z − 1) = 0 ⇔ x + z − 2 = 0

ដូចេនះ សមីការប្លង់ABC : x + z − 2 = 0
៣ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់

រូបមន្តសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d គឺ


x = xo + at

y = yo + bt

z = zo + ct

t ∈ R

េដាយ
• d ែដលកាត់តាម D(1, −1, 3) ⇒ xo = 1, yo = −1, zo = 3

• d ែកងនឹងប្លង់ ABC ⇒ −→n (−3, 0, −3) ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន បនា្ទ ត់ d

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ d គឺ


x = 1 − 3t

y = −1 + 0t

z = 3 − 3t

t ∈ R រកកូអរេដាេនៃនចំណុច M

េដាយ បនា្ទ ត់ d ែកងនឹងប្លង់ ABC ្រតង់ចំណុច M

េគបាន

• M(x
M

, y
M

, z
M

) ∈ d ⇒


x

M
= 1 − 3t (1)

y
M

= −1 + 0t (2)

z
M

= 3 − 3t (3)
• M(x

M
, y

M
, z

M
) ∈ (ABC) ⇒ x

M
+ z

M
− 2 = 0 (4)

យក (1); (2); (3) ជួសក្នុង (4) េគបាន (1 − 3t) + (3 − 3t) − 2 = 0

⇔ 1 − 3t + 3 − 3t − 2 = 0

⇔ − 6t = −2

⇒ t = 2
6

= 1
3
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

យក t = 1
3
ជួសក្នុង (1); (2); (3) េគបាន



x
M

= 1 − 3
(1

3

)
y

M
= −1

z
M

= 3 − 3
(1

3

) ⇒


x

M
= 0

y
M

= −1

z
M

= 2

ដូចេនះ M(0, −1, 2)

VI ១ រក lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→0+

f(x)

េយងីមាន y = f(x) = 2 + ln x

x2 េយងីបាន

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
2 + ln x

x2

)
= 2 + 0 = 2 lim

x→+∞
f(x) = 2

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
2 + ln x

x2

)
= 2 − ∞ = −∞ lim

x→0+
f(x) = −∞

រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C

េដាយ lim
x→+∞

f(x) = 2 ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក

េដាយ lim
x→0+

f(x) = −∞ ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ
២ គណនាេដរេីវ f ′(x)

f ′(x) =
(

2 + ln x

x2

)′

= (ln x)′ x2 − (x2)′ ln x

(x2)2 = x − 2x ln x

x4 = 1 − 2 ln x

x3

ដូចេនះ f ′(x) = 1 − 2 ln x

x3

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f
សញញ េដរេីវf ′(x)

េដាយ x3 > 0 ∀x ∈ (0, +∞) េគបាន f ′(x)មានសញញ តាមភាគយក

• f ′(x) = 0 ⇔ 1 − 2 ln x = 0 ⇔ ln x = 1
2

⇒ x = e
1
2 =

√
e = 1.65

• f ′(x) > 0 ⇔ 1 − 2 ln x > 0 ⇔ ln x <
1
2

⇒ x <
√

e

• f ′(x) < 0 ⇔ 1 − 2 ln x < 0 ⇔ ln x >
1
2

⇒ x >
√

e

• f(1.65) = f(
√

e) = 2 + ln
√

e√
e2

= 2 +
1
2
e

= 2 + 1
2e

= 4e + 1
2e

= 2.18

េយងីបានតារាងអេថរភាពៃនf គឺ

x

f ′(x)

f(x)

0 1.65 +∞

+ 0 −

−∞

2.182.18

22

៣ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអាសីុមតូតេដក

(C) : y = 2 + ln x

x2 ; អាសុីមតូតេដក d : y = 2

េគបាន (C) ∩ d ⇔ 2 + ln x

x2 = 2 ⇒ ln x = 0 ⇒ x = 1

១១៤េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអាសីុមតូតេដក គឺ (1, 2)

+ សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

5

f(x) = 2 + ln x

x2y = 2

x′ x

y′

y

៤ គណនាៃផ្ទ្រកទបែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e0.5

តាម្រកាប េពល x ∈ [1, e0.5] ្រកាប C ស្ថិតេលីបនា្ទ ត់ y = 2 េគបាន

S =
∫ e0.5

1
[f(x) − 2]dx =

∫ e0.5

1

[
2 + ln x

x2 − 2
]

dx =
∫ e0.5

1

1
x2 · ln x dx

តាង f(x) = ln x ⇒ f ′(x) = 1
x

g′(x) = 1
x2 ⇒ g(x) =

∫ 1
x2 dx = −1

x

តាមរូបមន្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក
∫ b

a
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx

េយងីបាន S =
∫ e0.5

1

1
x2 · ln x dx =

[
−1

x
ln x

]e0.5

1
−
∫ e0.5

1

1
x

·
(

−1
x

)
dx

= − 1
e0.5 ln e0.5 −

(
−1

1
ln 1

)
+
∫ e0.5

1

1
x2 dx

= − 0.5
e0.5 −

[1
x

]e0.5

1
= − 0.5

e0.5 − 1
e0.5 + 1

1
= − 1.5

e0.5 + 1 = 0.08

ដូចេនះ S = 0.08 ឯកតាៃផ្ទ
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� �������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៣៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៣

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

ក lim
x→ π

4

2 sin
(
x − π

4

)
π
4 − x

ខ lim
x→0

−2 sin 5x√
5 −

√
x + 5

គ lim
x→0

1 − cos2 3x

−2x2
ឃ lim

x→0

x2 − x

|x|

II (១៥ពិន្ទុ) េគឲ្យចំនួនកុំផ្លិច z1 = −1 + i
√

3, z2 = −1 − i
√

3 ។
១ គណនា z1 + z2, z1 − z2, z1z2 ។
២ សរេសរចំនួនកុំផ្លិច z1 និង z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។
៣ បងា្ហ ញថា z1 និង z2 ជាឬសរបស់សមីការ z3 − 8 = 0 ។

III (១៥ពិន្ទុ)េនក្នុងធុងមួយេគមានប៊ូល១២ែដលមានសរេសរេលខពី១ដល់១២។េគចាប់យកប៊ូល៣ពីក្នុងធុង្រពមគា្ន េដាយៃចដន្យ។
រក្រប�បាបែដល
១ ”េគចាប់បានប៊ូលទាងំបីមានេលខសុទ្ធែតែចកដាច់នឹង៣”
២ ”េគចាប់បានមានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង៣”
៣ ”េគចាប់បានមានេលខតាមលំដាប់េកីនជាស្វុ ីតនព្វន្តែដលមានផលសងរមួ d = 3”

IV (៣៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី ]0, +∞[ េដាយ f(x) = x − 5 + 8 ln x
x

+ 9
x
និង C ្រកាបរបស់វា។

១ ក រក lim
x→+∞

f(x) ។
ខ រក lim

x→0
f(x) ។

គ ្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ ∆ ែដលមានសមីការ y = x − 5 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាងC េនជិត+∞។
ឃ កំណត់អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង ∆ និងែខ្សេកាង C ។

២ ក បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េនេលី ]0, +∞[ េគបាន f ′(x) = g(x)
x2 ។

ខ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េដាយដឹងថាសមីការ g(x) = 0 មានចេម្លីយ x = 1 និង x = α (1 < α) ។
V (៤៥ពិន្ទុ) f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ f(x) = 4 − x − 2e−x ។េគតាងេដាយ C ជា្រកាបរបស់វា ។

១ ក រក lim
x→+∞

f(x) ។
ខ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D មានសមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C ។
គ េតីែខ្សេកាង C េនេលីឬេ្រកាមបនា្ទ ត់ D ចូរបញ្ជ ក់។
ឃ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x ; f(x) = 4ex − xex − 2

ex
។

ង រក lim
x→−∞

f(x) (េ្របីលទ្ធផល lim
x→−∞

xex = 0 )។
២ ក គណនា f ′(x) ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។ កំណត់តៃម្លពិតៃនអតិបរមារបស់ f ។

ខ A ជាចំណុចេនេលីែខ្សេកាង C ែដលមានអាប់សីុស 0 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ែខ្សេកាង C ្រតង់ចំណុច A ។

១១៧េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
គ បងា្ហ ញថាសមីការ f(x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ែដលេគតាងេដាយ β េនក្នុងចេនា្ល ះ[−1, 0]។

១១៨េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

ក lim
x→ π

4

2 sin
(
x − π

4

)
π
4 − x

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→ π

4

2
sin

(
x − π

4

)
−
(
x − π

4

) = 2
−1

× 1 = −2 ដូចេនះ lim
x→ π

4

2 sin
(
x − π

4

)
π
4 − x

= −2

ខ lim
x→0

−2 sin 5x√
5 −

√
x + 5

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

−2 sin 5x
(√

5 +
√

x + 5
)

(√
5 −

√
x + 5

) (√
5 +

√
x + 5

) = lim
x→0

−2 sin 5x
(√

5 +
√

x + 5
)

5 − (x + 5)

= lim
x→0

2 × 5sin 5x

5x

(√
5 +

√
x + 5

)
= 10 × 1 × 2

√
5 = 20

√
5

ដូចេនះ lim
x→0

−2 sin 5x√
5 −

√
x + 5

= 20
√

5

គ lim
x→0

1 − cos2 3x

−2x2 (មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

sin2 3x

(3x)2

(
32

−2

)
= 1 ×

(
−9

2

)
= −9

2
ដូចេនះ lim

x→0

1 − cos2 3x

−2x2 = −9
2

ឃ lim
x→0

x2 − x

|x|
(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

x(x − 1)
|x|

=


lim

x→0−

x(x − 1)
−x

= 0 − 1
−1

= 1

lim
x→0+

x(x − 1)
x

= 0 − 1
1

= −1
ដូចេនះ lim

x→0

x2 − x

|x|
= ±1

II ១ គណនា z1 + z2, z1 − z2, z1z2

េដាយ z1 = −1 + i
√

3, z2 = −1 − i
√

3 េគបាន
• z1 + z2 = −1 + i

√
3 +

(
−1 − i

√
3
)

= −2 z1 + z2 = −2

• z1 − z2 = −1 + i
√

3 −
(
−1 − i

√
3
)

= 2
√

3i z1 − z2 = 2
√

3i

• z1z2 =
(
−1 + i

√
3
) (

−1 − i
√

3
)

= (−1)2 −
(
i
√

3
)2

= 1 + 3 = 4 z1z2 = 4

២ សរេសរចំនួនកុំផ្លិច z1 និង z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
• េដាយ z1 = −1 + i

√
3 = 2

(
−1

2
+ 3

2
i
)

= 2
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនz1 គឺ z1 = 2
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)

• េដាយ z2 = −1 − i
√

3 = 2
(

−1
2

−
√

3
2

i

)
= 2

(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនz2 គឺz2 = 2
(

cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
៣ បងា្ហ ញថា z1 និង z2 ជាឬសរបស់សមីការ z3 − 8 = 0

• េបី z1 ជាឫសៃនសមីការ z3 − 8 = 0 លុះ្រតាែត z3
1 − 8 = 0

េដាយ z3
1 =

(
2
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

))3
= 23

(
cos 32π

3
+ i sin 32π

3

)
= 8 (cos2π + i sin 2π) = 8(1 + i0) = 8

េគបាន z3
1 − 8 = 8 − 8 = 0 ពិត ដូចេនះ z1 ជាឫសៃនសមីការ z3 − 8 = 0

• េបី z2 ជាឫសៃនសមីការ z3 − 8 លុះ្រតាែត z3
2 − 8 = 0

េដាយ z3
2 =

(
2
(

cos 4π

3
+ i sin 4π

3

))3
= 23

(
cos 34π

3
+ i sin 34π

3

)
= 8 (cos 4π + i sin 4π) = 8(1 + i0) = 8

េគបាន z3
2 − 8 = 8 − 8 = 0ពិត ដូចេនះ z2 ជាឫសៃនសមីការz3 − 8 = 0

III ១ រក្រប�បាបែដល A : «េគចាប់បានប៊ូលទាងំ 3 មានេលខសុទ្ធែតែចកដាច់នឹង 3 »

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េលខែដលែចកដាច់នឹង3 មានេលខ 3, 6, 9, 12 េគបាន n(A) = C(4, 3) = 4!
1!3!

= 4

n(S) = C(12, 3) = 12!
9!3!

= 220

េគបាន P (A) = 4
220

= 1
55

P (A) = 1
55

២ រក្រប�បាបែដល B : «េគចាប់បានមានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង 3»
តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)

n(S)
េលខែដលមិនែចកដាច់នឹង3 មានេលខ 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11

េគបាន n(B) = C(8, 2) × C(4, 1) = 8!
6!2!

× 4 = 28 × 4 = 112; n(S) = 220

េគបាន P (B) = 112
220

= 28
55

ដូចេនះ P (B) = 28
55

៣ រក្រប�បាប C : «េគចាប់បានមានេលខតាមលំដាប់េកីនជាស្វុ ីតនព្វន្តែដលមានផលសងរមួ d = 3»

តាមរូបមន្ត P (C) = n(C)
n(S)

េលខតាមលំដាប់េកីនជាស្វុ ីតនព្វន្តមានd = 3 មាន
{(1, 4, 7); (2, 5, 8); (3, 6, 9); (4, 7, 10); (5, 8, 11); (6, 9, 12)}

េគបាន n(C) = 6 ⇒ P (C) = 6
220

= 3
110

ដូចេនះ P (C) = 3
110

IV f(x) = x − 5 + 8 ln x

x
+ 9

x
១ ក រក lim

x→+∞
f(x)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x − 5 + 8 ln x

x
+ 9

x

)
= +∞ − 5 + 0 + 0 = +∞

lim
x→+∞

f(x) = +∞

១២០េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ខ រក lim

x→0
f(x)

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
x − 5 + 8 ln x

x
+ 9

x

)
= lim

x→0

(
x − 5 + 8 ln x + 9

x

)
= −∞

lim
x→0

f(x) = −∞

គ ្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ ∆ ែដលមានសមីការ y = x − 5 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាងC េនជិត+∞

េយងីមាន f(x) = x − 5 + 8 ln x

x
+ 9

x

េដាយ lim
x→+∞

[f(x) − (x − 5)] = lim
x→+∞

(
8 ln x

x
+ 9

x

)
= 0 + 0 = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ ∆ : y = x − 5 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនC

ឃ កំណត់អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង ∆ និងែខ្សេកាង C

(∆) ∩ (C) ⇔ x − 5 = x − 5 + 8 ln x

x
+ 9

x

⇔ 8 ln x

x
= −9

x

⇔ ln x = −9
8

⇒ x = e− 9
8 = 1

e
9
8

= 1
8
√

e9
= 1

e 8
√

e

ដូចេនះ អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វ ∆ និង C គឺ x = 1
e 8
√

e

២ ក បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េនេលី ]0, +∞[ េគបាន f ′(x) = g(x)
x2

េដាយ f ′(x) =
(

x − 5 + 8 ln x

x
+ 9

x

)′

= 1 + (8 ln x)′ x − x′8 ln x

x2 + 9′x − x′9
x2

= 1 +
8
x
x − 8 ln x

x2 − 9
x2 = x2 + 8 − 8 ln x − 9

x2 = x2 − 8 ln x − 1
x2

តាង g(x) = x2 ln x − 8 ln x − 1 ដូចេនះ f ′(x) = g(x)
x2 ែដល g(x) = x2 − 8 ln x − 1

ខ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

េយងីមាន f ′(x) = g(x)
x2 េដាយ x2 > 0∀x ∈ (0, +∞)

េគបាន f ′(x) មានសញញ តាម g(x)

សិក�សញញ របស់ g(x)

g′(x) =
(
x2 − 8 ln x − 1

)
= 2x − 8

x
= 2x2 − 8

x2

g′(x) = 0 ⇔ 2x2 − 8 = 0 ⇒ x = 2 ; x = −2 (x = −2 មិនយក)
េដាយ
• g(x) = 0 មានឫស x = 1; x = α; α > 1

េគបាន g(1) = 0; g(α) = 0

• g(2) = 3 − 8 ln 2 = −2.5

g(e) = e2 − 9 < 0, g(4) = 15 − 16 ln 2 > 0 េគបាន 2 < e < α < 4

១២១េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េគបាន តារាងអេថរភាពៃន g(x) េលី(0, +∞) គឺ

x

g′(x)

g(x)

0 1 2 α +∞

− − 0 + +

−2.5−2.50 0

តាមតារាងអេថរភាព េយងីបាន
• g(x) < 0 េពល x ∈ (1, α)

• g(x) > 0 េពល x ∈ (0, 1) ∪ (α, +∞)

• g(1) = 0; g(α) = 0

នាឲំ្យ
• f ′(x) < 0 េពល x ∈ (1, α)

• f ′(x) > 0 េពល x ∈ (0, 1) ∪ (α, +∞)

• f ′(1) = 0; f ′(α) = 0

• េហយី f(1) = 1 − 5 + 0 + 9 = 5

េគបាន តារាងអេថរភាពៃន f(x) េលី(0, +∞) គឺ

x

f ′(x)

f(x)

0 1 α +∞

+ 0 − 0 +

−∞
55

f(α)f(α)
+∞+∞

េគបាន
• f េកីនេលីចេនា្ល ះ x ∈ (0, 1) ∪ (α, +∞)

• f ចុះេលីចេនា្ល ះ x ∈ (1, α)

• f មានអតិបរមាេធៀបមួយ្រតង់ចំណុច x = 1, y = 5

• f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ្រតង់ចំនុច x = α; y = f(α) (e < α < 4)

V អនុគមន៍ f(x) = 4 − x − 2e−x

១ ក រក lim
x→+∞

f(x)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
4 − x − 2e−x

)
= 4 − (+∞) − 0 = −∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = −∞

ខ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D មានសមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C

េយងីមាន f(x) = 4 − x − 2e−x

េដាយ lim
x→+∞

[f(x) − (−x + 4)] = lim
x→+∞

−2e−x = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D : y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតៃនC

គ សិក�ទីតាងំរវាងែខ្សេកាង C និងបនា្ទ ត់ D
េយងីមាន (C) : yc = 4 − x − 2e−x; (D) : yd = −x + 4
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េគបាន yc − yd = −2e−x < 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រកាប C ស្ថិតេ្រកាមបនា្ទ តD់ ្រគប់តៃម្លx ∈ R

ឃ េផ្ទ�ងផា្ត ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x ; f(x) = 4ex − xex − 2
ex

េយងីមាន f(x) = 4 − x − 2e−x = 4 − x − 2
ex

= 4ex − xex − 2
ex

ពិត

ដូចេនះ f(x) = 4ex − xex − 2
ex

ង រក lim
x→−∞

f(x) (េ្របីលទ្ធផល lim
x→−∞

xex = 0 )

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(4ex − xex − 2
ex

)
= lim

x→−∞

(4ex

ex
− 2

ex

)
= lim

x→−∞

(
4 − 2

ex

)
= −∞

ដូចេនះ lim
x→−∞

f(x) = −∞

២ ក គណនា f ′(x)

f ′(x) =
(
4 − x − 2e−x

)′
= −1 + 2e−x f ′(x) = 2e−x − 1

សិក�អេថរភាពៃន f

• f ′(x) = 0 ⇔ 2e−x − 1 = 0 ⇔ e−x = 1
2

⇒ −x = ln 1
2

⇒ x = − ln 1
2

= ln 2

• f ′(x) > 0 ⇔ 2e−x − 1 > 0 ⇔ e−x >
1
2

⇒ −x > ln 1
2

⇒ x < ln 2

• f ′(x) < 0 ⇔ 2e−x − 1 = 0 ⇔ e−x <
1
2

⇒ −x < ln 1
2

⇒ x > ln 2

េយងីបានតារាងអេថរភាពៃន f(x) គឺ

ចំេពាះ x = ln 2 េគបាន f(ln 2) = 4 − ln 2 − 2e−ln2 = 4 − ln 2 − 2(2−1) = 3 − ln 2

x

f ′(x)

f(x)

−∞ ln 2 +∞

+ 0 −

−∞−∞

3 − ln 23 − ln 2

−∞−∞

• f េកីនេលីចេនា្ល ះ x ∈ (−∞, ln 2)

• f ចុះេលីចេនា្ល ះ x ∈ (ln 2, +∞)

កំណត់តៃម្លពិតៃនអតិបរមារបស់ f
តាមតារាងអេថរភាព
f មានតៃម្លអតិបរមា្រតង់ចំណុច x = ln 2 េហយីតៃម្លអតិបរមាៃនf គឺ 3 − ln 2 = 2.3

ខ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់ A

រូបមន្ត សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = f ′(xo)(x − xo) + f(xo)

េដាយ A មានអាប់សីុសសូន្យ េគបាន xo = 0

េគបាន f(xo) = f(0) = 4 − 0 − 2 = 2 ; f ′(xo) = f ′(0) = 2 − 1 = 1

នាឲំ្យ y = 1(x − 0) + 2

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = x + 2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
គ បងា្ហ ញថាសមីការ f(x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ែដលេគតាងេដាយ β េនក្នុងចេនា្ល ះ[−1, 0]

េយងីមាន
• f(−1) = 4 − (−1) − 2e−(−1) = 5 − 2e < 0

• f(0) = 2 > 0

• េគបាន f(−1) × f(0) = 2(5 − 2e) < 0

តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល មានឫស β មួយយ៉ាងតិចេនចេនា្ល ះ [−1, 0] ែដល f(β) = 0

ែត f េកីន េលីចេនា្ល ះ [−1, 0]

ដូចេនះ មានឬស β ែតមួយគត់ែដលេនចេនា្ល ះ [−1, 0] េធ្វីឲ្យ f(x) = 0

១២៤េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� �������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៤៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៤

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (២០ពិន្ទុ) គណនាលីមីតខាងេ្រកាម៖

ក lim
x→1

x3 − x2 + x − 1
x − 1

ខ lim
x→− π

2

sin2 x − 1
1 + sin x

គ lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

)
ឃ lim

x→0

(e−x + ex) sin2 x

2x2

ង lim
x→+∞

(
ln(x + 2) − ln x − 2

x + 2
+ 1

4

)
II (២០ពិន្ទុ)

១ េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =
√

2, z2 = −i
√

2, z3 = +i
√

2 ។
ក គណនា z1 + z2, z1 + z3, (z1 + z2)(z1 + z3) ។
ខ កំណត់ម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ៃន z1 + z2, z1 + z3,

(
z1 + z3

z1 + z2

)2
។

២ កំណត់ in ចំេពាះតៃម្លៃនចំនួនគត់រុទឺបទីប n ≥ 1 ។ ទាញរកតៃម្ល i2015 − i2014 ។
III (១៥ពិន្ទុ) ក្នុងថា្ន ក់េរៀនមួយមានសិស្សអាសីុ៤ នាក់ សិស្សអា�ហ្វកិ ២ នាក់ និងសិស្សអឺរ ៉ុប ៣ នាក់។េគេរៀបចំសិស្សជា្រក�ម

ស្វ័យសិក�ក្នុងមួយ្រក�មមានសិស្ស ៣ នាក់េដាយៃចដន្យ។រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ដូចខាងេ្រកាម៖
ក «យ៉ាងតិចមានសិស្ស ២ នាក់ ជាសិស្សអាសីុ»។
ខ «យ៉ាងតិចមានសិស្ស ២ នាក់ ជាសិស្សអឺរ ៉ុប»។
គ «មានសិស្សមា្ន ក់ក្នុងមួយទ្វីប»។

IV (៣៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី I =]0, +∞[ េដាយ f(x) = x + ln x

x2 ។
១ h ជាអនុគមន៍កំណត់េលី I េដាយ h(x) = −x + 1 − 2 ln x ។

គណនា h(1) និងសិក�អេថរភាពៃន h(x) េដាយេគមិនត្រម�វឲ្យគណនាលីមីតៃន h(x) ្រតង់ 0 និង្រតង់ +∞ េទ្បយី។
២ ក គណនាលីមីតៃន f(x) ្រតង់ 0 និង្រតង់ +∞ ។

ខ គណនាេដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f(x) ។
គ បងា្ហ ញថាេនេលី I, f ′(x) មានសញញ ដូច h(x) ។
ឃ ទាញយកអេថរភាពៃន f(x) េលី I និងសង់្រកាប C ៃន f(x) េនេលីប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

V (១៥ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ + 4y = x2 + 2x − 1 ។
១ រកអនុគមន៍ f1(x) = ax2 + bx + c ជាចេម្លីយរបស់សមីការ (E) ។
២ បងា្ហ ញថាេបី f(x) ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E) េនាះ g(x) = f(x) − f1(x) ជាចេម្លីយៃនសមីការ y′′ + 4y = 0 ។

VI (២០ពិន្ទុ)

១២៥េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
១ ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាលម់ានទិសេដវជិ្ជមាន

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគមានចំណុចA(2, 2, 1), B(4, −2, 0), C(3, 1, 1),

D(1, 5, 2)។ បងា្ហ ញថា ABCD ជា្របេលទ្ូប្រកាម រចួរកៃផ្ទ្រកទប្របេលទ្ូប្រកាមេនះ។
២ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ ែដលកាត់តាមចំណុច A(2, 2, 1) និង B(4, −2, 0) ។
៣ រកសមីការប្លង់ ែដលកាត់តាមចំណុច A(2, 2, 1), B(4, −2, 0), D(1, 5, 2) ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I គណនាលីមីត៖
ក lim

x→1

x3 − x2 + x − 1
x − 1

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→1

(x − 1)x2 + (x − 1)
(x − 1)

= lim
x→1

(x − 1)(x2 + 1)
(x − 1)

= lim
x→1

(x2 + 1) = 12 + 1 = 2

lim
x→1

x3 − x2 + x − 1
x − 1

= 2

ខ lim
x→− π

2

sin2 x − 1
1 + sin x

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→− π

2

(sin x − 1) (sin x + 1)
sin x + 1

= lim
x→− π

2

(sin x − 1) = sin
(

−π

2

)
− 1 = −1 − 1 = −2

lim
x→− π

2

sin2 x − 1
1 + sin x

= −2

គ lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

)
(មានរាងមិនកំណត+់∞ − ∞)

= lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

) (√
x2 + x + x

)
(√

x2 + x + x
) = lim

x→+∞

x2 + x − x2

x
√

1 + 1
x

+ x

= lim
x→+∞

x

x
(√

1 + 1
x

+ 1
) = lim

x→+∞

1√
1 + 1

x
+ 1

= 1
1 + 1

= 1
2

lim
x→+∞

(√
x2 + x − x

)
= 1

2

ឃ lim
x→0

(e−x + ex) sin2 x

2x2 (មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

e−x + ex

2
· sin2 x

x2 = e0 + e0

2
× 1 = 2

2
= 1 lim

x→0

(e−x + ex) sin2 x

2x2 = 1

ង lim
x→+∞

(
ln(x + 2) − ln x − 2

x + 2
+ 1

4

)
= lim

x→+∞

(
ln x + 2

x
− 2

x + 2
+ 1

4

)

= lim
x→+∞

(
ln
(

1 + 2
x

)
− 2

x + 2
+ 1

4

)
= ln 1 − 0 + 1

4
= 1

4
lim

x→+∞

(
ln(x + 2) − ln x − 2

x + 2
+ 1

4

)
= 1

4
II ១ ក គណនា z1 + z2, z1 + z3, (z1 + z2)(z1 + z3)

េដាយ z1 =
√

2, z2 = −i
√

2, z3 = +i
√

2

េយងីបាន z1 + z2 =
√

2 +
(
−i

√
2
)

=
√

2 − i
√

2 z1 + z2 =
√

2 − i
√

2

z1 + z3 =
√

2 + i
√

2 z1 + z3 =
√

2 + i
√

2

(z1 + z2) (z1 + z3) =
(√

2 − i
√

2
) (√

2 + i
√

2
)

= 2 − i22 = 4

(z1 + z2) (z1 + z3) = 4
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ខ កំណត់ម៉ូឌុល និងអាគុយម៉ង់ z1 + z2, z1 + z3,

(
z1 + z3

z1 + z2

)2

• z1 + z2 =
√

2 − i
√

2 = 2
(√

2
2

−
√

2
2

i

)
= 2

(
cos 7π

4
+ i sin 7π

4

)

ដូចេនះ ម៉ូឌុល r = 2 ; អាគុយម៉ង់ θ = 7π

4
ឬ θ = 7π

4
+ 2kπ ; k ∈ Z

• z1 + z3 =
√

2 + i
√

2 = 2
(√

2
2

+ i

√
2

2

)
= 2

(
cos π

4
+ i sin π

4

)

ដូចេនះ ម៉ូឌុល r = 2 ; អាគុយម៉ង់ θ = π

4
ឬ θ = π

4
+ 2kπ ; k ∈ Z

•
(

z1 + z3

z1 + z2

)2
=
[2
2

cos
(

π

4
− 7π

4

)
+ i sin

(
π

4
− 7π

4

)]2
= cos

(
2−6π

4

)
+ i sin

(
2−6π

4

)
= cos (−3π) + i sin (−3π) = cos (−4π + π) + i sin (−4π + π)

= cos π + i sin π

ដូចេនះ ម៉ូឌុល r = 1 ; អាគុយម៉ង់ θ = π ឬ θ = π + 2kπ ; k ∈ Z

២ កំណត់ in ចំេពាះតៃម្លៃនចំនួនគត់រុទឺបទីប n ≥ 1

េបី n = 1 ⇒ i1 = i

n = 2 ⇒ i2 = −1

n = 3 ⇒ i3 = i2 · i = −i

n = 4 ⇒ i4 = i2 · i2 = 1

n = 5 ⇒ i5 = i4 · i = i

េគបាន in មានខួបចាប់ពី n > 4 ែដលមានតៃម្លដូច n = 1, 2, 3, 4

ដូចេនះ ចំេពាះ k ∈ N េគបាន in មានតៃម្លដូចខាងេ្រកាម

• េបី n = 4k + 1 េគបាន in = i4k+1 = i1 = i

• េបី n = 4k + 2 េគបាន in = i4k+2 = i2 = −1

• េបី n = 4k + 3 េគបាន in = i4k+3 = i3 = −i

• េបី n = 4k + 4 េគបាន in = i4k+4 = i4 = 1

ទាញរកតៃម្ល i2015 − i2014

i2015 = i4×503+3 = i3 = −i

i2014 = i4×503+2 = i2 = −1

េគបាន i2015 − i2014 = −i − (−1) = 1 − i i2015 − i2014 = 1 − i

III រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ក A :«យ៉ាងតិចមានសិស្ស 2 នាក់ ជាសិស្សអាសីុ»

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(4, 2)C(2, 1) + C(4, 2)C(3, 1) + C(4, 3)

= 4 × 3
2 × 1

× 2 + 4 × 3
2 × 1

× 3 + 4

= 12 + 18 + 4 = 34

n(S) = C(9, 3) = 9 × 8 × 7
3 × 2 × 1

= 3 × 4 × 7

េគបាន P (A) = n(A)
n(S)

= 34
3 × 4 × 7

= 17
42

P (A) = 17
42

ខ B : «យ៉ាងតិចមានសិស្ស 2 នាក់ ជាសិស្សអឺរ ៉ុប»

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

េដាយ n(B) = C(3, 2)C(4, 1) + C(3, 2)C(2, 1) + C(3, 3)

= 3 × 4 + 3 × 2 + 1 = 12 + 6 + 1 = 19

n(S) = 3 × 4 × 7

េគបាន P (B) = n(B)
n(S)

= 19
3 × 4 × 7

= 19
84

P (B) = 19
84

គ C : «មានសិស្សមា្ន ក់ក្នុងមួយទ្វីប»

តាមរូបមន្ត P (C) = n(C)
n(S)

េដាយ n(C) = C(4, 1) · C(2, 1) · C(3, 1)

= 4 × 2 × 3

n(S) = 84

េគបាន P (C) = n(C)
n(S)

= 4 × 2 × 3
3 × 4 × 7

= 2
7

P (C) = 2
7

IV ១ h(x) = −x + 1 − 2 ln x គណនា h(1) និងសិក�អេថរភាពៃន h(x)

h(1) = −1 + 1 − 2 ln 1 = 0 h(1) = 0

h′(x) = (−x + 1 − 2 ln x)′ = −1 − 2
x

= −
(

1 + 2
x

)
< 0 ∀x ∈ (0, +∞)

តារាងអេថរភាពៃន h(x) េលី(0, +∞)

x

h′(x)

h(x)

0 1 +∞

− −

+∞

−∞−∞
0

េគបាន h ជាអនុគមន៍ចុះេលីចេនា្ល ះ (0, +∞) ែដល
• h(x) = 0 េពល x = 1

• h(x) > 0 េពល x ∈ (0, 1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• h(x) < 0 េពល x ∈ (1, +∞)

២ ក គណនាលីមីតៃន f(x) ្រតង់ 0 និង្រតង់ +∞

េដាយ f(x) = x + ln x

x2

េគបាន lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x + ln x

x2 = −∞ lim
x→0

f(x) = −∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x + ln x

x2 = lim
x→+∞

(
1
x

+ ln x

x2

)
= 0 lim

x→+∞
f(x) = 0

ខ គណនាេដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f(x)

f ′(x) =
(

x + ln x

x2

)′

= (x + ln x)′ x2 − (x2)′ (x + ln x)
x4

= x2 + x − 2x2 − 2x ln x

x4 = −x2 + x − 2x ln x

x4

= −x + 1 − 2 ln x

x3

f ′(x) = −x + 1 − 2 ln x

x3

គ បងា្ហ ញថាេនេលី I, f ′(x) មានសញញ ដូច h(x)

េដាយ f ′(x) = −x + 1 − 2 ln x

x3 = 1
x3 · h(x) េដាយ 1

x3 > 0 ∀x ∈ (0, +∞)

េគបាន f ′(x) មានសញញ ដូច h(x)

ឃ ទាញយកអេថរភាពៃន f(x) េលី I

េដាយ f ′(x) មានសញញ ដូច h(x) តាមតារាងអេថរភាពៃន h(x)

េយងីបាន
• f ′(x) = 0 េពល x = 1

• f ′(x) > 0 េពល x ∈ (0, 1)

• f ′(x) < 0 េពល x ∈ (1, +∞)

តារាងអេថរភាពៃន f(x) េលី(0, +∞)

ចំេពាះ x = 1 េគបាន f(1) = 1 + ln 1
1

= 1

x

f ′(x)

f(x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

11

00

េយងីបាន
• f េកីនេលីចេនា្ល ះ x ∈ (0, 1)

• f ចុះេលីចេនា្ល ះ x ∈ (1, +∞)

• f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបមួយគឺ្រតង់ចំណុច x = 1; y = 1

សង់្រកាប C ៃន f(x) េនក្នុងប្លង់ត្រម�យ
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

f(x) = x + ln x

x2

x′ x

y′

y

V ១ រកអនុគមន៍ f1(x) = ax2 + bx + c ជាចេម្លីយរបស់សមីការ (E)

េដាយ (E) : y′′ + 4y = x2 + 2x − 1

េគបាន f1(x) ជាចេម្លីយរបស់សមីការ (E) លុះ្រតាែត f ′′
1 (x) + 4f1(x) = x2 + 2x − 1

f1(x) = ax2 + bx + c ⇒ f ′
1(x) =

(
ax2 + bx + c

)′
= 2ax + b

⇒ f ′′
1 (x) = (2ax + b)′ = 2a

នាឲំ្យ f ′′
1 (x) + 4f1(x) = x2 + 2x + 1 ⇔ 2a + 4(ax2 + bx + c) = x2 + 2x − 1

⇔ 4ax2 + 4bx + 4c + 2a = x2 + 2x − 1

⇒


4a = 1

4b = 2

4c + 2a = −1

⇒


a = 1

4

b = 1
2

c = −3
8

ដូចេនះ f1(x) = 1
4

x2 + 1
2

x − 3
8

២ បងា្ហ ញថាេបី f(x) ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E) េនាះ g(x) = f(x) − f1(x) ជាចេម្លីយៃន y′′ + 4y = 0

g(x) = f(x) − f1(x) ⇒ f(x) = g(x) + f1(x)

េបី f(x) ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E) េគបាន

f ′′(x) + 4f(x) = x2 + 2x − 1 ⇔ (g(x) + f1(x))′′ + 4 (g(x) + f1(x)) = x2 + 2x − 1

⇔ g′′(x) + 4g(x) + f ′′
1 (x) + 4f1(x) = x2 + 2x − 1

⇔ g′′(x) + 4g(x) + x2 + 2x − 1 = x2 + 2x − 1

⇒ g′′(x) + 4g(x) = 0

ដូចេនះ g(x) ជាចេម្លីយៃន y′′ + 4y = 0

VI ក បងា្ហ ញថា ABCD ជា្របេលទ្ូប្រកាម
េដាយ A(2, 2, 1), B(4, −2, 0), C(3, 1, 1), D(1, 5, 2)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េគបាន −→

AB (4 − 2, −2 − 2, 0 − 1) ⇒ −→
AB (2, −4, −1)

−−→
CD (1 − 3, 5 − 1, 2 − 1) ⇒ −−→

CD (−2, 4, 1)
េដាយ −→

AB = −−−→
CD ⇒ −→

AB//
−−→
CD េហយី

∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
∣∣∣−−→CD

∣∣∣ =
√

4 + 16 + 1 =
√

21

ដូចេនះ ABCD ជា្របេលទ្ូប្រកាម

រកៃផ្ទ្រកទប្របេលទ្ូប្រកាមេនះ

S
ABCD

=
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ ;

−−→
AD (−1, 3, 1)

េដាយ −→
AB × −−→

AD =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 −4 −1

−1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −−→

i − −→
j + 2

−→
k

⇒ S
ABCD

=
∣∣∣−→
AB × −→

AC
∣∣∣ =

√
(−1)2 + (−1)2 + 22 =

√
6

ដូចេនះ S
ABCD

=
√

6 ឯកតាៃផ្ទ
ខ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់

បនា្ទ ត់ (AB) ជាបនា្ទ ត់ែដលកាត់តាមចំណុច A និង B

េគបាន −→
AB (2, −4, −1) ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (AB)

យកចំណុច A(2, 2, 1) ជាចំណុចកាត់តាម
នាេំអាយសមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត់ (AB) គឺកំណត់េដាយ

(AB) :


x = xo + at

y = yo + bt

z = zo + ct

⇔ (AB) :


x = 2 + 2t

y = 2 − 4t

z = 1 − t

t ∈ R

ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត(់AB)គឺ (AB) :


x = 2 + 2t

y = 2 − 4t

z = 1 − t

t ∈ R

គ រកសមីការប្លង់
ប្លង់ (ABD) ជាប្លង់ែដលកាត់តាមចំណុច A, B, D

េគបាន −→
AB × −−→

AD(−1, −1, 2) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (ABD) យក A(2, 2, 1) ជាចំណុចកាត់
េគបាន (ABD) : a(x − xo) + b(y − yo) + c(z − zo) = 0

⇔ − (x − 2) − (y − 2) + 2 (z − 1) = 0

⇔ − x + 2 − y + 2 + 2z − 2 = 0

⇔ − x − y + 2z + 2 = 0

ដូចេនះ ប្លង់ (ABD) : −x − y + 2z + 2 = 0
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ������������������������������������������������������ ��������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៥៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៥

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = −1 + i
√

3 និង z2 = 1 − i
√

3 ។
១ គណនា z1 + z2, z1 − z2, z1 × z2 ។
២ សរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនចំនួនកុំផ្លិច z1 − z2, z1 × z2 ។

II (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក lim
x→2

x3 − 8√
x + 2 − 2

ខ lim
x→0

cos x − 1
sin2 x

គ lim
x→0

3 sin 3x

x

III (១០ពិន្ទុ) ក្នុងេសបងមួយមានប៊ូលពណ៌ស ៣ ប៊ូលពណ៌េខៀវ ៣ និងប៊ូលពណ៌្រកហម ២ ។ េគចាប់យក ប៊ូលម្តង ៣ ក្នុងេពលែត
មួយេចញពីេសបងេដាយៃចដន្យ។ េគសន្និដា្ឋ នថា្រប�បាបែដល ចាប់បានប៊ូលនីមួយៗជាសម្រប�បាប។
គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖
ក A : «យ៉ាងតិចមានប៊ូលពីរពណ៌េខៀវ»
ខ B : «ប៊ូលទាងំបីមានពណ៌ខុសៗគា្ន »

IV (១៥ពិន្ទុ)

ក គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 2

1

(
x2

3
− x

2
+ 3

)
dx ។

ខ េគមានអនុគមន៍ f(x) = − 2 − x

(x − 1)2 ។ បងា្ហ ញថា f(x) = − 1
(x − 1)2 + 1

x − 1
។ គណនាK =

∫ 0

−1
f(x)dx។

V (២៥ពិន្ទុ)
ក េគមានវុចិទ័រ −→u = −→

i − −→
j + 2

−→
k , −→v = −−→

i + 2−→
j + 2

−→
k , −→w = −→

i + −→
j − 2

−→
k ។

រកវុចិទ័រ ៖ ក. −→u + −→v ខ. −→w × −→u គ. −→w × −→v ។
ខ រកសមីការស្តង់ដាៃនេអលីប ែដលមានកំណំុមួយមានកូអរេដាេន (−1, 0) និងចំណុចកំពូលពីរមានកូអរេដាេន (−3, 0) និង

(3, 0)។ សង់េអលីបេនះ។
VI (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′ + 2y = 2 e−x

1 + 2ex
។

១ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាអនុគមន៍ f ែដល f(x) = e−2x ln (1 + 2ex) ជាចេម្លីយៃន (E) ។
២ បងា្ហ ញថាអនុគមនφ៍ ជាចេម្លីយៃន(E) លុះ្រតាែត(φ − f) ជាចេម្លីយៃនសមីការ(E ′) : y′ + 2y = 0។

VII (៣៥ពិន្ទុ)
A : េគមានអនុគមន៍ g កំណត់េលី (0, +∞) េដាយ g(x) = x2 + ln x ។
១ ក បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0, +∞) ។
ខ គណនា g(1) ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
២ ក ទាញលទ្ធផលពីសំណួរទី១បញ្ជ ក់ថា៖េបី x ≥ 1 េនាះx2 + ln x ≥ 1និងេបី 0 < x ≤ 1 េនាះx2 + ln x ≤ 1។

ខ កំណត់សញញ ៃនកេន�ម x2 + ln x − 1 កាលណា x េនេលីចេនា្ល ះ (0, +∞) ។
B : េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី (0, +∞) េដាយ f(x) = x + 1 − ln x

x
និងតាងេដាយC ជា្រកាបរបស់វាក្នុង

ត្រម�យ
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

១ សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 និង +∞ (េយងីដឹងថា lim
x→+∞

ln x

x
= 0 )។

២ បងា្ហ ញថាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = x2 + ln x − 1
x2 ។

៣ េ្របីលទ្ធផលៃនសំណួរ ខាងេលី សិក�សញញ ៃន f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលី(0, +∞)។
៤ ក បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត∆់ មានសមីការy = x + 1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាបC្រតង់+∞។
ខ សិក�ទីតាងំ C េធៀបនឹង ∆និងបញ្ជ ក់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ I រវាង ្រកាប C និង ∆។សង់ ∆ និង្រកាប C។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I ១ គណនា z1 + z2, z1 − z2, z1 × z2

េគមាន z1 = −1 + i
√

3 ; z2 = 1 − i
√

3

• z1 + z2 = −1 + i
√

3 +
(
1 − i

√
3
)

= 0 ដូចេនះ z1 + z2 = 0

• z1 − z2 = −1 + i
√

3 −
(
1 − i

√
3
)

= −1 + i
√

3 − 1 + i
√

3 = −2 + 2i
√

3

z1 − z2 = −2 + 2i
√

3

• z1 × z2 =
(
−1 + i

√
3
) (

1 − i
√

3
)

= −1 + i
√

3 + i
√

3 −
(
i
√

3
)2

= 2 + 2
√

3i

z1 × z2 = 2 + 2
√

3i

២ សរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនចំនួនកុំផ្លិច z1 − z2, z1 × z2

េដាយ z1 − z2 = −2 + 2i
√

3 = 4
(

−1
2

+
√

3
2

i

)
= 4

(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃន z1 − z2 គឺ z1 − z2 = 4
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)

េដាយ z1 × z2 = 2 + 2
√

3i = 4
(

1
2

+
√

3
2

i

)
= 4

(
cos π

3
+ i sin π

3

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃន z1 × z2 គឺ z1 × z2 = 4
(

cos π

3
+ i sin π

3

)
II គណនាលីមីត៖

ក lim
x→2

x3 − 8√
x + 2 − 2

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→2

(x3 − 8)
(√

x + 2 + 2
)

(√
x + 2 − 2

) (√
x + 2 + 2

) = lim
x→2

(x − 2) (x2 + 2x + 4)
(√

x + 2 + 2
)

x + 2 − 4

= lim
x→2

(
x2 + 2x + 4

) (√
x + 2 + 2

)
= 12 × 4 = 48

ដូចេនះ lim
x→2

x3 − 8√
x + 2 − 2

= 48

ខ lim
x→0

cos x − 1
sin2 x

(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

1 − 2 sin2 x
2 − 1

sin2 x
= lim

x→0

−2 ·
(

x

2

)2
·


sin2 x

2(
x

2

)2


x2 · sin2 x

x2

=
−2 × 1

4
× 1

1
= −1

2

ដូចេនះ lim
x→0

cos x − 1
sin2 x

= −1
2

គ lim
x→0

3 sin 3x

x
(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

9 · sin 3x

3x
= 9 × 1 = 9 ដូចេនះ lim

x→0

3 sin 3x

x
= 9
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
III គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖

ក A «យ៉ាងតិចមានប៊ូល 2 ពណ៌េខៀវ»

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(3, 2) × C(3, 1) + C(3, 2) × C(2, 1) + C(3, 3)

= 3 × 3 + 3 × 2 + 1 = 16

n(S) = C(8, 3) = 8!
5!3!

= 8 × 7 × 6
3 × 2 × 1

= 8 × 7

េគបាន P (A) = n(A)
n(S)

= 16
8 × 7

= 2
7

ដូចេនះ P (A) = 2
7

ខ B «ប៊ូលទាងំ 3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន »

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

េដាយ n(B) = C(3, 1) × C(3, 1) × C(2, 1)

= 3 × 3 × 2 = 18

n(S) = 8 × 7

េគបាន P (B) = n(B)
n(S)

= 18
8 × 7

= 9
28

ដូចេនះ P (B) = 9
28

IV ក គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 2

1

(
x2

3
− x

2
+ 3

)
dx =

[
x3

3 × 3
− x2

2 × 2
+ 3x

]2

1

= 8
9

− 1 + 6 −
(1

9
− 1

4
+ 3

)
= 8

9
+ 5 − 1

9
+ 1

4
− 3

= 7
9

+ 2 + 1
4

= 28 + 72 + 9
36

= 109
36

ដូចេនះ I = 109
36

ខ អនុគមន៍ f(x) = − 2 − x

(x − 1)2 បងា្ហ ញថា f(x) = − 1
(x − 1)2 + 1

x − 1

េដាយ − 1
(x − 1)2 + 1

x − 1
= −1 + (x − 1)

(x − 1)2 = −1 + x − 1
(x − 1)2 = − 2 − x

(x − 1)2 = f(x) ពិត

ដូចេនះ f(x) = − 1
(x − 1)2 + 1

x − 1

គណនា K =
∫ 0

−1
f(x)dx =

∫ 0

−1

(
− 1

(x − 1)2 + 1
x − 1

)
dx

=
[ 1
x − 1

+ ln |x − 1|
]0

−1

= −1 + ln 1 −
(

−1
2

+ ln 2
)

= −1
2

− ln 2

ដូចេនះ K = −1
2

− ln 2

V ១ េគមានវុចិទ័រ −→u = −→
i − −→

j + 2
−→
k , −→v = −−→

i + 2−→
j + 2

−→
k , −→w = −→

i + −→
j − 2

−→
k េគបាន

ក −→u + −→v = −→
i − −→

j + 2
−→
k +

(
−−→

i + 2−→
j + 2

−→
k
)

= −→
j + 4

−→
k

ដូចេនះ −→u + −→v = −→
j + 4

−→
k
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

ខ −→w × −→u =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 1 −2

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2 − 2)−→i − (2 + 2)−→j + (−1 − 1)

−→
k

= 0−→
i − 4−→

j − 2
−→
k

ដូចេនះ −→w × −→u = 0−→
i − 4−→

j − 2
−→
k

គ −→w × −→v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 1 −2

−1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2 + 4)−→i − (2 − 2)−→j + (2 + 1)

−→
k

= 6−→
i − 0−→

j + 3
−→
k

ដូចេនះ −→w × −→v = 6−→
i − 0−→

j + 3
−→
k

២ រកសមីការស្តង់ដាៃនេអលីប
េដាយេអលីបមាន កំណំុ(−1, 0) ; កំពូល (−3, 0) និង (3, 0) ែដលអ័ក្សអរេដាេនគឺ េថរ

េគបាន សមីការស្តង់ដាៃនេអលីបគឺ (x − h)2

a2 + (y − k)2

b2 = 1

• កំពូល (−3, 0) ; (3, 0) គឺ V1(h − a, k); V2(h + a, k) ⇒ h − a = −3; h + a = 3 h − a = −3

h + a = 3
+

2h = 0 ⇒ h = 0 ⇒ a = 3

• កំណំុ(−1, 0) គឺ F (h − c, k) ⇒ h − c = −1; k = 0 ែត h = 0 េគបាន c = 1

• c2 = a2 − b2 ⇒ b2 = a2 − c2 = 9 − 1 = 8

ដូចេនះ សមីការស្តង់ដាៃនេអលីបគឺ x2

9
+ y2

8
= 1

សង់េអលីបេនះ

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

x2

9
+ y2

8
= 1

x′ x

y′

y

VI សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′ + 2y = 2 · e−x

1 + 2ex
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
១ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាអនុគមន៍ f ែដល f(x) = e−2x ln (1 + 2ex) ជាចេម្លីយៃន (E)

f(x) ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត f ′(x) + 2f(x) = 2 · e−x

1 + 2ex

េដាយ f ′(x) =
(
e−2x ln (1 + 2ex)

)′
=
(
e−2x

)′
(ln (1 + 2ex)) + (ln (1 + 2ex))′ e−2x

= −2e−2x ln (1 + 2ex) + 2ex

1 + 2ex
· e−2x

= −2e−2x ln (1 + 2ex) + 2e−x

1 + 2ex

⇒ f ′(x) + 2f(x) = −2e−2x ln (1 + 2ex) + 2e−x

1 + 2ex
+ 2e−2x ln (1 + 2ex) = 2 · e−x

1 + 2ex
ពិត

ដូចេនះ f(x) = e−2x ln (1 + 2ex) ជាចេម្លីយៃន(E)

២ បងា្ហ ញថាអនុគមនφ៍ ជាចេម្លីយៃន(E) លុះ្រតាែត (φ − f) ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′ + 2y = 0

(φ − f) ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E ′) : y′ + 2y = 0 លុះ្រតាែត

(φ − f)′ + 2 (φ − f) = 0 ⇔ φ′ − f ′ + 2φ − 2f = 0

⇔ φ′ + 2φ = f ′ + 2f ′ = 2 · e−x

1 + 2ex
(តាមចេម្លីយ១.)

⇔ φ ជាចេម្លីយៃនសមីការ E

ដូចេនះ φ ជាចេម្លីយៃន (E)

VII A : អនុគមន៍ g កំណត់េលី (0, +∞) េដាយ g(x) = x2 + ln x

១ ក បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0, +∞)

េដាយ g′(x) =
(
x2 + ln x

)′
= 2x + 1

x
= 2x2 + 1

x
> 0 ∀x ∈ (0, +∞)

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0, +∞)

ខ គណនា g(1)

g(1) = 12 + ln 1 = 1

ដូចេនះ g(1) = 1

២ ក ទាញលទ្ធផលពីសំណួរទី១ បញ្ជ ក់ថា ៖
• េបី x ≥ 1 េនាះ x2 + ln x ≥ 1

• និង េបី 0 < x ≤ 1 េនាះ x2 + ln x ≤ 1

េដាយ g(1) = 1 េហយី g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0, +∞)

េនាះេគបាន
• េបី x ≥ 1 េនាះ g(x) ≥ 1 ⇒ x2 + ln x ≥ 1

• េបី 0 < x ≤ 1 េនាះ g(x) ≤ 1 ⇒ x2 + ln x ≤ 1

ខ កំណត់សញញ ៃនកេន�ម x2 + ln x − 1 កាលណា x េនេលីចេនា្ល ះ (0, +∞)
េពល x > 1; x2 + ln x > 1 ⇒ x2 + ln x − 1 > 0

េពល 0 < x < 1; x2 + ln x ≤ 1 ⇒ x2 + ln x − 1 < 0

េពល x = 1; x2 + ln x = 1 ⇒ x2 + ln x − 1 = 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
B : អនុគមន៍ f កំណត់េលី (0, +∞) េដាយ f(x) = x + 1 − ln x

x

១ សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 និង +∞ (េយងីដឹងថា lim
x→+∞

ln x

x
= 0 )

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
x + 1 − ln x

x

)
= 0 + 1 − (−∞) = +∞ lim

x→0
f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + 1 − ln x

x

)
= +∞ + 1 − 0 = +∞ lim

x→+∞
f(x) = +∞

២ បងា្ហ ញថាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = x2 + ln x − 1
x2

f ′(x) =
(

x + 1 − ln x

x

)′

= 1 − (ln x)′ x − x′ ln x

x2 = 1 −

1
x

· x − ln x

x2 = x2 + ln x − 1
x2

ដូចេនះ f ′(x) = x2 + ln x − 1
x2

៣ េ្របីលទ្ធផលៃនសំណួរ ?? សិក�សញញ ៃន f ′(x)

េដាយ f ′(x) = x2 + ln x − 1
x2 មានសញញ តាមភាគយក x2 + ln x − 1 េយងីបាន

េពល x > 1; f ′(x) > 0

េពល 0 < x < 1; f ′(x) < 0

េពល x = 1; f ′(x) = 0 ⇒ fមានអប្បបរមាមួយគឺ f(1) = 1 + 1 − ln 1
1

= 2

សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលី(0, +∞)

x

f ′(x)

f(x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

22

+∞+∞

៤ ក បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់ +∞

បនា្ទ ត់ ∆ : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់ +∞ លុះ្រតាែត
lim

x→+∞
[f(x) − (x + 1)] = 0 េដាយ (C) : f(x) = x + 1 − ln x

x

េគបាន lim
x→+∞

[f(x) − (x + 1)] = lim
x→+∞

(
− ln x

x

)
= 0 ពិត

ដូចេនះ ∆ : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាបC

ខ សិក�ទីតាងំ C េធៀបនឹង ∆

(C) : yc = x + 1 − ln x

x
; (∆) : y∆ = x + 1 ⇒ yc − y∆ = − ln x

x
េដាយ x ∈ (0, +∞) េគបាន yc − y∆ មានសញញ តាម − ln x

• yc − y∆ = 0 ⇔ − ln x = 0 ⇔ x = 1 េគបាន (C) ∩ (∆)

• yc − y∆ > 0 ⇔ − ln x > 0 ⇔ ln x < 0 ⇔ x < 1 េគបាន (C) ស្ថិតេនេលី (∆)

• yc − y∆ < 0 ⇔ − ln x < 0 ⇔ ln x > 0 ⇔ x > 1 េគបាន (C) ស្ថិេនេ្រកាម (∆)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ I រវាង្រកាប C និង ∆ គឺ x = 1 ⇒ y = 1 + 1 = 2

ដូចេនះ I(1, 2)

សង់ ∆ និង្រកាប C

• (∆) : y = x + 1
x 0 −1

y 1 0

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

5

6

7 (∆) : y = x + 1

f(x) = x + 1 − ln x

x

x′ x

y′

y
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៦៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៦

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក lim
x→1

1 − x2

x2 + 2 − 3x
ខ lim

x→3

√
x + 6 − 3
x3 − 27

គ lim
x→0

5 sin 5x

x

II (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 =
√

3 − i ; z2 =
(
1 −

√
3
)

+
(
1 −

√
3
)

i និង z3 = −1
2
។

គណនា z1 + z2 , (z1 + z2) × z3 ។
សរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនចំនួនកំុផ្លិច Z = (z1 + z2) × z3 ។ ទាញរកតៃម្លៃន Z3 ។

III (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 2

0

(
6x2 − 3x − 1

)
dx , J =

∫ π
4

0

(
1 − 2 sin2 x

)
dx ។ េគមាន f កំណត់

េលី R∗ េដាយ f(x) = −2
(

x + 1
x2

)
។ បងា្ហ ញថា f(x) = −2

x
− 2

x2 ។

គណនា K =
∫ e

1
f(x)dx ។ (ln e = 1)

IV (១០ពិន្ទុ) ក្នុងថង់មួយមានប៊ូល ១៥ ែដលែចកជា ប៊ូលពណ៌ៃបតងចំនួន៧ និងេគសរេសរេលីប៊ូលទាងំ៧ េនះតាមេលខេរៀងពី១
ដល់៧ រចួប៊ូលេខៀវចំនួន៥ និងេគសរេសរេលីប៊ូលទាងំ៥ េនះតាម េលខេរៀងពី១ ដល់៥ ចុងេ្រកាយប៊ូលពណ៌្រកហមចំនួន៣ និងេគ
សរេសរេលីប៊ូលទាងំ៣េនះតាមេលខេរៀងពី១ដល់៣ ។ េគចាប់យកប៊ូលមួយេចញពីក្នុងថង់េដាយៃចដន្យ។រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍
ខាងេ្រកាម៖
ក A : ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌ៃបតង។
ខ B : ប៊ូលែដលចាប់បានមានេលខេសស។
គ C : ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៍ៃបតង និងេលខេសស។

V (២៥ពិន្ទុ)
១ េគមានសមីការ 18x2 + 10y2 = 90 ។
ក បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាសមីការេអលីប។ រក្របែវងអ័ក្សធំ, ្របែវងអ័ក្សតូច និងកូអរេដាេនៃនកំពូលទាងំពីរ។
ខ សង់េអលីបេនះ។

២ េនក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគមានចំណុចM(2, 3, 4),N(3, 5, 6), P(4, 6, 7),

Q(3, 4, 5) ។
ក រកវុចិទ័រ −−→MN,

−→
QP ។

ខ ទាញបងា្ហ ញថាចតុេកាណ MNPQ ជា្របេលទ្ូប្រកាម។
VI (១០ពិន្ទុ)

ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ + 2y′ − 3y = 0 ។
ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y(0) = 1, y′(1) = e ។ (e ជាចំនួនពិតែដល ln e = 1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
VII (៣៥ពិន្ទុ) េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f(x) = x + 2 − 4ex

ex + 3
។ េគតាង C ជា្រកាបរបស់វាេនក្នុងប្លង់

្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

១ ក គណនាលីមីត f ្រតង់ −∞ និង +∞ ។
ខ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = x + 2 ។

២ ក ្រសាយបញ្ជ ក់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2
។

ខ សិក�អេថរភាពៃន f េលី R និង សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
៣ ក េតីេគអាចថាយ៉ាងណាចំេពាះបនា្ទ ត់ប៉ះd2 េទនឹង្រកាបC ្រតង់ចំណុចI ែដលមាន អាប់សីុសln(3)?

ខ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។
៤ ក បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 េទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុសសូន្យមានសមីការ y = 1

4
x + 1 ។

ខ េដាយសន្មត់ថាចំនុច I ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប C និងក្នុងតៃម្ល្របែហលៃន ln(3) ។
ចូរសង់្រកាប C និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d1, d2, d3 ។ (េនក្នុងត្រម�យេនះមួយឯកតាេស្មី 2cm)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I គណនាលីមីត៖
ក lim

x→1

1 − x2

x2 + 2 − 3x
(មានរាងមិនកំណត់ 00)

= lim
x→1

(1 − x)(1 + x)
(x − 1)(x − 2)

= lim
x→1

−(x − 1)(1 + x)
(x − 1)(x − 2)

= lim
x→1

−(1 + x)
x − 2

= −(1 + 1)
1 − 2

= 2

ដូចេនះ lim
x→1

1 − x2

x2 + 2 − 3x
= 2

ខ lim
x→3

√
x + 6 − 3
x3 − 27

(មានរាងមិនកំណត់ 00)

= lim
x→3

(√
x + 6 − 3

) (√
x + 6 + 3

)
(x3 − 33)

(√
x + 6 + 3

) = lim
x→3

x + 6 − 9
(x − 3) (x2 + 3x + 9)

(√
x + 6 + 3

)
= lim

x→3

1
(x2 + 3x + 9)

(√
x + 6 + 3

) = 1
(9 + 9 + 9)

(√
9 + 3

) = 1
162

ដូចេនះ lim
x→3

√
x + 6 − 3
x3 − 27

= 1
162

គ lim
x→0

5 sin 5x

x
(មានរាងមិនកំណត់ 00)

= lim
x→0

25 · sin 5x

5x
= 25 × 1 = 25

ដូចេនះ lim
x→0

5 sin 5x

x
= 25

II គណនា z1 + z2 , (z1 + z2) × z3

េយងីមាន z1 =
√

3 − i ; z2 =
(
1 −

√
3
)

+
(
1 −

√
3
)

i ; z3 = −1
2

z1 + z2 =
√

3 − i + 1 −
√

3 + i −
√

3i = 1 −
√

3i ដូចេនះ z1 + z2 = 1 −
√

3i

(z1 + z2) × z3 =
(
1 −

√
3i
)(

−1
2

)
= −1

2
+

√
3

2
i ដូចេនះ (z1 + z2) × z3 = −1

2
+

√
3

2
i

សរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃនចំនួនកំុផ្លិច Z = (z1 + z2) × z3

Z = (z1 + z2) × z3 = −1
2

+
√

3
2

i = cos 2π

3
+ i sin 2π

3

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃន Z គឺ Z = cos 2π

3
+ i sin 2π

3

ទាញរកតៃម្លៃន Z3

Z3 =
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)3
= cos 3(2π)

3
+ i sin 3(2π)

3
= cos 2π + i sin 2π = 1 + 0i = 1

ដូចេនះ Z3 = 1

១៤៣េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
III គណនាអាងំេត្រកាល

• I =
∫ 2

0

(
6x2 − 3x − 1

)
dx =

[
6x3

3
− 3x2

2
− x

]2

0

= 2(2)3 − 3(2)2

2
− 2 − 0 = 8

ដូចេនះ I = 8

• J =
∫ π

4

0

(
1 − 2 sin2 x

)
dx =

∫ π
4

0
cos 2xdx =

[1
2

sin 2x
]π

4

0

= 1
2

sin 2π

4
− 1

2
sin 0 = 1

2

ដូចេនះ J = 1
2

បងា្ហ ញថា f(x) = −2
x

− 2
x2

េដាយ f(x) = −2
(

x + 1
x2

)
= −2x − 2

x2 = −2x

x2 − 2
x2 = −2

x
− 2

x2 ពិត

ដូចេនះ f(x) = −2
x

− 2
x2

គណនា K =
∫ e

1
f(x)dx (ln e = 1)

K =
∫ e

1
f(x)dx =

∫ e

1

(
−2

x
− 2

x2

)
dx =

[
−2 ln |x| + 2

x

]e

1

= −2 ln e + 2
e

−
(

−2 ln 1 + 2
1

)
= −2 + 2

e
+ 0 − 2 = −4 + 2

e

ដូចេនះ K = −4 + 2
e

IV ្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
ក : ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៌ៃបតង

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

ែដល n(A) = C(7, 1) = 7!
6!1!

= 7

n(S) = C(15, 1) = 15!
14!1!

= 15

េគបាន P (A) = n(A)
n(S)

= 7
15

ដូចេនះ P (A) = 7
15

ខ : ប៊ូលែដលចាប់បានមានេលខេសស

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

ែដល n(B) = C(9, 1) = 9!
8!1!

= 9

n(S) = 15

េគបាន P (B) = n(B)
n(S)

= 9
15

= 3
5

ដូចេនះ P (B) = 3
5
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
គ : ប៊ូលែដលចាប់បានមានពណ៍ៃបតង និងេលខេសស

តាមរូបមន្ត P (C) = n(C)
n(S)

ែដល n(C) = n(A ∩ C) = C(4, 1) = 4!
3!1!

= 4

n(S) = 15

េគបាន P (C) = n(C)
n(S)

= 4
15

ដូចេនះ P (C) = 4
15

V ១ ក បងា្ហ ញថាសមីការ 18x2 + 10y2 = 90 ជាសមីការេអលីប

18x2 + 10y2 = 90 ⇔ 18x2

90
+ 10y2

90
= 90

90

⇔ x2

5
+ y2

9
= 1

⇔ (x − 0)2(√
5
)2 + (y − 0)2

32 = 1 ជាសមីការេអលីប

េគបាន
• អ័ក្សធំឈរ
• h = 0, k = 0; a = 3; b =

√
5

• រក្របែវងអ័ក្សធំគឺ 2a = 2(3) = 6 ឯកតា្របែវង
• ្របែវងអ័ក្សតូចគឺ 2b = 2(

√
5) = 2

√
5 ឯកតា្របែវង

• កំពូលគឺ V1(h, k − a); V2(h, k + a) ដូចេនះ V1(0, −3); V2(0, 3)

ខ សង់េអលីបេនះ

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

1

2

3

x′ x

y′

y

x2

√
52 + y2

32 = 1

២ ក រកវុចិទ័រ −−→MN,
−→
QP

េដាយ M(2, 3, 4), N(3, 5, 6), P(4, 6, 7), Q(3, 4, 5)

េគបាន −−→
MN (3 − 2, 5 − 3, 6 − 4) ⇒ −−→

MN (1, 2, 2)
−→
QP (4 − 3, 6 − 4, 7 − 5) ⇒ −→

QP (1, 2, 2)
ខ ទាញបងា្ហ ញថាចតុេកាណ MNPQ ជា្របេលទ្ូប្រកាម

េយងីមាន −−→
MN (1, 2, 2) ;

−→
QP (1, 2, 2)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េដាយ −−→

MN =
−→
QP ⇒ −−→

MN//
−→
QP េហយី

∣∣∣−−→
MN

∣∣∣ =
∣∣∣−→
QP

∣∣∣ =
√

12 + 22 + 22 = 3

ដូចេនះ MNPQ ជា្របេលទ្ូប្រកាម

VI ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ + 2y′ − 3y = 0

(E) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 + 2r − 3 = 0 (រាង a + b + c = 0) េគបាន r1 = 1, r2 = −3

ដូចេនះ ចេម្លីយៃនសមីការ(E)គឺ y = Aex + Be−3x ; A, B ∈ R

ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y(0) = 1, y′(1) = e

y = Aex + Be−3x ⇒ y′ = Aex − 3Be−3x

េគបាន y(0) = A + B; y′(1) = Ae − 3Be−3 ; A, B ∈ R

េយងីមាន

 y(0) = 1

y′(1) = e
⇒

 A + B = 1

Ae − 3Be−3 = e

⇔

 A + B = 1

A − 3Be−4 = 1

B
(
1 + 3e−4

)
= 0 ⇒ B = 0 ⇒ A = 1

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសមួយៃន(E)គឺ y = ex

VII ១ ក គណនាលីមីត f ្រតង់ −∞ និង +∞

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(
x + 2 − 4ex

ex + 3

)
= −∞ + 2 − 4(0)

0 + 3
= −∞

ដូចេនះ lim
x→−∞

f(x) = −∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + 2 − 4ex

ex + 3

)
= lim

x→+∞

x + 2 − 4

1 + 3
ex

 = +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = +∞

ខ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 : y = x + 2

(C) : yc = x + 2 − 4ex

ex + 3
; (d1) : yd = x + 2

េគបាន yc − yd = x + 2 − 4ex

ex + 3
− (x + 2) = − 4ex

ex + 3
< 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រគប់ x ∈ (−∞, +∞) ្រកាប (C) ស្ថិតេនេ្រកាមបនា្ទ ត់ (d1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
២ ក ្រសាយបញ្ជ ក់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =

(
ex − 3
ex + 3

)2

f ′(x) =
(

x + 2 − 4ex

ex + 3

)′
= 1 − 4ex (ex + 3) − (ex + 3)′ 4ex

(ex + 3)2

= 1 − 4e2x + 12ex − 4e2x

(ex + 3)2

= 1 − 12ex

(ex + 3)2

= e2x + 6ex + 9 − 12ex

(ex + 3)2

= e2x − 6ex + 9
(ex + 3)2 = (ex − 3)2

(ex + 3)2

ដូចេនះ f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2

ខ សិក�អេថរភាពៃន f េលី R

េដាយ f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2
≥ 0 ∀ ∈ R

f ′(x) = 0 ⇔ ex − 3 = 0 ⇒ x = ln 3

តារាងសញញ f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ ln 3 +∞

+ 0 +

េគបាន អនុគមនf៍ ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលី x ∈ R

តារាងអេថរភាពៃនf

x = ln 3 ⇒ f (ln 3) = ln 3 + 2 − 4eln 3

eln 3 + 3
= ln 3 + 2 − 4 × 3

3 + 3
= ln 3

x

f ′(x)

f(x)

−∞ ln 3 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞
ln 3

៣ ក ចំេពាះបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េទនឹង្រកាបC ្រតង់ចំណុចI ែដលមានអាប់សីុស ln(3)

េគបាន d2 : y = f ′(ln 3) (x − ln 3) + f(ln 3)

េដាយ f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2
⇒ f ′(ln 3) =

(
eln 3 − 3
eln 3 + 3

)
= 3 − 3

3 + 3
= 0

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ d2 គឺ េស្មី 0
⇒ d2 : y = f (ln 3) = ln 3 ជាបនា្ទ ត់េដក្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d2 : y = ln 3
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ខ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2

(C) : yc = x + 2 − 4ex

ex + 3
; (d2) : yd = ln 3

តាមតារាងអេថរភាព េយងីបាន

• x ∈ (−∞, ln 3) គឺ ្រកាប (C) ស្ថិតេនេ្រកាមបនា្ទ ត់ d2

• x ∈ (ln 3, +∞) គឺ ្រកាប (C) ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ d2

• x = ln 3 គឺ ្រកាប (C) កាត់បនា្ទ ត់ (d2)

៤ ក បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 មានរាង y = 1
4

x + 1

េដាយ d3 ប៉ះ C ្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុសសូន្យ េគបាន
d3 : y = f ′(0)(x − 0) + f(0)

• f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2
⇒ f ′(0) =

(1 − 3
1 + 3

)2
= 1

4
• f(x) = x + 2 − 4ex

ex + 3
⇒ f(0) = 2 − 4

1 + 3
= 1

េគបាន d3 : y = 1
4

x + 1 ពិត ដូចេនះ d3 : y = 1
4

x + 1

ខ សង់្រកាប C និងបនា្ទ ត់ d1, d2, d3

េដាយ limx→−∞[f(x) − (x + 2)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

ex + 3

)
= −0

3
= 0

េយងីបាន បនា្ទ ត់ d1 : y = x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង−∞

តារាងតៃម្លេលខជំនួយ

d1 : y = x + 2
x 0 1
y 2 3

d3 : y = 1
4

x + 1
x 0 1
y 1 1.25
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1

2

3

4

5

6

y = ln 3

y = x + 2

y = x

4
+ 1

f(x) = x + 2 − 4ex

ex + 3

x′ x

y′

y
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៧៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៧

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក lim
x→1

1 − x2

x3 − x2 + x − 1
ខ lim

x→0

sin 3x

−x
គ lim

x→0

√
2 + x −

√
2 − x

sin x

II (១០ពិន្ទុ) ក្នុងថា្ន ក់េរៀនមួយមានសិស្សពូែកចំនួន 10 នាក់ ែដលក្នុងេនាះ 4 នាក់ជាសិស្ស្រសី និង 6 នាក់ ជាសិស្ស្រប�ស។
េគេរៀបចំសិស្សជា្រក�មក្នុងមួយ្រក�មមានសិស្ស 4 នាក់ េដាយៃចដន្យ យកេទ្របកួតជាមួយ្រក�មសិស្សៃនថា្ន ក់ដៃទ។
រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖
ក A :” ្រក�មសិស្សែដលេ្រជីសេរសីបានសុទ្ធែត្រស៑ី ”
ខ B :” ្រក�មសិស្សែដលេ្រជីសេរសីបានសុទ្ធែត្រប�ស ”
គ C :” ្រក�មសិស្សែដលេ្រជីសេរសីបាន 50% ជាសិស្ស្រប�ស ”

III (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = 1 + i
√

3 និង z2 = 6
(

cos π

4
− i sin π

4

)
។

ក សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។
ខ រកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃន z3

1 ។
គ សរេសរផលគុណ z1 × z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត។

IV (២៥ពិន្ទុ)
១ ក្នុងត្រម�យ

(
o,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគមានចំណុច A(−2, 1, 0) , B(0, 1, 1) ,C(1, 2, 2) និង D(0, 3, −4)។

ក រកវុចិទ័រ −→
AB,

−→
AC,

−→
AD,

−→
BC,

−−→
BD,

−→
CD ។

ខ គណនា្របែវង AB, AC, AD, BD និង CD ។ ទាញបងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABD និង ACD ែកង្រតង់ A ។
២ េគមានសមីការ 9y2 − 16x2 = 144 ។ បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាសមីការអុីែពបូល។ រកកូអរេដាេនរបស់កំពូលទាងំពីរ និង

កំណំុទាងំពីរៃនអីុែពបូល។រកសមីការអាសីុមតូតរបស់អីុែពបូលេនះ និងសង់អីុែពបូលេនះ។
V (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល៖ I =

∫ 3

1

(
x − 2 + 3x2

)
dx; J =

∫ π
4

0
(sin 2x − cos x) dxគណនាអាងំេត្រកាល៖

K =
∫ 1

0

x3 + (x + 1)2

x2 + 1
dx េដីម្បគីណនា K េយងី្រត�វបងា្ហ ញថា x3 + (x + 1)2

x2 + 1
= x + 1 + x

x2 + 1
។

VI (១០ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ − 3y′ + 2y = 0

ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = 2e2។
VII (៣៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f(x) = x + 1 − 3ex

1 + ex
។ េគតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់វាេនក្នុងប្លង់

្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
o,

−→
i ,

−→
j
)
។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
១ បងា្ហ ញថា f(x) = x + 1 − 4ex

1 + ex
និងគណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞។ ្រសាយបំភ្លថឺាបនា្ទ ត់ (d1) ែដលមានសមីការ

y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C្រតង់ −∞ ។ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (d1) ។
២ គណនាលីមីត f ្រតង់ +∞ ។ ្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ (d2) ែដលមានសមីការ y = x − 3ជាអាសុីមតូតេទនឹង្រកាប (C)

្រតង់ +∞ ។ សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (d2) ។
៣ ក គណនាេដរេីវ f ′(x) និងបងា្ហ ញថា្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =

(
ex − 1
ex + 1

)2
។

ខ សិក�អេថរភាពៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f។សង់្រកាប C និងអាសីុមតូត (d1) និង (d2) របស់វា។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I គណនាលីមីត៖
ក lim

x→1

1 − x2

x3 − x2 + x − 1
(មានរាងមិនកំណត់ 00)

= lim
x→1

(1 − x)(1 + x)
(x − 1) (x2 + 1)

= lim
x→1

−(x − 1)(1 + x)
(x − 1) (x2 + 1)

= lim
x→1

−(1 + x)
(x2 + 1)

= −(1 + 1)
12 + 1

= −1

ដូចេនះ lim
x→1

1 − x2

x3 − x2 + x − 1
= −1

ខ lim
x→0

sin 3x

−x
(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

(
−3sin 3x

3x

)
= −3 × 1 = −3 ដូចេនះ lim

x→0

sin 3x

−x
= −3

គ lim
x→0

√
2 + x −

√
2 − x

sin x
(មានរាងមិនកំណត់00)

= lim
x→0

(√
2 + x −

√
2 − x

) (√
2 + x +

√
2 − x

)
sin x

(√
2 + x +

√
2 − x

) = lim
x→0

2 + x − (2 − x)
sin x

(√
2 + x +

√
2 − x

)
= lim

x→0

2x

sin x
(√

2 + x +
√

2 − x
) = lim

x→0

x

sin x
· 2√

2 + x +
√

2 − x

= 1 × 2√
2 + 0 +

√
2 − 0

= 2
2
√

2
×

√
2√
2

=
√

2
2

ដូចេនះ lim
x→0

√
2 + x −

√
2 − x

sin x
=

√
2

2
II រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖

ក ”្រក�មសិស្សែដលេ្រជីសេរសីបានសុទ្ធែត្រសី”

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(4, 4) = 4!
(4 − 4)!4!

= 1
0!

= 1
1

= 1

n(S) = C(10, 4) = 10!
6!4!

= 10 × 9 × 8 × 7
4 × 3 × 2 × 1

= 10 × 3 × 7

េគបាន P (A) = n(A)
n(S)

= 1
10 × 3 × 7

ដូចេនះ P (A) = 1
210

ខ ”្រក�មសិស្សែដលេ្រជីសេរសីបានសុទ្ធែត្រប�ស”

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

េដាយ n(B) = C(6, 4) = 6!
(6 − 4)!4!

= 6 × 5
2 × 1

= 3 × 5

n(S) = 10 × 3 × 7

េគបាន P (B) = n(B)
n(S)

= 3 × 5
10 × 3 × 7

= 1
14

ដូចេនះ P (B) = 1
14

គ ”្រក�មសិស្សែដលេ្រជីសេរសីបាន 50% ជាសិស្ស្រប�ស”

តាមរូបមន្ត P (C) = n(C)
n(S)

េដាយ n(C) = C(6, 2) × C(4, 2) = 15 × 6

n(S) = 10 × 3 × 7

េគបាន P (C) = n(C)
n(S)

= 15 × 6
10 × 3 × 7

ដូចេនះ P (C) = 3
7
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
III ក សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

z1 = 1 + i
√

3 = 2
(

1
2

+
√

3
2

i

)
= 2

(
cos π

3
+ i sin π

3

)

ដូចេនះ ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រតៃន z1 គឺ z1 = 2
(

cos π

3
+ i sin π

3

)
ខ រកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃន z3

1

េដាយ z1 = 2
(

cos π

3
+ i sin π

3

)
េគបាន z3

1 =
(

2
(

cos π

3
+ i sin π

3

))3
= 23

(
cos 3π

3
+ i sin 3π

3

)
= 8 (cos π + i sin π)

ដូចេនះ ម៉ូឌុលៃន z3
1 គឺ r = 8 េហយី អាគុយម៉ង់ៃន z3

1 គឺ θ = π ឬ θ = π + 2kπ ; k ∈ Z

គ សរេសរផលគុណ z1 × z2 ជាទ្រមង់ពីជគណិត
េយងីមាន z1 = 1 + i

√
3

z2 = 6
(

cos π

4
− i sin π

4

)
= 6

(√
2

2
− i

√
2

2

)
= 3

√
2 − i3

√
2

េគបាន z1 × z2 =
(
1 + i

√
3
) (

3
√

2 − i3
√

2
)

= 3
√

2 − i3
√

2 + i3
√

6 − i23
√

6

=
(
3
√

2 + 3
√

6
)

+
(
3
√

6 − 3
√

2
)

i

ដូចេនះ ទ្រមង់ពីជគណិតៃន z1 × z2 គឺ z1 × z2 =
(
3
√

2 + 3
√

6
)

+
(
3
√

6 − 3
√

2
)

i

IV ១ ក រកវុចិទ័រ −→
AB,

−→
AC,

−→
AD,

−→
BC,

−−→
BD,

−→
CD

េយងីមាន A(−2, 1, 0) , B(0, 1, 1) , C(1, 2, 2) និង D(0, 3, −4) េគបាន
−→
AB(0 − (−2), 1 − 1, 1 − 0) ⇒ −→

AB(2, 0, 1)

−→
AC(1 − (−2), 2 − 1, 2 − 0) ⇒ −→

AC(3, 1, 2)

−−→
AD (0 − (−2), 3 − 1, −4 − 0) ⇒ −−→

AD (2, 2, −4)

−−→
BC (1 − 0, 2 − 1, 2 − 1) ⇒ −−→

BC (1, 1, 1)

−−→
BD (0 − 0, 3 − 1, −4 − 1) ⇒ −−→

BD (0, 2, −5)

−−→
CD (0 − 1, 3 − 2, −4 − 2) ⇒ −−→

CD (−1, 1, −6)
ខ គណនា្របែវង AB, AC, AD, BD និង CD

AB =
∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
√

22 + 02 + 12 =
√

5 ឯកតា្របែវង

AC =
∣∣∣−→
AC

∣∣∣ =
√

32 + 12 + 22 =
√

14 ឯកតា្របែវង

AD =
∣∣∣−−→AD

∣∣∣ =
√

22 + 22 + (−4)2 =
√

24 = 2
√

6 ឯកតា្របែវង

BD =
∣∣∣−−→BD

∣∣∣ =
√

02 + 22 + (−5)2 =
√

29 ឯកតា្របែវង

CD =
∣∣∣−−→CD

∣∣∣ =
√

(−1)2 + 12 + (−6)2 =
√

38 ឯកតា្របែវង

ទាញបងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABD និង ACD ែកង្រតង់ A

េយងីមាន −→
AB(2, 0, 1); −−→AD(2, 2, −4);

−→
AC (3, 1, 2)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
• េដាយ −→

AB · −−→
AD = 2(2) + 0(2) + 1(−4) = 4 − 4 = 0 ⇒ −→

AB⊥−−→
AD ្រតង់ A

ដូចេនះ ABD ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A

• េដាយ −→
AC · −−→

AD = 3(2) + 1(2) + 2(−4) = 8 − 8 = 0 ⇒ −→
AC⊥−−→

AD ្រតង់ A

ដូចេនះ ACD ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A

២ បងា្ហ ញថាសមីការ 9y2 − 16x2 = 144 ជាសមីការអី◌ុែពបូល

9y2 − 16x2 = 144 ⇔ 9y2

144
− 16x2

144
= 144

144

⇔ y2

16
− x2

9
= 1

⇔ (y − 0)2

42 − (x − 0)2

32 = 1 ជាសមីការអីុែពប៉ូលមានផ្ចិត (0, 0)

រកកូអរេដាេនរបស់កំពូលទាងំពីរ កំណំុទាងំពីរៃនអី◌ុែពបូល និងរកសមីការអាសីុមតូតរបស់អី◌ុែពបូល
េដាយ អី◌ុែពបូលមានសមីការ (y − 0)2

42 − (x − 0)2

32 = 1 េគបាន
• អ័ក្សទទឹងឈរ
• h = 0; k = 0; a = 4; b = 3; c2 = a2 + b2 = 16 + 9 = 25 ⇒ c =

√
25 = 5

• កំពូលគឺ V1(h, k − a); V(h, k + a) ⇒ V1(0, −4); V2(0, 4)

• កំណំុគឺ F1(h, k − c); F2(h, k + c) ⇒ F1(0, −5); F2(0, 5)

• អាសីុមតូតគឺ y = k − a

b
(x − h) និង y = k + a

b
(x − h) y = −4

3
x និង y = 4

3
x

សង់អី◌ុែពបូលេនះ

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

6

y2

16
− x2

9
= 1

y = 4
3

x

y = −4
3

x

x′ x

y′

y

V គណនាអាងំេត្រកាល៖
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
I =

∫ 3

1

(
x − 2 + 3x2

)
dx =

[
x2

2
− 2x + 3x3

3

]3

1

= 32

2
− 2(3) + 33 −

(
12

2
− 2(1) + 13

)

= 9
2

− 6 + 27 − 1
2

+ 2 − 1

= 8
2

+ 22 = 8 + 44
2

= 26

ដូចេនះ I = 26

J =
∫ π

4

0
(sin 2x − cos x) dx =

[
−1

2
cos 2x − sin x

]π
4

0

= −1
2

cos π

2
− sin π

4
−
(

−1
2

cos 0 − sin 0
)

= 0 −
√

2
2

+ 1
2

= 1 −
√

2
2

ដូចេនះ J = 1 −
√

2
2

K =
∫ 1

0

x3 + (x + 1)2

x2 + 1
dx

េដាយ x + 1 + x

x2 + 1
= (x + 1) (x2 + 1) + x

x2 + 1
= x3 + x + x2 + 1 + x

x2 + 1

= x3 + x2 + 2x + 1
x2 + 1

= x3 + (x + 1)2

x2 + 1

េគបាន
∫ 1

0

x3 + (x + 1)2

x2 + 1
dx =

∫ 1

0

(
x + 1 + x

x2 + 1

)
dx =

∫ 1

0

(
x + 1 + 1

2
· (x2 + 1)′

x2 + 1

)
dx

=
[

x2

2
+ x + 1

2
· ln

∣∣∣x2 + 1
∣∣∣]1

0

= 12

2
+ 1 + 1

2
ln 2 − 0

= 3
2

+ ln 2
2

= 3 + ln 2
2

ដូចេនះ K = 3 + ln 2
2

VI ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ − 3y′ + 2y = 0

(E) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 − 3r + 2 = 0 (មានរាង a + b + c = 0 ) េគបាន r1 = 1, r2 = 2

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ(E) គឺ y = Aex + Be2x ; A, B ∈ R

ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការ (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = 2e2

េយងីមាន y = Aex + Be2x ⇒ y′ =
(
Aex + Be2x

)′
= Aex + 2Be2x

េគបាន y(0) = A + B ; y′(1) = Ae + 2Be2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

េដាយ

 y(0) = 1

y′(1) = 2e2
⇒

 A + B = 1

Ae + 2Be2 = 2e2

⇔

 A + B = 1

A + 2Be = 2e
−

B(1 − 2e) = 1 − 2e ⇒ B = 1 ⇒ A = 0

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសៃន(E)គឺ y = e2x

VII ១ បងា្ហ ញថា f(x) = x + 1 − 4ex

1 + ex

េយងីមាន f(x) = x + 1 − 3ex

1 + ex

េដាយ x + 1 − 4ex

1 + ex
= (x + 1) (1 + ex) − 4ex

1 + ex
= x + xex + 1 + ex − 4ex

1 + ex

= x (1 + ex) + 1 − 3ex

1 + ex

= x + 1 − 3ex

1 + ex
= f(x) ពិត

ដូចេនះ f(x) = x + 1 − 4ex

1 + ex

គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(
x + 1 − 4ex

1 + ex

)
= −∞ + 1 − 4(0)

1 + 0
= −∞ lim

x→−∞
f(x) = −∞

្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ d1 : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់ −∞

f(x) = x + 1 − 4ex

1 + ex
េដាយ lim

x→−∞
[f(x) − (x + 1)] = lim

x→−∞

4ex

1 + ex
= 4(0)

1 + 0
= 0

ដូចេនះ d1 : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ្រតង់ −∞

សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1

(C) : yc = x + 1 − 4ex

1 + ex
; (d1) : yd = x + 1

េគបាន yc − yd = − 4ex

1 + ex
< 0 ∀x ∈ R (េ្រពាះ ex > 0)

• ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិតេ្រកាមបនា្ទ ត់ (d1) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞, +∞)

២ គណនាលីមីត f ្រតង់ +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
x + 1 − 4ex

1 + ex

)
= lim

x→+∞

x + 1 − 4
1
ex

+ 1

 = +∞ + 1 − 4
0 + 1

= +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = +∞

្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ d2 : y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់ +∞
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
f(x) = x + 1 − 3ex

1 + ex

េដាយ lim
x→+∞

[f(x) − (x − 3)] = lim
x→+∞

(
x + 1 − 3ex

1 + ex
− (x − 3)

)

= lim
x→+∞


1
ex

− 3
1
ex

+ 1
+ 3

 = 0 − 3
0 + 1

+ 3 = −3 + 3 = 0

ដូចេនះ d2 : y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន(C) ្រតង់ +∞

សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d2

(C) : yc = x + 1 − 4ex

1 + ex
; (d2) : yd = x − 3

េគបាន yc − yd = x + 1 − 4ex

1 + ex
− (x − 3) = 4 − 4ex

1 + ex
= 4 + ex − 4ex

1 + ex

= 4
1 + ex

> 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ∀x ∈ (−∞, +∞) ្រកាប (C) ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ (d2)
៣ ក គណនាេដរេីវ f ′(x)

f ′(x) =
(

x + 1 − 4ex

1 + ex

)′
= 1 −

(
(4ex)′ (1 + ex) − (1 + ex)′ 4ex

(1 + ex)2

)

= 1 − 4ex + 4e2x − 4e2x

(1 + ex)2

= 1 − 4e2x

(1 + ex)2

ដូចេនះ f ′(x) = 1 − 4e2x

(1 + e2x)2

បងា្ហ ញថា្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2

f ′(x) = 1 − 4ex

(1 + ex)2 = 1 + 2ex + e2x − 4ex

(1 + ex)2 = e2x − 2ex + 1
(1 + ex)2 = (ex − 1)2

(ex + 1)2

ដូចេនះ f ′(x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2

ខ សិក�អេថរភាពៃនf

f ′(x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2
≥ 0 ∀x ∈ R

f ′(x) = 0 ⇔ ex − 1 = 0 ⇒ x = 0

តារាងសញញ f ′(x)

x

f ′(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េគបាន អនុគមនf៍ ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលី x ∈ R

តារាងអេថរភាពៃនf

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞
−1

សង់្រកាបC និងអាសីុមតូត d1 ;d2

(d1) : y = x + 1
x 0 −1

y 1 0
(d2) : y = x − 3

x 0 3

y −3 0

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5

6

(d1) : y = x + 1

(d2) : y = x − 3

f(x) = x + 1 − 4ex

1 + ex

x′ x

y′

y

១៥៩េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866





្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៨៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៨

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ)ក្នុងថង់មួយមានឃ្លពីណ៌សចំនួន2ឃ្លពីណ៌្រកហមចំនួន4 និងឃ្លពីណ៌េខៀវចំនួន4។េគចាបយ់កឃ្ល3ី្រពមគា្ន េដាយៃចដន្យ។
រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖
A : ”ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌្រកហម”
B : ”យ៉ាងតិចមានឃ្លី 2 មានពណ៌េខៀវ”
C : ”ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន ”។

II (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត

ក lim
x→1

x2 (x − 2) + x2 + x − 1
1 − x

ខ lim
x→0

−2x

sin 3x
គ lim

x→ π
3

sin x −
√

3 cos x

2 (π − 3x)

III (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = 3 + 3i
√

3 និង z2 =
√

3 + i។
ក គណនា z1 × z2 និង

z1

z2
។

ខ សរេសរ z1 × z2 និង
(

z1

z2

)2
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

គ សរេសរ
(

z1

z2

)3
ជាទ្រមង់ពិជគណិត

IV (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ 2

1

(
2 − x + x2

)
dx ; J =

∫ π
4

0

(
cos 2x − 1

2
cos 4x

)
dx ; K =

∫ 3

2

(
3x − 2 + 1

x − 1

)
dx

V (២៥ពិន្ទុ)
១ ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគមានចំណុចA (1, 2, 3) ; B (3, 0, 1) ; C (−1, 0, 1)

និង D (2, 1, 2) ។
ក រកវុចិទ័រ −→

AB,
−→
AC,

−−→
AD,

−−→
BC។

ខ បងា្ហ ញថាចំណុច A, B និង C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។
គ បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ −→n (0, 1, −1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC) ។

២ េគមានសមីការ (2x + 3y)2 = 12 (xy + 3)។ បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាសមីការេអលីប។ រក្របែវងអ័ក្សតូច អ័ក្សធំ
កូអរេដាេនៃនកំពូលទាងំពីរ និងសង់េអលីបេនះ។

VI ១ េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ + 4y′ = 5y ។
២ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E) េបេីគដឹងថា្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ ចេម្លីយេនះកាត់តាមចំណុច (0, 3)

េហយីបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប(C) ្រតង់ចំណុចេនះមាន េមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −3 ។
VII (៣៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី (1, +∞) េដាយ f(x) = −x + 4 + ln

(
x + 1
x − 1

)
។ េគតាងេដាយ (C) ្រកាប
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
របស់វាេនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

១ គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 1 និង្រតង់ +∞ ។
២ ្រសាយបំភ្លថឺាេនេលី (1, +∞) េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = − (x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
។សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍

f និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី (1, +∞)។
៣ ក បងា្ហ ញថាបនា្ទ តd់1 ែដលមានសមីការy = −x + 4 អាសីុមតូតេទនឹង្រកាប(C) ្រតង់+∞។

ខ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលី (1, +∞) x + 1
x − 1

> 1 និងទាញយកការេ្របៀបេធៀបទីតាងំ ៃន (C) េធៀបនឹង d1 ។

៤ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុចេនេលី(C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចេនះមានេមគុណ ្របាប់ទិសេស្មី
−5

3
និងសរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េនះ។

៥ សង់្រកាប (C) អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះd2។ េ្របីតៃម្ល្របែហល ln 3 = 1.1 និង្រកាប(C) កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់
ចំណុច (4.5, 0)។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍
A : ”ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌្រកហម”

តាមរូបមន្ត P (A) = n(A)
n(S)

េដាយ n(A) = C(4, 3) = 4!
(4 − 3)!3!

= 4 × 3!
1!3!

= 4

n(S) = C(10, 3) = 10!
(10 − 3)!3!

= 10 × 9 × 8 × 7!
7! × 3 × 2 × 1

= 10 × 3 × 4

េយងីបាន P (A) = 4
10 × 3 × 4

= 1
30

ដូចេនះ P (A) = 1
30

B : ”យ៉ាងតិចមានឃ្លី 2 មានពណ៌េខៀវ”

តាមរូបមន្ត P (B) = n(B)
n(S)

េដាយ n(B) = C(4, 2) × C(6, 1) + C(4, 3) = 4!
(2)!2!

· 6!
5!1!

+ 4!
1!3!

= 4 × 3
2 × 1

· 6
1

+ 4
1

= 40

n(S) = 10 × 3 × 4

េយងីបាន P (B) = 40
10 × 3 × 4

= 1
3

ដូចេនះ P (B) = 1
3

C : ”ឃ្លទីាងំ 3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន ”

តាមរូបមន្ត P (C) = n(C)
n(S)

េដាយ n(C) = C(2, 1) × C(4, 1) × C(4, 1) = 2!
(1)!1!

· 4!
3!1!

· 4!
3!1!

= 2 × 4 × 4

n(S) = 10 × 3 × 4

េយងីបាន P (C) = 2 × 4 × 4
10 × 3 × 4

= 4
15

ដូចេនះ P (C) = 4
15

II គណនាលីមីត
ក lim

x→1

x2 (x − 2) + x2 + x − 1
1 − x

មានរាងមិនកំណត់0
0

= lim
x→1

x2 (x − 2 + 1) + (x − 1)
1 − x

= lim
x→1

(x − 1) (x2 + 1)
− (x − 1)

= 12 + 1
−1

= −2

ដូចេនះ lim
x→1

x2 (x − 2) + x2 + x − 1
1 − x

= −2

ខ lim
x→0

−2x

sin 3x
មានរាង0

0

= lim
x→0

−2x(
sin 3x

3x

)
3x

= −2
(1)3

= −2
3

ដូចេនះ lim
x→0

−2x

sin 3x
= −2

3

គ lim
x→ π

3

sin x −
√

3 cos x

2 (π − 3x)
មានរាងមិនកំណត់0

0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
តាង u = π

3
− x ⇒ x = π

3
− u េពល x → π

3
⇒ u → 0

េយងីបាន lim
x→ π

3

sin x −
√

3 cos x

2 (π − 3x)

= lim
u→0

sin
(

π
3 − u

)
−

√
3 cos

(
π
3 − u

)
2
(
π − 3

(
π
3 − x

))
= lim

u→0

sin π
3 cos u − sin u cos π

3 −
√

3
(
cos π

3 cos u + sin π
3 sin u

)
6u

= lim
u→0

√
3

2 cos u − 1
2 sin u −

√
3
(

1
2 cos u +

√
3

2 sin u
)

6u

= lim
u→0

√
3

2 cos u − 1
2 sin u −

√
3

2 cos u − 3
2 sin u

6u

= lim
u→0

−2 sin u

6u
= −2

6
= −1

3

ដូចេនះ lim
x→ π

3

sin x −
√

3 cos x

2 (π − 3x)
= −1

3

III ក គណនា z1 × z2 និង
z1

z2
េយងីមាន z1 = 3 + 3i

√
3 និង z2 =

√
3 + i

េយងីបាន z1 × z2 =
(
3 + 3i

√
3
) (√

3 + i
)

= 3
√

3 + 3i + 9i + 3
√

3i2 = 12i

z1

z2
= 3 + 3i

√
3√

3 + i
=

(
3 + 3i

√
3
) (√

3 − i
)

(√
3 + i

) (√
3 − i

) = 3
√

3 − 3i + 9i − 3
√

3i2(√
3
)2

− i2

= 6
√

3 + 6i

4
= 3

√
3

2
+ 3

2
i

ដូចេនះ z1 × z2 = 12i ; z1

z2
= 3

√
3

2
+ 3

2
i

ខ សរេសរ z1 × z2 និង
(

z1

z2

)2
ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

z1 × z2 = 12i = 12 (0 + i) = 12
(

cos π

2
+ i sin π

2

)
(

z1

z2

)2
=
(

3
√

3
2

+ 3
2

i

)2

=
[
3
(√

3
2

+ 1
2

i

)]2

=
[
3
(

cos π

6
+ i sin π

6

)]2

= 9
(

cos π

3
+ i sin π

3

)

ដូចេនះ z1 × z2 = 12
(

cos π

2
+ i sin π

2

)
;
(

z1

z2

)2
= 9

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
គ សរេសរ

(
z1

z2

)3
ជាទ្រមង់ពិជគណិត

(
z1

z3

)3
=
[
3
(

cos π

6
+ i sin π

6

)]3
= 27

(
cos π

2
+ i sin π

2

)
= 27 (0 + 1i) = 0 + 27i

ដូចេនះ
(

z1

z2

)3
= 0 + 27i
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
IV គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ 2

1

(
2 − x + x2

)
dx =

[
2x − x2

2
+ x3

3

]2

1
= 2(2) − 22

2
+ 23

3
−
(

2(1) − 12

2
+ 13

3

)
= 17

6

J =
∫ π

4

0

(
cos 2x − 1

2
cos 4x

)
dx =

∫ π
4

0

(
(2x)′ cos 2x

2
− 1

2
(4x)′ cos 4x

4

)
dx

=
[sin 2x

2
− sin 4x

8

]π
4

0

=
sin 2

(
π
4

)
2

−
sin 4

(
π
4

)
8

−
(sin 0

2
− sin 0

8

)
= 1

2
− 0 − (0 − 0) = 1

2

K =
∫ 3

2

(
3x − 2 + 1

x − 1

)
dx =

∫ 3

2

(
3x − 2 + (x − 1)′

x − 1

)
dx

=
[

3x2

2
− 2x + ln |x − 1|

]3

2

= 27
2

− 6 + ln 2 − (6 − 4 + ln 1)

= 11
2

+ ln 2

ដូចេនះ I = 17
6

; J = 1
2

; K = 11
2

+ ln 2

V ១ ក រកវុចិទ័រ −→
AB,

−→
AC,

−−→
AD,

−−→
BC

េយងីមាន A (1, 2, 3) ;

B (3, 0, 1) ; C (−1, 0, 1) និង D (2, 1, 2)

េយងីបាន
−→
AB (3 − 1, 0 − 2, 1 − 3) ⇒ −→

AB (2, −2, −2)

−→
AC (−1 − 1, 0 − 2, 1 − 3) ⇒ −→

AC (−2, −2, −2)

−−→
AD (2 − 1, 1 − 2, 2 − 3) ⇒ −−→

AD (1, −1, −1)

−−→
BC (−1 − 3, 0 − 0, 1 − 1) ⇒ −−→

BC (−4, 0, 0)
ខ បងា្ហ ញថាចំណុច A, B និង C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ
( ចំណុច A, B និង C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ លុះ្រតាែត −→

AB × −→
AC ̸= 0)

េដាយ −→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

2 −2 −2

−2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (4 − 4) −→

i − (−4 − 4) −→
j + (−4 − 4)

−→
k

= 0−→
i + 8−→

j − 8
−→
k ̸= 0

ដូចេនះ ចំណុច A, B និង C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
គ បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ −→n (0, 1, −1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC)

េដាយ −→n = (0, 1, −1) = 1
8

(0, 8, −8) = 1
8
(−→
AB × −→

AC
)

េយងីបាន −→n
(−→
AB × −→

AC
)

ដូចេនះ −→n (0, 1, −1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់ (ABC)

២ បងា្ហ ញថាសមីការ (2x + 3y)2 = 12 (xy + 3) ជាសមីការេអលីប

េដាយ (2x + 3y)2 = 12 (xy + 3) ⇔ 4x2 + 12xy + 9y2 = 12xy + 36

⇔ 4x2 + 9y2 = 36

⇔ 4x2

36
+ 9y2

36
= 36

36

⇔ (x − 0)2

32 + (y − 0)2

22 = 1

ដូចេនះ សមីការខាងេលីជាសមីការេអលីបែដលមានផ្ចិត(0, 0)

រក្របែវងអ័ក្សតូច អ័ក្សធំ កូអរេដាេនៃនកំពូលទាងំពីរ និងសង់េអលីបេនះ

េដាយ សមីការេអលីបគឺ
(x − 0)2

32 + (y − 0)2

22 = 1 (ទ្រមង់ (x − h)2

a2 + (y − k)2

b2 = 1 (a > b)

េយងីបាន h = 0, k = 0, a = 3, b = 2 ដូចេនះ
• ្របែវងអ័ក្សតូច = 2b = 2(2) = 4 ឯកតា្របែវង
• ្របែវងអ័ក្សធំ = 2a = 2(3) = 6 ឯកតា្របែវង
• កំពូល V1(h − a, k), V2(h + a, k) ⇒ V1(−3, 0), V2(3, 0)

• សង់េអលីប

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

1

2

3

x2

9
+ y2

4
= 1

x′ x

y′

y

VI ១ េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ + 4y′ = 5y

(E) : y′′ + 4y′ = 5y ⇔ y′′ + 4y′ − 5y = 0

(E) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 + 4r − 5 = 0 មានរាង a + b + c = 0

េយងីបាន r1 = 1, r2 = c

a
= −5

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ(E)គឺ y = Aex + Be−5x (A, B ∈ R)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
២ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល(E)

្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ចេម្លីយ គឺ (C) : y = Aex + Be−5x

សម្មតិកម្ម

 ្រកាប(C)កាត់តាមចំណុច(0, 3)

បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប(C) ្រតង់ចំណុចេនះមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −3

⇒

 y(0) = 3

y′(0) = −3

y(0) = 3 ⇒ Ae0 + Be0 = 3 ⇔ A + B = 3 (1)

y = Aex + Be−5x ⇒ y′ =
(
Aex + Be−5x

)′
= Aex − 5Be−5x

y′(0) = −3 ⇒ Ae0 − 5Be0 = −3

⇔ A − 5B = −3 (2)

(1)&(2) ⇒

 A + B = 3

A − 5B = −3
⇒

 5A + 5B = 15

A − 5B = −3

6A = 12 ⇒ A = 2 ជំនួសក្នុង(1)

⇒ 2 + B = 3 ⇒ B = 1

េដាយ A = 2, B = 1 ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសៃន(E)គឺ y = 2ex + e−5x

VII f(x) = −x + 4 + ln
(

x + 1
x − 1

)
១ គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 1 និង្រតង់ +∞

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(
−x + 4 + ln

(
x + 1
x − 1

))
= −1 + 4 + ∞ = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(
−x + 4 + ln

(
x + 1
x − 1

))
= −(+∞) + 4 + ln 1 = −∞

ដូចេនះ lim
x→1

f(x) = +∞ ; lim
x→+∞

f(x) = −∞

២ ្រសាយបំភ្លឺថាេនេលី (1, +∞) េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = − (x2 + 1)
(x + 1)(x − 1)

f(x) = −x + 4 + ln
(

x + 1
x − 1

)
⇒ f ′(x) =

(
−x + 4 + ln

(
x + 1
x − 1

))′

= (−x + 4 + ln(x + 1) − ln(x − 1))′

= −1 + (x + 1)′

(x + 1)
− (x − 1)′

(x − 1)

= −1 + 1
(x + 1)

− 1
(x − 1)

= −(x + 1)(x − 1) + (x − 1) − (x + 1)
(x + 1)(x − 1)

= −x2 + 1 + x − 1 − x − 1
(x + 1)(x − 1)

= −x2 − 1
(x + 1)(x − 1)

= − (x2 + 1)
(x + 1)(x − 1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ f ′(x) = − (x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
ចំេពាះ x ∈ (1, +∞)

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលី (1, +∞)

ចំេពាះ្រគបx់ ∈ (1, +∞) f ′(x) = − (x2 + 1)
(x + 1)(x − 1)

< 0

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច្ចចំេពាះ្រគបx់ ∈ (1, +∞)

តារាងអេថរភាពៃន f េលី (1, +∞)

x

f ′(x)

f(x)

1 +∞

−

+∞

+∞+∞

៣ ក បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = −x + 4 អាសីុមតូតេទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ +∞

េយងីមាន (C) : yc = f(x) = −x + 4 + ln
(

x + 1
x − 1

)
(d1) : y

d1
= −x + 4

lim
x→+∞

(
yc − y

d1

)
= lim

x→+∞
ln
(

x + 1
x − 1

)
= ln 1 = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = −x + 4 អាសីុមតូតេទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ +∞

ខ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលី (1, +∞) x + 1
x − 1

> 1

េដាយ x + 1
x − 1

> 1 ⇔ x + 1
x − 1

− 1 > 0

⇔ x + 1 − x + 1
x − 1

> 0

⇔ 2
x − 1

> 0 ពិតចំេពាះ្រគប់ x ∈ (1, +∞)

ដចេនះ x + 1
x − 1

> 1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (1, +∞)

ទាញយកការេ្របៀបេធៀបទីតាងំៃន (C) េធៀបនឹង d1

(C) : yc = f(x) = −x + 4 + ln
(

x + 1
x − 1

)
(d1) : y

d1
= −x + 4

⇒ yc − y
d1

= ln
(

x + 1
x − 1

) (
េដាយ x + 1

x − 1
> 1 ⇒ ln

(
x + 1
x − 1

)
> ln 1 = 0

)
⇒ yc − y

d1
> 0

⇒ yc > y
d1

ដូចេនះ ្រកាប(C)ស្ថិតេនេលីបនា្ទ តd់1 ចំេពាះ្រគបx់ ∈ (1, +∞)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
៤ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុចប៉ះេនេលី (C)

តាង (x0, y0) ជាចំណុចប៉ះ
េដាយ បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ប៉ះេទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចេនះមានេមគុណ ្របាប់ទិសេស្មី −

5
3

⇒ f ′(x0) = −5
3

⇒ − (x2
0 + 1)

(x0 + 1)(x0 − 1)
= −5

3

⇔ −3
(
x2

0 + 1
)

= −5 (x0 + 1) (x0 − 1)

⇔ −3
(
x2

0 + 1
)

= −5
(
x2

0 − 12
)

⇔ −3x2
0 − 3 = −5x2

0 + 5

⇔ 2x2
0 = 8

⇒ x2
0 = 4 ⇒ x = ±2

x0 = −2 មិនយក (េ្រពាះ x0 ∈ (1, +∞))
x0 = 2 ⇒ y0 = f(x0) = f(2) = −2 + 4 + ln 2 + 1

2 − 1
= 2 + ln 3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d2 ប៉ះ្រកាប(C) ្រតង់ ចំណុច(2, 2 + ln 3)

សរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2

(d2) : y = f ′(x0)(x − x0) + y0 = −5
3

(x − 2) + (2 + ln 3)

= −5
3

x + 10
3

+ 2 + ln 3

= −5
3

x + 16
3

+ ln 3

ដូចេនះ (d2) : y = −5
3

x + 16
3

+ ln 3

៥ សង់្រកាប (C) , d1 , d2 េ្របី (ln 3 = 1.1) និង្រកាប(C) កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ចំណុច (4.5, 0)

េដាយ lim
x→1+

f(x) = +∞ ⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ

d1 : y = −x + 4
x 2 3

y 2 1
d2 : y = −5

3
x + 16

2
+ ln 3

x 3 6

y 4.1 −2.9
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

0 1 2 3 4 5 6 7 8−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

1

2

3

4

5

y = −x + 4

y = −5x

3
+ 16

3
+ ln 3

f(x) = −x + 4 + ln x + 1
x − 1

x′ x

y′

y
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី១៩៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ១៩

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត
ក lim

x→+∞

[√
x2 + 2x + 3 − (x + 1)

]
ខ lim

x→0

−2x sin x

1 − cos2 x
គ lim

x→− π
2

1 + sin x

sin4 x − 1

II (១០ពិន្ទុ) ក្នុងថង់មួយមានប៊ូល ១៦ ែដលេគសរេសរេលខពី ១ ដល់ ១៦ ។ េគចាប់យកប៊ូល៣ េចញពីថង់េដាយៃចដន្យ។
រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៏ៈ 
ក A : េគចាប់បានប៊ូលទាងំ៣មានេលខសុទ្ធែតែចកដាច់នឹង 4

ខ : េគចាប់បានប៊ូលទាងំ៣មានេលខសុទ្ធែតែចកមិនដាច់នឹង 5
គ : េគចាប់បានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង4។

III (១៥ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយេនក្នុងសំណំុចំនួ◌ួនកុំផ្លិច C សមីការ z2 − 8z + 64 = 0។
ខ េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = 4 + 4i

√
3 និង z2 = 4 − 4i

√
3។ សរេសរ (2z1 + z2) ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត  និង គណនា

(2z1 + z2)3។ ( េយងីតាង z2 ជាចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z2 )។
IV (១៥ពិន្ទុ)  គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ 1

0

(
x2 + 1

)2
dx J =

∫ ln6

0
(ex − 1) dx K =

∫ π
4

0

[
sin

(
3x + π

4

)
+ sin4 x cos x

]
dx

V (២៥ពិន្ទុ)
A :ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
, i⃗, j⃗, k⃗

)
។  េគមានចំណុចA(1, −1, 4) ,B(7, −1, −2) និងC(1, 5, −2)។ 

១ ក គណនា កូអរេដាេនរបស់វុចិទ័រ −→
AB , −→

AC និង −−→
BC ។

ខ ្រសាយបំភ្លឺថា ចំណុច A , B , C កំណត់បានប្លង់មួ◌ួយ។
គ បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ  ⃗n = (1, 1, 1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនិងប្លង់ (ABC)

ឃ ទាញបងា្ហ ញថាសមីការប្លង់របស់ (ABC)

២ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។  
B : េគមានប៉ារ៉ាបូល ែដលមានសមីការទូេទ : y2 + 4y − 8x − 12 = 0 ។ ចូរបែម្លងសមីការេនះជាទ្រមង់សមីការស្តង់ដាៃន
ប៉ារ៉ាបូល ។ ចូររកកូអរេដាេន ៃន កំពូល កំណំុ និង សមីការ បនា្ទ ត់្របាប់ទិស រចួសង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ។ 

VI (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីែផរង៉ែស្យល : y′′ + 3y′ + 3y = 2y′ + 5y(E)។ េដាះ្រសាយសមីការេនះ ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៏
y = −e−2x + 2ex ជាចេម្លីយពិេសសៃនសសមីការ (E)។ 

VII (៣៥ពិន្ទុ) អនុគមន៏ f  កំណតេ់លី (0, +∞) េដាយ f(x) = x2 − 2
x

− ln x , េគតាង (C) ្រកាបរបសអ់នុគមន៏ f េនក្នុង
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
0, i⃗, j⃗

)
។ 

១ ក បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េនេលី (0, +∞) េគអាចសរេសរ f(x) = x

(
1 − ln x

x
− 2

x2

)
និង

f(x) = 1
x

(
x2 − x ln x − 2

)
។ 

ខ េ្របីលក្ខណៈ េនះេដីម្បគីណនាលីមីតៃនអនុគមន៏ f ្រតង់ 0 និង +∞។
២ ក គណនាេដរេីវៃន f ′(x) ៃនអនុគមន៏ f(x) និងបងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលី (0, +∞) f ′(x)មានសញញ ដូច x2−x+2 

។ 
ខ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៏ f រចួសង់តារាងអេថភាពរបស់វា។

៣ ក រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេទនិង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A េនេលី (C) ែដលមានអាប់សីុសេស្មី 1
ខ រកកូអរេដាេនចំណុច B ៃន (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹង (C) ្រតង់ B្រសបនឹងបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x ។

៤ សង់្រកាប (C) និង   បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A និង ្រតង់ B ។ េគឲ្យតៃម្ល ln 2 = 0.7
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ស្រមាយបញ្ជ ក់

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត

ក lim
x→+∞

[√
x2 + 2x + 3 − (x + 1)

]
, រាងមិនកំណត់ +∞ − ∞ េយងីបានៈ 

lim
x→+∞

[√
x2 + 2x + 3 − (x + 1)

]
= lim

x→+∞

[√
x2 + 2x + 3 − (x + 1)

] [√
x2 + 2x + 3 + (x + 1)

]
[√

x2 + 2x + 3 + (x + 1)
]

= lim
x→+∞

(x2 + 2x + 3) − (x + 1)2[√
x2 + 2x + 3 + (x + 1)

]
= lim

x→+∞

(x2 + 2x + 3) − (x2 + 2x + 1)[√
x2 + 2x + 3 + (x + 1)

]
= lim

x→+∞

2[√
x2 + 2x + 3 + (x + 1)

] = 0

ដូចេនះ  lim
x→+∞

[√
x2 + 2x + 3 − (x + 1)

]
= 0

ខ lim
x→0

−2x sin x

1 − cos2 x
, រាងមិនកំណត់ 0

0
េដាយ 1 − cos2 x = sin2 x េយងីបានៈ
lim
x→0

−2x sin x

1 − cos2 x
= lim

x→0

−2x sin x

sin2 x
= − lim

x→0

2x

sin x
= −2 × lim

x→0

x

sin x
េដាយ lim

x→0

x

sin x
= 1 

េយងីបានៈ lim
x→0

−2x sin x

1 − cos2 x
= −2 × lim

x→0

x

sin x
= −2 × 1 = −2

ដូចេនះ lim
x→0

−2x sin x

1 − cos2 x
= −2

គ lim
x→− π

2

1 + sin x

sin4 x − 1
, រាងមិនកំណត់ 0

0
lim

x→− π
2

1 + sin x

sin4 x − 1
= lim

x→− π
2

1 + sin x

(sin2 x − 1)(sin2 x + 1)
= lim

x→− π
2

1 + sin x

(sin x − 1)(sin x + 1)(sin2 x + 1)
= lim

x→− π
2

1
(sin x − 1)(sin2 x + 1)

= 1
(−1 − 1)[(−1)2 + 1]

= −1
4

ដូចេនះ lim
x→− π

2

1 + sin x

sin4 x − 1
= −1

4

II (១០ពិន្ទុ) រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៏ៈ 
ក : េគចាប់បានប៊ូលទាងំ៣មានេលខសុទ្ធែតែចកដាច់នឹង 4

េយងីមានៈ
• ចំនួ◌ួនករណីអាច n(S) = C(16, 3) = 16!

3!13!
= 16 × 15 × 14 × 13!

3 × 2 × 1 × 13!
= 560 ករណី

េដាយចំនួនែចកដាច់នឹង4មាន៤េលខគឺ 4, 8, 12, 16 េយងីបានៈ 
• ចំនួ◌ួនករណី្រសប n(A) = C(4, 3) = 4!

1!3!
= 4 ករណី

⇒ P (A) = n(A)
n(S)

4
560

= 1
140
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ្រប�បាបៃនេគចាប់បានប៊ូលទាងំ៣មានេលខសុទ្ធែតែចកដាច់នឹង 4 គឺ P (A) = 1

140
ខ : េគចាប់បានប៊ូលទាងំ៣មានេលខសុទ្ធែតែចកមិនដាច់នឹង 5

េដាយេលខែដលែចកមិនដាច់មានេលខ 1 , 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 16

• ចំនួ◌ួនករណី្រសប n(B) = C(13, 3) = 13!
3!10!

= 13 × 12 × 11 × 10!
3 × 2 × 1 × 10!

= 286 ករណី

⇒ P (B) = P (B)
n(S)

= 286
560

= 143
280

ដូចេនះ្រប�បាបៃនេគចាប់បានប៊ូលទាងំ៣មានេលខសុទ្ធែតែចកមិនដាច់នឹង 5 គឺ P (B) = 143
280

គ : េគចាប់បានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង4

េដាយេលខែចកដាច់នឹង 4 មាន៤េលខ ចាប់យកមួយនិងេនសល់១២េលខេទៀតចាប់យកពីរេទៀតេយងីបានៈ
• ចំនួ◌ួនករណី្រសប n(C) = C(4, 1) × C(12, 2) = 4!

1!3!
× 12!

2!10!
= 4 × 12 × 11 × 10!

10!
= 264 ករណី

⇒ P (C) = 265
560

= 33
70

ដូចេនះ្រប�បាបៃនេគចាប់បានប៊ូលែតមួយគត់មានេលខែចកដាច់នឹង4 គឺ P (C) = 33
70

III (១៥ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយេនក្នុងសំណំុចំនួ◌ួនកុំផ្លិច C សមីការ z2 − 8z + 64 = 0

តាមឌីស្រគីសមីណង់ ∆′ = b′2 − ac

េដាយ b′ = b

2
= −8

2
= −4 េយងីបានៈ

∆′ = (−4)2 − 1 × 64 = 16 − 64 = 48 < 0

⇒
√

∆′ =
√

−48 េដាយi2 = −1 េយងីបានៈ
⇒

√
∆′ =

√
48i = 4i

√
3

⇒ z1 = −b +
√

∆
a

, z2 = −b −
√

∆
a

⇒ z1 = 4 + 4i
√

3 , ⇒ z2 = 4 − 4i
√

3

ដូចេនះ z1 = 4 + 4i
√

3 , z2 = 4 − 4i
√

3

ខ េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = 4 + 4i
√

3 និង z2 = 4 − 4i
√

3។ សរេសរ (2z1 + z2) ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត  និង គណនា
(2z1 + z2)3។ ( េយងីតាង z2 ជាចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z2 )
• សរេសរ (2z1 + z2) ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
េយងីមាន z1 = 4 + 4i

√
3 និង z2 = 4 − 4i

√
3 ⇒ z2 = 4 + 4i

√
3

⇒ (2z1 + z2) = 2(4 + 4i
√

3) + (4 + 4i
√

3) = 12 + 12i
√

3

= 24(1
2

+ i
√

3
2

) = 24(cos π

3
+ i sin π

3
)

ដូចេនះ (2z1 + z2) = 24(cos π

3
+ i sin π

3
)

• គណនា (2z1 + z2)3

េដាយ (2z1 + z2) = 24(cos π

3
+ i sin π

3
) េយងីបានៈ

(2z1 + z2)3 =
[
24(cos π

3
+ i sin π

3
)
]3

= 243
[
(cos 3π

3
+ i sin 3π

3
)
]

១៧៤េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
= 243(cos π + i sin π) 243(−1 + 0i) = −24

ដូចេនះ (2z1 + z2)3 = −243

IV (១៥ពិន្ទុ)  គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ 1

0

(
x2 + 1

)2
dx

េដាយ (x2 + 1)2 = x4 + 2x2 + 1 េយងីបានៈ

⇒ I =
∫ 1

0

(
x2 + 1

)2
dx =

∫ 1

0
(x4 + 2x2 + 1)dx =

[
x5

5
+ 2x3

3
+ x

]1

0

(1
5

+ 2
3

+ 1) − 0 = 28
15

ដូចេនះ I = 28
15

J =
∫ ln6

0
(ex − 1) dx = [ex − x]ln 6

0

= (eln 6 − ln 6) − (e0 − 0) = 6 − ln 6 − 1 = 5 − ln 6

ដូចេនះ J = 5 − ln 6

K =
∫ π

4

0

[
sin

(
3x + π

4

)
+ sin4 x cos x

]
dx

=
∫ π

4

0
sin

(
3x + π

4

)
dx +

∫ π
4

0
sin4 x cos xdx

= 1
3

∫ π
4

0

(
3x + π

4

)′
sin

(
3x + π

4

)
dx +

∫ π
4

0
(sin x)′ sin4 dx

= 1
3

[
− cos

(
3x + π

4

)]
|

π
4
0 + 1

5
[
sin5 x

]π
4

0

= 1
3

[3π

4
+ π

4
− (− cos π

4
)
]

+ 1
5

(
sin5 π

4
− sin5 0

)
1
3

(
1 +

√
2

2

)
+ 1

5

(√
2

2

)5

− 0

 = 1
3

+
√

2
6

+ 4
√

2
160

ដូចេនះ K = 1
3

+
√

2
6

+ 4
√

2
160

V (២៥ពិន្ទុ) A : េគមានចំណុច A(1, −1, 4) , B(7, −1, −2) និង C(1, 5, −2)។ 
១ ក គណនា កូអរេដាេនរបស់វុចិទ័រ −→

AB , −→
AC និង −−→

BC

េគបាន −→
AB = (7 − 1, −1 + 1, −2 − 4) = (6, 0, −6)

⇒ −→
AB = (6, 0, −6)

−−→
BC = (1 − 7, 5 + 1, −2 + 2) = (−6, 6, 0)

⇒ −−→
BC = (−6, 6, 0)

−→
AC = (1 − 1, 5 + 1, −2 − 4) = (0, 6, −6)

⇒ −→
AC = (0, 6, −6)

ដូចេនះ −→
AB = (6, 0, −6) , −−→BC = (−6, 6, 0) , A⃗C = (0, 6, −6)

ខ ្រសាយបំភ្លឺថា ចំណុច A , B , C កំណត់បានប្លង់មួ◌ួយ
េយងីមាន −→

ABនិង −→
AC មានផលេធៀប 0

6
̸= −6

−6
⇒ −→

AB និង −→
AC មិនកូលីែនែអ៊គា្ន េយងីបាន A, B , C មិនរត់្រតង់ជួរ

ដូចេនះ A , B , C កំណត់បានប្លង់មួ◌ួយ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
គ បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ  ⃗n = (1, 1, 1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនិងប្លង់ (ABC)

េយងីមាន 



n⃗ = (1, 1, 1)

⇒ n⃗ · −→
AB = 1 · 6 + 1 · 0 + 1 · (−6) = 0

−→
AB = (6, 0 − 6)

និង



n⃗ = (1, 1, 1)

⇒ n⃗ · −→
AC = 1 · 0 + 1 · 6 + 1 · (−6) = 0

−→
AC = (0, 6 − 6)

េគទាញបានៈ


n⃗ ⊥ −→

AB

n⃗ ⊥ −→
AC

មយង៉េទៀត −→
AB និង −→

AC កំណត់បានប្លង់(ABC)

ដូចេនះ n⃗ = (1, 1, 1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនិងប្លង់ (ABC)

ឃ ទាញរកសមីការប្លង់របស់ (ABC)

េដាយ n⃗ = (1, 1, 1) ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់របស់ប្លង់ (ABC)  េយងីបាន ◌ៈ 
ប្លង់សមីការ (ABC) = x + y + z + d ែត A(1, −1, 4) ∈ (ABC) េយងីបានៈ
(ABC) = 1 + (−1) + 4 + d = 0 ⇒ d = −4

ដូចេនះ សមីការប្លង់ (ABC) គឺ = x + y + z − 4 = 0

២ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
េយងីមានៈ 
−→
AB = (6, 0, −6) ⇒

∣∣∣−→
AB

∣∣∣ =
√

62 + 0 + (−6)2 = 6
√

2
−−→
BC = (−6, 6, 0) ⇒

∣∣∣−−→BC
∣∣∣ =

√
(−6)2 + 62 + 0 = 6

√
2

−→
AC = (0, 6, −6) ⇒

∣∣∣−→
AC

∣∣∣ =
√

0 + +62(−6)2 = 6
√

2

ដូចេនះ ្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
B : េគមានប៉ារ៉ាបូល ែដលមានសមីការទូេទ : y2 + 4y − 8x − 12 = 0

• បែម្លងសមីការេនះជាទ្រមង់សមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលៈ
y2 + 4y − 8x − 12 = 0 ⇔ y2 + 4y + 4 − 8x − 16 = 0

⇔ y2 + 4y + 4 = 8x + 16

⇒ (y + 2)2 = 8(x + 2)

ដូចេនះ ទ្រមង់សមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលគឺ (y + 2)2 = 8(x + 2)

• រកកូអរេដាេន ៃន កំពូល កំណំុ និង សមីការ បនា្ទ ត់្របាប់ទិស រចួសង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ
េដាយទ្រមង់សមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលគឺ (y + 2)2 = 8(x + 2) មានរាង (y − k)2 = 4p(x − h)

េយងីបាន k = −2 , h = −2 , 4p = 8 ⇒ p = 4

⋆ កំពូល V (h, k) ⇒ V (−2, −2)

⋆ កំណំុ F (h + p, k) ⇒ F (0, −2)

⋆ សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆ : x = h − p ⇒ ∆ : x = −2 − 2 ⇔ ∆ : x = −4
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ V (−2, −2) , F (0, −2) , ∆ : x = −4

• សង់ប៉ារ៉ាបូល

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5
0

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1

2

y2 + 4y − 8x − 12 = 0
x′ xx = −4

y′

y

VI (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីែផរង៉ែស្យល : y′′ + 3y′ + 3y = 2y′ + 5y(E)។ េដាះ្រសាយសមីការេនះរចួ បងា្ហ ញថាអនុគមន៏
y = −e−2x + 2ex ជាចេម្លីយពិេសសៃនសសមីការ (E)។ 
• េដាះ្រសាយសមីការ y′′ + 4y + 3y = 2y′ + 5y(E)

េយងីមាន : y′′ + 3y′ + 3y = 2y′ + 5y ⇔ y′′ + 3y′ + 3y − 2y′ − 5y = 0

⇒ (E) : y′′ + y′ − 2y = 0

េយងីបាន(E) មានសមីការសមា្គ ល់ r2 + r − 2 = 0 ⇒ មានឬស r1 = 1 , r2 = −2

⋆ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) មានរាង y = Aer1x + Ber2x

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) គឺ y = Aex + Be−2x , ែដល A , B េថរ
• បងា្ហ ញថាអនុគមន៏ y = −e−2x + 2ex ជាចេម្លីយពិេសសៃនសសមីការ (E)

េយងីមាន y = −e−2x + 2ex ⇒ y′ = −(−2e−2x) + 2ex = 2e−2x + 2ex

និង ⇒ y′′ = 2(−2e−2x) + 2ex = −4e−2x + 2ex

េបីអនុគមន៏ y = −e−2x + 2ex ជាចេម្លីយពិេសសៃនសសមីការ (E) េយងីយក y , y′ , y′′ េទជំនួសក្នុង (E) េយងីបានៈ 
y′′ + y′ − 2y ⇔ (−4e−2x + 2ex) + (2e−2x + 2ex) − 2(−e−2x + 2ex)

⇔ −4e−2x + 2ex + 2e−2x + 2ex + 2e−2x − 4ex = 0 ពិត
ដូចេនះ y = −e−2x + 2ex ជាចេម្លីយពិេសសៃនសសមីការ (E)

VII ១ ក បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េនេលី (0, +∞) េគអាចសរេសរ f(x) = x

(
1 − ln x

x
− 2

x2

)
និង

f(x) = 1
x

(
x2 − x ln x − 2

)
ចំេពាះ្រគបx់ > 0 f(x) េយងីអាចសរេសរៈ
f(x) = x2 − 2

x
− ln x ⇔ x2

x
− 2

x
− ln x = x − 2

x
− ln x

⇒ x

(
1 − ln x

x
− 2

x2

)
និងមយង៉េទៀតេយងីអាចសរេសរ f(x) = 1

x

(
x2 − x ln x − 2

)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ f(x) អាចសរេសរ f(x) = x

(
1 − ln x

x
− 2

x2

)
និង f(x) = 1

x

(
x2 − x ln x − 2

)
ខ េ្របីលក្ខណៈ េនះេដីម្បគីណនាលីមីតៃនអនុគមន៏ f ្រតង់ 0 និង +∞

⋆ lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1
x

(
x2 − x ln x − 2

)
= (∞)(0 − 0 − 2) = −∞

ដូចេនះ lim
x→0

f(x) = −∞

⋆ lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x

(
1 − ln x

x
− 2

x2

)
= (+∞)(1 − 0 − 0) = +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = +∞

២ ក គណនាេដរេីវៃន f ′(x) ៃនអនុគមន៏ f(x) និងបងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលី (0, +∞) f ′(x)មានសញញ ដូច x2−x+2 
េដាយ f(x) = x2 − 2

x
− ln x ⇒ f ′(x) = 2x × x − (x2 − 2)

x2 − 1
x

⇒ f ′(x) = x2 − x + 2
x2

ដូចេនះ f ′(x) = x2 − x + 2
x2 , ∀ x ∈ (0, +∞)

េដាយេយងីមានៈ f ′(x) = x2 − x + 2
x2 ែតx2 > 0

⇒ f ′(x) មានសញញ ដូច x2 − x + 2

ដូចេនះ f ′(x) មានសញញ ដូច x2 − x + 2

ខ សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៏ f រចួសង់តារាងអេថភាពរបស់វា។ េដាយ x > 0 ⇒ x2 > 0 េនាះ f ′(x) មានសញញ ដូច
x2 − x + 2

េដាយ x2 − x + 2 = 0 ⇔ ∆ = (−1)2 − 4(1)(2) = 1 − 8 = −7 < 0

⇒ x2 − x + 2 > 0, ∀x ∈ (0, +∞) េ្រពាះេមគុណៃន x2គឺ a = 1 > 0 ⇒ f ′(x) > 0

ដូចេនះ អនុគមនf៍(x) េកីនជានិច្ច្រគបx់ ∈ (0, +∞)

• តារាងអេថភាពៃន f

x

f ′(x)

f(x)

0 +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

៣ ក រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេទនិង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A េនេលី (C) ែដលមានអាប់សីុសេស្មី 1
តាមរូបមន្ត (T ) : y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0) ្រតង់A មាន x0 = 1 ⇒ f(1) = 12 − 2

1
− ln 1 = −1

និង f ′(x0) = f ′(1) = 12 − 1 + 2
12 = 2 ⇒ y = 2(x − 1) − 1 = 2x − 3

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ (T ) : y = 2x − 3

ខ រកកូអរេដាេនចំណុច B ៃន (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹង (C)  ្រតង់ B្រសបនឹងបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x ។
បនា្ទ ត់ប៉ះេទ(C)្រតង់ B ្រសបបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការy = x េនាះេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចBេស្មី
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
នឹងa = 1

f ′(x0) = 1 ⇒ x2 − x + 2
x2 = 1 ⇔ x2 − x + 2 = x2 ⇒ x = 2

⇒ f(2) = 22 − 2
2

− ln 2 = 1 − 0.7 = 0.3

ដូចេនះ កូអរេដាេនៃនចំណុចBគឺ (2, 0.3)

៤ សង់្រកាប (C) និង   បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A និង ្រតង់ B

0 1 2 3 4 5 6 7 8−1−2−3−4
0

−1

−2

−3

−4

−5

1

2

3

4

5
y = 2x − 3

y = x − 1.7

f(x) = x2 − 2
x

− ln x

x′ x

y′

y
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី២០៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ២០

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ)គណនាលីមីត

ក lim
x→3

√
3x2 − 11 ខ lim

x→ π
3

√
3 sin

(
x − π

3

)
(

π
3 − x

) គ lim
x→+∞

(2x − 7 − 11 ln x)

II (១០ពិន្ទុ) ក្នុងថង់មួយមានឃ្លពីណ៌្រកហមចំនួន 2ឃ្លពីណ៌េខៀវចំនួន3 និង ឃ្លពីណ៌ស ចំនួន4 ។ េគចាបយ់កឃ្លចីំនួន 3 ពីក្នុងថង់
េដាយៃចដន្យ ។ គណនា្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖

ក ឃ្លទីាងំ3 មានពណ៌ស ខ ឃ្លទីាងំ3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន ។

III (១៥ពិន្ទុ)
ក េគមានចំនួនកំុផ្លិច z1 =

√
2 + i

√
2។ រក z1 ,(z1 ជាចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z1)

ខ រកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ្លិចz1 ។ សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។
គ បងា្ហ ញថា z1 ជាឫសរបស់សមីការ z2 = 2

(
z
√

2 − 2
)
។

IV (១៥ពិន្ទុ)  គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ 1

0

(
3x2 − 2x + 1

)
dx J =

∫ 1

0

(
ex

ex + 1

)
dx K =

∫ π
2

π
4

(
sin3 x cos x

)
dx

V (២៥ពិន្ទុ)
១ ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណម៉ាល់

(
o,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
េគមានចំណុចៈ A(0; −2; 0),B(−4; 1; 2) C(0; 3; 7)

និង D(4; 0; 5) ។
រកវុចិទ័រ −→

AB , −−→BC ; −−→CD និង −−→
AD រចួបងា្ហ ញថាចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកងែតមិនែមនជាកាេរ។

២ េគមានសមីការ 9y2 = 25(3 − x)(3 + x)។ បងា្ហ ញថា សមីការេនះជាេអលីប។
រក្របែវងអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កូអរេដាេនកំពូលទាងំពីរ និង កូអរេដាេនកំណំុទាងំពីររបស់េអលីប ។ សង់េអលីបេនះ ។

VI (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E) : y” = −4y ។
ក បងា្ហ ញថា y = λ cos 2x + µ sin 2x ែដល λ ,µ ជាចំនួនពិត ជាចេម្លីយរបស់សមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E) ។
ខ រកចេម្លីយពិេសសរបស់សមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y”(0) = 1 និង y′(0) = 0 ។

VII (៣៥ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f ែដល f(x) = x − 2 + 2(x + 1)
ex

។ េយងីតាង (C) ជា្រកាបរបស់អនុគមន៍ f
េនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
o,

−→
i ,

−→
j
)
។

១ រកែដនកំណត់ៃនអនុគមនf៍ ។ គណនា lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→−∞

f(x)(េយងីដឹងថា lim
x→+∞

x

ex
= 0)។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
២ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞។ បញ្ជ ក់ទីតាងំ (C) េធៀប

នឹងបនា្ទ ត់ (D) ។
៣ េយងីតាង f ′(x)ជាេដរេីវៃន f(x) បងា្ហ ញថា f ′(x) = ex − 2x

ex
។ េគដឹងថា្រគប់ x ជាធាតុរបស់ R, ex − 2x > 0 ។

េ្របីផលេធៀបេនះេដីម្បទីាញយកការសិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
៤ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។ សង់បនា្ទ ត់ (D) , (∆)

និង ្រកាប (C) ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដេំណាះ្រសាយ

I (១៥ពិន្ទុ)គណនាលីមីត
ក lim

x→3

√
3x2 − 11 េយងីបាន

lim
x→3

√
3x2 − 11 =

√
3 × 32 − 11

= 4

ដូចេនះ lim
x→3

√
3x2 − 11 = 4

ខ lim
x→ π

3

√
3 sin

(
x − π

3

)
(

π
3 − x

) , រាងមិនកំណត់ 00

តាង u = x − π

3
េបី x → π

3
េនាះ u → 0

lim
x→ π

3

√
3 sin

(
x − π

3

)
(

π
3 − x

) =
√

3 lim
u→0

sin u

−u

= −
√

3

ដូចេនះ lim
x→ π

3

√
3 sin

(
x − π

3

)
(

π
3 − x

) = −
√

3

គ lim
x→+∞

(2x − 7 − 11 ln x) , រាងមិនកំណត់ +∞ − ∞

lim
x→+∞

(2x − 7 − 11 ln x) = lim
x→+∞

x

(
2 − 7

x
− 11ln x

x

)

= +∞ (2 − 0 − 0)

= +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

(2x − 7 − 11 ln x) = +∞

II គណនា្រប�បាប

េយងីបាន ករណីអាចn(S) = C(9, 3)

= 9!
(9 − 3)!3!

= 9 × 8 × 7 × 6!
6! × 3 × 2

= 84 ករណី
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ក ឃ្លទីាងំ3 មានពណ៌ស

តាង A : ជា្រពឹត្តិការណ៍ចាប់បានឃ្លទីាងំ3 មានពណ៌ស

េយងីបាន ករណី្រសបn(A) = C(4, 3)

= 4!
(4 − 3)!3!

= 4 ករណី

េយងីបានP (A) = n(A)
n(S)

= 4
84

= 0.047

ដូចេនះ P (A) = 0.047

ខ ឃ្លទីាងំ3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន
តាង B : ជា្រពឹត្តិការណ៍ចាប់បានឃ្លទីាងំ3 មានពណ៌ខុសៗគា្ន

េយងីបាន ករណី្រសបn (B) = C (2, 1) × C (3, 1) × C (4, 1)

= 2!
1!1!

× 3!
2!1!

× 4!
3!1!

= 2 × 3× = 24 ករណី

េយងីបានP (B) = n(B)
n(S)

= 24
84

= 0.285

ដូចេនះ P (B) = 0.285

III េគមានចំនួនកំុផ្លិច z1 =
√

2 + i
√

2
ក រក z1 ,(z1 ជាចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z1)

េយងីមានចំនួនកំុផ្លចិ z1 =
√

2 + i
√

2 ⇒ z1 =
√

2 − i
√

2

ខ រកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកុំផ្លិចz1 រចួសរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
• រកម៉ូឌុលៃនចំនួនកំុផ្លិចz1

េយងីមាន z1 =
√

2 + i
√

2 ⇒ r = |z1| =
√(√

2
)2

+
(√

2
)2

= 2

ដូចេនះ ម៉ូឌុលៃន z1 គឺ 2

• អាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកុំផ្លិចz1

េដាយ sin α = b

r
និង cos α = a

r

⇒


sin α =

√
2

2
cos α =

√
2

2

⇒ α = π

4
+ 2kπ, k ∈ Z

ដូចេនះ អាគុយម៉ង់ៃនចំនួនកំុផ្លិចz1គឺ
π

4
+ 2kπ

• សរេសរ z1 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

េយងីមានz1 =
√

2 + i
√

2 ⇔ 2
(√

2
2

+ i

√
2

2

)

⇔ 2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)

ដូចេនះ z1 = 2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
គ បងា្ហ ញថា z1 ជាឫសរបស់សមីការ z2 = 2

(
z
√

2 − 2
)

េបី z1 ជាឫសរបស់សមីការ z2 = 2
(
z
√

2 − 2
)

⇔ (z1)2 = 2
(
z1

√
2 − 2

)

េយងីមាន (z1)2 =
(√

2 − i
√

2
)2

= 2 − 4i − 2

= −4i

និងេយងីមាន2
(
z1

√
2 − 2

)
= 2

[(√
2 − i

√
2
)√

2 − 2
]

= 2 (2 − 2i) − 4

= 4 − 4i − 4

= −4i

េយងីបាន (z1)2 = 2
(
z1

√
2 − 2

)
ពិត

ដូចេនះ z1 ជាឫសរបស់សមីការ z2 = 2
(
z
√

2 − 2
)

IV គណនាអាងំេត្រកាល

I =
∫ 1

0

(
3x2 − 2x + 1

)
dx =

[
3x3

3
− 2x2

2
+ x

]1

0

=
(

3 × 13

3
− 2 × 12

2
+ 1

)
−
(

1 × 03

3
− 2 × 02

2
+ 0

)

= 1

ដូចេនះ I =
∫ 1

0

(
3x2 − 2x + 1

)
dx = 1

J =
∫ 1

0

(
ex

ex + 1

)
dx,តាងu = ex + 1 ⇒ du = exdx

េយងីបានJ =
∫ 1

0

(
ex

ex + 1

)
dx =

∫ 1

0

du

u

= [ln u]10 , ជំនួសu = ex + 1

= [ln (ex + 1)]10

= ln
(
e1 + 1

)
− ln

(
e0 + 1

)
= ln

(
e + 1

2

)

ដូចេនះ J =
∫ 1

0

(
ex

ex + 1

)
dx = ln

(
e + 1

2

)
K =

∫ π
2

π
4

(
sin3 x cos x

)
dx,តាងu = sin x ⇒ du = cos xdx
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

េយងីបានK =
∫ π

2

π
4

(
sin3x cos x

)
dx =

∫ π
2

π
4

u3du

=
[

u4

4

]π
2

π
4

, ជំនួសu = sin x

=
[

sin4x

4

]π
2

π
4

=
(

sin4 π
2

4

)
−
(

sin4 π
4

4

)

= 1
4

−
( 1

4
4

)
= 3

16

ដូចេនះ K =
∫ π

2

π
4

(
sin3 x cos x

)
dx = 3

16

V ១ រកវុចិទ័រ −→
AB , −−→BC ; −−→CD និង −−→

AD រចួបងា្ហ ញថាចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកងែតមិនែមនជាកាេរ
• រកវុចិទ័រ −→

AB , −−→BC ; −−→CD និង −−→
AD

∗ −→
AB = (−4, 3, 2)

∗ −−→
BC = (4, 2, 5)

∗ −−→
CD = (4, −3, −2)

∗ −−→
AD = (4, 2, 5)

• បងា្ហ ញថាចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកងែតមិនែមនជាកាេរ េយងីមាន
∗្របែវង AB =

√
(−4)2 + 32 + 22 =

√
29

∗្របែវង BC =
√

42 + 22 + 52 =
√

45

∗្របែវង CD =
√

42 + (−3)2 + (−2)2 =
√

29

∗្របែវង AD =
√

42 + 22 + 52 =
√

45

េហយីេយងីមាន
∗ −−→

BC · −−→
CD = 4 × 4 + (−3) 2 + (−2) × 5 = 0 ⇒ −−→

BC⊥−−→
CD

∗ −→
AB · −−→

BC = (−4) 4 + 3 × 2 + 2 × 5 = 0 ⇒ −→
AB⊥−−→

BC

េដាយ AB = CD, BC = AD,
−→
AB⊥−−→

BC,
−→
AB⊥−−→

BC ែតAB ̸= BCនិងAD ̸= CD

ដូចេនះ ចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកងែតមិនែមនជាកាេរ
២ េគមានសមីការ 9y2 = 25(3 − x)(3 + x)

• បងា្ហ ញថា សមីការេនះជាេអលីប
9y2 = 25 (3 − x) (3 + x) ⇔ 9y2 = 25

(
9 − x2

)
⇔ 9y2 = 225 − 25x2

⇔ 25x2 + 9y2 = 225 (ែចកនឹង 225)

⇔ x2

9
+ y2

25
= 1

ដូចេនះ 9y2 = 25(3 − x)(3 + x) ជាេអលីប
• រក្របែវងអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កូអរេដាេនកំពូលទាងំពីរ និង កូអរេដាេនកំណំុទាងំពីររបស់េអលីប

x2

9
+ y2

25
= 1 ⇔ (x − 0)2

32 + (y − 0)2

52 = 1
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េអលីបមានរាង (x − h)2

b2 + (y − k)2

a2 = 1 េយងីបាន a = 5, b = 3, k = h = 0

េដាយ    c =
√

a2 − b2 =
√

25 − 9 = 4

∗ ្របែវងអ័ក្សធំ 2a = 2 × 5 = 10 ឯកតា្របែវង
∗ ្របែវងអ័ក្សតូច 2b = 2 × 3 = 6 ឯកតា្របែវង

∗ កំពូល V (h, k ± a) = V (0, 0 ± 5) ⇒

 V1 (0, 5)

V2 (0, −5)

∗ កំណំុ V (h, k ± c) = V (0, 0 ± 4) ⇒

 F1 (0, 4)

F2 (0, −4)
• សង់េអលីប

x

y

0•−3 •3

•5V1

•
−5V2

•F2 −4

•F14 x2

9
+ y2

25
= 1

VI (១០ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E) : y” = −4y ។
ក បងា្ហ ញថាy = λ cos 2x + µ sin 2x ជាចេម្លីយរបស់សមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E)

េយងីមាន y = λ cos 2x + µ sin 2x ⇒

 y′ = −2λ sin 2x + 2µ cos 2x

y′′ = −4λ cos 2x − 4µ sin 2x

យក y និង y′′ ជំនួសចូលសមីការ (E)

េយងីបាន (E) : −4λ cos 2x − 4µ sin 2x = −4 (λ cos 2x + µ sin 2x)

= −4λ cos 2x − 4µ sin 2x ពិត

ដូចេនះ y = λ cos 2x + µ sin 2xជាចេម្លីយរបស់សមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E)

ខ រកចេម្លីយពិេសសរបស់សមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y”(0) = 1 និង y′(0) = 0

េយងីមាន

 y′ (0) = 0

y′′ (0) = 1
⇔

 −2λ sin 0 + 2µ cos 0 = 0

−4λ cos 0 − 4µ sin 0 = 1

⇔

 2µ × 1 = 0

−4λ × 1 = 1
⇒


µ = 0

λ = −1
4
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសរបស់សមីការឌីែផរង់៉ែស្យល (E) គឺ y = −1

4
cos 2x

VII េគមានអនុគមន៍ f ែដល f(x) = x − 2 + 2(x + 1)
ex

។ េយងីតាង (C) ជា្រកាបរបស់អនុគមន៍ f
១ រកែដនកំណត់ៃនអនុគមនf៍ , គណនា lim

x→+∞
f(x) និង lim

x→−∞
f(x)

• រកែដនកំណត់ៃនអនុគមនf៍

េយងីមាន ex > 0, ∀x ∈ R េនាះf(x) មានន័យ្រគប់តៃម្ល x
ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមនf៍ គឺ Df = R

• គណនា lim
x→+∞

f(x) និង lim
x→−∞

f(x)

∗ lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x − 2 + 2(x + 1)
ex

= +∞ − 2 + 0

= +∞

∗ lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x − 2 + 2(x + 1)
ex

= −∞ − 2 − ∞

= −∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

f(x) = +∞ និង lim
x→−∞

f(x) = −∞

២ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = x − 2ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់+∞ និង បញ្ជ កទី់តាងំ (C) េធៀប
នឹងបនា្ទ ត់ (D)

• បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞

េបី y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞ លុះ្រតាែត lim
x→+∞

[f (x) − (x − 2)] = 0

េយងីមាន lim
x→+∞

[f (x) − (x − 2)] ⇔ lim
x→+∞

[
x − 2 + 2(x + 1)

ex
− (x − 2)

]

⇔ lim
x→+∞

[
2(x + 1)

ex

]
= 0 ពិត

ដូចេនះ (D) ែដលមានសមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞

• បញ្ជ ក់ទីតាងំ (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (D)

តាង h(x) = (C) − (D) : x − 2 + 2(x + 1)
ex

− (x − 2) = 2(x + 1)
ex

េដាយ 2
ex

> 0∀x ∈ Rេនាះh(x)មានសញញ ដូច (x + 1)

ឲ្យ x + 1 = 0 ⇒ x = −1

• តារាងសញញ ៃន h(x)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
x

h(x)

−∞ −1 +∞

− 0 +

ដូចេនះ េបី x ∈ (−∞, −1) េនាះ C េនេ្រកាម (D)

េបី x = −1 េនាះ C ប៉ះ (D)

េបី x ∈ (−1, +∞) េនាះ C េនេលី (D)

៣ េយងីតាង f ′(x)ជាេដរេីវៃន f(x)

• បងា្ហ ញថា f ′(x) = ex − 2x

e2

f (x) = x − 2 + 2(x + 1)
ex

⇒ f ′ (x) = 1 + (2x + 2)′ ex − (ex)′ (2x + 2)
(ex)2

⇔ f ′ (x) = 1 + 2ex − ex (2x + 2)
e2x

⇔ f ′ (x) = e2x + 2ex − 2xex − 2ex

e2x

⇔ f ′ (x) = ex (ex − 2x)
ex · ex

= ex − 2x

ex
ពិត

ដូចេនះ f ′(x) = ex − 2x

ex

• េ្របីផលេធៀបេនះេដីម្បទីាញយកការសិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f

េដាយ

 ex − 2x > 0

ex > 0
; ∀ ∈ R ⇒ f ′(x) > 0, ∀x ∈ R

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត
• តារាងេថរភាព

x

f ′(x)

f(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

៤ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D)

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) : y = f ′ (x0) (x − x0) + f (x0) , ែដល x0 = 0

េយងីមាន


f ′ (x) = ex − 2x

ex
⇒ f ′ (0) = 1

f (x) = x − 2 + 2(x + 1)
ex

⇒ f (0) = 0
 

េយងីបាន (∆) : y = 1(x − 0) + 0 ⇔ (∆) : y = x

េដាយ (∆) នឹង (D) មានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី 1 េស្មីគា្ន នាឲំ្យ (∆) ្រសប (D)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D)

∗ សង់បនា្ទ ត់ (D) , (∆) និង ្រកាប (C)

• (D) : y = x − 2 េនាះតារាងតៃម្លេលខ
x 0 2

y −2 0

• (∆) : y = x េនាះតារាងតៃម្លេលខ
x −1 0 1

y −1 0 1

• (D) : y = x − 2 េនាះតារាងតៃម្លេលខ
x −1 0 4

y −3 0 2.18

x

y

0

• −2

•
2

−1

• −1

1

•1

−3•

4

•2.18

(C)

(∆)

(D)
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី២១៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ២១

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក lim
x→0

ex + 1
2ex ខ lim

x→1

√
x + 3 − 2√

x − 1 គ lim
x→ π

3

√
3
(

π
3 − x

)
sin

(
x − π

3

)
II (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល៖

ក I =
∫ 1

0
(2 − x + 2x2)dx ខ J =

∫ π
4

0

(cos 4x − cos 2x

2

)
dx

គ េគមាន f(x) = x2 − 1
2x − 1

បងា្ហ ញថា f(x) = x

2
+ 1

4
− 3

4(2x − 1)
។ គណនា K =

∫ 0

−1
f(x)dx ។

III (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនួនកុំផ្លិច z1 = i(3 + 2i)(2 + i)2 ។
ក សរេសរ z1 ជាទ្រមង់ពីជគណិតរចួរក z1 ចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z1 ។
ខ សរេសរ z2 = z1 + 19 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។ គណនា៖ z4

2 និង z6
2 ។

IV (១០ពិន្ទុ) ក្នុងមណ្ឌ លសុខភាពមួយមានបុគ្គលិកនារ9ី នាក់ និងបុគ្គលិកបុរស 5 នាក់។ េគេរៀបចំជា្រក�មការងារមួយ្រក�មមានគា្ន 4

នាក់េដាយៃចដន្យឲ្យចុះេធ្វីការតាមភូមិ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តការណ៍ខាងេ្រកាម៖
ក A :្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិកទាងំ 4 នាក់សុទ្ធែតជានារ។ី
ខ B : ្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិក 50% ជានារ ី។

V (២៥ពិន្ទុ)
១ ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) េគមានចំណុច M(0, 1, 1), N(1, 2, 2), P (0, 3, −4)

និង Q(−2, 1, 0) ។
ក រកវុចិទ័រ −−→

MN,
−−→
NP,

−−→
NQ,

−→
PQ និងរក្របែវងវុចិទ័រទាងំបួនេនះ។

ខ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q និងរកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ។
២ រកកូអរេដាេនកំពូល កុណំុំ និងសមីការបនា្ទ ត្់របាបទិ់សរបសប៉់ារ៉ាបូលែដលមានសមីការ (y + 2)2 = −8(x − 2) ។ សង់

ប៉ារ៉ាបូលេនះ ។
VI េគមានសមីការឌីេផរង៉ែស្យល (E) : y′ + y = 2(x + 1)e−x។

ក បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ y0 កំណត់េលីR េដាយ y0(x) = (x2 + 2x)e−x ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E)។
ខ េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E ′) : y′ + y = 0 ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = e។

VII (៤០ពិន្ទុ)
១ េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f(x) = x − ln(1 + x) ។ េយងីតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់ f ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ក រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f ។ គណនា lim

x→−1+
f(x) និង lim

x→+∞
f(x) ។

ខ សិក�អេថរភាពរបស់អនុគមន៍ f(x) េដាយភា្ជ ប់តារាងអេថរភាពេនេលី D និងបញ្ជ ក់សញញ ៃន f(x) េលី D ។
២ េគចង់សិក�ទីតាងំរបស់្រកាប (C) ៃន f េធៀបេទនឹង្រកាប (P ) ែដលមានសមីការ y = 1

2
x2 ។

ក ក្នុងន័យេនះេគបេង្កីតអនុគមន៍ g កំណត់េលី D ែដនកំណត់របស់ f េដាយ g(x) = f(x) − x2

2
។

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g និងទាញយកសញញ ៃន g(x)កាលណា x រតេ់នេលីD ។សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀប
នឹង្រកាប (P ) ។

ខ សង់្រកាប (C) និង្រកាប (P ) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ។

ដេំណាះ្រសាយ

I គណនាលីមីត៖
ក lim

x→0

ex + 1
2ex

មានរាងកំណត់

lim
x→0

ex + 1
2ex

= e0 + 1
2e0

= 2
2

= 1

ដូចេនះ lim
x→0

ex + 1
2ex

= 1

ខ lim
x→1

√
x + 3 − 2√

x − 1
រាងមិនកំណត់ 0

0
េគបាន

lim
x→1

√
x + 3 − 2√

x − 1
= lim

x→1

(
√

x + 3 − 2)(x − 1)
(
√

x − 1)(x − 1)

= lim
x→1

(
√

x + 3 − 2)[(
√

x)2 − 1]
(
√

x − 1)[(
√

x + 3)2 − 22]

= lim
x→1

(
√

x + 3 − 2)(
√

x − 1)(
√

x + 1)
(
√

x − 1)(
√

x + 3 − 2)(
√

x + 3 + 2)

= lim
x→1

√
x + 1√

x + 3 + 2

= 2
4

= 1
2

ដូចេនះ lim
x→1

√
x + 3 − 2√

x − 1
= 1

2

គ lim
x→ π

3

√
3
(

π
3 − x

)
sin

(
x − π

3

) រាងមិនកំណត់ 0
0

តាង t = x − π

3
⇒ x = t + π

3
ចំេពាះ x → π

3
⇒ t → 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េគបាន

lim
x→1

√
3
(

π
3 − x

)
sin

(
x − π

3

) = lim
t→0

−
√

3t

sin t
= −

√
3 · 1

= −
√

3

ដូចេនះ lim
x→ π

3

√
3
(

π
3 − x

)
sin

(
x − π

3

) = −
√

3

II គណនាអាងំេត្រកាល៖
ក I =

∫ 1

0
(2 − x + 2x2)dx

I =
∫ 1

0
(2 − x + 2x2)dx

= 2
∫ 1

0
dx −

∫ 1

0
xdx + 2

∫ 1

0
x2dx

= 2x|10 − 1
2

x2
∣∣∣∣1
0

+ 2
3

x3
∣∣∣∣1
0

= (2 · 1 − 2(0)) −
(1

2
· 12 − 1

2
· 02

)
+
(2

3
· 13 − 2

3
· 03

)
= 2 − 1

2
+ 2

3
= 13

6

ដូចេនះ I = 13
6

ខ J =
∫ π

4

0

(cos 4x − cos 2x

2

)
dx

J =
∫ π

4

0

(cos 4x − cos 2x

2

)
dx

=
∫ π

4

0

cos 4x

2
dx −

∫ π
4

0

cos 2x

2
dx

= 1
8

∫ π
4

0
d(sin 4x) − 1

4

∫ π
4

0
d(sin 2x)

= sin 4x

8

∣∣∣∣
π
4

0
− sin 2x

4

∣∣∣∣
π
4

0

= 1
8

(sin 4π

4
− sin 0) − 1

4
(sin 2π

4
− sin 0)

= 0 − 1
4

ដូចេនះ J = −1
4

គ េគមាន f(x) = x2 − 1
2x − 1

បងា្ហ ញថា f(x) = x

2
+ 1

4
− 3

4(2x − 1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េគបាន

x

2
+ 1

4
− 3

4(2x − 1)
= 2x(2x − 1) + (2x − 1) − 3

4(2x − 1)

= 4x2 − 2x + 2x − 1 − 3
4(2x − 1)

= 4x2 − 4
4(2x − 1)

= 4(x2 − 1)
4(2x − 1)

= x2 − 1
4(2x − 1)

= f(x)

ដូចេនះ x2 − 1
2x − 1

= x

2
+ 1

4
− 3

4(2x − 1)
គណនា

K =
∫ 0

−1
f(x)dx

=
∫ 0

−1

(
x

2
+ 1

4
− 3

4(2x − 1)

)
dx

= 1
4

∫ 0

−1
d(x2) + 1

4

∫ 0

−1
dx − 3

8

∫ 0

−1
d(ln |2x − 1|)

= x2

4

∣∣∣∣∣
0

−1
+ x

4

∣∣∣∣0
−1

− 3 ln |2x − 1|
8

∣∣∣∣∣
0

−1

=
(

0 − 1
4

)
+
(

0 + 1
4

)
− 3

8
(ln 1 − ln 3)

= 3 ln 3
8

ដូចេនះ K = 3 ln 3
8

III េគមាន z1 = i(3 + 2i)(2 + i)2

ក សរេសរ z1 ជាទ្រមង់ពីជគណិតរចួរក z1 ចំនួនកំុផ្លិចឆា្ល ស់ៃន z1

េគបាន z1 = i(3 + 2i)(2 + i)2

= (3i + 2i2)(4 + 4i + i2)

= (−2 + 3i)(3 + 4i)

= −6 − 8i + 9i − 12

= −18 + i

ដូចេនះ z1 = −18 + i និង z1 = −18 − i

ខ សរេសរ z2 = z1 + 19 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េគបាន

z2 = z1 + 19

= −18 + i + 19

= 1 + i

=
√

2
(√

2
2

+ i

√
2

2

)

=
√

2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)

ដូចេនះ z2 =
√

2
(

cos π

4
+ i sin π

4

)
គណនា z4

2 និង z6
2

េគបាន

z4
2 = (

√
2)4

(
cos 4π

4
+ i sin 4π

4

)
= 4 (cos π + i sin π)

= 4(−1 + 0i) = −4

និង

z6
2 = (

√
2)6

(
cos 6π

4
+ i sin 6π

4

)
= 23

(
cos 3π

2
+ i sin 3π

2

)
= 8(0 − i) = −8i

ដូចេនះ z4
2 = −4 និង z6

2 = −8i

IV រក P (A) និង P (B)

តាង S :” េ្រជីសេរសី4 នាក់េចញពីបុគ្គលិកសរុប 14 នាក់”
នាឲំ្យ

n(S) = C(14, 4) = 14!
(14 − 4)4!

= 10! · 11 · 12 · 13 · 14
10! · 1 · 2 · 3 · 4

= 7 · 11 · 13 ជេ្រមីស

េដាយ A : ្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិកទាងំ៤នាក់សុទ្ធែតជានារ ី
នាឲំ្យ n(A) = C(9, 4) = 9!

(9 − 4)!4!
= 5! · 6 · 7 · 8 · 9

5!4!
= 6 · 7 · 8 · 9

6 · 4
= 2 · 7 · 9 ជេ្រមីស

េគបាន P (A) = n(A)
n(S)

= 2 · 7 · 9
7 · 11 · 13

= 18
143

ដូចេនះ P (A) = 18
143

និង B : ្រក�មការងារែដលេរៀបចំមានបុគ្គលិក 50% ជានារ ី
នាឲំ្យ n(B) = C(9, 2) · C(5, 2) = 9!

(9 − 2)!2!
× 5!

(5 − 2)!2!
= 7! · 8 · 9

7!2!
× 3! · 4 · 5

3! · 2!
= 4 · 9 · 2 · 5 ជេ្រមីស

េគបាន P (B) = n(B)
n(S)

= 5 · 8 · 9
7 · 11 · 13

= 360
1001

ដូចេនះ P (B) = 360
1001
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
V េគមានសមីការឌីេផរង៉ែស្យល (E) : y′ + y = 2(x + 1)e−x។

ក បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ y0 កំណត់េលីR េដាយ y0(x) = (x2 + 2x)e−x ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E)

េដាយ y0(x) = (x2 + 2x)e−x ⇒ y′
0 = (2x + 2)e−x − (x2 + 2x)e−x

y′ + y = 2(x + 1)e−x ⇒ (2x + 2)e−x − (x2 + 2x)e−x + (x2 + 2x)e−x = (2x + 2)e−x ពិត

ដូចេនះ y0(x) = (x2 + 2x)e−x ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E)។

ខ េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E ′) : y′ + y = 0 ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = e

សមីការ y′ − ay = 0 មានចេម្លីយទូេទ y = Aeax នាឲំ្យ y′ + y = 0 ⇐⇒ y = Ae−x, A ∈ R

េដាយ y(0) = e ⇒ Ae0 = e ⇒ A = e េនាះេគបាន y = e × e−x = e1−x

ដូចេនះ y = e1−x។

VI ១ េគមាន M(0, 1, 1), N(1, 2, 2), P (0, 3, −4) និង Q(−2, 1, 0)
ក រកវុចិទ័រ

−−→
MN = (1 − 0, 2 − 1, 2 − 1) = (1, 1, 1)
−−→
NP = (0 − 1, 3 − 2, −4 − 2) = (−1, 1, −6)
−−→
NQ = (−2 − 1, 1 − 2, 0 − 2) = (−3, −1, −2)
−→
PQ = (−2 − 0, 1 − 3, 0 + 4) = (−2, −2, 4)

ដូចេនះ −−→
MN = (1, 1, 1),

−−→
NP = (−1, 1, −6),

−−→
NQ = (−3, −1, −2) និង −→

PQ = (−2, −2, 4)

រក្របែវងវុចិទ័រ −−→
MN,

−−→
NP,

−−→
NQ និង −→

PQ

េគបាន

|−−→
MN | =

√
12 + 12 + 12 =

√
3 ឯកតា្របែវង

|−−→NP | =
√

12 + 12 + 62 =
√

38 ឯកតា្របែវង

|−−→NQ| =
√

32 + 12 + 22 =
√

14 ឯកតា្របែវង

|−→
PQ| =

√
22 + 22 + 42 =

√
24 ឯកតា្របែវង

ដូចេនះ |−−→
MN | =

√
3, |−−→NP | =

√
38, |−−→NQ| =

√
14 និង |−→

PQ| =
√

24 ឯកតា្របែវង
ខ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q

េដាយ

38 = 14 + 24

(
√

38)2 = (
√

14)2 + (
√

24)2

|−−→NP |2 = |−−→NQ|2 + |−→
PQ|2

តាម្រទឹស្តីបទពីតាគ័រ េគបាន ្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q

រកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណ NPQ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េគបាន

S = |−−→NQ| · |−→
PQ|

2

=
√

14 ·
√

24
2

= 1
2

·
√

2 · 7 · 2 · 4 · 3

= 4
2

·
√

21

= 2
√

21 ឯកតាៃផ្ទ្រកឡា

២ រកកូអរេដាេនកំពូល កុំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិសរបស់ប៉ារ៉ាបូល
េគមានសមីការ (y + 2)2 = −8(x − 2) នាឲំ្យ h = 2, k = −2 និង 4p = −8 នាឲំ្យ p = −8

4
= −2

េគបាន

កំពូល V (h, k) ⇒ V (2, −2)

កំណំុ F (h + p, k) ⇒ V (0, −2)

សមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិស ∆ : x = h − p = 2 − (−2) = 4

ចំេពាះ x = −6 េនាះេគបាន (y + 2)2 = −8(−6 − 2) ⇒ (y + 2)2 = 82 ⇒ y + 2 = ±8
y + 2 = −8

y + 2 = 8
⇒


y = −10

y = 6
សង់ប៉ារ៉ាបូល

−6 −4 −2 2 4 6

−10

−8

−6

−4

−2

2

4

6

•V•
F

(∆)

x

x

VII ១ េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f(x) = x − ln(1 + x)
ក រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f

អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា 1 + x > 0 ⇒ x > −1
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូ ចេនះ D = (−1, +∞)

គណនា lim
x→−1+

f(x) និង lim
x→+∞

f(x)

េគបាន

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

[x − ln(1 + x)] = +∞

និង

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

[x − ln(1 + x)]

= lim
x→+∞

x

[
1 − ln(1 + x)

x

]
= +∞

ដូចេនះ lim
x→−1+

f(x) = +∞ និង lim
x→+∞

f(x) = +∞

ខ សិក�អេថរភាពរបស់អនុគមន៍ f(x) េដាយភា្ជ ប់តារាងអេថរភាពេនេលី D និងបញ្ជ ក់សញញ ៃន f(x) េលី D

េគមាន

f(x) = x − ln(1 + x) ⇒ f ′(x) = [x − ln(1 + x)]′

= 1 − (1 + x)′

1 + x

= 1 + x − 1
1 + x

= x

1 + x

េដាយ 1 + x > 0 េនាះ f ′(x) មានសញញ តាម x

សញញ f ′(x)

x

f ′(x)

−1 0 +∞

− 0 +

េដាយ f ′ ប្តូរសញញ សញញ ពី − េទ + ្រតង់ x = 0 េនាះ f មានតៃម្លអប្បរមាតរ្ង់ x = 0

គឺ f(0) = 0 − ln(1 + 0) = 0

តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f(x)

−1 0 +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞

f(x) ចុះេលីចេនា្ល ះ (−1, 0)

f(x) េកីនេលីចេនា្ល ះ (0, +∞)

និង x = 0 នាឲំ្យ f(x) = 0

២ េគមាន (P ) : y = 1
2

x2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ក សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ g និងទាញយកសញញ ៃន g(x) កាលណា x រត់េនេលី D

េគមាន

g : g(x) = f(x) − x2

2
⇒ g′(x) = f ′(x) − x

= x

1 + x
− x

= x − x − x2

1 + x

= − x2

1 + x
< 0, េ្រពាះ x2

1 + x
> 0 ចំេពាះ x ∈ D

តារាងសញញ ៃន g′(x)

x

g′(x)

−1 +∞

−

េដាយ g′(x) < 0 េនាះ g(x) ជាអនុគមន៍ចុះេលី D

េបី g′(x) = 0 ⇔ x2 = 0 ⇒ x = 0 នាឲំ្យ g(0) = 0

េគបាន g(x) > 0 េលីចេនា្ល ះ (−1, 0)

g(x) < 0 េលីចេនា្ល ះ (0, +∞)

សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹង្រកាប (P )

g(x) > 0 េលីចេនា្ល ះ (−1, 0) េនាះ f(x) − y > 0 េនាះេគបាន្រកាប (C) ឋតិេនេលីប៉ារ៉ាបូល (P ) េលីចេនា្ល ះ
(−1, 0)

និង g(x) < 0 េលីេនា្ល ះ (0, +∞) េនាះ f(x) − y < 0 េនាះេគបាន្រកាប (C) ឋតិេនេ្រកាមប៉ារបូ៉ល (P ) េលី
ចេនា្ល ះ (0, +∞)

ខ សង់្រកាប (C) និង្រកាប (P )

្រកាប (C) ចំេពាះ x = 1.71 ⇒ f(1.71) = 1.71 − ln e = 1.71 − 1 = 0.71

ប៉ារ៉ាបូល (P ) ចំេពាះ y = 2 េនាះ 2 = x2

2
⇔ 4 = x2 នាឲំ្យ x = ±2

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4
−1

1

2

3

4x = −1

x

y

0

(C)

(P )
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី២២៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ២២

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត

ក lim
x→+∞

[
x ln

(
1 + 1

x

)]
េគដឹងថា lim

x→0

ln(1 + x)
x

= 1

ខ lim
x→− π

2

1 − sin2 x

2 + 2 sin x
គ lim

x→3

x3 − 27
27(

√
x + 6 − 3)

II (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល

ក I =
∫ 3

0
(x − 1)(x + 3)dx ខ J =

∫ π
2

0
sin4 x cos xdx គ K =

∫ 1

1
2

( 3
2x + 1

)
dx

III (១៥ពិន្ទុ) េដាះ្រសាយក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិចសមីការ z2 + 4z + 16 = 0។ សរេសរចេម្លីយទាងំពីរតាងេដាយ z1 និង z2 ជា
ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។

IV (១០ពិន្ទុ) អ្នកលក់បនា្ទ ត់មា្ន ក់ គាត់មានបនា្ទ ត់សំែប៉តចំនួន 25 ែដលក្នុងេនាះមានបនា្ទ ត់ 3 ែដលែឆបចុង។
េគចាប់យកបនា្ទ ត់មួយក្នុងចំេណាម 25 េដាយៃចដន្យ។
១ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A : ”បនា្ទ ត់ែដលចាប់បានមិនែឆបចុង”
២ អ្នកទិញគាត់ចាប់យកេដាយមិនបានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ េហយីគាត់ចង់បានដាច់ខាតបនា្ទ ត់ល្អចំនួន 7។

េតីគាត់្រត�វទិញបនា្ទ ត់យ៉ាងតិចចំនួនប៉ុនា្ម ន?
៣ េគចាប់យកបនា្ទ ត់ 2 ម្ដងេដាយៃចដន្យក្នុងចំេណាមបនា្ទ ត់ទាងំ 25 ។

រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ B :”បនា្ទ ត់ទាងំពីរចាប់បានមិនែឆបចុង”។
V (២៥ពិន្ទុ)

១ ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(
o, i⃗, j⃗, k⃗

)
េគមានចំណុច A(5, −5, 2), B(−1, 1, 0), C(0, 1, 2) និង

(6, 6, −1)
ក បងា្ហ ញថាចំណុច A, B, C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។
ខ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ BCD ជា្រតីេកាណែកង និង រកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ។

២ េគឲ្យសមីការ 12(xy + 3) − (3x + 2y)2 = 0
ក បងា្ហ ញថាសមីការេនះ ជាសមីការេអលីប។
ខ ចូររក្របែវងអ័ក្សតូច អ័ក្សធំ និង កូអរេដាេនៃនកំពូលទាងំពីរ។ រចួសង់េអលីបេនះ។

VI (១០ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : 3y” = 9y − 6y′។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = e។ (ln e = 1)

VII (៤០ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f(x) = 4 − x − 2e−x ។ េគតាង (C) ្រកាប់របស់ f។
A.

១ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x; f(x) = 4ex − xex − 2
ex

។
គណនា lim

x→+∞
f(x), lim

x→−∞
f(x), lim

x→−∞
xex = 0។

២ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)។
៣ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (D)។

B.

១ គណនា f ′(x) ែដល f ′(x) ជាេដរេីវៃន f(x) ។ សិក�អេថរភាពៃន f និង គណនាតៃម្លអតិបរមារបស់ f។
២ A ជាចំណុចៃន (C) ែដលមានអាប់សីុស x = 0។ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A។
៣ បងា្ហ ញថាសមីការ f(x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ β េនក្នុងចេនា្ល ះ [−1, 0]។
៤ សង់បនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) អាសីុមតូត (D) និង ្រកាប (C)។

២០២េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដេំណាះ្រសាយ

I (១០ពិន្ទុ) គណនាលីមីត

ក lim
x→+∞

[
x ln

(
1 + 1

x

)]
េគដឹងថា lim

x→0

ln(1 + x)
x

= 1

តាង t = 1
x

⇒ x = 1
t
េបី x → +∞ េនាះ t → 0

េយងីបាន lim
x→+∞

[
x ln

(
1 + 1

x

)]
= lim

t→0

1
t

ln(1 + t) = lim
t→0

ln(1 + t)
t

= 1

ដូចេនះ lim
x→+∞

[
x ln

(
1 + 1

x

)]
= 1។

ខ lim
x→− π

2

1 − sin2 x

2 + 2 sin x

lim
x→− π

2

1 − sin2 x

2 + 2 sin x
= lim

x→− π
2

(1 − sin x)(1 + sin x)
2(1 + sin x)

= lim
x→− π

2

1 − sin x

2

= 1 − (−1)
2

= 1

ដូចេនះ lim
x→− π

2

1 − sin2 x

2 + 2 sin x
= 1។

គ lim
x→3

x3 − 27
27(

√
x + 6 − 3)

lim
x→3

x3 − 27
27(

√
x + 6 − 3)

= 1
27

lim
x→3

x3 − 27
(
√

x + 6 − 3)

= 1
27

lim
x→3

(x − 3)(x2 + 3x + 9)(
√

x + 6 + 3)
(
√

x + 6 − 3)(
√

x + 6 + 3)

= 1
27

lim
x→3

(x − 3)(x2 + 3x + 9)(
√

x + 6 + 3)
x − 3

= lim
x→3

(x2 + 3x + 9)(
√

x + 6 + 3)
27

= 27 × 6
27

= 27

ដូចេនះ lim
x→3

x3 − 27
27(

√
x + 6 − 3)

= 6 ។

II (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំេត្រកាល
ក I =

∫ 3

0
(x − 1)(x + 3)dx

២០៣េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

I =
∫ 3

0
(x − 1)(x + 3)dx

=
∫ 3

0
(x2 + 3x − x − 3)dx

=
∫ 3

0
(x2 + 2x − 3)dx

=
[

x3

3
+ x2 − 3x

]3

0

=
[

33

3
+ 32 − 3 × 3

]
− 0

= 27
3

+ 9 − 9 = 9

ដូចេនះ I =
∫ 3

0
(x − 1)(x + 3)dx = 9 ។

ខ J =
∫ π

2

0
sin4 x cos xdx

តាង u = sin x ⇒ du = cos xdx

នាឲំ្យ J =
∫ π

2

0
sin4 x cos xdx =

∫ π
2

0
5u4du =

[
5 × u5

5

]π
2

0
=
[
sin5 x

]π
2

0
= sin5

(
π

2

)
− sin5 0 = 1

ដូចេនះ J =
∫ π

2

0
sin4 x cos xdx = 1។

គ K =
∫ 1

1
2

( 3
2x + 1

)
dx

K = 3
2

∫ 1

1
2

(
(2x + 1)′

2x + 1

)
dx =

[3
2

ln(2x + 1)
]1

1
2

= 3
2

(ln 3 − ln 2) = 3
2

ln 3
2

ដូចេនះ K =
∫ 1

1
2

( 3
2x + 1

)
dx = 3

2
ln 3

2
។

III (១៥ពិន្ទុ)
• េដាះ្រសាយក្នុងសំណំុចំនួនកុំផ្លិចសមីការ z2 + 4z + 16 = 0

z2 + 4z + 16 = 0 ⇒ z2 + 4z + 4 = −12 ⇒ (z + 2)2 = (2i
√

3)2

⇒ z + 2 = ±2i
√

3 ⇒ z = −2 ± 2i
√

3

ដូចេនះ សមីការមានឫស z1 = −2 + 2i
√

3, z2 = −2 − 2i
√

3 ។

• សរេសរចេម្លីយទាងំពីរតាងេដាយ z1 និង z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

z1 = −2 + 2i
√

3 = 4
(

−1
2

+ i
√

3
2

)
= 4

(
− cos π

3
+ i sin π

3

)
= 4

[
cos

(
π − π

3

)
+ i sin

(
π − π

3

)]
= 4

(
cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)

ដូចេនះ z1 = 4
(

cos 2π

3
+ i sin 2π

3

)
។

z1 = −2 − 2i
√

3 = 4
(

−1
2

− i
√

3
2

)
= 4

(
− cos π

3
− i sin π

3

)
= 4

[
cos

(
π + π

3

)
+ i sin

(
π + π

3

)]
= 4

(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដូចេនះ z1 = 4

(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
។

IV (១០ពិន្ទុ) អ្នកលក់បនា្ទ ត់មា្ន ក់ គាត់មានបនា្ទ ត់សំែប៉តចំនួន 25 ែដលក្នុងេនាះមានបនា្ទ ត់ 3 ែដលែឆបចុង។
េគចាប់យកបនា្ទ ត់មួយក្នុងចំេណាម 25 េដាយៃចដន្យ។
១ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ A : ”បនា្ទ ត់ែដលចាប់បានមិនែឆបចុង”

ករណីអាច n(S) = C(25, 1) = 25 ករណី នឹង ករណី្រសប n(A) = C(22, 1) = 22 ករណី
នាឲំ្យ P (A) = n(A)

n(S)
= 22

25

ដូចេនះ P (A) = 22
25

។

២ អ្នកទិញគាត់ចាប់យកេដាយមិនបានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ េហយីគាត់ចង់បានដាច់ខាតបនា្ទ ត់ល្អចំនួន 7។
េតីគាត់្រត�វទិញបនា្ទ ត់យ៉ាងតិចចំនួនប៉ុនា្ម ន? េដីម្បេីអាយអ្នកទិញបានបនា្ទ ត់ល្អចំនួន 7េឡងីេទលុះ្រតាែតគាត់ទិញចាប់ពី
10 េឡងីេទពីេ្រពាះបនា្ទ ត់ែឆបចុងមានចំនួន 3។

ដូចេនះ អ្នកទិញ្រត�វទិញបនា្ទ ត់យ៉ាងតិចចំនួន 10 េដីម្បបីានបនា្ទ ត់ល្អចំនួន 7។

៣ េគចាប់យកបនា្ទ ត់ 2 ម្ដងេដាយៃចដន្យក្នុងចំេណាមបនា្ទ ត់ទាងំ 25 ។
រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ B :”បនា្ទ ត់ទាងំពីរចាប់បានមិនែឆបចុង”។
ករណីអាច n(S) = C(25, 2) = 25!

(25 − 2)!2!
= 25 × 24 × 23!

23!2
= 25 × 12 = 300 ករណី

ករណី្រសប n(B) = C(22, 2) = 22!
(22 − 2)!2!

= 22 × 21 × 20!
20!2

= 11 × 21 = 231 ករណី

នាឲំ្យ P (B) = n(B)
n(S)

= 231
300

ដូចេនះ P (B) = 231
300

។

V (២៥ពិន្ទុ)
១ ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
o, i⃗, j⃗, k⃗

)
េគមានចំណុច A(5, −5, 2), B(−1, 1, 0), C(0, 1, 2) និង

D(6, 6, −1)
ក បងា្ហ ញថាចំណុច A, B, C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ

តាមរូបមន្ត −→
AB(xB − xA, yB − yA, zB − zA)

េដាយេគមានចំនុច A(5, −5, 2), B(−1, 1, 0), C(0, 1, 2) ⇒ −→
AB(−6, 6, −2),

−→
AC(−5, 6, 0)

គណនា −→
AB × −→

AC

−→
AB × −→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

−6 6 −2

−5 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0 + 12) −→

i − (0 − 10) −→
j + (−36 + 30)

−→
k

= 12−→
i + 10−→

j − 6
−→
k ̸= 0

េដាយ −→
AB × −→

AC ̸= 0 នាឲំ្យ A, B, C មិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយេទ។
ខ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ BCD ជា្រតីេកាណែកង និង រកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ BCD ជា្រតីេកាណែកង
តាមរូបមន្ត BC =

√
(xC − xB)2 + (yC − yB)2 + (zC − zB)2 េយងីមាន

−−→
BC(1, 0, 2) ⇒ BC =

√
12 + 02 + 22 =

√
5 ឯកតា្របែវង

−−→
BD(7, 5, −1) ⇒ BD =

√
72 + 52 + (−1)2 =

√
75ឯកតា្របែវង

−−→
CD(6, 5, −3) ⇒ CD =

√
62 + 52 + (−3)2 =

√
70ឯកតា្របែវង

េដាយ
√

752 =
√

52 +
√

702 ⇒ BD2 = BC2 + CD2

តាម្រទឹស្ដីបទពីតាគ័រវាជា្រតីេកាណែកង្រតង់ C

ដូចេនះ ្រតីេកាណ BCD ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ C។

• រកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ

តាមរូបមន្ត SBCD = 1
2

× BC × CD = 1
2

×
√

5 ×
√

70 = 5
√

14
2

ឯកតាៃផ្ទ

ដូនេចះ SBCD = 5
√

14
2

ឯកតាៃផ្ទ។

២ េគឲ្យសមីការ 12(xy + 3) − (3x + 2y)2 = 0
ក បងា្ហ ញថាសមីការេនះ ជាសមីការេអលីប

12(xy + 3) − (3x + 2y)2 = 0

12xy + 36 − 9x2 − 12xy − 4y2 = 0

−9x2 − 4y2 + 36 = 0

9x2 + 4y2 = 36

⇒ x2

4
+ y2

9
= 1

ដូចេនះ វាជាេអលីបែដលមានអ័ក្សធំជាអ័ក្សឈរ។

ខ • ចូររក្របែវងអ័ក្សតូច អ័ក្សធំ និង កូអរេដាេនៃនកំពូលទាងំពីរ
សមីការស្ដង់ដា (y − k)2

a2 + (x − h)2

b
= 1 ⇒ h = k = 0, a = 3, b = 2

ដូចេនះ អ័ក្សតូច 2b = 2 × 2 = 4ឯកតា្របែវង និង អ័ក្សធំ 2a = 2 × 3 = 6ឯកតា្របែវង
កំពូល V (h, k ± a) ⇒ V1(0, 3), V2(0, −3)

ដូចេនះ្របែវងអ័ក្សតូច 4 ឯកតា្របែវង អ័ក្សធំ 6 ឯកតា្របែវង និង កំពូលទាងំពីរ V1(0, 3), V2(0, −3)។

• រចួសង់េអលីបេនះ
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)

−2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3
x2

4
+ y2

9
= 1

VI (១០ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : 3y” = 9y − 6y′

3y” = 9y − 6y′

3y” + 6y′ − 9y = 0

y” + 2y′ − 3y = 0

មានសមីការសមា្គ ល់ r2 + 2r − 3 = 0

េដាយវាមានទ្រមង់ a + b + c = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = c

a
= −3

1
= −3

ចេម្លីយទូេទមានទ្រមង់ y = Aer1x + Ber2x, A, B ∈ R ⇒ y = Aex + Be−3x, A, B ∈ R

ដូនេចះ y = Aex + Be−3x, A, B ∈ R។

ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = e

េយងីមាន y = Aex + Be−3x ⇒ y′ = Aex − 3Be−3x

• y(0) = 1 ⇒ Ae0 + Be0 = 1 ⇒ A + B = 1 (1)

• y′(1) = e ⇒ Ae1 − 3Be−3 = e ⇒ A − 3Be−4 = 1 ⇒ A = 3Be−4 + 1 (2)

យក (2) ជំនួស (1)

3Be−4 + 1 + B = 1 ⇒ B(3e−4 + 1) = 0 ⇒ B = 0

ែត A + B = 1 ⇒ A = 1 − B = 1 − 0 = 1 ⇒ y = ex

ដូចេនះ សមីការមានចេម្លីយពិេសសមួយ y = ex។

VII (៤០ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f(x) = 4 − x − 2e−x ។ េគតាង (C) ្រកាប់របស់ f។
A.

១ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x; f(x) = 4ex − xex − 2
ex

f(x) = 4 − x − 2e−x

= 4 − x − 2
ex

= 4ex − xex − 2
ex

២០៧េរៀបេរៀងេដាយ៖ ែខម ពុទ្ធី Tel : 092 522 866



ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
ដូចេនះ x; f(x) = 4ex − xex − 2

ex
។

+គណនា lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x)

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(4 − x − 2e−x) = 4 − (+∞) − 0 = −∞

• lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

e−x(4ex − xex − 2) = +∞(−2) = −∞ ពីេ្រពាះ lim
x→−∞

xex = 0

២ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)

លុះ្រតាែត lim
x→+∞

[f(x) − yD] = 0

⇒ lim
x→+∞

[
(4 − x − 2e−x) − (−x + 4)

]
= lim

x→+∞
(−2e−x) = 0

ដូចេនះ សមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតៃនអនុគមន៍ែផ្នកវជិ្ជមាន។

៣ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (D)

េយងីមាន f(x) − yD = −2e−x < 0 ដូចេនះ (C) ស្ថិតេនេ្រកាម (D) ជានិច្ច។
B.

១ • គណនា f ′(x) ែដល f ′(x) ជាេដរេីវៃន f(x)

f(x) = 4 − x − 2e−x ⇒ f ′(x) = −1 + 2e−x

ដូចេនះ f ′(x) = 1 − 2e−x។

• សិក�អេថរភាពៃន f

េយងីមាន f ′(x) = 1 − 2e−x

េបី f ′(x) = 0 ⇒ 1 − 2e−x = 0 ⇒ x = ln 2

េបី f ′(x) > 0 កាលណា x < ln 2

េបី f ′(x) < 0 កាលណា x > ln 2

x

f(x)

−∞ ln 2 +∞

− 0 +

• គណនាតៃម្លអតិបរមារបស់ f
f(ln 2) = 4 − ln 22eln 2 = 4 − ln 2 − 1 = 3 − ln 2 = 2.3

ដូចេនះ តៃម្លអតិបរមិាៃន f គឺ 2.3។

តារាងអេថរភាព

x

f(x)

f(x)

−∞ ln 2 +∞

+ 0 −

−∞−∞ 02.302.3 −∞−∞

២ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A

សមីការបនា្ទ ត់ (T ) : y = f ′(x)(x − xA) + f(xA) េដាយ xA = 0
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
េនាះ f(0) = 4 − 0 − 2 = 2 និង f ′(0) = −1 + 2 = 1

⇒ (T ) : y = 1(x − 0) + 2 = x + 2

ដូចេនះ (T ) : y = x + 2

៣ បងា្ហ ញថាសមីការ f(x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ β េនក្នុងចេនា្ល ះ [−1, 0]

លុះ្រតាែត


f(−1) × f(0) < 0

fអនុគមន៍េកីនឬចុះេលីចេនា្ល ះ[−1, 0]
េដាយ f(−1) = 4 + 1 − 2e = 5 − 5.4 = −0.4 និង f(0) = 2 ⇒ f(−1) × f(0) < 0

េហយីអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកីនេលីចេនា្ល ះ [−1, 0]

ដូចេនះ សមីការ f(x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់េលីចេនា្ល ះ [−1, 0]។

៤ សង់បនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) អាសីុមតូត (D) និង ្រកាប (C)

តារាងជំនួយក្នុងសង្រកាប

x 0 4

(D) : y = −x + 4 4 0

x −2 0

(T ) : y = −x + 4 0 2
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
សង់្រកាប

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3
0
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5

(T ) : y = x + 2 (D) : y = −x + 4

f(x) = 4 − x − 2e−x
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី២៣៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ២៣

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I គណនាលីមីត៖

ក lim
x→0

(2e3x − xex + 2ex + 4)

ខ រកតៃម្ល a េបី lim
x→+∞

8x2 − x + 1
ax2 + 8

= 1

គ lim
x→−∞

(
x +

√
x2 + 9

)
ឃ lim

x→0

sin x − sin x cos x

x3

II ក្នុងថា្ន ក់េរៀនៃនសាលាអន្តរជាតិមួយមានសិស្ស 24 នាក់ ែដលក្នុងេនាះមាន 3 នាក់ជាជនជាតិអង់េគ្លស 2 នាក់ជាជនជាតិបារាងំ 5

នាក់ជាជនជាតិចិន 4 នាក់ជាជនជាតិកូេរ ៉និង 10 នាក់ជាជនជាតិែខ្មរ ។ េគេ្រជីសេរសីសិស្ស 3 នាក់េដាយៃចដន្យជាតំណាងថា្ន ក់
យកេទ្របកួតក្នុងកម្មវធីិមួយ ។ រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍ទាងំបី៖
ក “សិស្សទាងំ 3 នាក់ សុទ្ធែតជាជនជាតិេនទ្វីបអឺរ ៉ុប”
ខ “សិស្សទាងំ 3 នាក់ សុទ្ធែតជាជនជាតិេនទ្វីបអាសីុ ែតមិនែមនជាជនជាតិែខ្មរ”
គ “សិស្សទាងំ 3 នាក់ មានមា្ន ក់ជាជនជាតិែខ្មរ មា្ន ក់ជាជនជាតិេនទ្វីបអឺរ ៉ុប និងមា្ន ក់េទៀតជាជនជាតិេនទ្វីបអាសីុមិនែមនែខ្មរ”។

III គណនាអាងំេត្រកាល៖

ក I =
∫ e

1

[
2x + 1 + ln x

x

]
dx

ខ J =
∫ 2

1

6x2 + 4x

x3 + x2 − 1
dx

គ K =
∫ 1

0
(x2 + 1)7xdx

ឃ L =
∫ π

4

0
(2 cos 2x − cos 4x)dx

IV េនក្នុងសំណំុៃនចំនួនកុំផ្លិច C ។
ក េដាះ្រសាយសមីការ 2z − (1 + i)z = −1 + 5i ។ គណនា i2025 ។
ខ េយងីមាន z1 = −4 ; z2 = 3 + i ។ គណនា z1 + z2 រចួសរេសរ z1 + z2 ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត ។

V េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′ + y = e−x ។
ក បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ u កំណតេ់លីសំណំុចំនួនពិត R េដាយ u(x) = xe−x ជាចេម្លីយមួយរបសស់មីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ។
ខ េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E ′) : y′ + y = 0 ។ េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E ′) ។
គ ជាអនុគមន៍កំណត់ និងមានេដរេីវេលី R ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ v ជាចេម្លីយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) លុះ្រតាែតអនុគមន៍

v − u ជាចេម្លីយមួយរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E ′) ។ ទាញយកចេម្លីយរបស់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ។
VI ១ ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
o, i⃗, j⃗, k⃗

)
េគមានចំណុចA(2, 0, 0); B(−1,

√
3, 0) និងC(−1, −

√
3, 0)

។ រកវុចិទ័រ A⃗B; A⃗C និង B⃗C ។ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស និងរកៃផ្ទ្រកឡារបស់វា ។
២ េគឱ្យសមីការ (2x − 3y)2 = 6(3y2 − 2xy − 6) ។ បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាសមីការអុីែពរបូល ។ កំណត់កូអរេដាេន

ៃនកំពូល និងកំណំុរបស់អីុែពរបូល ។ រកសមីការអាសីុមតូតៃនអីុែពរបូល ។ ចូរសង់អីុែពរបូលេនះ ។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
VII េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី (1, +∞) េដាយ f(x) = ln(x + 1) − ln(x − 1) − x + 2 ។ េគតាង (C) ្រកាបរបសវ់ា

េនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល
(់
o, i⃗, j⃗

)
។

ក បងា្ហ ញថា f(x) = 2 − x + ln
(

x + 1
x − 1

)
។ គណនាលីមីតៃន f(x) ្រតង់ 1និង្រតង់ +∞។

ខ បងា្ហ ញថាេនេលី (1, +∞) េដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = −(x2 + 1)
(x + 1)(x − 1)

។

សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) មានសមីការ y = −x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៃន្រកាប (C) ។
ឃ េ្របៀបេធៀបទីតាងំៃន (C)េធៀបនឹង (d)។ សង់្រកាប (C) និង បនា្ទ ត់ (d) ។ (េ្របីតៃម្ល ln 3 ≈ 1.1)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
 ដេំណាះ្រសាយ

I គណនាលីមីត៖
ក lim

x→0
(2e3x − xex + 2ex + 4) = 2e0 − 0 · e0 + 2e0 + 4 = 2 − 0 + 2 + 4 = 8

ខ រកតៃម្ល a េបី lim
x→+∞

8x2 − x + 1
ax2 + 8

= 1

lim
x→+∞

8x2 − x + 1
ax2 + 8

= lim
x→+∞

8x2

ax2 = 8
a

េគបាន 8
a

= 1 =⇒ a = 8
គ lim

x→−∞

(
x +

√
x2 + 9

)
(រាងមិនកំណត់ −∞ + ∞)

lim
x→−∞

x2 − (x2 + 9)
x −

√
x2 + 9

= lim
x→−∞

−9
x − |x|

√
1 + 9

x2

= lim
x→−∞

−9
x − (−x)

√
1 + 9

x2

= lim
x→−∞

−9
x(1 +

√
1 + 9

x2 )
= −9

−∞
= 0

ឃ lim
x→0

sin x − sin x cos x

x3 = lim
x→0

sin x(1 − cos x)
x3 = lim

x→0

sin x

x
·

2 sin2 x
2

x2

= lim
x→0

sin x

x
· 2
(

sin x
2

2 · x
2

)2

= 1 · 2
(1

2

)2
= 1 · 2

4
= 1

2
II រក្រប�បាបៃន្រពឹត្តិការណ៍៖

ចំនួនសិស្សសរុប n = 3 + 2 + 5 + 4 + 10 = 24 នាក់។
- ទ្វីបអឺរ ៉ុបមាន៖ អង់េគ្លស 3 + បារាងំ 2 = 5 នាក់
- ទ្វីបអាសីុ(មិនែមនែខ្មរ)មាន៖ ចិន 5 + កូេរ ៉4 = 9 នាក់
- ជនជាតិែខ្មរមាន៖ 10 នាក់
ចំនួនករណីអាច n(S) = C(24, 3) = 24!

3!21!
= 2024

ក “សិស្សទាងំ 3 នាក់ សុទ្ធែតជាជនជាតិេនទ្វីបអឺរ ៉ុប”៖
n(A) = C(5, 3) = 5!

3!2!
= 10 =⇒ P (A) = 10

2024
= 5

1012
ខ “សិស្សទាងំ 3 នាក់ សុទ្ធែតជាជនជាតិេនទ្វីបអាសីុ ែតមិនែមនជាជនជាតិែខ្មរ”៖

n(B) = C(9, 3) = 9!
3!6!

= 84 =⇒ P (B) = 84
2024

= 21
506

គ “មានមា្ន ក់ែខ្មរ មា្ន ក់អឺរ ៉ុប និងមា្ន ក់អាសីុមិនែមនែខ្មរ”៖
n(C) = C(10, 1) × C(5, 1) × C(9, 1) = 10 × 5 × 9 = 450

P (C) = 450
2024

= 225
1012

III គណនាអាងំេត្រកាល៖

ក I =
∫ e

1

[
2x + 1 + ln x

x

]
dx =

[
x2 + x + 1

2
(ln x)2

]e

1

=
(

e2 + e + 1
2

(1)2
)

−
(

12 + 1 + 1
2

(0)2
)

= e2 + e + 1
2

− 2 = e2 + e − 3
2

ខ J =
∫ 2

1

6x2 + 4x

x3 + x2 − 1
dx

តាង u = x3 + x2 − 1 =⇒ du = (3x2 + 2x)dx =⇒ 2du = (6x2 + 4x)dx

េបី x = 1 =⇒ u = 1, េបី x = 2 =⇒ u = 8 + 4 − 1 = 11

J =
∫ 11

1

2du

u
= [2 ln |u|]11

1 = 2 ln 11 − 2 ln 1 = 2 ln 11

គ K =
∫ 1

0
(x2 + 1)7xdx
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
តាង u = x2 + 1 =⇒ du = 2xdx =⇒ xdx = du

2
េបី x = 0 =⇒ u = 1, េបី x = 1 =⇒ u = 2

K =
∫ 2

1
u7 du

2
=
[

u8

16

]2

1
= 28

16
− 1

16
= 256

16
− 1

16
= 255

16

ឃ L =
∫ π

4

0
(2 cos 2x − cos 4x)dx =

[
sin 2x − 1

4
sin 4x

]π
4

0

=
(

sin π

2
− 1

4
sin π

)
− (sin 0 − 1

4
sin 0) = (1 − 0) − 0 = 1

IV ក េដាះ្រសាយសមីការ និងគណនា i2025៖
តាង z = x + iy =⇒ z = x − iy ជំនួសចូលសមីការ៖
2(x + iy) − (1 + i)(x − iy) = −1 + 5i

2x + 2iy − (x − iy + ix − i2y) = −1 + 5i

2x + 2iy − x + iy − ix − y = −1 + 5i =⇒ (x − y) + i(3y − x) = −1 + 5i

ផ្ទឹមែផ្នកពិត និងពិត, និម្មិត និងនិម្មិត៖


x − y = −1

−x + 3y = 5
បូកសមីការទាងំពីរ៖ 2y = 4 =⇒ y = 2 នាឱំ្យ x − 2 = −1 =⇒ x = 1។
ដូចេនះ z = 1 + 2i

i2025 = i4×506+1 = (i4)506 · i = 1506 · i = i

ខ គណនា និងសរេសរជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត៖
z1 + z2 = −4 + 3 + i = −1 + i

ម៉ូឌុល r =
√

(−1)2 + 12 =
√

2

cos θ = −1√
2

= −
√

2
2
និង sin θ = 1√

2
=

√
2

2
=⇒ θ = 3π

4
ទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត៖ z1 + z2 =

√
2
(

cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)
V ក បងា្ហ ញថា u(x) ជាចេម្លីយៃន (E)៖

េគមាន u(x) = xe−x =⇒ u′(x) = 1 · e−x + x(−e−x) = e−x − xe−x

ជំនួសចូល (E): u′ + u = (e−x − xe−x) + xe−x = e−x (េផ្ទ�ងផា្ទ ត់)
ដូចេនះ u(x) ជាចេម្លីយៃន (E)។

ខ េដាះ្រសាយសមីការ (E ′)៖
(E ′) : y′ + y = 0 =⇒ y′ = −y =⇒ y = Ce−x (C ∈ R)

គ បងា្ហ ញ និងទាញរកចេម្លីយៃន (E)៖
- ឧបមាថា v ជាចេម្លីយៃន (E) េគបាន៖ v′ + v = e−x (1)
- េដាយ u ក៏ជាចេម្លីយៃន (E) េគបាន៖ u′ + u = e−x (2)
យក (1) ដក (2) េគបាន៖ (v′ − u′) + (v − u) = 0 =⇒ (v − u)′ + (v − u) = 0

ទំនាក់ទំនងេនះបញ្ជ ក់ថា v − u ជាចេម្លីយៃន (E ′) លុះ្រតាែត v ជាចេម្លីយៃន (E) ពិត្របាកដែមន។
ទាញរកចេម្លីយ (E)៖
េដាយ v − u ជាចេម្លីយៃន (E ′) នាឱំ្យ v − u = Ce−x

v = u + Ce−x = xe−x + Ce−x = (x + C)e−x (C ∈ R)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
VI ១ រកវុចិទ័រ ្របេភទ្រតីេកាណ និងៃផ្ទ្រកឡា៖

A(2, 0, 0); B(−1,
√

3, 0); C(−1, −
√

3, 0)
−→
AB = (−1 − 2,

√
3 − 0, 0) = (−3,

√
3, 0)

−→
AC = (−1 − 2, −

√
3 − 0, 0) = (−3, −

√
3, 0)

−−→
BC = (−1 − (−1), −

√
3 −

√
3, 0) = (0, −2

√
3, 0)

្របែវង្រជ�ង៖
AB =

√
(−3)2 + (

√
3)2 =

√
9 + 3 =

√
12 = 2

√
3

AC =
√

(−3)2 + (−
√

3)2 =
√

9 + 3 =
√

12 = 2
√

3

BC =
√

02 + (−2
√

3)2 =
√

12 = 2
√

3

េដាយ AB = AC = BC = 2
√

3 នាឱំ្យ ∆ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។

ៃផ្ទ្រកឡា S =
√

3
4

(្រជ�ង)2 =
√

3
4

(2
√

3)2 =
√

3
4

(12) = 3
√

3 ឯកតាៃផ្ទ។
២ បងា្ហ ញជាសមីការអីុែពរបូល និងរកធាតុេផ្សងៗ៖

(2x − 3y)2 = 6(3y2 − 2xy − 6) =⇒ 4x2 − 12xy + 9y2 = 18y2 − 12xy − 36

4x2 − 9y2 = −36 =⇒ y2

4
− x2

9
= 1 (ជាសមីការអីុែពរបូល)

អ័ក្សទទឹង្រសបអ័ក្ស y ផ្ចិត O(0, 0), a2 = 4 =⇒ a = 2, b2 = 9 =⇒ b = 3។
c2 = a2 + b2 = 4 + 9 = 13 =⇒ c =

√
13

• កំពូល V1(0, 2) និង V2(0, −2)

• កំណំុ F1(0,
√

13) និង F2(0, −
√

13)

• អាសីុមតូត y = ±a

b
x =⇒ y = ±2

3
x

សង់្រកាប៖

x

y

O

y = 2
3

x

y = −2
3

x

V1(0, 2)

V2(0, −2)

F1

F2

VII ក បងា្ហ ញ និងគណនាលីមីត៖
េគមាន f(x) = ln(x + 1) − ln(x − 1) − x + 2

តាមលក្ខណៈឡូការតី ln a − ln b = ln a

b
នាឱំ្យ f(x) = 2 − x + ln

(
x + 1
x − 1

)
ពិត។

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1+

[
2 − x + ln

(
x + 1
x − 1

)]
= 2 − 1 + ln

( 2
0+

)
= 1 + (+∞) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

[
2 − x + ln

(
1 + 1/x

1 − 1/x

)]
= −∞ + ln 1 = −∞ + 0 = −∞

ខ បងា្ហ ញេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព៖
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)

f ′(x) = −1 +

(
x+1
x−1

)′

x+1
x−1

= −1 +
1(x−1)−1(x+1)

(x−1)2

x+1
x−1

= −1 + −2
(x − 1)2 · x − 1

x + 1
= −1 − 2

(x − 1)(x + 1)

f ′(x) = −(x2 − 1) − 2
x2 − 1

= −x2 + 1 − 2
(x − 1)(x + 1)

= −(x2 + 1)
(x − 1)(x + 1)

ពិត។

េលីចេនា្ល ះ (1, +∞) េគមាន x2 + 1 > 0, x + 1 > 0 និង x − 1 > 0នាឱំ្យ f ′(x) < 0ជានិច្ច អនុគមនចុ៍ះដាច់ខាត។
តារាងអេថរភាព៖

x

f ′(x)

f(x)

1 +∞
−

+∞
−∞−∞

គ បងា្ហ ញបនា្ទ ត់ជាអាសីុមតូតេ្រទត៖
lim

x→+∞
[f(x) − (−x + 2)] = lim

x→+∞
ln
(

x + 1
x − 1

)
= ln 1 = 0

េដាយលីមីតៃនផលសងេស្មី ០ េនាះបនា្ទ ត់ (d) : y = −x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ខាង +∞។
ឃ េ្របៀបេធៀបទីតាងំ និងសង់្រកាប៖

សិក�សញញ ផលសង f(x) − yd = ln
(

x + 1
x − 1

)
េលី (1, +∞) េគមាន x + 1

x − 1
= x − 1 + 2

x − 1
= 1 + 2

x − 1
> 1 ជានិច្ច នាឱំ្យ ln

(
x + 1
x − 1

)
> 0

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិតេនពីេលីអាសីុមតូត (d) ជានិច្ច។
សង់្រកាប៖

x

y

O

x = 1

(d)

(2, ln 3)

(C)
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្រកសួងអប់រ យុំវជន នងិកឡីា េលខបន្ទប់៖
វញិញ សា្របឡងមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ ២០១២-២០២៥ េលខតុ៖
សម័យ្របឡង៖ �� ��������������������������������������������������������������������������������មណ្ឌ ល្របឡង៖
ហត្ថេលខាអនុរក្ស៖ នាម្រតកូល និងនាមខ្លួន៖

ៃថ្ងែខឆា្ន កំំេណីត៖
ហត្ថេលខា៖

• េបក្ខជនមិន្រត�វេធ្វីសញញ សមា្គ ល់អ្វីមួយេនេលី្រកដាល់្របឡងេឡយី។ ្រកដាស់្របឡងណាែដលមានសមា្គ ល់នឹង ្រត�វបានពិន្ទុសូន្យ។ 
• េបក្ខជនមិន្រត�វចម្លង្របធានវញិញ សាដាក់េលី្រកដាស់្របឡងជាដាច់ខាត។Q

វិញញ សាទី២៤៖ គណិតវិទយ (ថា្ន ក់វិទយសា�ស្ត)
រយៈេពល៖ ១៥០នាទី

្រ˪ធាន៖

វញិញ សាទី ២៤

អក្សរសមា្ង ត់

អក្សរសមា្ង ត់

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖

ក lim
x→1

(
√

x2 − 1 + 3x) ខ lim
x→0

e4x − 1
ex − 1

គ lim
x→2

2 −
√

x + 2
x3 − 8 ឃ lim

x→ π
3

x − π

3
sin x −

√
3 cos x

II (១០ពិន្ទុ) ក្នុង្របអបម់ួយមានឃ្លទីាងំអសច់ំនួន 4n ។ ែដលក្នុងេនាះមានកូនឃ្លចីំនួន 2n + 1មានពណ៌េលឿង និង 2n − 1មាន
ពណ៌ៃបតង។ េគចាបយ់កកូនឃ្លពីីរ្រពមគា្ន ពីក្នុង្របអបេ់ដាយៃចដន្យ។ ក្នុងសំណួរេនះេយងីកំណតយ់ក n = 10។ គណនា្រប�បាប
ៃន្រពឹត្តិការណ៍ខាងេ្រកាម៖
A : កូនឃ្លទីាងំពីរែដលចាប់បានមានពណ៌ខុសគា្ន ។
B : កូនឃ្លទីាងំពីរែដលចាប់បានមានពណ៌ៃបតង។
C : កូនឃ្លទីាងំពីរែដលចាប់បានមានពណ៌ដូចគា្ន ។

III (១៥ពិន្ទុ) េគមានចនូំនកំុផ្លិច z1 =
√

3 − i; z2 = 2(1 − i) និង Z = z7
1

z6
2
។ រកម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃន z1, z2 និង Z រចួ

សរេសរ z1, z2 និង Z ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត។ សរេសរ Z ជាទ្រមង់ពីជគណិត។
IV (១៥ពិន្ទុ) គណនាអាងំ្រតាល I =

∫ 2

0
(x2 + 2 − x3)dx។ គណនាអាងំេត្រកាល J1 =

∫ 1

0

xdx

1 + x2។ េគមាន J2 =∫ 1

0

x3

1 + x2។គណនា J1+J2 និង ទាញយកតៃម្លៃនJ2។គណនាអាងំេត្រកាលK =
∫ π

2

0
(sin2 x cos4 x+sin4 x cos2 x)dx។

V  (១០ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y” = 3y − 2y′។
ខ រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = e។ (e ជាចំនួនពិតែដល ln e = 1)។

VI (២០ពិន្ទុ)
A : ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗, k⃗) េគមានចំណុចA(1, −2, 0), B(−2, 0, −1), C(−2, −1, 2),

D(−2, 1, −2), E(2, 5, −2) និង F (−1, 0, −2)។
១ គណនាវុចិទ័រ −→

AC,
−→
AE,

−−→
BD,

−−→
BF និង −−→

DF។
២ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ACE ែកង្រតង់ A និង ្រតីេកាណ BDF សម័ង្ស។

B : ប៉ារ៉ាបូលមួយមានកំណំុ F េនេលីអ័ក្សអាប់សីុសនិងកំពូល O(0, 0) ។ រកសមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលេនះ េបីវាកាត់តាម
ចំណុច A(2, 4)។ រកតៃម្ល x1 េបី B(x1, −8) េនេលីប៉ារ៉ាបូលេនះ។

VII (៤០ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ g(x) ែដល g(x) = ln
(−x − 3

x − 3

)
។

១ រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ g(x) និង សិក�ថាេតី g(x) ជាអនុគមន៍គូ ឬ អនុគមន៍េសស។ g(x) អនុគមន៍គូលុះ្រតាែត
g(−x) = g(x) និង g(x) ជាអនុគមន៍េសសលុះ្រតាែត g(−x) = −g(x)។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
២ គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ g(x) ្រតង់ −3 និង 3។ សិក�អេថរភាពៃន g(x) េលីែដនកំណតរ់បសវ់ា។ សង់តារាងអេថរភាព

របស់វា។
៣ (O, i⃗, j⃗) ជាត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។ តាង (C) ្រកាបៃនអនុគមន៍ g(x) ក្នុងត្រម�យេនាះ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T )

េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 0។ សង់្រកាប (C) និង បនា្ទ ត់ប៉ះ (T )។ សិក�សញញ ៃន g(x)

េទតាមតៃម្លៃន x។
៤ ក គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ h(x) ែដល h(x) = xg(x)។
ខ រកៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងេនចេនា្ល ះ្រកាប (C) អ័ក្សអាប់សីុស និង បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 0 និង x = 1។
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
ដេំណាះ្រសាយ

I (១៥ពិន្ទុ) គណនាលីមីត៖
ក lim

x→1
(
√

x2 − 1 + 3x)

lim
x→1

(
√

x2 − 1 + 3x) =
√

12 − 1 + 3 × 1 = 3

ខ lim
x→0

e4x − 1
ex − 1

មានរាងមិនកំណត់ 0
0

lim
x→0

e4x − 1
ex − 1

= lim
x→0

4(e4x − 1)
4x

ex − 1
x

= 4 ពីេ្រពាះ lim
x→0

eax − 1
x

= a

គ lim
x→2

2 −
√

x + 2
x3 − 8

មានរាង 0
0

lim
x→2

2 −
√

x + 2
x3 − 8

= lim
x→2

(2 −
√

x + 2)(2 +
√

x + 2)
(x3 − 8)(2 +

√
x + 2)

= lim
x→2

4 − (x + 2)
(x − 2)(x2 + 2x + 4)(2 +

√
x + 2)

= lim
x→2

−(x − 2)
(x − 2)(x2 + 2x + 4)(2 +

√
x + 2)

= lim
x→2

−1
(x2 + 2x + 4)(2 +

√
x + 2)

= −1
(22 + 2 · 2 + 4) (2 +

√
2 + 2)

= −1
(4 + 4 + 4) (2 + 2)

= − 1
48

.

ឃ lim
x→ π

3

x − π

3
sin x −

√
3 cos x

មានរាងមិនកំណត់ 0
0

lim
x→ π

3

x − π
3

sin x −
√

3 cos x
lim
x→ π

3

x − π
3

2
(

1
2

sin x −
√

3
2

cos x

)

lim
x→ π

3

x − π
3

2
(

cos π

3
sin x − sin π

3
cos x

)
= lim

x→ π
3

x − π
3

2 sin
(
x − π

3

)
= lim

t→0

t

2 sin t
តាង(t = x − π

3

)
= 1

2
lim
t→0

t

sin t

= 1
2

· 1 = 1
2

.

II (១០ពិន្ទុ) ប្រមាប់ n = 10 ឃ្លសីរុប 4n = 4 × 10 = 40 េនាះចំនួនឃ្លពីណ៌េលឿងគឺ 2n + 1 = 2 × 10 + 1 = 21 និង
ចំនួនឃ្លពីណ៌ៃបតងគឺ 2n − 1 = 2 × 10 − 1 = 19
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េដាយេយងីចាប់យកឃ្ល្ីរពមគា្ន ម្ដងពីរ េនាះចំនួនករណីអាច
n(S) = C(40, 2) = 40!

(40 − 2)!2!
= 40 × 39 × 38!

38!2
= 20 × 39 = 780 ករណី

A : កូនឃ្លទីាងំពីរែដលចាប់បានមានពណ៌ខុសគា្ន
ចំនួនករណី្រសប n(A) = C(19, 1) × C(21, 1) = 19 × 21 = 399

េគបាន P (A) = n(A)
n(S)

= 399
780

។

B : កូនឃ្លទីាងំពីរែដលចាប់បានមានពណ៌ៃបតង
ចំនួនករណី្រសប n(B) = C(19, 2) = 19!

17!2
= 171

េគបាន P (B) = n(B)
n(S)

= 171
780

។

C : កូនឃ្លទីាងំពីរែដលចាប់បានមានពណ៌ដូចគា្ន
ចំនួនករណី្រសប n(C) = C(19, 2) + C(21, 2) = 171 + 210 = 381

េគបាន P (C) = n(C)
n(S)

= 381
780

។

III (១៥ពិន្ទុ) េគមានចំនូនកុំផ្លិច z1 =
√

3 − i; z2 = 2(1 − i) និង Z = z7
1

z6
2

• ម៉ូឌុល និង អាគុយម៉ង់ៃន z1, z2 និង Z

z1 =
√

3 − i ⇒ |z1| =
√

(
√

3)2 + (−1)2 =
√

3 + 1 = 2
cos θ =

√
3

2
sin θ = −1

2

⇒ θ = −π

6
េនាះវាមានអគុយម៉ង θ = −π

6
+ 2kπ, k ∈ Z

z2 = z2 = 2(1 − i) ⇒ |z2| =
√

(2)2 + (−2)2 = 2
√

2
cos θ = 2

2
√

2
=

√
2

2

sin θ = − 2
2
√

2
= −

√
2

2

⇒ θ = −π

4
េនាះវាមានអគុយម៉ង θ = −π

4
+ 2kπ, k ∈ Z

Z = z7
1

z6
2

z7
1 =

{
2
[
cos

(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]}7
= 27

[
cos

(
−7π

6

)
+ i sin

(
−7π

6

)]
z6

2 =
{

2
√

2
[
cos

(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]}6
= 29

[
cos

(
−6π

4

)
+ i sin

(
−6π

4

)]
= 29

[
cos

(
−3π

2

)
+ i sin

(
−3π

2

)]

Z = z7
1

z6
2

=
27
[
cos

(
−7π

6

)
+ i sin

(
−7π

6

)]
29
[
cos

(
−3π

2

)
+ i sin

(
−3π

2

)] = 1
4

[
cos

(
−7π

6
+ 3π

2

)
+ i sin

(
−7π

6
+ 3π

2

)]

= 1
4

[
cos

(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)]
ដូចេនះ |Z| = 1

4
និង អាគុយម៉ង់ Arg(z) = π

3
+ 2kπ, k ∈ Z។

• រចួសរេសរ z1, z2 និង Z ជាទ្រមង់្រតីេកាណមា្រត

+ z1 = 2
[
cos

(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)]
+ z2 = 2

√
2
[
cos

(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]
+ Z = 1

4

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
• សរេសរ Z ជាទ្រមង់ពីជគណិត

Z = 1
4

(
cos π

3
+ i sin π

3

)
= 1

4

(
1
2

+ i

√
3

2

)
= 1

8
+ i

√
3

8
IV (១៥ពិន្ទុ)

• គណនាអាងំ្រតាល I =
∫ 2

0
(x2 + 2 − x3)dx

I =
∫ 2

0
(x2 + 2 − x3)dx

=
[

x3

3
+ 2x − x4

4

]2

0

=
(

23

3
+ 2 · 2 − 24

4

)
− (0 + 0 − 0)

= 8
3

+ 4 − 4 = 8
3

.

• គណនាអាងំេត្រកាល J1 =
∫ 1

0

xdx

1 + x2

J1 = 1
2

∫ 1

0

(x2 + 1)′dx

1 + x2

= 1
2 ln(1 + x2)

∣∣∣1
0

= 1
2

[
ln(1 + 12) − ln(1 + 02)

]
= 1

2 ln 2

• គណនា J1 + J2 J1 + J2 =
∫ 1

0

xdx

1 + x2 +
∫ 1

0

x3dx

1 + x2 =
∫ 1

0

x(1 + x2)dx

1 + x2 =
∫ 1

0
xdx = x2

2

∣∣∣∣∣
1

0
= 1

2
• ទាញយកតៃម្លៃន J2

J1 + J2 = 1
2

⇒ J2 = 1
2

− J1 = 1
2

− 1
2

ln 2 = 1 − ln 2
2

• គណនាអាងំេត្រកាល K =
∫ π

2

0
(sin2 x cos4 x + sin4 x cos2 x)dx

K =
∫ π

2

0
(sin2 x cos4 x + sin4 x cos2 x) dx =

∫ π
2

0
sin2 x cos2 x(cos2 x + sin2 x) dx

=
∫ π

2

0
sin2 x cos2 x dx =

∫ π
2

0

1
4

sin2 2x dx =
∫ π

2

0

1
8

(1 − cos 4x) dx

= 1
8

[
x − sin 4x

4

]π
2

0
= 1

8

(
π

2
− 0

)
= π

16
.

V  (១០ពិន្ទុ)
ក េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y” = 3y − 2y′

y′′ = 3y − 2y′

y′′ + 2y′ − 3y = 0

r2 + 2r − 3 = 0

r = 1, r = −3

y(x) = Aex + Be−3x, A, B ជាចំនួនេថរ

ខ ចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = e

y(x) = Aex + Be−3x ⇒ y′(x) = Aex − 3Be−3x
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
• េបី y(0) = 1 ⇒ A + B = 1 (1)

• េបី y′(1) = e ⇒ Ae − 3Be−3 = e (2) តាមសមីការ (2) េយងីបាន A − Be−4 = 1

េដាយ A + B = 1 ⇒ A = 1 − B

នាឲំ្យ A − Be−4 = 1 ⇒ 1 − B − Be−4 = 1 ⇒ B(−1 − e−4) = 0 ⇒ B = 0 េនាះេយងីបាន
A = 1 − B = 1 − 0 = 1

នាេំអាយេយងីបានសមីការមានចេម្លីយ y = ex។
VI (២០ពិន្ទុ)

A : ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗, k⃗) េគមានចំណុចA(1, −2, 0), B(−2, 0, −1), C(−2, −1, 2),

D(−2, 1, −2), E(2, 5, −2) និង F (−1, 0, −2)។
១ គណនាវុចិទ័រ −→

AC,
−→
AE,

−−→
BD,

−−→
BF និង −−→

DF

តាមរូបមន្ត −→
AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA)

េយងីបាន −→
AC(−3, 1, 2),

−→
AE(1, 7, −2),

−−→
BD(0, 1, −1),

−−→
BF (1, 0, −1),

−−→
DF (1, −1, 0)

២ • បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ACE ែកង្រតង់ A 
−→
AC · −→

AE = (−2) × 1 + 1 × 7 + 2(−2) = −3 + 7 − 4 = 0

េដាយ −→
AC · −→

AE = 0 ⇒ −→
AC ⊥ −→

AE នាឲំ្យ្រតីេកាណ ACE ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A។
• បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ BDF សម័ង្ស

BD =
√

02 + 12 + (−1)2 =
√

2 ឯកតា្របែវង
BF =

√
12 + 02 + (−1)2 =

√
2 ឯកតា្របែវង

DF =
√

12 + (−1)2 + 02 =
√

2 ឯកតា្របែវង
េដាយ BD = BF = DF =

√
2 ឯកតា្របែវង នាឲំ្យ្រតីេកាណ BDF ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។

B : ប៉ារ៉ាបូលមួយមានកំណំុ F េនេលីអ័ក្សអាប់សីុសនិងកំពូល O(0, 0)

• រកសមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលេនះ េបីវាកាត់តាមចំណុច A(2, 4)

េដាយសមីការប៉ារ៉ាបូលមានកំពូល O(0, 0) េហយី មានកំណំុស្ថិតេនេលីអ័ក្សអាប់សីុសេនាះសមីការស្ដង់គឺ
y2 = 4px េដាយវាកាត់តាមចំណុច A(2, 4) ⇒ 42 = 8p ⇒ p = 2

េនាះសមីការប៉ារ៉ាបូលគឺ y2 = 4 × 2x ⇒ y2 = 8x

• តៃម្ល x1 េបី B(x1, −8) េនេលីប៉ារ៉ាបូលេនះ
y2 = 8x ⇒ (−8)2 = 8x1 ⇒ x1 = 8

VII (៤០ពិន្ទុ) េគមានអនុគមន៍ g(x) ែដល g(x) = ln
(−x − 3

x − 3

)
។

១ • ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ g(x)

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត


−x − 3
x − 3

> 0

x − 3 ̸= 0
េបី −x − 3 = 0 ⇒ x = −3 និង x − 3
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពិត)
តាមតារាងេគបាន x ∈ (−3, 3) ដូចេនះ x ∈ (−3, 3)។

• សិក�ថាេតី g(x) ជាអនុគមន៍គូ ឬ អនុគមន៍េសស
g(−x) = ln

[
−(−x) − 3
(−x) − 3

]
= ln

[
x − 3

−x − 3

]
= ln

[−x − 3
x − 3

]−1
= − ln

[−x − 3
x − 3

]
= g(x)

េដាយ g(−x) = −g(x) ជាអនុគមន៍េសស
២ • គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ g(x) ្រតង់ −3 និង 3

lim
x→−3+

g(x) = lim
x→−3+

ln
(−x − 3

x − 3

)
= ln(+0) = −∞

lim
x→3−

g(x) = lim
x→3−

ln
(−x − 3

x − 3

)
= ln −6

0− = ln(+∞) = +∞

• សិក�អេថរភាពៃន g(x) េលីែដនកំណត់របស់វា
េគមាន g(x) = ln

(−x − 3
x − 3

)
= ln(−x − 3) − ln(x − 3) = ln

(
x + 3
3 − x

)
⇒ g′(x) = 1

x + 3
+ 1

3 − x
= 3 − x + x + 3

(x + 3)(3 − x)
= 6

(x + 3)(3 − x)
≥ 0

េដាយ g′(x) ≥ 0 េនាះអនុគមន៍ g(x) ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីែដនកំណត់។
• សង់តារាងអេថរភាពរបស់វា

x

g′(x)

g(x)

−3 3

+

−∞−∞

+∞+∞

៣ + កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 0

រូបម ន្តសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះមានរាង y = g′(x0)(x − x0) + g(x0) េដាយ x0 = 0 េនាះេយងីបាន
g(0) = ln −0 − 3

0 − 3
= ln 1 = 0 េហយី g′(x) = 6

(−x − 3)(x − 3)
⇒ g′(0) = 6

(−3)(−3)
= 2

3
េនាះសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ y = 2

3
x

+ សង់្រកាប (C) និង បនា្ទ ត់ប៉ះ (T )

+ សិក�សញញ ៃន g(x) េទតាមតៃម្លៃន x

. ចំេពាះ x ∈ (−3, 0) : g(x) < 0

. ចំេពាះ x ∈ (0, 3) : g(x) > 0

. ចំេពាះ x = 0 : g(x) = 0

៤ ក គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ h(x) ែដល h(x) = xg(x)
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ថា្ន ក់ទី១២(វិទយសា�ស្តពតិ)
េគមាន g(x) = ln −x − 3

x − 3
និង g′(x) = 6

(−x − 3)(x − 3)
= 6

9 − x2

h(x) = xg(x) ⇒ h′(x) = x′g(x) + g′(x)x = g(x) + xg′(x) = ln −x − 3
x − 3

+ 6x

9 − x2។
ខ រកៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លងេនចេនា្ល ះ្រកាប (C) អ័ក្សអាប់សីុស និង បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 0 និង x = 1

h′(x) = g(x) + xg′(x) ⇒ g(x) = h′(x) − xg′(x)
∫ 1

0
g(x) dx =

∫ 1

0
[h′(x) − xg′(x)] dx

=
∫ 1

0
h′(x) dx −

∫ 1

0

6x

9 − x2 dx

= h(x)|10 + 3
∫ 1

0

(x2 − 9)2

x2 − 9
dx

= x ln −x − 3
x − 3

∣∣∣∣1
0

+ 3 ln(x2 − 9)
∣∣∣1
0

= 10 ln 2 − 6 ln 3 ឯកតាៃផ្ទ
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