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េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍
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ថា្ន ក់ទី ១២ • GRADE 12

្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ
េ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែក

អ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦



គណៈកម្មការេរៀបេរៀង និង្រត�តពិនិត្យ

គណៈកម្មការេរៀបេរៀង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

្រត�តពិនិត្យខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន
េរៀបចំខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រចនាគ្រមប និងទំព័រ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
របូភាព និងតារាង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ែកស្រម�លអក្ខរាវិរទុ្ធ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
គណៈកម្មការពិនិត្យចុងេ្រកាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី

េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

េសៀវេភេនះ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងស្រមិតស្រមាងំ ស្រមាប់សិស�នុសិស្សថា្ន ក់ទី១២ ក្នុងការស្វ័យ
សិក� និងេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងសិស្សពូែក

ទូទាងំ្របេទស។

ព័ត៌មានេសៀវេភ

កំែណសាកល្បង© ២០២៦

េដរេីវៃនអនុគមន៍ ថា្ន ក់ទី១២
DERIVATIVES OF FUNCTIONS GRADE 12

េរៀបេរៀងេដាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ស្រមាប់េបាះពុម្ពផ�យ៖ បណា្ណ គារអង្គរ



េសចក្តីឧទ្ទិស

េសៀវេភ «េដរេីវៃនអនុគមន៍» េនះ
សូមឧទ្ទិសជូនចំេពាះ៖

ភរយិាជាទី្រសឡាញ់

ែង៉ត សគុនា្ធ

និង

កូន្រសីជាទី្រសឡាញ់

ែខម េសាភា

ែដលជាកមា្ល ងំចិត្ត និងជា្របភពៃនសុភមង្គលដ៏កក់េក្ត
ក្នុងដំេណីរជីវតិ និងការ្រសាវ្រជាវរបស់ខ្ញុ ំបាទជានិច្ចនិរន្តរ។៍

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



អារម្ភកថា

គណិតវទិយ គឺជាមូលដា្ឋ ន្រគឹះដ៏មានសារៈសំខាន់បំផុត ក្នុងការអភិវឌ្ឍការគិតែបបសមេហតុផល វភិាគសីុជេ្រម
និងការេដាះ្រសាយបញ្ហ ក្នុងវទិយសា�ស្ត បេច្ចកវទិយ និងជីវភាពរស់េនជាក់ែស្តង។ ក្នុងចំេណាម្របធានបទគណិតវទិយថា្ន ក់
ទី១២ េមេរៀន «េដរេីវៃនអនុគមន៍» គឺជាស្នូលដ៏រងឹមាៃំនគណិតវភិាគ (Calculus) ែដលសិស�នុសិស្ស្រគប់រូប្រត�វែត
កា្ត ប់ឱ្យបានចបស់លាស់ ទាងំ្រទឹស្តី ទាងំវធីិសា�ស្តគណនា និងការអនុវត្តជាក់ែស្តង ស្រមាប់េ្រតៀមខ្លួន្របឡងសញញ ប្រត
មធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងេ្រជីសេរសីសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទស។

េសៀវេភ «េដរេីវៃនអនុគមន៍ ថា្ន កទ់ី១២» មួយកបលេនះ ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងហ្មត់ចត់ និងសម្ូបរែបប
េដាយែបងែចកខ្លឹមសារជា ៣ ជំពូកចម្បងៗ៖

• េមេរៀនទី១ ៖ េដរេីវៃនអនុគមន៍— េផា្ត តេលីនិយមន័យេដរេីវ្រតង់ចំណុចមួយ ន័យធរណីមា្រតជាមួយ្រកាហ្វកិ
បញ្ជ កយ៉់ាងចបស់លាស់ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (េដក ្រសប ែកង) ភាពមានេដរេីវនិងភាពជាប់ រូបមន្ត្រគឹះៃនេដរេីវ េដរេីវ
អនុគមន៍បណា្ត ក់ អនុគមន៍្រតីេកាណមា្រតនិងអនុគមន៍្រចាស់ ្រពមទាងំេដរេីវលំដាប់ខ្ពស់និងេដរេីវអាភំ្លីសីុត។

• េមេរៀនទី២ ៖ អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ — ពន្យល់ពីទិសេដអេថរភាព (អនុគមន៍េកីននិងចុះ) ភាពេប៉ាង ភាពផត
និងចំណុចរបត់ េតស្តេដរេីវទីមួយនិងទីពីរស្រមាប់រកតៃម្លបរមា ចំេណាទបរមាជាក់ែស្តងក្នុងធរណីមា្រតនិងជីវភាព
្របចាៃំថ្ង អ្រតាបែ្រមប្រម�ល និងការគណនាេល្ប�ន-សំទុះៃនចលនា។

• េមេរៀនទី៣ ៖ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀតៃនេដរេីវ — ពិភាក�េលីឌីេផរង់៉ែស្យលនិងការគណនាតៃម្ល្របែហល
វសិមភាពកំេណីនមានកំណត់ អនុវត្តនក៍្នុងេសដ្ឋកិច្ចនិងពាណិជ្ជកម្ម (ៃថ្លេដីម ្របាក់ចំណូល ្របាក់ចំេណញម៉ាជីណល)
្រពមទាងំធនាគារវញិញ សាពហុេ្រជីសេរសី (MCQ)សរុប ១៥០លំហាត់ ែដលជាជំនួយសា្ម រតីយ៉ាង្របេសីរក្នុងការវាស់
ស្ទង់សមត្ថភាព។

េសៀវេភេនះ្រត�វបានរចនាេឡងីយ៉ាងយកចិត្តទុកដាក់ មាន្រកឡាេសៀវេភសរេសរ (Seyes Grid) ស្រមាប់សិស្ស
អនុវត្តេដាះ្រសាយេដាយផា្ទ ល់ៃដ និងមានរូបភាពគំនូស្រកាហ្វកិគណិតវទិយ TikZ យ៉ាងចបស់លាស់។

ខ្ញុ ំបាទសង្ឃមឹយ៉ាងមុតមាថំា េសៀវេភេនះនឹងកា្ល យជាមគ្គេទសក៍ និងជាក្រមងឯកសារជំនួយសា្ម រតីដ៏មានតៃម្លបំផុត
ស្រមាប់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងប្អូនៗសិស�នុសិស្សក្នុងការបេ្រងៀននិងេរៀន។ េទាះបីជាមានការខិតខំ្របឹងែ្របងយ៉ាងណាក្តី
ក៏េសៀវេភេនះ្របាកដជាមិនអាចេជៀសផុតពីកំហុសអេចតនាណាមួយេឡយី។ ខ្ញុ ំបាទរង់ចាទំទួលនូវរាល់មតិរះិគន់សា្ថ បនា
ពីសំណាក់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងមិត្តអ្នកអានេដាយក្តីរកីរាយជានិច្ច។

រាជធានីភ្នំេពញ ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



េសចក្តីដឹងគុណ

ជាបឋម ខ្ញុ ំបាទ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី សូមលំឱនកាយវាចាចិត្ត ែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជបំផុត ជូនចំេពាះ
េលាកអ្នកមានគុណទាងំពីរ គមឺាតា និងបិតារបស់ខ្ញុ ំ ែដលេលាកទាងំពីរបានពលិកម្ម្រគប់ែបបយ៉ាង ចិញ្ច ឹមបីបាចែ់ថរក� ផ្តល់
ភាពកក់េក្ត និងអប់រទូំនា្ម នេ្របៀន្របេដខ្ញុ ំបាទតាងំពីកុមារភាព រហូតេធ្វីឱ្យខ្ញុ ំអាចឈរយ៉ាងរងឹមាេំនេលីវថីិជីវតិមួយេនះ។
េបីគា្ម នការលះបង់ និងេសចក្តី្រសឡាញ់ដ៏មហាសាលពីេលាកទាងំពីរេទ េនាះខ្ញុ ំបាទក៏្របែហលជាគា្ម នៃថ្ងេនះេឡយី។

ជាបន្តបនា្ទ ប់ ខ្ញុ ំបាទសូមសែម្តងនូវេសចក្តីេគារពដឹងគុណយ៉ាងេសា្ម ះស្ម័្រគ ជូនចំេពាះេលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងសា�សា្ត
ចារ្យ្រគប់លំដាប់ថា្ន ក់ តាងំពីក្រមិតបឋមសិក� រហូតដល់ថា្ន ក់សាកលវទិយល័យ ែដលបានខិតខំចំណាយកមា្ល ងំកាយចិត្ត
ក្នុងការេផ្ទរនូវចំេណះដឹង និងបណ្តុ ះបណា្ត លរូបខ្ញុឱំ្យកា្ល យជាធនធានមនុស្សមួយរូប្របកបេដាយសមត្ថភាព។ រាលដំ់បូនា្ម ន
ែដលទទួលបានពីេលាក្រគ� អ្នក្រគ� គឺជា្របទីបបំភ្លឺផ្លូវែដលែតងែតចង្អុលបងា្ហ ញឱ្យខ្ញុ ំបាទេដីរេលីកន្លងដ៏្រតឹម្រត�វ។

ជាពិេសសេលីសពីេនះេទេទៀត ខ្ញុ ំបាទសូមែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជ និងេផ្ញជូីននូវេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដធ៏ំេធង
មិនអាចកាត់ៃថ្លបាន ជូនចំេពាះភរយិាជាទី្រសឡាញ់របស់ខ្ញុ ំ គឺេលាក្រសី ែង៉ត សគុនា្ធ ្រពមទាងំកូន្រសីជាទី្រសឡាញ់
ែខម េសាភា ែដលែតងែតេនែក្បរ ផ្តល់ភាពកក់េក្ត េមីលែថទាំ េលីកទឹកចិត្ត និងលះបង់្រគប់ែបបយ៉ាង េដីម្បឱី្យខ្ញុ ំបាទ
មានេពលេវលាេពញេលញក្នុងការ្រសាវ្រជាវ និងចង្រកងេសៀវេភមួយកបលេនះេឡងីរហូតទទួលបានេជាគជ័យ។

េសៀវេភ «េដរេីវៃនអនុគមន៍» មួយកបលេនះ មិនអាចេលចេចញជារូបរាងេឡងីបានេឡយី ្របសិនេបីគា្ម ន
ការេលីកទឹកចិត្តពីមនុស្សជាេ្រចីនជំុវញិខ្លួនខ្ញុ ំ។ ខ្ញុ ំបាទសូមអរគុណដលមិ់ត្តភក្តិ បងប្អូន និងសហការទីាងំអស់ ែដលែតងែត
ផ្តល់មតិេយាបល់ ជួយែកស្រម�ល និងជួយជំរុញទឹកចិត្តខ្ញុ ំេនក្នុងដំេណីរការៃនការចង្រកងេសៀវេភេនះជាភាសា LATEX។
ជាចុងបញ្ចប់ ខ្ញុ ំបាទសូម្របសិទ្ធពរជ័យ សិរសីួស្តី ជ័យមង្គល ជូនដល់េលាកអ្នកមានគុណ េលាក្រគ� អ្នក្រគ� ភរយិា កូន្រសី
្រពមទាងំមិត្តអ្នកសិក�ទាងំអស់ សូម្របកបេដាយសុខភាពល្អបរបូិរណ៍ ្របាជា្ញ ភ្លឺថា្ល េជាគជ័យ្រគប់ភារកិច្ច និងសេ្រមចបាន
នូវរាល់បំណង្របាថា្ន ក្នុងជីវតិជានិរន្តរ។៍

ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



តារាងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយ

និមិត្តសញញ អត្ថន័យ អានថា / ការេ្របើ្របាស់
f (x),y អនុគមន៍ៃន x អនុគមន៍ f កំណត់េលីចេនា្ល ះ I

∆x,∆y កំេណីនៃន x និងកំេណីនៃន y ∆x = x− x0, ∆y = f (x)− f (x0)

f ′(x0) ចំនួនេដរេីវៃន f ្រតង់ x0 f ្រពីមៃន x0 ឬ េដរេីវ្រតង់ x0

f ′(x),y′ អនុគមន៍េដរេីវទីមួយៃន f (x) េដរេីវទីមួយៃនអនុគមន៍
d f
dx

,
dy
dx

និមិត្តសញញ ឡាយប៊្នីស (Leibniz) េដរេីវៃន y េធៀបនឹង x

f ′′(x),y′′ អនុគមន៍េដរេីវទីពីរ f ្រពីមពីរដងៃន x
d2y
dx2 និមិត្តសញញ ឡាយប៊្នីសេដរេីវទីពីរ េដរេីវទីពីរៃន y េធៀបនឹង x

f (n)(x) េដរេីវលំដាប់ n ៃន f (x) េដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ (n ≥ 1)
dy ឌីេផរង់៉ែស្យលៃនអនុគមន៍ y dy = f ′(x)dx

m េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ m = f ′(x0) = tanα
≈ តៃម្ល្របែហល េស្មី្របែហល (Approximation)

v(t),a(t) េល្ប�ន និងសំទុះៃនចលនា v(t) = s′(t), a(t) = v′(t) = s′′(t)

C(x),R(x),P(x) ៃថ្លេដីម ចំណូល និងចំេណញ អនុគមន៍ក្នុងេសដ្ឋកិច្ច
C′(x),R′(x),P′(x) ម៉ាជីណលៃនៃថ្លេដីម ចំណូល ចំេណញ អ្រតាបែ្រមប្រម�លមួយឯកតា

C(x) ៃថ្លេដីមមធ្យម C(x) =
C(x)

x
R,N∗ សំណំុចំនួនពិត និងគត់វជិ្ជមាន x ∈ R, n ∈ N∗

∈, /∈ ជាធាតុៃន, មិនែមនជាធាតុៃន សញញ ជាសមាជិកក្នុងសំណំុ
[a,b], ]a,b[ ចេនា្ល ះបិទ និងចេនា្ល ះេបីក a ≤ x ≤ b, a < x < b
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េដរេីវៃនអនុគមន៍េដរេីវៃនអនុគមន៍

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១

១ េដរេីវ្រតង់ចំណុចមួយ

១.១ អ្រតាកំេណើ នមធ្យម និងអ្រតាកំេណើ នខណៈ

ឧបមាថា y = f (x)ជាអនុគមន៍កំណត់េលីចេនា្ល ះេបីក I េហយី x0,x0 +∆x ∈ I។

• កំេណីនៃនអេថរ x គឺ ∆x = x− x0 (ឬតាងេដាយ h)។
• កំេណីនៃនអនុគមន៍ y គឺ ∆y = f (x0 +∆x)− f (x0) = f (x0 +h)− f (x0)។
• ផលេធៀប ∆y

∆x
=

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x
=

f (x0 +h)− f (x0)

h
េហថាអ្រតាកំេណើ នមធ្យម ៃនអនុគមន៍ f ចេនា្ល ះ

x0 និង x0 +∆x។
• លីមីតៃនអ្រតាកំេណីនមធ្យមេនះ កាលណា ∆x → 0 (េបីមាន) េហថា អ្រតាកំេណើ នខណៈ ឬ ចំនួនេដរេីវ
ៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ចំណុច x0។

១.២ និយមន័យេដរេីវ្រតង់ចំណុចមួយ

និយមន័យ ១ : េដរេីវ្រតង់ចំណុចមួយ x0និយមន័យ ១ : េដរេីវ្រតង់ចំណុចមួយ x0

េបី f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លីចេនា្ល ះ I េហយី x0 ∈ I។ ចំនួនេដរេីវៃន f ្រតង់ x0 (េបីមាន) គឺតាងេដាយ f ′(x0) េហយី
កំណត់េដាយ៖

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
h→0

f (x0 +h)− f (x0)

h
= lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0

9



10 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

លហំាត់គំរ ូ ១

េដាយេ្របីនិយមន័យ ចូរគណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាម្រតង់ចំណុច x0 ែដលបានកំណត់៖

ក . f (x) = 2x2 +3x ្រតង់ x0 = 2

ខ . f (x) =
x+1

2x−1
្រតង់ x0 = 1

គ . f (x) =
√

2x+1 ្រតង់ x0 = 4

ចេម្លើយ:

ក . ចំេពាះ f (x) = 2x2 +3x ្រតង់ x0 = 2៖ េគមាន f (2) = 2(2)2 +3(2) = 8+6 = 14។ តាមនិយមន័យ៖

f ′(2) = lim
x→2

f (x)− f (2)
x−2

= lim
x→2

2x2 +3x−14
x−2

េដាយ 2x2 +3x−14 = (x−2)(2x+7) េនាះ៖

f ′(2) = lim
x→2

(x−2)(2x+7)
x−2

= lim
x→2

(2x+7) = 2(2)+7 = 11

ខ . ចំេពាះ f (x) =
x+1
2x−1

្រតង់ x0 = 1៖ េគមាន f (1) =
1+1

2(1)−1
= 2។

f ′(1) = lim
h→0

f (1+h)− f (1)
h

= lim
h→0

(1+h)+1
2(1+h)−1 −2

h
= lim

h→0

h+2
2h+1 −2

h

= lim
h→0

h+2−2(2h+1)
h(2h+1)

= lim
h→0

−3h
h(2h+1)

= lim
h→0

−3
2h+1

=−3

គ . ចំេពាះ f (x) =
√

2x+1 ្រតង់ x0 = 4៖ េគមាន f (4) =
√

2(4)+1 =
√

9 = 3។

f ′(4) = lim
x→4

√
2x+1−3

x−4
= lim

x→4

(
√

2x+1−3)(
√

2x+1+3)
(x−4)(

√
2x+1+3)

= lim
x→4

2x+1−9
(x−4)(

√
2x+1+3)

= lim
x→4

2(x−4)
(x−4)(

√
2x+1+3)

=
2√

9+3
=

2
6
=

1
3



២ ន័យធរណីមា្រតៃនេដរេីវ និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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២ ន័យធរណីមា្រតៃនេដរេីវ និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ

២.១ ន័យធរណីមា្រតៃនេដរេីវ

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x) ្រតង់ចំណុច x0 គឺ f ′(x0) ជាេមគុណ្របាប់ទិស (ជ្រមាល) ៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) នឹង្រកាប
តាងអនុគមន៍ f ្រតង់ចំណុច M0(x0, f (x0))៖

m = f ′(x0) = tanα

ែដល α ជាមំុរវាងបនា្ទ ត់ប៉ះ និងទិសេដវជិ្ជមានៃនអ័ក្សអាប់សីុស x′Ox។
ស្រមាយបញ្ជ ក់៖យកចំណុចM0(x0, f (x0)) និងចំណុចM(x, f (x)) េនេល្ីរកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f (x ̸= x0)។
បនា្ទ ត់កាត់ (M0M)មានេមគុណ្របាប់ទិស៖

mកាត់ =
f (x)− f (x0)

x− x0
= tanαកាត់

េនេពលចំណុចM រកិំលខិតជិតចំណុចM0 តាមបេណា្ត យែខ្សេកាង (C) (េពាលគឺ x → x0) េនាះបនា្ទ ត់កាត់ (M0M)

នឹងែ្របកា្ល យេទជាបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ចំណុច M0។ េហតុេនះ េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) គឺ៖

m = lim
x→x0

mកាត់ = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0
= f ′(x0) = tanα ■

y = f (x)

(M0M)

(T )

M0(x0, f (x0))

M(x, f (x))

x0

x

M → M0

x

y

របូភាពបក្រសាយ៖ បនា្ទ ត់កាត់ (M0M) រកំិលេទជាបនា្ទ ត់ប៉ះ (T )
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3

9

បនា្ទ ត់ប៉ះ (Tangent)

M0(3,9)

x

y

្រកាបបងា្ហ ញពីបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុច x0 = 3 ចំេពាះ f (x) = x2

២.២ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ និងបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េគឱ្យែខ្សេកាង (C) : y = f (x) និងចំណុច M0(x0,y0) ∈ (C) ែដល y0 = f (x0)៖

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ M0 គឺ៖
(T ) : y− y0 = f ′(x0)(x− x0) ⇐⇒ y = f ′(x0)(x− x0)+ y0

• សមីការបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់ (N) (បនា្ទ ត់ែកងនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចប៉ះ) គឺ៖

(N) : y− y0 =− 1
f ′(x0)

(x− x0) (ចំេពាះ f ′(x0) ̸= 0)

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T )៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) កាត់តាមចំណុច M0(x0,y0) និងមានេមគុណ្របាប់ទិស m =

f ′(x0)។ តាមរូបមន្តសមីការបនា្ទ ត់កាតត់ាមមួយចំណុចែដលមានេមគុណ្របាប់ទិស m គឺ y−y0 = m(x−x0)
េគបាន (T ) : y− y0 = f ′(x0)(x− x0)។

• សមីការបនា្ទ តណ់រម៉ាល់ (N)៖បនា្ទ តណ់រម៉ាល់ (N)កាត់តាមចំណុចM0(x0,y0) េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ
(T )។ តាមលក្ខខណ្ឌ បនា្ទ ត់ែកងគា្ន ផលគុណេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −1៖

mN ·mT =−1 ⇐⇒ mN · f ′(x0) =−1 =⇒ mN =− 1
f ′(x0)

( f ′(x0) ̸= 0)

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់គឺ (N) : y− y0 =− 1
f ′(x0)

(x− x0)។ ■
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(C) : y = f (x)

(T )

(N)

M0(x0,y0)

x0
y0

90◦

x

y

របូភាពបក្រសាយ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ (T )⊥ បនា្ទ ត់ណរម៉ាល់ (N) ្រតង់ M0

២.៣ ករណីពិេសសៃនសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ

• បនា្ទ ត់ប៉ះេដក (Horizontal Tangent)៖កាលណា f ′(x0) = 0 េនាះបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស x′Ox

េហយីមានសមីការ y = y0។
• បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (d) : y = ax+ b៖ បនា្ទ ត់ប៉ះមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី a =⇒ f ′(x0) = a។ េគ
េដាះ្រសាយសមីការេនះេដីម្បរីក x0 រចួទាញរក y0 = f (x0)។

• បនា្ទ ត់ប៉ះែកងនឹងបនា្ទ ត់ (d) : y = ax+b (a ̸= 0)៖ ផលគុណេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −1 =⇒ f ′(x0) ·a =

−1 ⇐⇒ f ′(x0) =−1
a
។

• បនា្ទ ត់ប៉ះគូសេចញពចីំណុចេ្រក្រកាប A(xA,yA)៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចប៉ះ (x0, f (x0))មានសមីការ y−
f (x0) = f ′(x0)(x− x0)។ េដាយបនា្ទ ត់ប៉ះកាត់តាម A(xA,yA) េគបានសមីការ៖

yA − f (x0) = f ′(x0)(xA − x0)

េដាះ្រសាយសមីការេនះទាញរកអាប់សីុសចំណុចប៉ះ x0 រចួសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ។

លហំាត់គំរ ូ ២

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x3 −3x+1 មាន្រកាប (C)។

ក . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) និងបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់ (N) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុច x0 = 2។
ខ . រកចំណុចេនេលី្រកាប (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក។
គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ែដល្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (d) : y = 9x−5។

ចេម្លើយ:
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ក . េគមាន f (x) = x3 − 3x + 1 =⇒ f ′(x) = 3x2 − 3។ ្រតង់ x0 = 2 េគបាន y0 = f (2) = 23 − 3(2) + 1 = 3។
េមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ f ′(2)= 3(2)2−3= 9។ -សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T )៖ y−3= 9(x−2) ⇐⇒ y= 9x−15។
- សមីការបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់ (N)៖ y−3 =−1

9
(x−2) ⇐⇒ y =−1

9
x+

29
9
។

ខ . បនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក លុះ្រតាែតេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី 0៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ 3x2 − 3 = 0 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒ x =

1 ឬ x = −1។ - ចំេពាះ x = 1 =⇒ y = 13 − 3(1) + 1 = −1 =⇒ A(1,−1)។ - ចំេពាះ x = −1 =⇒ y =

(−1)3 −3(−1)+1 = 3 =⇒ B(−1,3)។ ដូចេនះ ចំណុចែដលមានបនា្ទ ត់ប៉ះេដកគឺ A(1,−1) និង B(−1,3)។
គ . បនា្ទ ត់ (d)មានេមគុណ្របាប់ទិស m = 9។ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹង (d) ⇐⇒ f ′(x0) = 9 ⇐⇒ 3x2

0−3 = 9 ⇐⇒ 3x2
0 =

12 ⇐⇒ x2
0 = 4 =⇒ x0 =±2។ - ចំេពាះ x0 = 2 =⇒ y0 = 3 =⇒ (T1) : y = 9(x−2)+3 = 9x−15។ - ចំេពាះ

x0 =−2 =⇒ y0 = (−2)3 −3(−2)+1 =−1 =⇒ (T2) : y = 9(x+2)−1 = 9x+17។

៣ ភាពមានេដរេីវ និងភាពជាប់

៣.១ ្រទឹស្តបីទទំនាក់ទំនងភាពមានេដរេីវ និងភាពជាប់

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

េបីអនុគមន៍ f មានេដរេីវ្រតង់ x0 េនាះ f ជាប់្រតង់ x0។
ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ ចំេពាះ x ̸= x0 េគអាចសរេសរ f (x)− f (x0) =

f (x)− f (x0)

x− x0
· (x− x0)។ យកលីមីតៃនអង្គ

ទាងំពីរកាលណា x → x0៖

lim
x→x0

[ f (x)− f (x0)] = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0
· lim

x→x0
(x− x0) = f ′(x0) ·0 = 0

នាឱំ្យ lim
x→x0

f (x) = f (x0)។ តាមនិយមន័យភាពជាប់ នាឱំ្យ f ជាប់្រតង់ x0។ ■

ចំណុចកាច់ O(0,0)

f ′−(0) =−1 f ′+(0) = +1

y = |x|

x

y

្រកាបរលនូ (មានេដរេីវ =⇒ ជាប់) េធៀបនឹងចំណុចកាច់ (ជាប់ ែតគា្ម នេដរេីវ)

ជាទូេទ ៤ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ៤ : សមា្គ ល់

ចំណាសំខំាន់៖ ្រចាសមកវញិ អនុគមន៍ជាប់្រតង់ចំណុចមួយ មិន្របាកដថាមានេដរេីវ្រតង់ចំណុចេនាះេឡយី។
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៣.២ េដរេីវខាងេឆ្វង េដរេីវខាងសា្ត ំ និងករណីគា្ម នេដរេីវ

• េដរេីវខាងេឆ្វង៖ f ′−(x0) = lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x− x0

• េដរេីវខាងសា្ត ៖ំ f ′+(x0) = lim
x→x+0

f (x)− f (x0)

x− x0

លក្ខខណ្ឌ ៖ អនុគមន៍ f មានេដរេីវ្រតង់ x0 លុះ្រតាែត f ′−(x0) = f ′+(x0) = f ′(x0)ជាចំនួនពិតកំណត់។

ករណីែដលអនុគមន៍គា្ម នេដរេីវ្រតង់ x0៖

១ . ចំណុច្រស�ច (Corner / Cusp)៖ េដរេីវខាងេឆ្វង និងេដរេីវខាងសា្ត មំានតៃម្លខុសគា្ន ( f ′−(x0) ̸= f ′+(x0)) ដូចជា
f (x) = |x| ្រតង់ x = 0 ែដល f ′−(0) =−1 ̸= f ′+(0) = 1។

២ . បនា្ទ ត់ប៉ះឈរ (Vertical Tangent)៖ លីមីតអ្រតាកំេណីនខិតេទរក ±∞ ដូចជា f (x) = 3
√

x ្រតង់ x = 0។

៣ . អនុគមន៍ដាច់ (Discontinuity)៖ េបី f មិនជាប់្រតង់ x0 េនាះ f គា្ម នេដរេីវ្រតង់ x0 េឡយី។

៤ អនុគមន៍េដរេីវ និងរបូមន្តគណនា

៤.១ តារាងរបូមន្តេដរេីវៃនអនុគមន៍្រគឹះ និងអនុគមន៍បណា្ដ ក់

តារាងខាងេ្រកាមសេង្ខបនូវរូបមន្តេដរេីវ្រគឹះ និងរូបមន្តអនុគមន៍បណា្ដ ក់ u = u(x)៖
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អនុគមន៍្រគឹះ y = f (x) អនុគមន៍បណា្ដ ក់ y = f (u)
y = c (ចំនួនេថរ) y′ = 0
y = ax+b y′ = a
y = xn (n ∈ R) y′ = nxn−1 y = un y′ = nu′un−1

y =
1
x
(x ̸= 0) y′ =− 1

x2 y =
1
u

y′ =− u′

u2

y =
√

x (x > 0) y′ =
1

2
√

x
y =

√
u (u > 0) y′ =

u′

2
√

u
y = sinx y′ = cosx y = sinu y′ = u′ cosu
y = cosx y′ =−sinx y = cosu y′ =−u′ sinu

y = tanx y′ = 1+ tan2 x =
1

cos2 x
y = tanu y′ = u′(1+ tan2 u) =

u′

cos2 u
y = cotx y′ =−(1+ cot2 x) =− 1

sin2 x
y = cotu y′ =−u′(1+ cot2 u) =− u′

sin2 u
y = ex y′ = ex y = eu y′ = u′eu

y = ax (a > 0,a ̸= 1) y′ = ax lna y = au y′ = u′au lna

y = lnx (x > 0) y′ =
1
x

y = ln |u| y′ =
u′

u
y = loga x y′ =

1
x lna

y = loga |u| y′ =
u′

u lna
y = arcsinx y′ =

1√
1− x2

y = arcsinu y′ =
u′√

1−u2

y = arccosx y′ =− 1√
1− x2

y = arccosu y′ =− u′√
1−u2

y = arctanx y′ =
1

1+ x2 y = arctanu y′ =
u′

1+u2

៤.២ ្របមាណវិធីេលើេដរេីវ

េបី u និង v ជាអនុគមន៍មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះ I េហយី k ជាចំនួនេថរពិត៖
១ . (u± v)′ = u′± v′

២ . (k ·u)′ = k ·u′

៣ . (u · v)′ = u′v+ v′u

៤ .
(u

v

)′
=

u′v− v′u
v2 (v ̸= 0)

៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

៥.១ វិធីសា�ស្តេដរេីវេលាការតី (Logarithmic Differentiation)

ចំេពាះអនុគមន៍ែដលមានអេថរទាងំេនេគាល និងស្វ័យគុណ y = [u(x)]v(x) ឬផលគុណ/ផលែចកស្មុគសា្ម ញ៖
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១ . បំពាក់េលាការតីេនែពេលីអង្គទាងំពីរ៖ lny = ln[u(x)]v(x) = v(x) · lnu(x)។

២ . េធ្វីេដរេីវអង្គទាងំពីរេធៀបនឹង x៖
y′

y
= v′(x) lnu(x)+ v(x) · u′(x)

u(x)

៣ . ទាញរក y′ េដាយគុណនឹង y៖

y′ = [u(x)]v(x)
[

v′(x) lnu(x)+
v(x)u′(x)

u(x)

]

៥.២ េដរេីវៃនអនុគមន៍អាភំ្លីសុតី (Implicit Differentiation)

កាលណាទំនាក់ទំនងរវាង x និង y ្រត�វបានកំណតេ់ដាយសមីការ F(x,y) = 0 ែដលមិនអាចទាញ y ជាកេន�មៃន x េដាយ
ងាយ៖
១ . េធ្វេីដរេីវេលីអង្គទាងំពីរៃនសមីការេធៀបនឹង x េដាយចាត់ទុក y ជាអនុគមនៃ៍ន x (េ្របរីូបមន្តបណា្ដ ក់ (yn)′ = nyn−1y′

និង ( f (y))′ = f ′(y) · y′)។

២ . ្របមូលផ្តុ ំតួែដលមាន y′ េទអង្គមា្ខ ង េហយីតួែដលគា្ម ន y′ េទអង្គមា្ខ ងេទៀត។

៣ . ដាក់ y′ ជាកតា្ត រចួទាញរកកេន�មៃន y′។

៥.៣ េដរេីវលដំាប់ខ្ពស់ និងរបូមន្តែឡបនីស

• េដរេីវទីមួយ៖ f ′(x) =
d f
dx

• េដរេីវទីពីរ៖ f ′′(x) = ( f ′(x))′ =
d2 f
dx2

• េដរេីវទី n៖ f (n)(x) = ( f (n−1)(x))′ =
dn f
dxn

• របូមន្តែឡបនីស (Leibniz Formula) ស្រមាប់េដរេីវទី n ៃនផលគុណ uv៖

(u · v)(n) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
u(n−k)v(k) =

(
n
0

)
u(n)v+

(
n
1

)
u(n−1)v′+ · · ·+

(
n
n

)
uv(n)
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វិញញ សាពហុេ្រជើសេរ ើស៖ េដរេីវៃនអនុគមន៍ (៥០ លហំាត់)

១ . លីមីត lim
h→0

f (x0 +h)− f (x0)

h
តាងឱ្យ៖

េដរេីវៃន f ្រតង់ x0ក . អាងំេត្រកាលៃន fខ .
ភាពដាច់ៃន f ្រតង់ x0គ . តៃម្លអតិបរមាៃន fឃ .

២ . េបី f (x) = 5x3 −2x+7 េនាះ f ′(x) េស្មី៖
15x2 −2xក . 15x2 −2ខ . 5x2 −2គ . 15x3 −2ឃ .

៣ . េបី f (x) = x2 េនាះ f ′(3) េស្មី៖
3ក . 9ខ . 6គ . 12ឃ .

៤ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = f (x) ្រតង់ x0 គឺ៖
m = f (x0)ក . m = f ′(x0)ខ .
m =− f ′(x0)គ . m =

1
f ′(x0)

ឃ .

៥ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = x2 ្រតង់ចំណុច (1,1) គឺ៖
y = 2x−1ក . y = 2x+1ខ . y = xគ . y = 2x−2ឃ .

៦ . េដរេីវៃន f (x) =
√

x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
1√
x

ក . 1
2
√

x
ខ .

2
√

xគ . 2√
x

ឃ .

៧ . េដរេីវៃន f (x) =
1
x
ចំេពាះ x ̸= 0 គឺ៖

1
x2

ក . lnxខ .

− 1
x2

គ . −1
x

ឃ .

៨ . េដរេីវៃន f (x) = sin(2x) គឺ៖
cos(2x)ក . 2cos(2x)ខ . −2cos(2x)គ . −2sin(2x)ឃ .

៩ . េដរេីវៃន f (x) = cos(3x) គឺ៖
−3sin(3x)ក . 3sin(3x)ខ . −sin(3x)គ . 3cos(3x)ឃ .

១០ . េដរេីវៃន f (x) = tanx គឺ៖

cotxក . 1
sin2 x

ខ .
1+ tan2 xគ . secxឃ .
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១១ . េដរេីវៃន f (x) = e3x គឺ៖
e3xក . 3e3xខ .
3xe3x−1គ . 1

3
e3xឃ .

១២ . េដរេីវៃន f (x) = ln(2x+1) គឺ៖
1

2x+1
ក . 2

2x+1
ខ .

2x
2x+1

គ . 1
2

ឃ .

១៣ . េដរេីវៃន f (x) = (2x−1)4 គឺ៖
4(2x−1)3ក . 8(2x−1)3ខ . 2(2x−1)3គ . 8(2x−1)4ឃ .

១៤ . េដរេីវៃន f (x) = xex គឺ៖
exក . xexខ . (x+1)exគ . (x−1)exឃ .

១៥ . េដរេីវៃន f (x) =
x

x+1
គឺ៖

1
(x+1)2

ក . − 1
(x+1)2

ខ .
2x+1
(x+1)2

គ . 1ឃ .

១៦ . េបី f មានេដរេីវ្រតង់ x0 េនាះ៖
f ជាប់្រតង់ x0ក . f ដាច់្រតង់ x0ខ .
f (x0) = 0គ . f ′(x0) = 0ឃ .

១៧ . អនុគមន៍ f (x) = |x| ្រតង់ x = 0៖
គា្ម នេដរេីវ និងមិនជាប់ក . មានេដរេីវ ែតមិនជាប់ខ .
ជាប់ ែតគា្ម នេដរេីវគ . មានេដរេីវ និងជាប់ឃ .

១៨ . េដរេីវខាងេឆ្វង f ′−(0) ៃន f (x) = |x| េស្មី៖
1ក . −1ខ . 0គ . មិនមានឃ .

១៩ . េដរេីវខាងសា្ត ំ f ′+(0) ៃន f (x) = |x| េស្មី៖
1ក . −1ខ . 0គ . មិនមានឃ .

២០ . េបីបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបជាបនា្ទ ត់េដក េនាះេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី៖
1ក . −1ខ . 0គ . +∞ឃ .

២១ . សមីការបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់េទនឹង្រកាប y = f (x) ្រតង់ (x0,y0) ែដល f ′(x0) ̸= 0 គឺ៖
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y− y0 = f ′(x0)(x− x0)ក . y− y0 =− 1
f ′(x0)

(x− x0)ខ .

y− y0 =− f ′(x0)(x− x0)គ . y− y0 =
1

f ′(x0)
(x− x0)ឃ .

២២ . េដរេីវៃន y = arcsinx េលី (−1,1) គឺ៖
1√

1− x2
ក . − 1√

1− x2
ខ .

1
1+ x2

គ . 1
1− x2

ឃ .

២៣ . េដរេីវៃន y = arctanx គឺ៖
1√

1+ x2
ក . 1

1− x2
ខ .

1
1+ x2

គ . − 1
1+ x2

ឃ .

២៤ . េដរេីវៃន y = arccosx គឺ៖
1√

1− x2
ក . − 1√

1− x2
ខ .

− 1
1+ x2

គ . −arcsinxឃ .

២៥ . េដរេីវៃន y = 2x គឺ៖
x2x−1ក . 2xខ .
2x ln2គ . 2x

ln2
ឃ .

២៦ . េដរេីវៃន y = log2 x គឺ៖
1
x

ក . 1
x ln2

ខ .
ln2
x

គ . 1
2x

ឃ .

២៧ . េដរេីវៃន y =
√

x2 +1 គឺ៖
1

2
√

x2 +1
ក . x√

x2 +1
ខ .

2x√
x2 +1

គ . x

2
√

x2 +1
ឃ .

២៨ . េដរេីវទីពីរ f ′′(x) ៃន f (x) = x4 −2x3 +5 គឺ៖
12x2 −12xក . 4x3 −6x2ខ . 24x−12គ . 12x2 −6xឃ .

២៩ . េដរេីវទីបី f ′′′(x) ៃន f (x) = sinx គឺ៖
cosxក . −cosxខ . sinxគ . −sinxឃ .
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៣០ . េដរេីវទី n ៃន f (x) = e2x គឺ៖
e2xក . 2e2xខ . 2ne2xគ . n2n−1e2xឃ .

៣១ . េដរេីវទី n ៃន f (x) =
1
x
គឺ៖

(−1)nn!
xn+1

ក . n!
xn+1

ខ .
(−1)n

xn
គ . − n

xn+1
ឃ .

៣២ . េដរេីវទីពីរ y′′ ៃន y = cos(2x) គឺ៖
−2sin(2x)ក . −4cos(2x)ខ . 4cos(2x)គ . −4sin(2x)ឃ .

៣៣ . េបី x2 + y2 = 25 េនាះេដរេីវអាភំ្លីសីុត dy
dx
េស្មី៖

−x
y

ក . x
y

ខ .

−y
x

គ . y
x

ឃ .

៣៤ . ្រតង់ចំណុច (3,4) ៃនរង្វង់ x2 + y2 = 25 េមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ៖
3
4

ក . −3
4

ខ .
4
3

គ . −4
3

ឃ .

៣៥ . េបី xy = 1 េនាះ dy
dx
េស្មី៖

− 1
x2

ក . 1
x2

ខ .

− 1
y2

គ . 1ឃ .

៣៦ . េដរេីវៃន x3 + y3 = 3xy នាឱំ្យ y′ =
dy
dx
េស្ម៖ី

y− x2

y2 − x
ក . x2 − y

y2 − x
ខ .

y2 − x
x2 − y

គ . x2 + y
y2 + x

ឃ .

៣៧ . េដរេីវៃន y = xx (x > 0) គឺ៖
x · xx−1ក . xx lnxខ . xx(1+ lnx)គ . xx(1− lnx)ឃ .

៣៨ . េដរេីវៃន y = xsinx គឺ៖

xsinx
(

cosx lnx+
sinx

x

)
ក . sinx · xsinx−1ខ .

xsinx cosx lnxគ . xsinx
(

sinx lnx+
cosx

x

)
ឃ .
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៣៩ . េដរេីវៃន f (x) = ln |cosx| គឺ៖
tanxក . − tanxខ . cotxគ . −cotxឃ .

៤០ . េដរេីវៃន f (x) = ln |sinx| គឺ៖
tanxក . − tanxខ . cotxគ . −cotxឃ .

៤១ . បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = x3 −3x ែដល្រសបនឹងអ័ក្ស Ox េកីតមាន្រតង់ចំណុច៖
x = 0ក . x =±1ខ . x =±

√
3គ . x =±3ឃ .

៤២ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = ex ្រតង់ចំណុច (0,1) គឺ៖
y = x+1ក . y = xខ . y = 2x+1គ . y = ex+1ឃ .

៤៣ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = lnx ្រតង់ចំណុច (1,0) គឺ៖
y = xក . y = x−1ខ . y = x+1គ . y = 2x−2ឃ .

៤៤ . េដរេីវៃន f (x) =
sinx

x
ចំេពាះ x ̸= 0 គឺ៖

cosx
1

ក . xcosx− sinx
x2

ខ .
sinx− xcosx

x2
គ . xcosx+ sinx

x2
ឃ .

៤៥ . ពីសមីការ x2 + y2 = r2 េដរេីវទីពីរ d2y
dx2 េស្មី៖

−r2

y3
ក . r2

y3
ខ .

−r2

y2
គ . −x2

y3
ឃ .

៤៦ . រូបមន្តែឡបនីសស្រមាប់េដរេីវទី n ៃនផលគុណ uv គឺ៖
(uv)(n) = u(n)v(n)ក . (uv)(n) = ∑n

k=0
(n

k

)
u(n−k)v(k)ខ .

(uv)(n) = u(n)v+ v(n)uគ . (uv)(n) = nu(n−1)v′ឃ .

៤៧ . េដរេីវទីពីរៃន f (x) = xex គឺ៖
exក . (x+1)exខ . (x+2)exគ . (x+3)exឃ .

៤៨ . េបី f (x) =
ax+b
cx+d

(ad −bc ̸= 0) េនាះ f ′(x) េស្មី៖
ad +bc
(cx+d)2

ក . ad −bc
(cx+d)2

ខ .
bc−ad
(cx+d)2

គ . a
c

ឃ .

៤៩ . អនុគមន៍ f (x) = 3
√

x ្រតង់ x = 0 មាន៖
បនា្ទ ត់ប៉ះេដកក . បនា្ទ ត់ប៉ះឈរខ . ចំណុច្រស�ចគ . ភាពដាច់ឃ .
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៥០ . េបី f ′(x0) = 0 និង f ′′(x0)> 0 េនាះ f មាន៖
ចំណុចអតិបរមាេធៀប្រតង់ x0ក . ចំណុចអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x0ខ .
ចំណុចរបត់្រតង់ x0គ . គា្ម នបរមា្រតង់ x0 េឡយីឃ .



24 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

លហំាត់អនុវត្តស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប (៥០ លហំាត់)

១ . េដាយេ្របីនិយមន័យេដរេីវ គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −5x+2 ្រតង់ចំណុច x0 = 1។

២ . េដាយេ្របីនិយមន័យេដរេីវ គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = x3 −2x ្រតង់ចំណុច x0 =−1។

៣ . េដាយេ្របីនិយមន័យេដរេីវ គណនាេដរេីវៃន f (x) =
2x−3
x+1

្រតង់ចំណុច x0 = 2។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៤ . េដាយេ្របីនិយមន័យ គណនាេដរេីវៃន f (x) =
√

3x+4 ្រតង់ចំណុច x0 = 4។

៥ . េដាយេ្របីនិយមន័យ គណនាេដរេីវៃន f (x) =
1√
x
្រតង់ចំណុច x0 = 1។

៦ . សិក�ភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = |x−3| ្រតង់ចំណុច x0 = 3។



26 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

៧ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
{

x2 +1 េបី x ≥ 1
2x េបី x < 1

។ សិក�ភាពមានេដរេីវៃន f ្រតង់ x0 = 1។

៨ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
{

ax+b េបី x ≤ 2
x2 −3 េបី x > 2

។ កំណត់តៃម្ល a និង b េដីម្បឱី្យ f មានេដរេីវ្រតង់ x = 2។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៩ . បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f (x) = x|x|មានេដរេីវ្រតង់ចំណុច x = 0 រចួគណនា f ′(0)។

១០ . ពិនិត្យភាពមានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = 3√x2 ្រតង់ចំណុច x = 0។



28 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

១១ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាម៖

f (x) = 4x5 −7x3 +2x−9ក . g(x) =
x4

4
− 2x3

3
+ x2ខ .

១២ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = (3x2 −2x+1)(4x3 −5x)។

១៣ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍្របភាគសនិទាន f (x) =
2x2 −3x+1

x2 +4
។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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១៤ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = x3 +1
x−1

។

១៥ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ស្វ័យគុណ f (x) = (5x3 −2x+1)6។

១៦ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍អសនិទាន f (x) =
√

x4 +3x2 +7។



30 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

១៧ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍រ៉ាឌីកាល់ f (x) = 3
√
(2x2 −1)2។

១៨ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = x2√2x+3។

១៩ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត f (x) = sin(4x)− cos(3x)+ tan(2x)។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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២០ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = x2 sinx+2xcosx−2sinx។

២១ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រតសនិទាន f (x) =
sinx− cosx
sinx+ cosx

។

២២ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យលខាងេ្រកាម៖
f (x) = e3x2−4x+1ក . g(x) = x3e−2xខ .



32 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

២៣ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍េលាការតីខាងេ្រកាម៖

f (x) = ln(x2 +5x+6)ក . g(x) = ln
√

1− x
1+ x

ខ .

២៤ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍េគាល a និងេលាការតីេគាល a៖
f (x) = 2sinxក . g(x) = log3(x

2 +1)ខ .

២៥ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍្រចាសៃន្រតីេកាណមា្រតខាងេ្រកាម៖
f (x) = arcsin(2x)ក . g(x) = arctan(x2)ខ .



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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២៦ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ និងបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់េទនឹង្រកាប y = x3 −3x2 +4 ្រតង់ចំណុច x0 = 1។

២៧ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y =
2x−1
x+2

្រតង់ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និងអ័ក្សអាប់សីុស។



34 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

២៨ . រកចំណុចេនេលី្រកាប y = x3 −3x+5 ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចេនាះ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (d) : 9x− y+2 = 0។

២៩ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y =
x+2
x−1

ែដលែកងនឹងបនា្ទ ត់ (d) : 3x− y+1 = 0។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៣០ . រកចំណុចទាងំអស់េនេលីែខ្សេកាង y = x4 −2x2 +3 ែដលមានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក។

៣១ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = x2 −4x+3 គូសេចញពីចំណុចេ្រក្រកាប A(1,−2)។



36 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

៣២ . កំណត់តៃម្លៃន a និង b េដីម្បឱី្យែខ្សេកាង y = ax2 +bx+1 ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ y = 3x−2 ្រតង់ចំណុច (1,1)។

៣៣ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះរមួៃនប៉ារ៉ាបូលទាងំពីរ (P1) : y = x2 និង (P2) : y =−x2 +4x−8។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៣៤ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y =
1
x
្រតង់ចំណុចណាក៏េដាយ បេង្កីតបានជាមួយអ័ក្សកូអរេដាែននូវ្រតីេកាណែកងមួយ

ែដលមានៃផ្ទ្រកឡាេថរ។

៣៥ . រកមុំែដលបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = sinx ្រតង់ចំណុច x = 0 បេង្កីតេឡងីជាមួយអ័ក្សអាប់សីុស Ox។



38 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

៣៦ . គណនាេដរេីវអាភំ្លីសីុត y′ =
dy
dx
ៃនសមីការ x2 + xy+ y2 = 7។

៣៧ . គណនា y′ េបី x3 + y3 −6xy = 0 (ែខ្សេកាងេដកាត)។

៣៨ . គណនា y′ េបី sin(xy) = x+ y។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៣៩ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងរង្វង់ x2 + y2 = 25 ្រតង់ចំណុច M(3,−4)។

៤០ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងេអលីប x2

16
+

y2

9
= 1 ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 2 ក្នុងកា្រដង់ទីមួយ។



40 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

៤១ . េដាយេ្របីេដរេីវេលាការតី គណនាេដរេីវៃន y = xx ចំេពាះ x > 0។

៤២ . េដាយេ្របីេដរេីវេលាការតី គណនាេដរេីវៃន y = (sinx)x ចំេពាះ x ∈ (0,π)។

៤៣ . គណនាេដរេីវៃន y = xlnx ចំេពាះ x > 0។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៤៤ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ស្មុគសា្ម ញ y =
(x−1)3√x+2

(x+3)4 េដាយេ្របីវធីិេដរេីវេលាការតី។

៤៥ . គណនាេដរេីវទីពីរ y′′ ៃនសមីការអាភំ្លីសីុត x2 + y2 = 16 ជាកេន�មៃន y។



42 េមេរៀនទី ១ េដរេីវៃនអនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍

៤៦ . គណនាេដរេីវទីមួយ ទីពីរ និងទីបី ៃនអនុគមន៍ f (x) = (x2 +1)ex។

៤៧ . គណនាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ f (x) = 1
x+2

ចំេពាះ n ∈ N∗។

៤៨ . គណនាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ f (x) = sinx និងទាញរកេដរេីវទី n ៃន g(x) = sin(ax+b)។



៥ បេច្ចកេទសគណនាេដរេីវពិេសស

េម
េរៀ
នទ
ី១

េដ
រេីវ
ៃន
អនុ
គម
ន៍
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៤៩ . គណនាេដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln(1+ x) ចំេពាះ x >−1។

៥០ . េដាយេ្របីរូបមន្តែឡបនីស ចូរគណនាេដរេីវទី 10 ៃនអនុគមន៍ f (x) = (x2 −3)e2x។





អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវអនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២

១ អនុគមន៍េកើន និង អនុគមន៍ចុះ

ការសិក�េលីទិសេដអេថរភាពៃនអនុគមន៍ គឺជាការកំណត់ចេនា្ល ះែដលអនុគមន៍េកីន ឬចុះ េដាយែផ្អកេលីសញញ ៃនេដរេីវ
ទីមួយ f ′(x)។

១.១ និយមន័យ និង្រទឹស្តបីទ្រគឹះ

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍ជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] និងមានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីក (a,b)៖

• េបី្រគប់ x ∈ (a,b), f ′(x)> 0 េនាះអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើនដាច់ខាត េលីចេនា្ល ះ [a,b]។

• េបី្រគប់ x ∈ (a,b), f ′(x)< 0 េនាះអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត េលីចេនា្ល ះ [a,b]។
• េបី្រគប់ x ∈ (a,b), f ′(x) = 0 េនាះអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េថរ េលីចេនា្ល ះ [a,b]។

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖យកពីរតៃម្ល x1,x2 ∈ [a,b]តាមចិត្តែដល x1 < x2។ េដាយសារអនុគមន៍ f ជាបេ់លីចេនា្ល ះបិទ
[x1,x2] និងមានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីក (x1,x2) តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម (MVT) មានចំនួនពិត c ∈ (x1,x2) មួយ
យ៉ាងតិចែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់៖

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
= f ′(c) ⇐⇒ f (x2)− f (x1) = f ′(c)(x2 − x1)

េដាយ x1 < x2 =⇒ x2 − x1 > 0៖
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• េបី្រគប់ x ∈ (a,b), f ′(x) > 0 េនាះ f ′(c) > 0 នាឱំ្យ f (x2)− f (x1) > 0 =⇒ f (x1) < f (x2)។ ដូចេនះ f

ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី [a,b]។
• េបី្រគប់ x ∈ (a,b), f ′(x) < 0 េនាះ f ′(c) < 0 នាឱំ្យ f (x2)− f (x1) < 0 =⇒ f (x1) > f (x2)។ ដូចេនះ f

ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី [a,b]។
• េបី្រគប់ x ∈ (a,b), f ′(x) = 0 េនាះ f ′(c) = 0 នាឱំ្យ f (x2)− f (x1) = 0 =⇒ f (x1) = f (x2)។ ដូចេនះ f

ជាអនុគមន៍េថរេលី [a,b]។ ■

A(x1, f (x1))

B(x2, f (x2))

C(c, f (c))

x1

c

x2

f ′(c) = f (x2)− f (x1)
x2−x1

> 0

x

y

របូភាពបក្រសាយ MVT េលើអនុគមន៍េកើន ( f ′(c)> 0 ្រសបនឹងែខ្សធ្នូត AB)

1 2 3 4

5

10

15

20

្រកាបអនុគមន៍េកីន ( f ′(x)> 0)

1 2 3 4

5

10

15

20

្រកាបអនុគមន៍ចុះ ( f ′(x)< 0)

១.២ ចំណុច្របសព្វសខំាន់ (Critical Numbers)

និយមន័យ ១ : ចំនួន្របសព្វសខំាន់និយមន័យ ១ : ចំនួន្របសព្វសខំាន់

ចំនួន c ក្នុងែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f េហថាជា ចំនួន្របសព្វសខំាន់ (Critical Number) កាលណា
f ′(c) = 0 ឬ f ′(c) មិនមាន។ ចំណុច P(c, f (c)) េហថា ចំណុច្របសព្វសខំាន់ (Critical Point)។



២ ភាពេប៉ាង ភាពផត និងចំណុចរបត់

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នេ
ដរ
េីវ

47

លហំាត់គំរ ូ ១

សិក�ទិសេដអេថរភាព និងរកចេនា្ល ះេកីន ចុះ ៃនអនុគមន៍ f (x) = 2x3 −3x2 −12x+5។

ចេម្លើយ: - ែដនកំណត់៖ D = R។ - េដរេីវទីមួយ៖ f ′(x) = 6x2 − 6x− 12 = 6(x2 − x− 2) = 6(x+ 1)(x− 2)។ - ឱ្យ
f ′(x) = 0 ⇐⇒ 6(x+1)(x−2) = 0 =⇒ x =−1 ឬ x = 2។ - តារាងសញញ f ′(x)៖

x −∞ −1 2 +∞
f ′(x) + 0 − 0 +

សន្និដា្ឋ ន៖ - អនុគមន៍ f េកីនេលីចេនា្ល ះ (−∞,−1] និង [2,+∞) ពីេ្រពាះ f ′(x)> 0។ - អនុគមន៍ f ចុះេលីចេនា្ល ះ [−1,2]
ពីេ្រពាះ f ′(x)< 0។

២ ភាពេប៉ាង ភាពផត និងចំណុចរបត់

២.១ ភាពេប៉ាង និងភាពផត (Concavity)

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េគឱ្យអនុគមន៍ f មានេដរេីវទីពីរ f ′′(x) េលីចេនា្ល ះ I៖

• េបី្រគប់ x ∈ I, f ′′(x) > 0 េនាះ្រកាបៃន f ផត (េប៉ាងេឡើងេលើ / Concave Up) េលី I (ែខ្សេកាង
ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ប៉ះ)។

• េបី្រគប់ x ∈ I, f ′′(x)< 0 េនាះ្រកាបៃន f េប៉ាង (េប៉ាងចុះេ្រកាម / Concave Down) េលី I (ែខ្សេកាង
ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ប៉ះ)។

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖តាង (T )ជាបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y= f (x) ្រតង់ x0 ∈ I មានសមីការ yT = f (x0)+ f ′(x0)(x−x0)។
ពិនិត្យគមា្ល តបញ្ឈររវាងែខ្សេកាង និងបនា្ទ ត់ប៉ះ៖ g(x)= f (x)−yT = f (x)− f (x0)− f ′(x0)(x−x0)។តាម្រទឹស្តីបទ
តៃម្លមធ្យម អនុវត្តេលី f (x)− f (x0)មាន c1 េនចេនា្ល ះ x0 និង x ែដល f (x)− f (x0) = f ′(c1)(x−x0)។ េគបាន៖

g(x) = [ f ′(c1)− f ′(x0)](x− x0)

អនុវត្ត្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យមម្តងេទៀតេលីអនុគមន៍ f ′ ចេនា្ល ះ x0 និង c1 មាន c េនចេនា្ល ះ x0 និង c1 ែដល៖
f ′(c1)− f ′(x0) = f ′′(c)(c1 − x0)

េដាយ c1 ស្ថិតេនចេនា្ល ះ x0 និង x នាឱំ្យ (c1−x0) និង (x−x0)មានសញញ ដូចគា្ន េហតុេនះ (c1−x0)(x−x0)> 0

ចំេពាះ្រគប់ x ̸= x0។ នាឱំ្យ g(x) = f ′′(c)(c1 − x0)(x− x0)មានសញញ ដូចគា្ន នឹង f ′′(c)៖
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• េបី f ′′(x)> 0 េនាះ g(x)> 0 ⇐⇒ f (x)> yT (ែខ្សេកាងស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ប៉ះ =⇒ ្រកាបផតេឡងីេលី)។
• េបី f ′′(x) < 0 េនាះ g(x) < 0 ⇐⇒ f (x) < yT (ែខ្សេកាងស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ប៉ះ =⇒ ្រកាបេប៉ាង
ចុះេ្រកាម)។ ■

g(x)> 0

x

y

ផត ( f ′′ > 0 ៖ f (x)> yT )

g(x)< 0

x

y

េប៉ាង ( f ′′ < 0 ៖ f (x)< yT )

២.២ ចំណុចរបត់ (Inflection Point)

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

ចំណុច I(x0, f (x0)) េហថាចំណុចរបត់ ៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f កាលណាេដរេីវទីពីរ f ′′(x0) = 0 (ឬគា្ម នេដរេីវ
ទីពីរ) េហយី f ′′(x)ផា្ល ស់ប្តូរសញញ េនេពលឆ្លងកាត់ចំណុច x0។
ការបក្រសាយ និងស្រមាយបញ្ជ ក់៖ តាមនិយមន័យធរណីមា្រត ចំណុចរបត់គឺជាចំណុចែដលែខ្សេកាង
ផា្ល ស់ប្តូរភាពេកាងពីផតេទេប៉ាង (ឬពីេប៉ាងេទផត)៖

• េនេពល x < x0 ្របសិនេបី f ′′(x)> 0 (្រកាបផតេឡងីេលី) េហយីេនេពល x > x0 នាឱំ្យ f ′′(x)< 0 (្រកាប
េប៉ាងចុះេ្រកាម) ឬ្រចាសមកវញិ។

• េបី f ′′ ជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់ x0 េនាះការផា្ល ស់ប្តូរសញញ ពីវជិ្ជមានេទអវជិ្ជមាន (ឬ្រចាសមកវញិ) ត្រម�វឱ្យ f ′′

កាត់តៃម្ល 0 តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល េពាលគឺ f ′′(x0) = 0។

• ្រតង់ចំណុចរបត់េនះ បនា្ទ ត់ប៉ះផា្ល ស់ប្តូរទីតាងំពីស្ថិតេនេ្រកាមែខ្សេកាងេទេនខាងេលីែខ្សេកាង (ឬ្រចាស
មកវញិ) េពាលគឺ បនា្ទ ត់ប៉ះកាត់ែខ្សេកាង ្រតង់ចំណុចរបត់ I េនាះ។ ■
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I(x0, f (x0))

េប៉ាង ( f ′′ < 0)

ផត ( f ′′ > 0)

x

y

របូភាពបក្រសាយ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះកាត់ែខ្សេកាង្រតង់ចំណុចរបត់ I

−1 1 2

1

2

3

4

ចំណុចរបត់ I(1,2.33)

េប៉ាងចុះ ( f ′′ < 0)

ផតេឡងី ( f ′′ > 0)

x

f (x)

្រកាបបងា្ហ ញពីភាពេប៉ាង ភាពផត និងចំណុចរបត់

លហំាត់គំរ ូ ២

រកចេនា្ល ះេប៉ាង ចេនា្ល ះផត និងកូអរេដាេនចំណុចរបត់ៃន្រកាប f (x) = x3 −6x2 +9x+1។

ចេម្លើយ: - េដរេីវទីមួយ៖ f ′(x) = 3x2 − 12x+ 9 - េដរេីវទីពីរ៖ f ′′(x) = 6x− 12 = 6(x− 2) - ឱ្យ f ′′(x) = 0 ⇐⇒
6(x−2) = 0 =⇒ x = 2 - ចំេពាះ x < 2 =⇒ f ′′(x)< 0 =⇒ ្រកាបេប៉ាងចុះេ្រកាម (Concave Down) េលី (−∞,2)
- ចំេពាះ x > 2 =⇒ f ′′(x)> 0 =⇒ ្រកាបផតេឡងីេលី (Concave Up) េលី (2,+∞) - េដាយ f ′′(x) ប្តូរសញញ ឆ្លងកាត់
x = 2 េនាះ្រកាបមានចំណុចរបត្់រតង់ x = 2៖ y = f (2) = 23−6(2)2+9(2)+1 = 8−24+18+1 = 3 =⇒ I(2,3)។

៣ ចំណុចអតិបរមា និង អប្បបរមា (Extrema)

៣.១ េតស្តេដរេីវទី ១ និង េតស្តេដរេីវទី ២
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វិធីសា�ស្ត េតស្តេដរេីវទី ១
( f ′(x))

េតស្តេដរេីវទី ២
( f ′′(x)) ្របេភទបរមា

អតិបរមាេធៀប
f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (+) េទ

(−) ឆ្លងកាត់ x0

f ′(x0) = 0 និង
f ′′(x0)< 0 M(x0, f (x0))

អប្បបរមា
េធៀប

f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ
(+) ឆ្លងកាត់ x0

f ′(x0) = 0 និង
f ′′(x0)> 0 m(x0, f (x0))

គា្ម នបរមា f ′(x) មិនប្តូរសញញ
f ′(x0) = 0 និង

f ′′(x0) = 0 (មិនអាច
សន្និដា្ឋ ន)

គា្ម នបរមា

−2 −1 1 2

−2

2
អតិបរមាេធៀប (−1,2)

អប្បបរមាេធៀប (1,−2)

ចំណុចរបត់ (0,0) x

f (x)

្រកាបបងា្ហ ញពីចំណុចអតិបរមា អប្បបរមា និងចំណុចរបត់ ( f (x) = x3 −3x)

៣.២ បរមាដាច់ខាតេលើចេនា្ល ះបិទ [a,b]

េដីម្បរីកតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត និងអប្បបរមាដាច់ខាតៃនអនុគមន៍ជាប់ f េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b]៖

១ . រកតៃម្ល f (c) ចំេពាះ្រគប់ចំនួន្របសព្វសំខាន់ c ∈ (a,b) ែដល f ′(c) = 0 ឬ f ′(c)គា្ម ន។

២ . គណនាតៃម្លៃនអនុគមន៍្រតង់ចុងចេនា្ល ះ៖ f (a) និង f (b)។

៣ . តៃម្លធបំំផុតក្នុងចំេណាមតៃម្លទាងំេនះ ជា អតិបរមាដាច់ខាត េហយីតៃម្លតូចបំផុតជា អប្បបរមាដាច់ខាត។

៤ ្រទឹស្តបីទរ ៉លូ និង្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម

៤.១ ្រទឹស្តបីទរ ៉លូ (Rolle's Theorem)



៤ ្រទឹស្តីបទរ ៉ូល និង្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម
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ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

េបីអនុគមន៍ f េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ទាងំ ៣៖
១ . f ជាប់េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b]

២ . f មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីក (a,b)

៣ . f (a) = f (b)
េនាះមានយ៉ាងេហាចណាស់ចំនួនមួយ c ∈ (a,b) ែដល f ′(c) = 0 (មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក)។
ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ េដាយសារអនុគមន៍ f ជាប់េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b] តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លបរមា (Extreme Value
Theorem) អនុគមន៍ f ្រត�វែតមានតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត M និងតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាត m េលី [a,b]៖

• ករណីទី ១៖ េបី M = m េនាះអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េថរេលី [a,b] េពាលគឺ f (x) = M ្រគប់ x ∈ [a,b]។
េហតុេនះ f ′(c) = 0 ចំេពាះ្រគប់ចំនួន c ∈ (a,b)។

• ករណីទី ២៖ េបី M > m េដាយសារលក្ខខណ្ឌ f (a) = f (b) តៃម្លបរមាទាងំពីរ M និង m មិនអាចេកីតេឡងី
ដំណាលគា្ន េនចុងចេនា្ល ះ a និង b បានេឡយី។ ដូេច្នះយ៉ាងេហាចណាស់មានបរមាមួយ (M ឬ m) ្រត�វែត
េកីតេឡងី្រតង់ចំណុច c ∈ (a,b) ខាងក្នុងចេនា្ល ះ។ េដាយ f មានេដរេីវ្រតង់ c េនាះតាម្រទឹស្តីបទ Fermat
ចំេពាះតៃម្លបរមាេធៀប នាឱំ្យ f ′(c) = 0។

ដូចេនះ ជានិច្ចកាលមានយ៉ាងេហាចណាស់ c ∈ (a,b) មួយែដល f ′(c) = 0។ ■

A(a, f (a)) B(b, f (b))

C(c, f (c))

a

c

b

បនា្ទ ត់ប៉ះេដក f ′(c) = 0

x

y

របូភាពបក្រសាយ្រទឹស្តបីទរ ៉លូ ( f (a) = f (b) =⇒ f ′(c) = 0)

៤.២ ្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម (Mean Value Theorem - MVT)
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ជាទូេទ ៥ជាទូេទ ៥

េបីអនុគមន៍ f ជាប់េលី [a,b] និងមានេដរេីវេលី (a,b) េនាះមានយ៉ាងេហាចណាស់ចំនួនមួយ c ∈ (a,b) ែដល៖

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b−a
⇐⇒ f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a)

ន័យធរណីមា្រត៖មានចំណុចយ៉ាងេហាចណាសម់ួយេលីែខ្សេកាង ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចេនាះ្រសបនឹងែខ្ស
ធ្នូតភា្ជ ប់ចំណុចចុង (a, f (a)) និង (b, f (b))។
ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ បនា្ទ ត់ ធ្នូ ត កាត់តាម ចំណុច A(a, f (a)) និង B(b, f (b)) មានសមីការ y = f (a) +
f (b)− f (a)

b−a
(x−a)។ ពិចារណាេលីអនុគមន៍ជំនួយ g(x)តាងឱ្យគមា្ល តបញ្ឈររវាងែខ្សេកាង និងបនា្ទ ត់ធ្នូត៖

g(x) = f (x)− f (a)− f (b)− f (a)
b−a

(x−a)

១ . g ជាប់េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b] (ផលដកៃនអនុគមន៍ជាប់)។

២ . g មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីក (a,b) េដាយ g′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)
b−a

។

៣ . គណនាតៃម្ល្រតង់ចុងចេនា្ល ះ៖ g(a) = f (a)− f (a)−0 = 0 g(b) = f (b)− f (a)− f (b)− f (a)
b−a

(b−a) =

0 =⇒ g(a) = g(b) = 0។
អនុគមន៍ g េផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ទាងំ ៣ ៃន្រទឹស្តីបទរ ៉ូល ដូេច្នះមាន c ∈ (a,b) មួយយ៉ាងតិចែដល g′(c) = 0៖

g′(c) = 0 ⇐⇒ f ′(c)− f (b)− f (a)
b−a

= 0 ⇐⇒ f ′(c) =
f (b)− f (a)

b−a
■

A(a, f (a))

B(b, f (b))
C(c, f (c))

a

c
b

f ′(c) = f (b)− f (a)
b−a

x

y

របូភាពបក្រសាយ្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម (បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងែខ្សធ្នូត AB)



៥ វធិានឡូពីតាល់ (L'Hôpital's Rule)
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៥ វិធានឡពូីតាល់ (L'Hôpital's Rule)

៥.១ ទ្រមង់មិនកំណត់ 0
0
និង ∞

∞

ជាទូេទ ៦ជាទូេទ ៦

ឧបមាថា f និង gមានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីកែដលមានចំណុច a (េលីកែលង្រតង់ a) េហយី g′(x) ̸= 0។ េបី lim
x→a

f (x) =

0 និង lim
x→a

g(x) = 0 ឬ lim
x→a

f (x) =±∞ និង lim
x→a

g(x) =±∞ េនាះ៖

lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

(លុះ្រតាែតលីមីតខាងសា្ត មំាន ឬេស្មី ±∞)។
ស្រមាយបញ្ជ ក់ (ចំេពាះទ្រមងម់ិនកំណត់ 00)៖ ឧបមាថា lim

x→a
f (x) = 0 និង lim

x→a
g(x) = 0។ េយងីកំណត់

បែន្ថមតៃម្ល f (a) = 0 និង g(a) = 0 េដីម្បឱី្យ f និង g កា្ល យជាអនុគមន៍ជាប់្រតង់ a។ ចំេពាះ x > a (ករណី x < a

្រសាយដូចគា្ន ) អនុគមន៍ f និង gជាបេ់លី [a,x] និងមានេដរេីវេលី (a,x)។តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យមកូសីុ (Cauchy's
Extended MVT) មាន c ∈ (a,x) មួយែដល៖

f (x)− f (a)
g(x)−g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

⇐⇒ f (x)
g(x)

=
f ′(c)
g′(c)

(េ្រពាះ f (a) = g(a) = 0)

េនេពល x → a+ េដាយសារ a < c < x តាម្រទឹស្តីបទេគៀប នាឱំ្យ c → a+ ែដរ។ យកលីមីតៃនអង្គទាងំពីរកាលណា
x → a+ េគទាញបាន៖

lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
c→a+

f ′(c)
g′(c)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

ដូចគា្ន ែដរចំេពាះលីមីតខាងេឆ្វង (x → a−) នាឱំ្យបានរូបមន្តទូេទ៖ lim
x→a

f (x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

។ ■

(g(a), f (a))

(g(x), f (x))

C(g(c), f (c))

បនា្ទ ត់ធ្នូត ជ្រមាល f (x)
g(x)

បនា្ទ ត់ប៉ះ ជ្រមាល f ′(c)
g′(c)

g(t)

f (t)

របូភាពបក្រសាយ Cauchy MVT ក្នងុប្លង់ (g, f )
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៥.២ ទ្រមង់មិនកំណត់ដៃទេទៀត

• ទ្រមង់ 0 ·∞៖សរេសរ f (x) ·g(x) = f (x)
1/g(x)

េដីម្បបីែម្លងជា 0
0
ឬ ∞

∞
។

• ទ្រមង់ ∞−∞៖ ត្រម�វភាគែបងរមួ ឬបំែបកជាផលគុណេដីម្បបីែម្លងជាផលេធៀប។
• ទ្រមងស់្វយ័គុណ 1∞,00,∞0៖តាង y = [ f (x)]g(x) =⇒ lny = g(x) ln f (x) រចួគណនាលីមីតៃន lnyតាមទ្រមង់

0 ·∞ រចួទាញរក limy = eL។

លហំាត់គំរ ូ ៣

គណនាលីមីតខាងេ្រកាមតាមវធិានឡូពីតាល់៖

ក . lim
x→0

e2x −1
sin(3x)

ខ . lim
x→0

x− sinx
x3

គ . lim
x→+∞

xe−x

ចេម្លើយ:

ក . រាង 0
0
៖

lim
x→0

e2x −1
sin(3x)

= lim
x→0

2e2x

3cos(3x)
=

2(1)
3(1)

=
2
3

ខ . រាង 0
0
៖ តាមវធិានឡូពីតាល់េលីកទីមួយ

lim
x→0

x− sinx
x3 = lim

x→0

1− cosx
3x2

(
រាង 0

0

)
អនុវត្តវធិានឡូពីតាល់េលីកទីពីរ៖

= lim
x→0

sinx
6x

=
1
6

lim
x→0

sinx
x

=
1
6

គ . រាង ∞ ·0៖ សរេសរជាផលេធៀប
lim

x→+∞
xe−x = lim

x→+∞

x
ex

(
រាង ∞

∞

)
អនុវត្តវធិានឡូពីតាល់៖

= lim
x→+∞

1
ex = 0
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៦ អនុវត្តន៍ក្នងុការគណនាតៃម្លបរមា (Applied
Optimization)

៦.១ វិធីសា�ស្ត ៥ ជំហានក្នងុការេដាះ្រសាយចំេណាទបរមា

១ . អាន្របធានឱ្យយល់ចបស់ គូររូបតាង (េបីមាន) និងកំណត់អេថរ្រពមទាងំលក្ខខណ្ឌ របស់វា។

២ . កំណត់កេន�មអនុគមន៍ែដល្រត�វរកបរមា (អតិបរមា ឬអប្បបរមា)។

៣ . បេង្កីតសមីការទំនាក់ទំនង (សម្មតិកម្ម) េដីម្បបីំែប្លងអនុគមន៍េនាះឱ្យមានែតមួយអេថរ។
៤ . គណនាេដរេីវទីមួយ f ′(x) រកចំនួន្របសព្វសំខាន់ f ′(x) = 0 ក្នុងែដនកំណត់។

៥ . េ្របីេតស្តេដរេីវទីមួយ ឬទីពីរ េដីម្បបីញ្ជ ក់ថាតៃម្លេនាះជាអតិបរមា ឬអប្បបរមាពិត្របាកដ រចួេឆ្លីយសំនួរ។

លហំាត់គំរ ូ ៤

[ចំេណាទហុ៊មព័ទ្ធ ដីចតុេកាណែកងជាប់ជញ្ជ ងំ] កសិករមា្ន ក់មានសំណាញ់លួស្របែវង 120 m ស្រមាប់េធ្វី របងព័ទ្ធ ដី
ចតុេកាណែកងមួយកែន្លង េដាយមានជញ្ជ ងំថ្ម្រតង់មួយ្រជ�ង្រសាប់ (មិនបាចេ់ធ្វរីបងេលី្រជ�ងេនាះេទ)។ ចូរកំណតវ់មិា្រតៃន
ដីេដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡាទទួលបានធំបំផុត។

ចេម្លើយ: តាង x ជា្របែវង្រជ�ងទាងំពីរែដលែកងនឹងជញ្ជ ងំ (x > 0)។ ្រជ�ង្រសបនឹងជញ្ជ ងំមាន្របែវង y = 120− 2x

(េដាយ 120−2x > 0 =⇒ 0 < x < 60)។ ៃផ្ទ្រកឡាដីចតុេកាណែកងគឺ៖
A(x) = x · y = x(120−2x) = 120x−2x2

េដរេីវទីមួយ៖ A′(x) = 120−4x ឱ្យ A′(x) = 0 ⇐⇒ 120−4x = 0 =⇒ x = 30 m។ េដរេីវទីពីរ៖ A′′(x) =−4 < 0 =⇒
ៃផ្ទ្រកឡាមានតៃម្លអតិបរមាពិត្របាកដ្រតង់ x = 30m។ វមិា្រតដីគឺ៖ ទទឹង x = 30m និងបេណា្ត យ y = 120−2(30) = 60
m។ ៃផ្ទ្រកឡាអតិបរមាគឺ Amax = 30×60 = 1800 m2។
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៧ ចលនាក្នងុរបូវិទយ និងអ្រតាបែ្រមប្រម�ល្របទាក់្រកឡា

៧.១ អនុវត្តន៍េលើចលនា្រតង់ (Kinematics)

េបីវត្ថុមួយផា្ល ស់ទីេលីបនា្ទ ត់្រតង់មួយ មានសមីការទីតាងំ s(t) េនខណៈេពល t (t ≥ 0)៖

• េល្ប�នខណៈ (Velocity)៖ v(t) = s′(t) =
ds
dt

• េល្ប�នសា្ក ែលរ (Speed)៖ |v(t)|

• សទំុះខណៈ (Acceleration)៖ a(t) = v′(t) = s′′(t) =
d2s
dt2

• វត្ថុឈប់េស្ង�ម (ឬប្តូរទិសេដ) េនេពល v(t) = 0។

• វត្ថុផា្ល ស់ទីស្ទុះេលឿន (Speeding Up) កាលណា v(t) ·a(t)> 0។

• វត្ថុផា្ល ស់ទីយតឺ (Slowing Down) កាលណា v(t) ·a(t)< 0។

លហំាត់គំរ ូ ៥

ចលនាៃនភាគល្អិតមួយេលីបនា្ទ ត់្រតង់ កំណត់េដាយសមីការទីតាងំ s(t) = t3 − 6t2 + 9t (t ≥ 0 គិតជាវនិាទី s គិតជា
ែម៉្រត)។

ក . រកេល្ប�ន v(t) និងសំទុះ a(t) ៃនភាគល្អិតេនខណៈេពល t។

ខ . េតីភាគល្អិតឈប់េស្ង�មេនខណៈេពលណា?

ចេម្លើយ:

ក . េល្ប�ន v(t) = s′(t) = 3t2 −12t +9 (m/s) និងសំទុះ a(t) = v′(t) = 6t −12 (m/s2)។

ខ . ភាគល្អិតឈប់េស្ង�មេពល v(t) = 0 ⇐⇒ 3t2 −12t +9 = 0 ⇐⇒ 3(t −1)(t −3) = 0 =⇒ t = 1 s ឬ t = 3 s។
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វិញញ សាពហុេ្រជើសេរ ើស៖ អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ (៥០ លហំាត់)

១ . អនុគមន៍ f េកីនដាច់ខាតេលី (a,b) លុះ្រតាែត៖
f ′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)ក . f ′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)ខ .
f ′(x) = 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)គ . f ′′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)ឃ .

២ . អនុគមន៍ f ចុះដាច់ខាតេលី (a,b) លុះ្រតាែត៖
f ′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)ក . f ′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)ខ .
f ′′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)គ . f (x)< 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)ឃ .

៣ . ចំនួន c ក្នុងែដនកំណត់ៃន f េហថាចំនួន្របសព្វសំខាន់ កាលណា៖
f (c) = 0ក . f ′(c) = 0 ឬ f ′(c) មិនមានខ .
f ′′(c) = 0គ . f ′(c)> 0ឃ .

៤ . អនុគមន៍ f (x) = x2 −4x+3 េកីនេលីចេនា្ល ះ៖
(−∞,2)ក . (2,+∞)ខ . (−∞,+∞)គ . (1,3)ឃ .

៥ . អនុគមន៍ f (x) =−x3 +3x ចុះេលីចេនា្ល ះ៖
(−1,1)ក . (−∞,−1) និង (1,+∞)ខ .
(0,+∞)គ . (−∞,0)ឃ .

៦ . អនុគមន៍ f (x) = x3 −3x2 មានចំណុចអតិបរមាេធៀប្រតង់៖
x = 0ក . x = 2ខ . x =−2គ . x = 3ឃ .

៧ . អនុគមន៍ f (x) = x3 −3x2 មានចំណុចអប្បបរមាេធៀប្រតង់៖
x = 0ក . x = 2ខ . x = 1គ . x =−1ឃ .

៨ . តៃម្លអប្បបរមាេធៀបៃន f (x) = x+
1
x
ចំេពាះ x > 0 គឺ៖

1ក . 2ខ .
0គ . 1

2
ឃ .

៩ . ្រកាបៃន f ផតេឡងីេលី (Concave Up) េលីចេនា្ល ះ I លុះ្រតាែត៖
f ′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ Iក . f ′′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ Iខ .
f ′′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ Iគ . f ′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ Iឃ .

១០ . ្រកាបៃន f េប៉ាងចុះេ្រកាម (Concave Down) េលីចេនា្ល ះ I លុះ្រតាែត៖
f ′′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ Iក . f ′′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ Iខ .
f ′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ Iគ . f (x)< 0 ្រគប់ x ∈ Iឃ .

១១ . ចំណុចរបត់ៃន្រកាបេកីតមាន្រតង់ចំណុចែដល៖
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f ′(x) = 0ក . f ′′(x)ផា្ល ស់ប្តូរសញញខ .
f (x) = 0គ . f ′(x) មិនមានឃ .

១២ . អាប់សីុសៃនចំណុចរបត់ៃន្រកាប f (x) = x3 −3x2 +2 គឺ៖
x = 0ក . x = 1ខ . x = 2គ . x =−1ឃ .

១៣ . កូអរេដាេនចំណុចរបត់ៃន្រកាប f (x) = x3 −6x2 +9x+1 គឺ៖
(1,5)ក . (2,3)ខ . (3,1)គ . (0,1)ឃ .

១៤ . តាមេតស្តេដរេីវទីពីរ េបី f ′(c) = 0 និង f ′′(c)< 0 េនាះ f មាន៖
អតិបរមាេធៀប្រតង់ cក . អប្បបរមាេធៀប្រតង់ cខ .
ចំណុចរបត់្រតង់ cគ . គា្ម នបរមា្រតង់ cឃ .

១៥ . តាមេតស្តេដរេីវទីពីរ េបី f ′(c) = 0 និង f ′′(c)> 0 េនាះ f មាន៖
អតិបរមាេធៀប្រតង់ cក . អប្បបរមាេធៀប្រតង់ cខ .
ចំណុចរបត់្រតង់ cគ . មិនអាចសន្និដា្ឋ នបានឃ .

១៦ . េបី f ′(c) = 0 និង f ′′(c) = 0 េនាះ៖
c ជាចំណុចអតិបរមាក . c ជាចំណុចអប្បបរមាខ .
េតស្តេដរេីវទីពីរមិនអាចសន្និដា្ឋ នបានគ . c ្របាកដជាចំណុចរបត់ឃ .

១៧ . លក្ខខណ្ឌ ៃន្រទឹស្តីបទរ ៉ូលេលី [a,b] គឺ៖
f ជាបេ់លី [a,b],មានេដរេីវេលី (a,b), f (a) = f (b)ក . f ជាប់េលី (a,b), f (a) ̸= f (b)ខ .
f ′(a) = f ′(b)គ . f ′′(x) = 0ឃ .

១៨ . តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម (MVT) មាន c ∈ (a,b) ែដល f ′(c) េស្មី៖

0ក . f (b)− f (a)
b−a

ខ .
f (b)+ f (a)

2
គ . b−a

f (b)− f (a)
ឃ .

១៩ . លីមីត lim
x→0

sinx
x
េស្មី៖

0ក . 1ខ . +∞គ . មិនមានឃ .

២០ . លីមីត lim
x→0

ex −1
x

េស្មី៖
0ក . 1ខ . eគ . −1ឃ .

២១ . លីមីត lim
x→0

1− cosx
x2 េស្មី៖
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0ក . 1ខ .
1
2

គ . −1
2

ឃ .

២២ . លីមីត lim
x→+∞

lnx
x
េស្មី៖

0ក . 1ខ . +∞គ . eឃ .

២៣ . លីមីត lim
x→+∞

x2

ex េស្មី៖
+∞ក . 1ខ . 0គ . 2ឃ .

២៤ . លីមីត lim
x→0+

x lnx េស្មី៖
−∞ក . 0ខ . 1គ . −1ឃ .

២៥ . លីមីត lim
x→0

(1+ x)1/x េស្មី៖
1ក . 0ខ . eគ . +∞ឃ .

២៦ . ចតុេកាណែកងែដលមានបរមិា្រត P = 40 m េថរ មានៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុតកាលណាវាជា៖
កាេរ្៉រជ�ង 10 mក . ចតុេកាណែកងវមិា្រត 5 m×15 mខ .
កាេរ្៉រជ�ង 20 mគ . ចតុេកាណែកងវមិា្រត 8 m×12 mឃ .

២៧ . ផលបូកពីរចំនួនវជិ្ជមានេស្មី 20។ ផលគុណធំបំផុតៃនចំនួនទាងំពីរគឺ៖
96ក . 100ខ . 99គ . 105ឃ .

២៨ . របង្របែវង 100 m ព័ទ្ធដីចតុេកាណែកងជាប់ជញ្ជ ងំមា្ខ ង។ ៃផ្ទ្រកឡាអតិបរមាគឺ៖
625 m2ក . 1250 m2ខ .
2500 m2គ . 1000 m2ឃ .

២៩ . ្របអប់ចតុេកាណែកងបាតកាេរគ៉ា្ម នគ្រមបមានមាឌ V = 4000 cm3។ េដីម្បឱី្យៃផ្ទសរុបអប្បបរមា ្រជ�ងបាត្រត�វេស្មី៖
10 cmក . 20 cmខ . 15 cmគ . 30 cmឃ .

៣០ . ចតុេកាណែកងមួយចារកឹក្នុងរង្វង់កាំ R។ ៃផ្ទ្រកឡាអតិបរមាៃនចតុេកាណែកងគឺ៖
R2ក . 2R2ខ . 4R2គ . πR2ឃ .

៣១ . សីុឡាងំចារកឹក្នុងែស្វ៊រកាំ R មានមាឌអតិបរមាកាលណាកម្ពស់ h េស្មី៖
2R√

3
ក . R√

3
ខ .

R
√

2គ . R
2

ឃ .

៣២ . ចមា្ង យខ្លីបំផុតពីគល់ត្រម�យ (0,0) េទបនា្ទ ត់ y = 2x+5 គឺ៖
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5ក . √
5ខ .

√
5

5
គ . 2ឃ .

៣៣ . សមីការចលនារបស់ភាគល្អិតមួយគឺ s(t) = t3 −6t2 +9t (t ≥ 0)។ េល្ប�ន v(t) គឺ៖
3t2 −12t +9ក . 6t −12ខ . 3t2 −6t +9គ . t2 −12tឃ .

៣៤ . ភាគល្អិតខាងេលីឈប់េស្ង�ម (v(t) = 0) េនខណៈេពល៖
t = 1 និង t = 3ក . t = 0 និង t = 2ខ .
t = 2 ែតមួយគត់គ . t = 3 ែតមួយគត់ឃ .

៣៥ . សំទុះៃនភាគល្អិតខាងេលីេនខណៈ t = 2 គឺ៖
0ក . 6ខ . −6គ . 12ឃ .

៣៦ . ភាគល្អិតផា្ល ស់ទីស្ទុះេលឿន (Speeding Up) កាលណា៖
v(t) ·a(t)> 0ក . v(t) ·a(t)< 0ខ .
v(t) = 0គ . a(t)> 0ឃ .

៣៧ . ភាគល្អិតផា្ល ស់ទីយតឺ (Slowing Down) កាលណា៖
v(t) ·a(t)> 0ក . v(t) ·a(t)< 0ខ .
a(t) = 0គ . v(t)< 0ឃ .

៣៨ . េប៉ងេប៉ាងែស្វ៊រមួយមានមាឌេកីនក្នុងអ្រតា 100π cm3/s។ អ្រតាកំេណីនកាេំនេពល r = 5 cm គឺ៖
1 cm/sក . 2 cm/sខ . 0.5 cm/sគ . 4 cm/sឃ .

៣៩ . ជេណ្ដី រ្របែវង 5 m ែផ្អកជញ្ជ ងំ។ េជីងជេណ្ដី ររអិលេចញក្នុងេល្ប�ន 1 m/s។ េនេពលេជីងជេណ្ដី រេនចមា្ង យ 3 m ពី
ជញ្ជ ងំ ចុងខាងេលីរអិលចុះក្នុងេល្ប�ន៖

3
4
m/sក . 4

3
m/sខ .

1 m/sគ . 1
2
m/sឃ .

៤០ . តៃម្លអតិបរមាដាច់ខាតៃន f (x) = x3 −3x េលី [0,2] គឺ៖
0ក . 2ខ . −2គ . 4ឃ .

៤១ . តៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាតៃន f (x) = x3 −3x េលី [0,2] គឺ៖
0ក . −2ខ . 2គ . −1ឃ .

៤២ . អនុគមន៍ f (x) = x4 ្រតង់ចំណុច (0,0)ជា៖
ចំណុចរបត់ក . ចំណុចអប្បបរមាេធៀបខ . ចំណុចអតិបរមាេធៀបគ . គា្ម នបរមាឃ .

៤៣ . អនុគមន៍ f (x) = x3 ្រតង់ចំណុច (0,0)ជា៖
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ចំណុចរបត់ក . ចំណុចអប្បបរមាេធៀបខ . ចំណុចអតិបរមាេធៀបគ . កំពូលឃ .

៤៤ . ចំនួនតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ពហុធាដឺេ្រកទី ៣ អាចជា៖
0 ឬ 2ក . 1 ឬ 3ខ . 2 ជានិច្ចគ . 1 ជានិច្ចឃ .

៤៥ . េបី f ′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ R េនាះសមីការ f (x) = 0 អាចមានឫសពិតយ៉ាងេ្រចីន៖
1 ឫសក . 2 ឫសខ . 3 ឫសគ . គា្ម នឫសឃ .

៤៦ . បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់ៃន្រកាបមួយ៖
កាត់ែខ្សេកាងក . េនខាងេ្រកាមែខ្សេកាងជានិច្ចខ .
េនខាងេលីែខ្សេកាងជានិច្ចគ . មិនប៉ះែខ្សេកាងឃ .

៤៧ . លីមីត lim
x→0

e2x −1−2x
x2 េស្មី៖

1ក . 2ខ . 4គ . 0ឃ .

៤៨ . េបី f ′′(x)< 0 ្រគប់ x េនាះបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = f (x)ស្ថិតេន៖
ខាងេលី្រកាបជានិច្ចក . ខាងេ្រកាម្រកាបជានិច្ចខ .
កាត់្រកាបជានិច្ចគ . ្រសបនឹង្រកាបឃ .

៤៩ . អនុគមន៍ចំេណញ P(x) =−2x2 +80x−300 ទទួលបានចំេណញអតិបរមាេពល x េស្មី៖
10ក . 20ខ . 40គ . 30ឃ .

៥០ . តៃម្ល្របាក់ចំេណញអតិបរមាេនាះគឺ៖
300ក . 500ខ . 800គ . 600ឃ .
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លហំាត់អនុវត្តស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប (៥០ លហំាត់)

១ . កំណត់ចេនា្ល ះេកីន ចុះ និងរកចំណុចបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f (x) = x3 −3x2 +1។

២ . រកចំណុចបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ពហុធា f (x) = 3x4 −4x3 −12x2 +5។



៧ ចលនាក្នុងរូបវទិយ និងអ្រតាបែ្រមប្រម�ល្របទាក់្រកឡា

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នេ
ដរ
េីវ

63

៣ . សិក�អេថរភាព និងបរមាៃនអនុគមន៍សនិទាន f (x) =
x2 −4x+4

x−1
។

៤ . រកតៃម្លបរមាៃនអនុគមន៍ f (x) = x+
4
x
េលីចេនា្ល ះ (0,+∞)។
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៥ . រកចេនា្ល ះេកីន ចុះ ៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល f (x) = xe−x។

៦ . រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍េលាការតី f (x) =
lnx
x
ចំេពាះ x > 0។
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៧ . កំណត់តៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត f (x) = sinx+ cosx េលីចេនា្ល ះ [0,2π]។

៨ . រកតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត និងអប្បបរមាដាច់ខាតៃន f (x) = 2x3 −3x2 −12x+1 េលីចេនា្ល ះ [−2,3]។
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៩ . រកតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាដាច់ខាតៃន f (x) = x−2sinx េលីចេនា្ល ះ [0,π]។

១០ . កំណត់តៃម្លៃន a និង b េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x) = x3 +ax2 +bx+1 មានបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 និង x = 3។
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១១ . រកចេនា្ល ះេប៉ាង ចេនា្ល ះផត និងចំណុចរបត់ៃន្រកាប f (x) = x3 −6x2 +12x−5។

១២ . រកចំណុចរបត់ៃន្រកាបអនុគមន៍ដឺេ្រកទីបួន f (x) = x4 −6x2 +8x+10។
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១៣ . រកចេនា្ល ះេប៉ាង ផត ៃនអនុគមន៍ f (x) = 1
x2 +3

។

១៤ . បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f (x) = e−x2 (ែខ្សេកាងេហា្គ ស) មានចំណុចរបត់ចំនួនពីរ រចួរកកូអរេដាេនចំណុចទាងំពីរេនាះ។
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១៥ . រកចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង f (x) = x2 lnx ចំេពាះ x > 0។

១៦ . រកចេនា្ល ះេប៉ាង ចេនា្ល ះផត ៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត f (x) = sinx េលី [0,2π]។



70 េមេរៀនទី ២ អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នេ
ដរ
េីវ

១៧ . បងា្ហ ញថាែខ្សេកាងតាងអនុគមនដឺ៍េ្រកទីបី f (x) = ax3+bx2+cx+d (a ̸= 0) ែតងែតមានចំណុចរបតម់ួយជានិច្ច។

១៨ . កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យ្រកាប f (x) = x4 +mx3 +
3
2

x2 +1 ផតេឡងីេលី្រគប់ x ∈ R។
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១៩ . រកចំណុចរបត់ៃន្រកាប f (x) = 3
√

x−1។

២០ . បងា្ហ ញថា្រកាប f (x) =
x+1
x−1

គា្ម នចំណុចរបត់េឡយី។
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២១ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់្រទឹស្តីបទរ ៉ូលចំេពាះ f (x) = x2 −4x+3 េលីចេនា្ល ះ [1,3] រចួរកតៃម្ល c។

២២ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម (MVT) ចំេពាះ f (x) = x3 − x េលី [0,2] រចួរកតៃម្ល c។
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២៣ . គណនាលីមីតខាងេ្រកាមតាមវធិានឡូពីតាល់៖

lim
x→1

x5 −1
x3 −1

ក . lim
x→0

ex − e−x −2x
x− sinx

ខ .

២៤ . គណនាលីមីតរាង 0
0
ខាងេ្រកាម៖

lim
x→0

ln(1+ x)− x
x2

ក . lim
x→0

tanx− x
x− sinx

ខ .
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នេ
ដរ
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២៥ . គណនាលីមីតរាង ∞
∞
និងរាង 0 ·∞៖

lim
x→+∞

ln(x2 +1)
x

ក . lim
x→0+

x2 lnxខ .

២៦ . គណនាលីមីតរាងមិនកំណត់ ∞−∞៖ lim
x→0

(
1
x
− 1

sinx

)
។
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២៧ . គណនាលីមីតរាងស្វ័យគុណមិនកំណត់ 1∞ និង 1∞៖
lim

x→0+
(1+3x)1/xក . lim

x→0
(cosx)1/x2ខ .

២៨ . គណនាលីមីត lim
x→0+

xx េដាយបំែប្លងជារាងេលាការតី។
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េម
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នេ
ដរ
េីវ

២៩ . គណនាលីមីត lim
x→+∞

(
1+

2
x

)x

តាមវធិានឡូពីតាល់។

៣០ . កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត a និង b េដីម្បឱី្យ lim
x→0

sin(2x)+ax+bx3

x3 = 0។



៧ ចលនាក្នុងរូបវទិយ និងអ្រតាបែ្រមប្រម�ល្របទាក់្រកឡា
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៣១ . រកចំនួនវជិ្ជមានពីរែដលមានផលបូកេស្មី 30 េហយីផលគុណរបស់ពួកវាមានតៃម្លធំបំផុត។

៣២ . រកចំនួនវជិ្ជមានពីរែដលមានផលគុណេស្មី 64 េហយីផលបូករបស់ពួកវាមានតៃម្លតូចបំផុត។



78 េមេរៀនទី ២ អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ
េម
េរៀ
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្តន៍ៃ
នេ
ដរ
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៣៣ . បន្ទះែដកកាេរម៉ួយមាន្រជ�ង្របែវង 24 cm។ េគកាត់កាេរតូ៉ចៗប៉ុនគា្ន ពី្រជ�ងទាងំបួន រចួបត់ែគមេឡងីេលីេដីម្បីេធ្វីជា
្របអប់គា្ម នគ្រមបមួយ។ ចូរកំណត់្របែវង្រជ�ងកាេរតូ៉ចែដល្រត�វកាត់ េដីម្បឱី្យ្របអប់មានមាឌធំបំផុត។

៣៤ . កសិករមា្ន ក់ចង់ហុ៊មព័ទ្ធដីចតុេកាណែកងមួយមានៃផ្ទ្រកឡា 600 m2 េហយីែចកដីជាពីរប្លង់េស្មីគា្ន េដាយរបងខណ្ឌ
កណា្ត លមួយ្រសបនឹងទទឹង។ រកវមិា្រតដីេដីម្បឱី្យ្របែវងរបងសរុបមានក្រមិតអប្បបរមា។



៧ ចលនាក្នុងរូបវទិយ និងអ្រតាបែ្រមប្រម�ល្របទាក់្រកឡា
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៣៥ . រកវមិា្រតៃនចតុេកាណែកងែដលមានបរមិា្រត P = 80 cm េហយីមានៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុត។

៣៦ . េគចង់េធ្វីកំប៉ុងសីុឡាងំបិទជិតមួយមានមាឌ V = 1000π cm3។ ចូរកំណត់កាបំាត R និងកម្ពស់ h េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡា
សរុបៃនកំប៉ុងមានក្រមិតអប្បបរមា (សន្សសំំៃចែដកបំផុត)។



80 េមេរៀនទី ២ អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ
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េីវ

៣៧ . រកៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុតៃន្រតីេកាណែកងែដលមានអីុប៉ូេតនុស្របែវង a េថរ។

៣៨ . ចតុេកាណែកងមួយមានបាតស្ថិតេលីអ័ក្ស Ox េហយីកំពូលពីរេទៀតស្ថិតេនេលីប៉ារ៉ាបូល y = 12−x2។ រកៃផ្ទ្រកឡាធំ
បំផុតៃនចតុេកាណែកងេនាះ។
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៣៩ . រកចំណុចេនេលីប៉ារ៉ាបូល y = x2 ែដលេនជិតបំផុតេទនឹងចំណុច A(0,3)។

៤០ . សីុឡាងំបរវិត្តមួយចារកឹក្នុងែស្វ៊រកាំ R។ រកមាឌធំបំផុតៃនសីុឡាងំជាកេន�មៃន R។
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៤១ . េកានបរវិត្តមួយចារកឹេ្រកែស្វ៊រកាំ R។ រកកម្ពស់ៃនេកានេដីម្បឱី្យមាឌេកានមានក្រមិតអប្បបរមា។

៤២ . ្រក�មហុ៊នមួយលក់ទំនិញ x េ្រគឿងក្នុងមួយៃថ្ងេដាយមានៃថ្លេដីម C(x) = 2000+ 10x+ 0.1x2 និងតៃម្លលក់ p(x) =
50−0.1x។ កំណត់បរមិាណលក់ x េដីម្បទីទួលបាន្របាក់ចំេណញអតិបរមា។
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៤៣ . ភាគល្អិតមួយផា្ល ស់ទីេលីបនា្ទ ត់្រតង់តាមសមីការចលនា s(t) = t3 −9t2 +24t (គិតជា m,s)។
គណនាេល្ប�ន v(t) និងសំទុះ a(t) េនខណៈ t =
2 s

ក . កំណតខ់ណៈេពលណាខ្លះែដលភាគល្អិតឈបេ់ស្ង�ម
មួយរេំពច

ខ .

៤៤ . ចំេពាះភាគល្អិតខាងេលី ចូរកំណត់ចេនា្ល ះេពលែដលភាគល្អិតផា្ល ស់ទីស្ទុះេលឿន និងចេនា្ល ះេពលែដលផា្ល ស់ទីយតឺ។
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េីវ

៤៥ . ្រគាបក់ាេំភ្លីងមួយបាញ់េឡងីេលីតាមទិសឈរមានសមីការកម្ពស់ h(t) = 80t−5t2 (គិតជាm,s)។ រកកម្ពសខ់្ពសប់ំផុត
ែដល្រគាប់េទដល់ និងេល្ប�នេពលធា្ល ក់មកដល់ដីវញិ។

៤៦ . បាឡុងែស្វ៊រមួយកំពុងបូមខ្យល់ចូលេដាយអ្រតាកំេណីនមាឌ dV
dt

= 400π cm3/s។ គណនាអ្រតាកំេណីនៃនកាំ dr
dt

េនេពលកាំ r = 10 cm។
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េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នេ
ដរ
េីវ

85

៤៧ . ថ្មមួយដំុធា្ល ក់ចូលក្នុងទឹកស្ងប់ បេង្កីតជារង្វង់រលកែដលរកីធំេឡងីេដាយកាេំកីនក្នុងអ្រតា 30 cm/s។ រកអ្រតាកំេណីន
ៃនៃផ្ទ្រកឡារង្វង់រលកេនេពលកាំ r = 2 m។

៤៨ . ធុងទឹកមួយមានរាងេកានផា្ក បចុ់ះេ្រកាមកម្ពស់ 4 m និងកាមំាតខ់ាងេលី 2 m។ េគបង្ហូរទឹកចូលធុងក្នុងអ្រតា 2 m3/min។
រកអ្រតាកំេណីនៃនកម្ពស់ទឹកេនេពលជេ្រមទឹកេស្មី 3 m។
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៤៩ . ជេណ្ដី រ្របែវង 10 m ែផ្អកេលីជញ្ជ ងំឈរ្រតង់។ េជីងជេណ្ដី រ្រត�វបានទាញេចញពីជញ្ជ ងំក្នុងេល្ប�ន 2 m/s។ រកេល្ប�ន
ែដលចុងខាងេលីៃនជេណ្ដី ររអិលចុះេ្រកាម េនេពលេជីងជេណ្ដី រេនចមា្ង យ 6 m ពីជញ្ជ ងំ។

៥០ . កប៉ាល់ A េធ្វីដំេណីរេទទិសខាងលិចក្នុងេល្ប�ន 20 km/h េហយីកប៉ាល់ B េធ្វីដំេណីរេទទិសខាងេជីងក្នុងេល្ប�ន
15 km/h។កប៉ាលទ់ាងំពីរេចញដំេណីរពីចំណុចែតមួយ។ រកអ្រតាបែ្រមប្រម�លៃនចមា្ង យរវាងកប៉ាលទ់ាងំពីរេ្រកាយេពល
េចញដំេណីរបាន 2 h។



អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសកិ�អនុគមន៍អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសកិ�អនុគមន៍

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣

១ ឌីេផរង៉់ែស្យល និងការគណនាតៃម្ល្របែហល

១.១ និយមន័យឌីេផរង៉់ែស្យល

ឧបមាថា y = f (x)ជាអនុគមន៍មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះ I េហយី x ∈ I។

និយមន័យ ១ : ឌីេផរង៉់ែស្យលនិយមន័យ ១ : ឌីេផរង៉់ែស្យល

• ឌីេផរង៉់ែស្យលៃនអេថរឯករាជ្យ x៖ គឺ dx = ∆x។

• ឌីេផរង៉់ែស្យលៃនអនុគមន៍ y ្រតង់ x៖ គឺតាងេដាយ dy ឬ d f (x) េហយីកំណត់េដាយ៖
dy = f ′(x) ·∆x = f ′(x)dx

១.២ ការគណនាតៃម្ល្របែហលលេីនែអ៊រ (Linear Approximation)

កាលណា ∆x មានតៃម្លេកៀកនឹងសូន្យ (∆x → 0) េនាះកំេណីនៃនអនុគមន៍ ∆y មានតៃម្ល្របហាក្់របែហលនឹងឌីេផរង់៉ែស្យល
dy៖

∆y ≈ dy ⇐⇒ f (x0 +∆x)− f (x0)≈ f ′(x0)∆x

87
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ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

របូមន្តតៃម្ល្របែហល៖
f (x0 +∆x)≈ f (x0)+ f ′(x0)∆x

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖តាមនិយមន័យេដរេីវៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ចំណុច x0 េគមាន៖

f ′(x0) = lim
∆x→0

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x
= lim

∆x→0

∆y
∆x

តាមនិយមន័យលីមីត កាលណា ∆x → 0 ផលេធៀប ∆y
∆x
ខុសគា្ន ពី f ′(x0) េដាយបរមិាណអនន្តតូច α(∆x) មួយ

េពាលគឺ៖
∆y
∆x

= f ′(x0)+α(∆x) ែដល lim
∆x→0

α(∆x) = 0

គុណអង្គទាងំពីរនឹង ∆x េគបានកំេណីនៃនអនុគមន៍៖
∆y = f (x0 +∆x)− f (x0) = f ′(x0)∆x+α(∆x)∆x

េដាយសារឌីេផរង់៉ែស្យលគឺ dy = f ′(x0)∆x េនាះ ∆y = dy+α(∆x)∆x។ េនេពល ∆x មានតៃម្លតូចបំផុតេកៀកនឹង
សូន្យ (∆x → 0) េនាះផលគុណ α(∆x)∆x ជាអនន្តតូចលំដាប់ខ្ពស់េធៀបនឹង ∆x ែដលមានតៃម្លតូចេស្ទីរែតេស្មីសូន្យ
អាចេចាលបាន។ នាឱំ្យេគបានតៃម្ល្របែហល ∆y ≈ dy៖

f (x0 +∆x)− f (x0)≈ f ′(x0)∆x ⇐⇒ f (x0 +∆x)≈ f (x0)+ f ′(x0)∆x ■

P(x0, f (x0))

Q

R

x0

x0 +∆x

∆x = dx

dy
∆y

x

y

របូភាពបក្រសាយ៖ ឌីេផរង៉់ែស្យល dy និងកំេណើ នពិត ∆y

១.៣ កំហុសលេម្អ�ងេធៀប និងភាគរយ (Relative & Percentage
Errors)

េបី x ្រត�វបានវាស់ែវងេដាយមានកំហុសអតិបរមា dx (ឬ ∆x) េនាះ៖

• កំហុសដាច់ខាត (Absolute Error)៖ |∆y| ≈ |dy|= | f ′(x)dx|
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• កំហុសេធៀប (Relative Error)៖ |∆y|
|y|

≈ |dy|
|y|

=
| f ′(x)dx|
| f (x)|

• កំហុសជាភាគរយ (Percentage Error)៖ |dy|
|y|

×100%

លហំាត់គំរ ូ ១

េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន √
26 និង 3

√
28។

ចេម្លើយ:

ក . ចំេពាះ √
26៖ តាង f (x) =

√
x =⇒ f ′(x) =

1
2
√

x
។ េ្រជីសេរសី x0 = 25 និង ∆x = 1 (26 = 25+ 1)។ េគបាន

f (25) =
√

25 = 5 និង f ′(25) =
1

2
√

25
=

1
10

= 0.1។ តាមរូបមន្ត៖
√

26 = f (25+1)≈ f (25)+ f ′(25) · (1) = 5+0.1(1) = 5.1

ខ . ចំេពាះ 3
√

28៖ តាង f (x) = 3
√

x = x1/3 =⇒ f ′(x) =
1

3 3√x2
។ េ្រជីសេរសី x0 = 27 និង ∆x = 1 (28 = 27+1)។ េគ

បាន f (27) = 3
√

27 = 3 និង f ′(27) =
1

3 3√272
=

1
3×9

=
1

27
≈ 0.037។ តាមរូបមន្ត៖

3
√

28 ≈ 3+
1

27
≈ 3.037

២ វិសមភាពកំេណើ នមានកំណត់ (Finite Increment
Inequality)

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េបីអនុគមន៍ f ជាប់េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b] មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីក (a,b) េហយីមានពីរចំនួនពិត m និង M ែដល
m ≤ f ′(x)≤ M ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (a,b) េនាះ៖

m(b−a)≤ f (b)− f (a)≤ M(b−a)

ជាពិេសស េបី្រគប់ x ∈ (a,b), | f ′(x)| ≤ M េនាះ | f (b)− f (a)| ≤ M|b−a|។
ស្រមាយបញ្ជ ក់៖ េដាយសារអនុគមន៍ f ជាបេ់លី [a,b] និងមានេដរេីវេលី (a,b)តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម (MVT)
មានចំនួនពិត c ∈ (a,b) មួយែដល៖

f (b)− f (a)
b−a

= f ′(c) ⇐⇒ f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a)

តាមប្រមាប់ m ≤ f ′(x)≤ M ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (a,b) េហតុេនះវសិមភាពេនះកពិ៏តចំេពាះ x = c ∈ (a,b) ែដរ េពាល
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គឺ៖
m ≤ f ′(c)≤ M

េដាយសារ a < b =⇒ b−a > 0 គុណអង្គទាងំបីៃនវសិមភាពនឹង (b−a) (សញញ វសិមភាពមិនែ្រប្រប�ល) េគបាន៖
m(b−a)≤ f ′(c)(b−a)≤ M(b−a)

ជំនួស f ′(c)(b−a) = f (b)− f (a) ចូល េគទាញបានវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់៖
m(b−a)≤ f (b)− f (a)≤ M(b−a)

ចំេពាះករណីពិេសស៖ េបី | f ′(x)| ≤ M ⇐⇒ −M ≤ f ′(x)≤ M េនាះតាមលទ្ធផលខាងេលី៖
−M(b−a)≤ f (b)− f (a)≤ M(b−a) ⇐⇒ | f (b)− f (a)| ≤ M|b−a| ■

ជ្រមាល m

ជ្រមាល M

y = f (x)

A(a, f (a))

B(b, f (b))

a

b

x

y

របូភាពបក្រសាយ៖ វិសមភាពកំេណើ នមានកំណត់ក្នងុតំបន់្រពំែដនជ្រមាល

លហំាត់គំរ ូ ២

បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x > 0 េគបាន sinx ≤ x និង x
1+ x

≤ ln(1+ x)≤ x។

ចេម្លើយ:

ក . ពិនិត្យអនុគមន៍ f (t) = sin t េលី [0,x] (x > 0)។ អនុគមន៍ f ជាប់េលី [0,x] និងមានេដរេីវ f ′(t) = cos t។ េដាយ
cos t ≤ 1 ្រគប់ t េនាះតាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់៖

f (x)− f (0)≤ 1 · (x−0) ⇐⇒ sinx−0 ≤ x ⇐⇒ sinx ≤ x

ខ . ពិនិត្យ g(t) = ln(1+ t) េលី [0,x] (x > 0)។ េដរេីវគឺ g′(t) = 1
1+ t

។ ចំេពាះ្រគប់ t ∈ [0,x] េគបាន 0 ≤ t ≤ x ⇐⇒

1 ≤ 1+ t ≤ 1+ x ⇐⇒ 1
1+ x

≤ g′(t)≤ 1។ តាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់៖

1
1+ x

(x−0)≤ g(x)−g(0)≤ 1(x−0) ⇐⇒ x
1+ x

≤ ln(1+ x)≤ x
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៣ អនុវត្តន៍ក្នងុេសដ្ឋកិច្ច និងពាណិជ្ជកម្ម

ក្នុងការវភិាគេសដ្ឋកិច្ច េដរេីវ្រត�វបានេ្របី្របាសយ៉់ាងទូលំទូលាយេដីម្បគីណនាតៃម្ល «ម៉ាជីណល (Marginal)» ែដលតំណាង
ឱ្យអ្រតាបែ្រមប្រម�លៃនៃថ្លេដីម ចំណូល ឬ្របាក់ចំេណញ េធៀបនឹងបរមិាណផលិតផល x។

៣.១ ទស្សនទាន្រគឹះៃនពាក្យ «ម៉ាជីណល (Marginal)»

ក្នុងេសដ្ឋកិច្ចវទិយ ពាក្យថា «ម៉ាជីណល (Marginal)»សំេដេលី «ការបែន្ថម ១ ឯកតាេទៀត»៖

• ក្នុងជីវតិជាក់ែស្ដង បរមិាណផលិតផល x ្រត�វបានផលិតជាចំនួនគត់ (x ∈ N ដូចជា 1,2,3, . . . េ្រគឿង)។

• ្របសិនេបី្រក�មហុ៊នផលិតបាន x េ្រគឿងរចួេហយី េហយីចង់ផលិតបែន្ថម ១ េ្រគឿងេទៀត (គេឺ្រគឿងទី x+1) េនាះ
ការែ្រប្រប�លៃថ្លេដីមពិត្របាកដគឺ៖

∆C =C(x+1)−C(x)

• តាមរូបមន្តតៃម្ល្របែហលៃនឌីេផរង់៉ែស្យល កាលណា ∆x = 1 (តូចេធៀបនឹងផលិតផលសរុបរាប់រយរាប់ពាន់េ្រគឿង)
េគបាន៖

∆C ≈ dC =C′(x)∆x =C′(x) ·1 =C′(x)

េសចក្តីសន្និដា្ឋ នសខំាន់

តៃម្លេដរេីវ C′(x0) គឺជាការប៉ាន់សា្ម នដ៏ល្អបំផុត និងរហ័សបំផុតៃនៃថ្លេដីមក្នុងការផលិតទំនិញ ១ ឯកតាបែន្ថមេទៀត
(គឺឯកតាទី x0 +1)។ ដូចគា្ន ែដរ ចំេពាះចំណូលម៉ាជីណល R′(x0) និង្របាក់ចំេណញម៉ាជីណល P′(x0)។

៣.២ និយមន័យអនុគមន៍េសដ្ឋកិច្ច្រគឹះ

• អនុគមន៍ៃថ្លេដើមសរបុ C(x) (Total Cost)៖ ជា្របាក់ចំណាយសរុបេដីម្បីផលិតទំនិញចំនួន x ឯកតា។
ជាទូេទ វាផ្សេំឡងីពីពីរែផ្នក៖

C(x) = FC+VC(x)

ែដល FC = C(0) ជាៃថ្លេដីមេថរ (Fixed Cost ដូចជា ៃថ្លជួលទីតាងំ ៃថ្លម៉ាសីុន) និង VC(x) ជាៃថ្លេដីមែ្រប្រប�ល
(Variable Cost ដូចជា ៃថ្លវត្ថុធាតុេដីម ពលកម្ម)។
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• អនុគមន៍ៃថ្លេដើមម៉ាជីណល C′(x) (Marginal Cost)៖ ជាអ្រតាបែ្រមប្រម�លៃនៃថ្លេដីមេធៀបនឹងបរមិាណ
ផលិតផល x។ តៃម្ល C′(x0)ជាការប៉ាន់សា្ម នៃនៃថ្លេដីមផលិតទំនិញឯកតាទី (x0 +1)។

• អនុគមន៍ៃថ្លេដើមមធ្យម C(x) (Average Cost)៖ជាៃថ្លេដីមជាមធ្យមក្នុងមួយឯកតា៖

C(x) =
C(x)

x

ៃថ្លេដីមមធ្យមមានក្រមិតអប្បបរមា្រតង់ចំណុចែដល C′(x) =C(x) (ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល េស្មី ៃថ្លេដីមមធ្យម)។

• អនុគមន៍ចំណូលសរបុ R(x) (Total Revenue)៖ជា្របាក់ចំណូលសរុបពីការលក់ទំនិញ x ឯកតា៖
R(x) = x · p(x)

ែដល p(x)ជាៃថ្លលក់ក្នុងមួយឯកតា (េហថា អនុគមន៍ត្រម�វការ Demand Function)។

• អនុគមន៍ចំណូលម៉ាជីណល R′(x) (Marginal Revenue)៖ ជាការប៉ាន់សា្ម ន្របាក់ចំណូលបែន្ថមែដល
ទទួលបានពីការលក់ទំនិញឯកតាទី (x0 +1)៖

R(x0 +1)−R(x0)≈ R′(x0)

• អនុគមន៍្របាក់ចំេណញ P(x) (Profit)៖
P(x) = R(x)−C(x)

្របាក់ចំេណញទទួលបានអតិបរមាកាលណា P′(x) = 0 ⇐⇒ R′(x) =C′(x) (ចំណូលម៉ាជីណល េស្មី ៃថ្លេដីមម៉ាជី
ណល) និង P′′(x)< 0។

៣.៣ ការបក្រសាយលម្អិតេលើ្រទឹស្ដសីខំាន់ៗ

១. េហតុអ្វីៃថ្លេដើមមធ្យម C(x) អប្បបរមា្រតង់ C′(x) =C(x)?

• ស្រមាយបញ្ជ ក់តាមគណិតវិទយ៖តាមរូបមន្តេដរេីវផលែចក េគបាន៖

C′
(x) =

(
C(x)

x

)′
=

C′(x) · x−C(x) ·1
x2 =

C′(x)− C(x)
x

x
=

C′(x)−C(x)
x

េដីម្បឱី្យ C(x)មានបរមា (អប្បបរមា) េគ្រត�វឱ្យ C′
(x) = 0 នាឱំ្យ៖

C′(x)−C(x) = 0 ⇐⇒ C′(x) =C(x)

• ន័យវិចារណញាណេសដ្ឋកិច្ច (Economic Intuition)៖
– ្របសិនេបី C′(x)<C(x) (ផលិតផលថ្មចីំណាយតិចជាងមធ្យម) =⇒ ៃថ្លេដីមមធ្យមនឹងធា្ល ក់ចុះ (C(x) ចុះ)។
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– ្របសិនេបី C′(x) > C(x) (ផលិតផលថ្មីចំណាយេ្រចីនជាងមធ្យម) =⇒ ៃថ្លេដីមមធ្យមនឹងេកីនេឡងី (C(x)
េកីន)។

– ដូចេនះ ៃថ្លេដីមមធ្យមធា្ល ក់ដល់ក្រមិតទាបបំផុត (អប្បបរមា) ចំេពលែដល C′(x) =C(x)។

២. ន័យេសដ្ឋកិច្ចៃនលក្ខខណ្ឌ ចំេណញអតិបរមា R′(x) =C′(x)

• ្របសិនេបី R′(x) > C′(x) ៖ ការលក់ ១ េ្រគឿងេទៀតបានចំណូលេ្រចីនជាងៃថ្លេដីមផលិត =⇒ ្រក�មហុ៊នគួរែតបន្ត
ផលិតបែន្ថមេដីម្បបីេង្កីន្របាក់ចំេណញ។

• ្របសិនេបី R′(x) < C′(x) ៖ ការផលិត ១ េ្រគឿងេទៀតចំណាយៃថ្លេដីមេលីស្របាក់ចំណូល =⇒ េ្រគឿងេនាះនាឱំ្យ
ខាត ្រក�មហុ៊ន្រត�វកាត់បន្ថយការផលិត។

• ដូចេនះ ្របាក់ចំេណញេកីនេឡងីដល់ក្រមិតខ្ពស់បំផុត (អតិបរមា) េន្រតង់ចំណុចតុល្យភាព R′(x) =C′(x)។

លហំាត់គំរ ូ ៣

[េ្របៀបេធៀបៃថ្លេដីមពិត និងៃថ្លេដីមម៉ាជីណល] ្រក�មហុ៊នមួយមានអនុគមន៍ៃថ្លេដីមសរុប C(x) = 500+ 10x + 0.05x2

(គិតជាដុលា្ល រ)។

ក . រកអនុគមន៍ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល C′(x)។

ខ . េបីបច្ចុប្បន្នផលិតបាន x = 100 េ្រគឿង ចូរេ្របីៃថ្លេដីមម៉ាជីណលេដីម្បប៉ីាន់សា្ម នៃថ្លេដីមក្នុងការផលិតេ្រគឿងទី 101។

គ . គណនាៃថ្លេដីមពិត្របាកដក្នុងការផលិតេ្រគឿងទី 101 រចួេ្របៀបេធៀបលទ្ធផលទាងំពីរ។

ចេម្លើយ:

ក . អនុគមន៍ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល៖ C′(x) = (500+10x+0.05x2)′ = 10+0.1x។

ខ . ការប៉ាន់សា្ម នៃថ្លេដីមៃនេ្រគឿងទី 101 តាមេដរេីវ (្រតង់ x = 100)៖
C′(100) = 10+0.1(100) = 10+10 = $20

ដូេច្នះ ការផលិតេ្រគឿងទី 101 ចំណាយ្របែហល $20។

គ . ៃថ្លេដីមពិត្របាកដក្នុងការផលិតេ្រគឿងទី 101៖

• ៃថ្លេដីមផលិត 100 េ្រគឿង៖ C(100) = 500+10(100)+0.05(100)2 = 500+1000+500 = $2000។
• ៃថ្លេដីមផលិត 101 េ្រគឿង៖ C(101) = 500+10(101)+0.05(101)2 = 500+1010+510.05 = $2020.05។
• ៃថ្លេដីមពិតៃនេ្រគឿងទី 101 គឺ៖

∆C =C(101)−C(100) = 2020.05−2000 = $20.05
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ការេ្របៀបេធៀប៖ តៃម្លពិត្របាកដគឺ $20.05 រឯីតៃម្លប៉ាន់សា្ម នតាមេដរេីវគឺ $20.00 េដាយមានកំហុសខុសគា្ន ្រតឹមែត
$0.05 (០.២៥%) ប៉ុេណា្ណ ះ។ េនះបងា្ហ ញថា ៃថ្លេដីមម៉ាជីណលផ្តល់នូវការប៉ាន់សា្ម នយ៉ាងរហ័ស និងសុ្រកឹតខ្ពស់។

លហំាត់គំរ ូ ៤

[ការរក្របាក់ចំេណញអតិបរមា] េរាងច្រកមួយចំណាយ្របាកស់រុបក្នុងការផលិតទំនិញ x េ្រគឿងតាមសមីការC(x) = 1000+

20x+0.1x2 (ពាន់េរៀល) េហយីលក់េចញវញិក្នុងតៃម្លមួយេ្រគឿង p(x) = 80−0.1x (ពាន់េរៀល)។

ក . កំណត់អនុគមន៍ចំណូល R(x) និងអនុគមន៍្របាក់ចំេណញ P(x)។

ខ . កំណត់បរមិាណទំនិញ x ែដល្រត�វផលិតេដីម្បឱី្យ្របាក់ចំេណញទទួលបានអតិបរមា។

ចេម្លើយ:
ក . ចំណូលសរុប៖ R(x) = x · p(x) = x(80− 0.1x) = 80x− 0.1x2។ ្របាក់ចំេណញ៖ P(x) = R(x)−C(x) = (80x−

0.1x2)− (1000+20x+0.1x2) =−0.2x2 +60x−1000។

ខ . េដរេីវទីមួយៃន្របាក់ចំេណញ៖ P′(x) = −0.4x+ 60។ ឱ្យ P′(x) = 0 ⇐⇒ −0.4x+ 60 = 0 =⇒ x =
60
0.4

= 150

េ្រគឿង។ េដរេីវទីពីរ៖ P′′(x) =−0.4< 0 =⇒ ្របាក់ចំេណញទទួលបានអតិបរមា្រតង់ x = 150 េ្រគឿង។ ្របាក់ចំេណញ
អតិបរមាេនាះគឺ P(150) =−0.2(150)2+60(150)−1000=−4500+9000−1000= 3500ពានេ់រៀល (៣.៥លាន
េរៀល)។
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៤ អាសុមីតូតៃនែខ្សេកាង និងចំណុចឆ្លុះ

៤.១ អាសុមីតូតឈរ អាសុមីតូតេដក និងអាសុមីតូតេ្រទត

• អាសុីមតូតឈរ (Vertical Asymptote)៖ បនា្ទ ត់ x = x0 ជាអាសុីមតូតឈរៃន្រកាប y = f (x) កាលណា
lim

x→x+0
f (x) =±∞ ឬ lim

x→x−0
f (x) =±∞។

• អាសុមីតតូេដក (Horizontal Asymptote)៖ បនា្ទ ត់ y = y0 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប y = f (x)កាលណា
lim

x→+∞
f (x) = y0 ឬ lim

x→−∞
f (x) = y0។

• អាសុមីតតូេ្រទត (Oblique / Slant Asymptote)៖ បនា្ទ ត់ (d) : y = ax+b (a ̸= 0) ជាអាសីុមតូតេ្រទត
ៃន្រកាប y = f (x)កាលណា lim

x→±∞
[ f (x)− (ax+b)] = 0។

៤.២ ផ្ចិតឆ្លុះ និងអ័ក្សឆ្លុះៃនែខ្សេកាង

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

• ផ្ចិតឆ្លុះ៖ ចំណុច I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) : y = f (x) លុះ្រតាែតចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន 2a−x ∈ D

និង៖
f (2a− x)+ f (x) = 2b

(ចំេពាះអនុគមន៍សនិទាន y =
ax+b
cx+d

ផ្ចិតឆ្លុះជាចំណុច្របសព្វៃនអាសីុមតូតទាងំពីរ I
(
−d

c
,
a
c

)
)។

• អ័ក្សឆ្លុះ៖ បនា្ទ ត់ ∆ : x= aជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) : y= f (x) លុះ្រតាែតចំេពាះ្រគប់ x∈D េគបាន 2a−x∈D

និង៖
f (2a− x) = f (x)

ស្រមាយបញ្ជ ក់៖
• ១. ចំេពាះផ្ចិតឆ្លុះ I(a,b)៖យកចំណុច M(x,y) ∈ (C) ⇐⇒ y = f (x)។ តាង M′(x′,y′)ជាចំណុចឆ្លុះៃន

M េធៀបនឹងផ្ចិត I(a,b)។ េនាះ I ជាចំណុចកណា្ត លៃនអង្កត់ [MM′]៖
x+ x′

2
= a

y+ y′

2
= b

⇐⇒

{
x′ = 2a− x
y′ = 2b− y
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ចំណុច I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) លុះ្រតាែត្រគប់ M(x,y) ∈ (C)នាឱំ្យចំណុចឆ្លុះ M′(x′,y′) ∈ (C) ែដរ៖

y′ = f (x′) ⇐⇒ 2b− y = f (2a− x) ⇐⇒ 2b− f (x) = f (2a− x)

⇐⇒ f (2a− x)+ f (x) = 2b ្រគប់ x ∈ D

• ២. ចំេពាះអ័ក្សឆ្លុះ ∆ : x = a៖យកចំណុច M(x,y)∈ (C) ⇐⇒ y = f (x)។ តាង M′(x′,y′)ជាចំណុចឆ្លុះ
ៃន M េធៀបនឹងបនា្ទ តឈ់រ x = a។ េដាយបនា្ទ តឆ់្លុះឈរ កូអរេដាេន y មិនែ្រប្រប�ល (y′ = y) េហយីអាប់សីុស
a ជាចំណុចកណា្ត លរវាង x និង x′៖

x+ x′

2
= a =⇒ x′ = 2a− x និង y′ = y

បនា្ទ ត់ x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន (C) លុះ្រតាែត្រគប់ M(x,y) ∈ (C)នាឱំ្យ M′(x′,y′) ∈ (C) ែដរ៖

y′ = f (x′) ⇐⇒ y = f (2a− x) ⇐⇒ f (2a− x) = f (x) ្រគប់ x ∈ D ■

I(a,b)

M(x,y)

M′

x

y

ផ្ចិតឆ្លុះ I(a,b) (IM = IM′)

∆ : x = a

MM′

x

y

អ័ក្សឆ្លុះ x = a
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េដីម្បសិីក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍មួយ េគអនុវត្តតាម ៤ ជំហានជា្របព័ន្ធ៖

១ . ែដនកំណត់៖ រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍។

២ . ទិសេដអេថរភាព៖ - គណនាេដរេីវទីមួយ f ′(x) រចួរកឫស f ′(x) = 0។ - សិក�សញញ ៃន f ′(x) រចួសន្និដា្ឋ នពី
ចេនា្ល ះេកីន ចុះ និងចំណុចបរមាេធៀប។ - គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ និងទាញរកសមីការអាសីុមតូត (ឈរ,
េដក, េ្រទត)។ - េរៀបចំតារាងអេថរភាព ឱ្យបានចបស់លាស់។

៣ . ចំណុចពិេសស និងចំណុចរបត់៖ - រកចំណុច្របសព្វជាមួយអ័ក្សកូអរេដាេន (Ox : y = 0, Oy : x = 0)។ - រក
េដរេីវទីពីរ f ′′(x) រកចំណុចរបត់ និងផ្ចិតឆ្លុះ (េបីមាន)។

៤ . សង់្រកាប៖ គូស្របព័ន្ធអ័ក្សកូអរេដាេន េដចំណុចបរមា ចំណុចរបត់ គូសបនា្ទ ត់អាសីុមតូត រចួគូសែខ្សេកាងឱ្យ
រលូន។
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លហំាត់គំរ ូ ៥

[ការសិក�អនុគមន៍សនិទាន] សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = 2x−1
x−1

។

ចេម្លើយ:

១ . ែដនកំណត់៖ D = R\{1}= (−∞,1)∪ (1,+∞)។

២ . ទិសេដអេថរភាព៖ - េដរេីវ៖ f ′(x) =
2(x−1)−1(2x−1)

(x−1)2 =
2x−2−2x+1

(x−1)2 =
−1

(x−1)2 < 0 ្រគប់ x ≠ 1។
នាឱំ្យ f ជាអនុគមនចុ៍ះដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះ (−∞,1) និង (1,+∞)។ អនុគមនគ៍ា្ម នបរមាេធៀបេឡយី។ - លីមីត និងអា
សីុមតូត៖ lim

x→±∞
f (x) = lim

x→±∞

2x
x

= 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក។ lim
x→1−

f (x) =
1

0−
=−∞ និង lim

x→1+
f (x) =

1
0+

=+∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ។ - តារាងអេថរភាព៖

x −∞ 1 1 +∞
f ′(x) − −
f (x) 2 ↘ −∞ +∞ ↘ 2

៣ . ចំណុច្របសព្វ និងផ្ចិតឆ្លុះ៖ - ្របសព្វអ័ក្ស Oy (x = 0)៖ y = f (0) =
−1
−1

= 1 =⇒ (0,1)។ - ្របសព្វអ័ក្ស Ox

(y = 0)៖ 2x−1 = 0 =⇒ x =
1
2

=⇒
(

1
2
,0
)
។ - ផ្ចិតឆ្លុះ៖ ជាចំណុច្របសព្វៃនអាសីុមតូតទាងំពីរ I(1,2)។

−4 −2 1 2 4 6

−4

−2

2

4

6

x = 1 (អាសីុមតូតឈរ)

y = 2 (អាសីុមតូតេដក)

I(1,2) ផ្ចិតឆ្លុះ(0,1)

( 1
2 ,0)

x

y

្រកាបអនុគមន៍សនិទាន f (x) =
2x−1
x−1

និងអាសីុមតូត
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វិញញ សាពហុេ្រជើសេរ ើស៖ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសកិ�អនុគមន៍ (៥០
លហំាត់)

១ . រូបមន្តឌីេផរង់៉ែស្យល dy ៃនអនុគមន៍ y = f (x) គឺ៖
dy = f ′(x)dxក . dy = f (x)dxខ .
dy = f ′(x)∆yគ . dy = ∆xឃ .

២ . េបី y = x3 េនាះ dy េស្មី៖
3x2ក . 3x2dxខ . x3dxគ . dxឃ .

៣ . ក្នុងឌីេផរង់៉ែស្យល កំេណីន ∆x េស្មីនឹង៖
∆yក . dyខ . dxគ . 0ឃ .

៤ . រូបមន្តតៃម្ល្របែហលលីេនែអ៊រ f (x0 +∆x)≈ ៖
f (x0) · f ′(x0)ក . f (x0)− f ′(x0)∆xខ .
f ′(x0)∆xគ . f (x0)+ f ′(x0)∆xឃ .

៥ . តៃម្ល្របែហលៃន √
26 (យក x0 = 25,∆x = 1) គឺ៖

5.1ក . 5.01ខ . 5.05គ . 5.2ឃ .

៦ . តៃម្ល្របែហលៃន 3
√

28 (យក x0 = 27,∆x = 1) គឺ៖
3.1ក . 3.037ខ . 3.01គ . 3.05ឃ .

៧ . កំហុសលេម្អ�ងេធៀប (Relative error) ៃន y គឺ៖
dyក . dy · yខ .
dy
y

គ . y
dy

ឃ .

៨ . កំហុសលេម្អ�ងជាភាគរយៃន y គឺ៖
dy×100%ក . dyខ .
y

dy
×100%គ . dy

y
×100%ឃ .

៩ . េបី y = sinx េនាះ dy េស្មី៖
cosxdxក . −cosxdxខ . sinxdxគ . dxឃ .

១០ . េបី y = cosx េនាះ dy េស្មី៖
sinxdxក . −sinxdxខ . −cosxdxគ . cosxdxឃ .

១១ . េបី y = e2x េនាះ dy េស្មី៖
e2xdxក . 2xe2xdxខ . 2e2xdxគ . 4e2xdxឃ .

១២ . េបី y = lnx េនាះ dy េស្មី៖
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xdxក . 1
x2 dxខ .

exdxគ . 1
x

dxឃ .

១៣ . េបី m ≤ f ′(x)≤ M ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះ៖
m(b−a)≤ f (b)− f (a)≤ M(b−a)ក . m ≤ f (b)− f (a)≤ Mខ .
f (b)− f (a) = M−mគ . f (b)≤ f (a)ឃ .

១៤ . ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េគបានវសិមភាព៖
sinx ≥ xក . sinx ≤ xខ . cosx ≥ 1គ . tanx ≤ xឃ .

១៥ . វសិមភាព |sinx| ≤ |x| ពិតចំេពាះ៖
x ≥ 0 ប៉ុេណា្ណ ះក . x ≤ 0 ប៉ុេណា្ណ ះខ .
្រគប់ x ∈ Rគ . x = 0 មួយគត់ឃ .

១៦ . វសិមភាព ex ≥ 1+ x ពិតចំេពាះ៖
x > 0 ប៉ុេណា្ណ ះក . x < 0 ប៉ុេណា្ណ ះខ .
គា្ម ន x ណាពិតគ . ្រគប់ x ∈ Rឃ .

១៧ . អនុគមន៍ៃថ្លេដីមម៉ាជីណលគឺ៖
C′(x)ក . C(x)ខ .
C(x)

x
គ . C′′(x)ឃ .

១៨ . អនុគមន៍ៃថ្លេដីមមធ្យម C(x) កំណត់េដាយ៖

C′(x)ក . C(x)
x

ខ .
C(x) · xគ . x

C(x)
ឃ .

១៩ . ៃថ្លេដីមមធ្យមអប្បបរមាេកីតេឡងី្រតង់ចំណុចែដល៖
C′(x) = 0ក . C(x) = 0ខ .
C′(x) =C(x)គ . C(x) = 0ឃ .

២០ . អនុគមន៍ចំណូលម៉ាជីណលគឺ៖

R(x)ក . R(x)
x

ខ .
P′(x)គ . R′(x)ឃ .

២១ . អនុគមន៍ចំណូលសរុប R(x) េស្មី៖

x · p(x)ក . p(x)
x

ខ .
p′(x)គ . C(x)+P(x)ឃ .
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២២ . អនុគមន៍្របាក់ចំេណញ P(x) េស្មី៖
C(x)−R(x)ក . R(x)−C(x)ខ . R(x)+C(x)គ . R′(x)−C′(x)ឃ .

២៣ . ្របាក់ចំេណញទទួលបានអតិបរមាកាលណា៖
R(x) =C(x)ក . R′(x) = 0ខ . R′(x) =C′(x)គ . C′(x) = 0ឃ .

២៤ . ចំណុចរចួខ្លួន (Break-even Point) េកីតេឡងីេពល៖
R′(x) =C′(x)ក . P(x)> 0ខ . C(x) = 0គ . R(x) =C(x)ឃ .

២៥ . ៃថ្លេដីមៃនការផលិតទំនិញេ្រគឿងទី (n+1) ប៉ាន់សា្ម នេដាយ៖
C′(n)ក . C(n+1)ខ . C(n)គ . C(n)ឃ .

២៦ . បនា្ទ ត់ x = x0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប y = f (x)កាលណា៖
lim

x→±∞
f (x) = x0ក . lim

x→x0
f (x) =±∞ខ .

f (x0) = 0គ . f ′(x0) = 0ឃ .

២៧ . ្រកាបៃន f (x) =
2x+1
x−3

មានអាសីុមតូតឈរគឺ៖
x =−3ក . y = 2ខ . x = 3គ . y = 3ឃ .

២៨ . បនា្ទ ត់ y = y0 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប y = f (x)កាលណា៖
lim

x→y0
f (x) =±∞ក . f (0) = y0ខ .

f ′(y0) = 0គ . lim
x→±∞

f (x) = y0ឃ .

២៩ . ្រកាបៃន f (x) =
3x−5
2x+1

មានអាសីុមតូតេដកគឺ៖

y =
3
2

ក . y = 3ខ .

x =−1
2

គ . y =−5ឃ .

៣០ . បនា្ទ ត់ y = ax+b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប y = f (x)កាលណា៖

lim
x→±∞

f (x)
ax+b

= 0ក . lim
x→±∞

[ f (x)− (ax+b)] = 0ខ .
f (x) = ax+bគ . f ′(x) = aឃ .

៣១ . ្រកាបៃន f (x) =
x2 +2x−1

x−1
= x+3+

2
x−1

មានអាសីុមតូតេ្រទតគឺ៖
y = x−1ក . y = 2xខ . y = x+3គ . y = xឃ .

៣២ . អនុគមន៍សនិទាន P(x)
Q(x)

មានអាសីុមតូតេ្រទតកាលណា៖

ដឺេ្រកៃន P(x) េស្មីដឺេ្រកៃន Q(x)ក . ដឺេ្រកៃន P(x) ធំជាងដឺេ្រកៃន Q(x) ចំនួន ១ខ .
ដឺេ្រកៃន P(x) តូចជាងដឺេ្រកៃន Q(x)គ . ដឺេ្រកៃន P(x) ធំជាងដឺេ្រកៃន Q(x) ចំនួន ២ឃ .
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៣៣ . ចំណុច I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប y = f (x) លុះ្រតាែត៖
f (2a− x)+ f (x) = 2bក . f (2a− x) = f (x)ខ .
f (a− x) = f (a+ x)គ . f (x) =− f (−x)ឃ .

៣៤ . ផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាបអនុគមន៍ y =
ax+b
cx+d

ជាចំណុច្របសព្វៃន៖

អ័ក្សកូអរេដាេនក . អាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកខ .
បនា្ទ ត់ប៉ះ និងបនា្ទ ត់ណរម៉ាល់គ . ចំណុចបរមាទាងំពីរឃ .

៣៥ . បនា្ទ ត់ x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប y = f (x) លុះ្រតាែត៖
f (2a−x)+ f (x) = 0ក . f (a) = 0ខ . f ′(a) = 1គ . f (2a− x) = f (x)ឃ .

៣៦ . អ័ក្សឆ្លុះៃនប៉ារ៉ាបូល y = ax2 +bx+ c (a ̸= 0) គឺ៖

x =− b
2a

ក . x =
b
2a

ខ .

y =− ∆
4a

គ . x =−b
a

ឃ .

៣៧ . ្រកាបៃន f (x) =
2x−1
x+1

កាត់អ័ក្សអាប់សីុស Ox ្រតង់ចំណុច៖

(0,−1)ក .
(

1
2
,0
)

ខ .
(−1,0)គ . (2,0)ឃ .

៣៨ . ្រកាបៃន f (x) =
2x−1
x+1

កាត់អ័ក្សអរេដាេន Oy ្រតង់ចំណុច៖

(0,−1)ក .
(

1
2
,0
)

ខ .
(0,1)គ . (0,2)ឃ .

៣៩ . េដរេីវៃន y =
x−1
x+2

គឺ y′ =
3

(x+2)2 > 0 នាឱំ្យ៖

អនុគមន៍ចុះេលី្រគប់ចេនា្ល ះក . អនុគមន៍មានបរមាខ .
អនុគមន៍េកីនេលី (−∞,−2) និង (−2,+∞)គ . អនុគមន៍េកីនេលី Rឃ .

៤០ . េដរេីវៃន y =
3x+2
x−1

គឺ y′ =
−5

(x−1)2 < 0 នាឱំ្យ៖

អនុគមន៍ចុះេលី (−∞,1) និង (1,+∞)ក . អនុគមន៍េកីនេលី្រគប់ចេនា្ល ះខ .
អនុគមន៍មានអតិបរមាគ . អនុគមន៍េថរឃ .

៤១ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ax+b
cx+d

(ad −bc ̸= 0)៖

គា្ម នចំណុចបរមាេធៀប
េឡយី

ក . មានអតិបរមាមួយខ . មានអប្បបរមាមួយគ . មានបរមាពីរឃ .
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៤២ . ចំេពាះ C(x) = 100+5x+0.1x2 ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល្រតង់ x = 50 គឺ៖
10ក . 15ខ . 20គ . 5ឃ .

៤៣ . េបីការំង្វង់ r មានកំហុស 1% េនាះកំហុសៃនៃផ្ទ្រកឡារង្វង់គឺ្របែហល៖
1%ក . 2%ខ . 3%គ . 4%ឃ .

៤៤ . េបីកាែំស្វ៊រ r មានកំហុស 1% េនាះកំហុសៃនមាឌែស្វ៊រគឺ្របែហល៖
3%ក . 1%ខ . 2%គ . 4%ឃ .

៤៥ . អាសីុមតូតេដកៃន y =
5

x2 +1
គឺ៖

y = 0ក . y = 5ខ . x = 0គ . គា្ម នអាសុីមតូតឃ .

៤៦ . អាសីុមតូតឈរៃន y =
x2 −1
x2 −4

គឺ៖
x = 1 និង x =−1ក . x = 2 និង x =−2ខ . y = 1គ . x = 4ឃ .

៤៧ . ្រកាបៃន f (x) =
x2 −4
x−2

្រតង់ x = 2៖

មាន្របេហាងដាច់ (Removable Discontinuity)ក . មានអាសីុមតូតឈរខ .
មានអតិបរមាគ . មានចំណុចរបត់ឃ .

៤៨ . ផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប y =
2x+3
x−1

គឺចំណុច៖
I(−1,2)ក . I(1,2)ខ . I(2,1)គ . I(1,−3)ឃ .

៤៩ . អនុគមន៍ y = x2 +1
x

មានចំណុចបរមាេធៀបគឺ៖
អតិបរមា (−1,−2) និងអប្បបរមា (1,2)ក . អតិបរមា (1,2) និងអប្បបរមា (−1,−2)ខ .
គា្ម នបរមាគ . មានែតអប្បបរមា (0,0)ឃ .

៥០ . អាសីុមតូតេ្រទតៃន y =
x2 +1

x
គឺ៖

y = x+1ក . y = 2xខ . y = xគ . y = 1ឃ .
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លហំាត់អនុវត្តស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប (៥០ លហំាត់)

១ . រកឌីេផរង់៉ែស្យល dy ៃនអនុគមន៍ y = 3x3 −5x2 +2។

២ . រកឌីេផរង់៉ែស្យល dy ៃនអនុគមន៍ y =√
4x2 +9។

៣ . រកឌីេផរង់៉ែស្យល dy ៃនអនុគមន៍ y = x2 sin(3x)។
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េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
ងេ
ទៀ
ត
និង
កា
រសិ
ក�
អនុ
គម
ន៍

៤ . រក dy,∆y និងកំហុស្របែហល |dy−∆y| ចំេពាះ y = x2 +2x េនេពល x = 2 និង ∆x = 0.1។

៥ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន √
37។

៦ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន √
65។
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៧ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន 3
√

26។

៨ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន 3
√

126។

៩ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន √
48.8។
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១០ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន sin(31◦) េដាយដឹងថា 1◦ ≈ 0.0175 rad។

១១ . េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យល េដីម្បគីណនាតៃម្ល្របែហលៃន tan(44◦)។

១២ . ្រជ�ងៃនកាេរម៉ួយ្រត�វបានវាស់េឃញី្របែវង 10 cm េដាយមានកំហុសអតិបរមា 0.05 cm។ គណនាកំហុសដាច់ខាត
និងកំហុសជាភាគរយក្នុងការគណនាៃផ្ទ្រកឡាកាេរេ៉នាះ។
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១៣ . កាៃំនែស្វ៊រមួយ្រត�វបានវាស់េឃញី r = 6 cm េដាយមានកំហុសរងា្វ ស់អតិបរមា 0.02 cm។ េ្របីឌីេផរង់៉ែស្យលេដីម្បី
ប៉ាន់សា្ម នកំហុសជាភាគរយក្នុងការគណនាមាឌែស្វ៊រ។

១៤ . បាឡុងែស្វ៊រមួយរកីមាឌេពល្រត�វកេម្ត ៃថ្ង ែដលការំបសវ់ាែ្រប្រប�លពី 2 m េទ 2.1 m។ េ្របឌីីេផរង់៉ែស្យលគណនាតៃម្ល
្របែហលៃនកំេណីនមាឌបាឡុង។
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១៥ . បន្ទះែដកេស្តីងរាងជារង្វង់កាំ r = 20 cm។ េពល្រត�វកេម្ត ការំកីែវងែថម 0.08 cm។ គណនាតៃម្ល្របែហលៃនកំេណីន
ៃផ្ទ្រកឡាបន្ទះែដក។

១៦ . អនុវត្តវសិមភាពកំេណីនមានកំណតច់ំេពាះ f (x) =
√

x+2 េលីចេនា្ល ះ [−1,2] េដីម្បរីកតៃម្លអមៃន f (2)− f (−1)។
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១៧ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ a,b ∈ R េគបាន |sinb− sina| ≤ |b−a|។

១៨ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ a,b ∈ R េគបាន |cosb− cosa| ≤ |b−a|។
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១៩ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x > 0 េគបាន x
1+ x

≤ ln(1+ x)≤ x។

២០ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x > 0 េគបាន ex ≥ 1+ x។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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២១ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = tanx េលី
[
0,

π
4

]
។ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ 0 ≤ a < b ≤ π

4
េគបាន b−a ≤ tanb− tana ≤

2(b−a)។

២២ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x ≥ 0 េគបាន √
1+ x ≤ 1+

x
2
។



112 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
ងេ
ទៀ
ត
និង
កា
រសិ
ក�
អនុ
គម
ន៍

២៣ . េគឱ្យអនុគមន៍ f មានេដរេីវេលី [1,4] េដាយ 2 ≤ f ′(x)≤ 5 និង f (1) = 3។ រកតៃម្លអមៃន f (4)។

២៤ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x > 0 េគបាន x
1+ x2 < arctanx < x។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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២៥ . េដាយេ្របីវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់ ចូររកតៃម្លអមៃន √
101។

២៦ . ្រក�មហុ៊នមួយមានអនុគមន៍ៃថ្លេដីមសរុប C(x) = 500+15x+0.05x2 (ពាន់េរៀល)។ រកៃថ្លេដីមម៉ាជីណលេនេពល
ផលិតផល x = 100 េ្រគឿង និងប៉ាន់សា្ម នៃថ្លេដីមៃនផលិតផលេ្រគឿងទី 101។



114 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
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និង
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រសិ
ក�
អនុ
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២៧ . េរាងច្រកមួយមានអនុគមន៍ៃថ្លេដីម C(x) = 2400+ 28x+ 0.02x2។ គណនាៃថ្លេដីមមធ្យម C(x) និងរកបរមិាណ
ផលិតផល x ែដលេធ្វីឱ្យៃថ្លេដីមមធ្យមមានក្រមិតអប្បបរមា។

២៨ . សហ្រគាសមួយផលិតទំនិញ x េ្រគឿងេដាយមានចំណាយ C(x) = 1080+ 42x+ 0.3x2។ កំណត់បរមិាណ x េដីម្បី
ឱ្យៃថ្លេដីមមធ្យមអប្បបរមា។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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២៩ . ្រក�មហុ៊នមួយមានអនុគមនច៍ំណូលសរុប R(x) = 20x− x2

30
មឺុនេរៀល (0 ≤ x ≤ 600)។ េ្របឌីីេផរង់៉ែស្យលប៉ាន់សា្ម ន

កំេណីនចំណូលកាលណា x េកីនពី 150 េទ 160 េ្រគឿង។

៣០ . ្រក�មហុ៊នមួយមានៃថ្លេដីមC(x)= x2+20x+1050 និងចំណូល R(x)= 140x−0.5x2 (ពានេ់រៀល)។ កំណតប់រមិាណ
x េដីម្បទីទួលបាន្របាក់ចំេណញអតិបរមា។



116 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
ងេ
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និង
កា
រសិ
ក�
អនុ
គម
ន៍

៣១ . អនុគមន៍ត្រម�វការៃនផលិតផលមួយគឺ p = 100− 0.2x។ សរេសរអនុគមន៍ចំណូល R(x) និងចំណូលម៉ាជីណល
R′(x)។ រកបរមិាណ x ែដលេធ្វីឱ្យចំណូលសរុបអតិបរមា។

៣២ . ្រក�មហុ៊នេបាះពុម្ពេសៀវេភមួយមានៃថ្លេដីម C(x) = 0.0001x2+x+465 និងៃថ្លលកក់្នុងមួយកបល p = 4−0.0002x

(ពាន់េរៀល)។ គណនា្របាក់ចំេណញអតិបរមា និងបរមិាណេសៀវេភែដល្រត�វេបាះពុម្ព។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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៣៣ . សហ្រគាសមួយផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងេដាយមានៃថ្លេដីម C(x) = 480+ 26x− 0.1x2។ រកៃថ្លេដីមម៉ាជីណលកាល
ណា x = 30,50,70។

៣៤ . េរាងច្រកមួយមានអនុគមន៍ចំេណញ P(x) = −0.5x2 + 40x− 300។ កំណត់ចំណុចរចួខ្លួន (Break-even points)
ៃនេរាងច្រកេនាះ។



118 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
ងេ
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និង
កា
រសិ
ក�
អនុ
គម
ន៍

៣៥ . ្រក�មហុ៊នផលិតទឹកែផ្លេឈមីានៃថ្លេដីមេថរ (Fixed cost) េស្មី 5000 ដុលា្ល រ និងៃថ្លេដីមែ្រប្រប�ល 3 ដុលា្ល រក្នុងមួយដប។
តៃម្លលក់ក្នុងមួយដបគឺ p = 8−0.001x។ រក្របាក់ចំេណញអតិបរមា។

៣៦ . អនុគមនត៍្រម�វការគឺ x = 1000−50p។ កំណតអ់នុគមនច៍ំណូលជាកេន�មៃន p រចួរកៃថ្លលក់ p ែដលេធ្វឱី្យចំណូល
អតិបរមា។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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៣៧ . កំណត់បរមិាណផលិតផល x ែដលេធ្វីឱ្យ្របាក់ចំណូលម៉ាជីណលេស្មីនឹងសូន្យ ចំេពាះ R(x) = 500x−2x2។

៣៨ . ចំេពាះ C(x) = 200 + 4x + 0.01x2 រកៃថ្លេដីមពិត្របាកដៃនការផលិតេ្រគឿងទី 51 េហយីេ្របៀបេធៀបជាមួយតៃម្ល
ប៉ាន់សា្ម នតាមេដរេីវ C′(50)។



120 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
ងេ
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និង
កា
រសិ
ក�
អនុ
គម
ន៍

៣៩ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប f (x) =
3x−2
2x+4

។

៤០ . រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប f (x) =
x2 −3x+2

x−3
។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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៤១ . រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប f (x) =
2x2 +5x−1

x+1
។

៤២ . រកកូអរេដាេនផ្ចិតឆ្លុះ I ៃន្រកាប y =
4x−1
2x+3

។



122 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍េ
ផ្ស
ងេ
ទៀ
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រសិ
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អនុ
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៤៣ . បងា្ហ ញថាចំណុច I(1,2)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប f (x) =
2x+3
x−1

។

៤៤ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ x = 2 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប f (x) = x2 −4x+5។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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៤៥ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សនិទាន f (x) =
x−2
x+1

(ស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប)។

៤៦ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សនិទាន f (x) =
2x+1
x−1

(ស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប)។



124 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសិក�អនុគមន៍
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
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្តន៍េ
ផ្ស
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និង
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អនុ
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៤៧ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សនិទាន f (x) =
x2 − x+1

x−1
(ស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប)។

៤៨ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សនិទាន f (x) =
x2 −4x+3

x−2
(ស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប)។



៥ វធីិសា�ស្តទូេទៃនការសិក� និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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៤៩ . កំណតត់ៃម្ល a,b,c េដីម្បឱី្យ្រកាប y =
ax2 +bx+ c

x−1
មានអាសីុមតូតេ្រទត y = 2x+1 និងកាតអ់័ក្ស Oy ្រតង់ (0,−3)។

៥០ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = −x2 +3x−1
x−1

(ស្ដង់ដា្របឡងបាក់ឌុប)។





ែផ្នកដំេណាះ្រសាយែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ១ ៖ េដរេីវៃនអនុគមន៍

ក. ចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ក ខ គ ខ ក ខ គ ខ ក គ
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ខ ខ ខ គ ក ក គ ខ ក គ
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ខ ក គ ខ គ ខ ខ ក ខ គ
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
ក ខ ក ខ ក ក គ ក ខ គ
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
ខ ក ខ ខ ក ខ គ ខ ខ ខ

ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១ ៖
េគមាន f (1) = 0។ តាមនិយមន័យេដរេីវ្រតង់ x0 = 1 ៖

f ′(1) = lim
x→1

3x2 −5x+2
x−1

= lim
x→1

(3x−2) = 1

ដូចេនះ f ′(1) = 1។

លហំាត់ទី ២ ៖
េគមាន f (−1) = 1។ តាមនិយមន័យេដរេីវ្រតង់ x0 =−1 ៖

f ′(−1) = lim
x→−1

x3 −2x−1
x+1

= lim
x→−1

(x2 − x−1) = 1

ដូចេនះ f ′(−1) = 1។
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លហំាត់ទី ៣ ៖ េគមាន f (2) =
2(2)−3

2+1
=

1
3
។

តាមនិយមន័យេដរេីវ្រតង់ x0 = 2 ៖

f ′(2) = lim
x→2

2x−3
x+1 − 1

3

x−2

= lim
x→2

3(2x−3)− (x+1)
3(x+1)(x−2)

= lim
x→2

5(x−2)
3(x+1)(x−2)

= lim
x→2

5
3(x+1)

=
5
9

ដូចេនះ f ′(2) =
5
9
។

លហំាត់ទី ៤ ៖ េគមាន f (4) =
√

3(4)+4 = 4។
តាមនិយមន័យេដរេីវ្រតង់ x0 = 4 ៖

f ′(4) = lim
x→4

√
3x+4−4

x−4

= lim
x→4

3x+4−16
(x−4)(

√
3x+4+4)

= lim
x→4

3(x−4)
(x−4)(

√
3x+4+4)

=
3

4+4
=

3
8

ដូចេនះ f ′(4) =
3
8
។

លហំាត់ទី ៥ ៖ េគមាន f (1) = 1។
តាមនិយមន័យេដរេីវ្រតង់ x0 = 1 ៖

f ′(1) = lim
x→1

1√
x −1

x−1
= lim

x→1

1−
√

x√
x(x−1)

= lim
x→1

−(x−1)√
x(x−1)(1+

√
x)

= lim
x→1

−1√
x(1+

√
x)

=−1
2

ដូចេនះ f ′(1) =−1
2
។

លហំាតទ់ី ៦ ៖ េគមាន f (3) = 0។ គណនាេដរេីវេឆ្វង និង
េដរេីវសា្ត ំ ៖

• f ′+(3) = lim
x→3+

|x−3|
x−3 = lim

x→3+
x−3
x−3 = 1

• f ′−(3) = lim
x→3−

|x−3|
x−3 = lim

x→3−
−(x−3)

x−3 =−1

េដាយ f ′+(3) ≠ f ′−(3)នាឱំ្យ f គា្ម នេដរេីវ្រតង់ x0 = 3។

លហំាត់ទី ៧ ៖ េគមាន f (1) = 12 +1 = 2។

• f ′+(1) = lim
x→1+

(x2+1)−2
x−1 = lim

x→1+
(x+1) = 2

• f ′−(1) = lim
x→1−

2x−2
x−1 = lim

x→1−
2 = 2

េដាយ f ′+(1) = f ′−(1) = 2 េនាះ f មានេដរេីវ្រតង់ x0 = 1
េហយី f ′(1) = 2។

លហំាត់ទី ៨ ៖ េដីម្បឱី្យ f មានេដរេីវ្រតង់ x = 2 ៖
-ភាពជាប្់រតង់ x= 2 ៖ 2a+b= 22−3= 1 =⇒ 2a+b=
1
- ភាពមានេដរេីវ្រតង់ x = 2 ៖ f ′−(2) = a និង f ′+(2) =
2(2) = 4 =⇒ a = 4
នាឱំ្យ b = 1−2(4) =−7។
ដូចេនះ a = 4, b =−7។

លហំាត់ទី ៩ ៖ េគមាន f (0) = 0។ ពិនិត្យផលេធៀប
កំេណីន ៖

lim
x→0

f (x)− f (0)
x−0

= lim
x→0

x|x|
x

= lim
x→0

|x|= 0

េដាយលីមីតកំណតេ់ស្មី 0 នាឱំ្យ f មានេដរេីវ្រតង់ x = 0 និង
f ′(0) = 0។

លហំាត់ទី ១០ ៖ េគមាន f (0) = 0។ ពិនិត្យផលេធៀប
កំេណីន ៖

lim
x→0

f (x)− f (0)
x−0

= lim
x→0

x2/3

x

= lim
x→0

1
x1/3 = ∞

េដាយលីមីតអនន្ត េនាះ f គា្ម នេដរេីវ្រតង់ x = 0 េទ (្រកាប
មានបនា្ទ ត់ប៉ះឈរ)។

លហំាត់ទី ១១ ៖ គណនាេដរេីវ ៖
a) f ′(x) = 4(5x4)−7(3x2)+2 = 20x4 −21x2 +2

b) g′(x) =
4x3

4
− 2(3x2)

3
+2x = x3 −2x2 +2x
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លហំាត់ទី ១២ ៖ អនុវត្តរូបមន្ត (uv)′ = u′v+uv′ ៖
f ′(x) = (6x−2)(4x3 −5x)

+(3x2 −2x+1)(12x2 −5)

= 24x4 −30x2 −8x3 +10x

+36x4 −15x2 −24x3

+10x+12x2 −5

= 60x4 −32x3 −33x2 +20x−5

លហំាត់ទី ១៣ ៖ អនុវត្តរូបមន្តផលែចក ៖

f ′(x) =
(4x−3)(x2 +4)− (2x2 −3x+1)(2x)

(x2 +4)2

=
4x3 +16x−3x2 −12

(x2 +4)2

− 4x3 −6x2 +2x
(x2 +4)2

=
3x2 +14x−12

(x2 +4)2

លហំាត់ទី ១៤ ៖ អនុវត្តរូបមន្តផលែចក ៖

f ′(x) =
3x2(x−1)− (x3 +1)(1)

(x−1)2

=
3x3 −3x2 − x3 −1

(x−1)2

=
2x3 −3x2 −1

(x−1)2

លហំាត់ទី ១៥ ៖ អនុវត្ត (un)′ = nun−1u′ ៖
f ′(x) = 6(5x3 −2x+1)5 · (15x2 −2)

= 6(15x2 −2)(5x3 −2x+1)5

លហំាត់ទី ១៦ ៖ អនុវត្ត (√u)′ =
u′

2
√

u
៖

f ′(x) =
4x3 +6x

2
√

x4 +3x2 +7
=

2x3 +3x√
x4 +3x2 +7

លហំាត់ទី ១៧ ៖ េគមាន f (x) = (2x2 −1)2/3។

f ′(x) =
2
3
(2x2 −1)−1/3(4x) =

8x

3 3
√

2x2 −1

លហំាត់ទី ១៨ ៖ អនុវត្តរូបមន្តផលគុណ ៖

f ′(x) = 2x
√

2x+3+ x2 2
2
√

2x+3

=
2x(2x+3)+ x2

√
2x+3

=
5x2 +6x√

2x+3

លហំាតទ់ី ១៩ ៖ គណនាេដរេីវៃនអនុគមន្៍រតីេកាណមា្រត
៖

f ′(x) = 4cos(4x)− (−3sin(3x))

+2(1+ tan2(2x))

= 4cos(4x)+3sin(3x)+
2

cos2(2x)

លហំាត់ទី ២០ ៖ គណនាេដរេីវៃនផលគុណ និងផលបូក
៖

f ′(x) = (2xsinx+ x2 cosx)
+(2cosx−2xsinx)−2cosx

= x2 cosx

លហំាត់ទី ២១ ៖ អនុវត្តរូបមន្តផលែចក ៖

f ′(x) =
(cosx+ sinx)2 − (sinx− cosx)2

(sinx+ cosx)2

=
(1+2sinxcosx)+(1−2sinxcosx)

(sinx+ cosx)2

=
2

(sinx+ cosx)2

លហំាត់ ទី ២២ ៖ គណនា េដរេីវ អនុគមន៍
អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល ៖
a) f ′(x) = (3x2−4x+1)′e3x2−4x+1 = (6x−4)e3x2−4x+1

b) g′(x) = 3x2e−2x + x3(−2e−2x) = x2(3−2x)e−2x
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លហំាត់ទី ២៣ ៖ គណនាេដរេីវអនុគមន៍េលាការតី ៖
a) f ′(x) =

(x2 +5x+6)′

x2 +5x+6
=

2x+5
x2 +5x+6

b) g(x) =
1
2
[ln(1− x)− ln(1+ x)] នាឱំ្យ ៖

g′(x) =
1
2

[
−1

1− x
− 1

1+ x

]
=

−1
1− x2 =

1
x2 −1

លហំាត់ទី ២៤ ៖ គណនាេដរេីវ ៖
a) f ′(x) = (sinx)′2sinx ln2 = cosx ·2sinx ln2

b) g′(x) =
(x2 +1)′

(x2 +1) ln3
=

2x
(x2 +1) ln3

លហំាត់ទី ២៥ ៖ គណនាេដរេីវអនុគមន៍្រចាស ៖
a) f ′(x) =

(2x)′√
1− (2x)2

=
2√

1−4x2

b) g′(x) =
(x2)′

1+(x2)2 =
2x

1+ x4

លហំាត់ទី ២៦ ៖ េគមាន y = x3 −3x2 +4។
្រតង់ x0 = 1 =⇒ y0 = 1−3+4 = 2។
y′ = 3x2 −6x =⇒ y′(1) = 3(1)2 −6(1) =−3។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) : y−2 =−3(x−1) =⇒ y =
−3x+5

• សមីការបនា្ទ តណ់រម៉ាល់ (N) : y−2 = 1
3(x−1) =⇒

y = 1
3x+ 5

3

លហំាតទ់ី ២៧ ៖ ្រកាបកាតអ់័ក្សអាប់សីុសេពល y = 0 ៖
2x−1
x+2

= 0 =⇒ 2x−1 = 0 ⇐⇒ x =
1
2
។

ចំណុចប៉ះគឺ M
(

1
2
,0
)
។

គណនាេដរេីវ ៖ y′ =
2(x+2)− (2x−1)

(x+2)2 =
5

(x+2)2។

េមគុណ្របាប់ទិស ៖ y′
(1

2

)
=

5
(5/2)2 =

4
5
។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

y−0 =
4
5

(
x− 1

2

)
=⇒ y =

4
5

x− 2
5

លហំាតទ់ី ២៨ ៖ បនា្ទ ត់ (d) : 9x−y+2 = 0 ⇐⇒ y =
9x+2 មានេមគុណ្របាប់ទិស m = 9។

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹង (d) លុះ្រតាែត y′ = 9 ៖
3x2 −3 = 9 ⇐⇒ 3x2 = 12 ⇐⇒ x =±2។

• េបី x = 2 =⇒ y = 23 −3(2)+5 = 7 =⇒ A(2,7)

• េបី x =−2 =⇒ y = (−2)3 −3(−2)+5 = 3 =⇒
B(−2,3)

ដូចេនះចំណុចទាងំពីរគឺ (2,7) និង (−2,3)។

លហំាតទ់ី ២៩ ៖ បនា្ទ ត់ (d) : 3x−y+1 = 0 ⇐⇒ y =
3x+1 មានេមគុណ្របាប់ទិស md = 3។
បនា្ទ ត់ប៉ះែកងនឹង (d)នាឱំ្យមានេមគុណ្របាប់ទិស m =−1

3៖
y′ =

−3
(x−1)2 = −1

3 ⇐⇒ (x− 1)2 = 9 ⇐⇒ x− 1 =

±3។

• x = 4 =⇒ y = 2 ៖ y− 2 = −1
3(x− 4) =⇒ y =

−1
3x+ 10

3

• x =−2 =⇒ y = 0 ៖ y−0 =−1
3(x+2) =⇒ y =

−1
3x− 2

3

លហំាត់ទី ៣០ ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះេដកកាលណា y′ = 0 ៖
y′ = 4x3 −4x = 4x(x2 −1) = 0 ⇐⇒ x = 0, x = 1, x =
−1។

• x = 0 =⇒ y = 3 =⇒ A(0,3)

• x = 1 =⇒ y = 1−2+3 = 2 =⇒ B(1,2)

• x =−1 =⇒ y = 1−2+3 = 2 =⇒ C(−1,2)

ដូចេនះចំណុចទាងំេនាះគឺ (0,3), (1,2), (−1,2)។

លហំាត់ទី ៣១ ៖ តាង M(x0,x2
0 − 4x0 + 3) ជាចំណុច

ប៉ះ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះកាត់តាម A(1,−2) ៖

−2− y0 = (2x0 −4)(1− x0)

x2
0 −2x0 −1 = 0 ⇐⇒ x0 = 1±

√
2

- x0 = 1+
√

2 =⇒ y = (−2+2
√

2)x−2
√

2
- x0 = 1−

√
2 =⇒ y = (−2−2

√
2)x+2

√
2

លហំាត់ទី ៣២ ៖ ែខ្សេកាងប៉ះបនា្ទ ត់ y = 3x− 2 ្រតង់
(1,1) ៖
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• កាត់តាម (1,1) ៖ a(1)2 + b(1)+ 1 = 1 ⇐⇒ a+
b = 0

• េមគុណ្របាប់ទិស្រតង់ x = 1 េស្មី 3 ៖
y′ = 2ax+b =⇒ 2a(1)+b = 3 ⇐⇒ 2a+b = 3

េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ ៖ ដកសមីការទាងំពីរបាន a = 3 =⇒
b =−3។
ដូចេនះ a = 3, b =−3។

លហំាត់ទី ៣៣ ៖តាងបនា្ទ ត់ប៉ះរមួ y = mx+ c ៖
- ប៉ះ (P1) =⇒ c =−m2

4
- ប៉ះ (P2) =⇒ (m−4)2 −4(c+8) = 0
ជំនួស c =−m2

4 បាន m2 −4m−8 = 0

⇐⇒ m = 2±2
√

3

ដូចេនះបនា្ទ ត់ប៉ះរមួទាងំពីរគឺ ៖

y = (2±2
√

3)x− (4±2
√

3)

លហំាត់ទី ៣៤ ៖តាង M
(

x0,
1
x0

)
េលី្រកាប y = 1

x។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

y =− 1
x2

0
x+

2
x0

- កាត់ Ox ្រតង់ x = 2x0

- កាត់ Oy ្រតង់ y = 2
x0

ៃផ្ទ្រកឡា ៖ S = 1
2(2x0)

(
2
x0

)
= 2 (េថរ)។

លហំាត់ទី ៣៥ ៖ េគមាន y = sinx =⇒ y′ = cosx។
្រតង់ x = 0 េមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ ៖

m = y′(0) = cos0 = 1

េដាយm= tanα = 1 េនាះមំុ α ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះបេង្កីតជាមួយ
អ័ក្ស Ox គឺ ៖

α = 45◦ =
π
4
rad

លហំាត់ទី ៣៦ ៖ េដរេីវអង្គទាងំពីរេធៀបនឹង x ៖
2x+(1 · y+ xy′)+2yy′ = 0

y′(x+2y) =−(2x+ y) =⇒ y′ =−2x+ y
x+2y

លហំាត់ទី ៣៧ ៖ េដរេីវអង្គទាងំពីរេធៀបនឹង x ៖
3x2 +3y2y′−6(y+ xy′) = 0

3(y2 −2x)y′ = 6y−3x2 =⇒ y′ =
2y− x2

y2 −2x

លហំាត់ទី ៣៨ ៖ េដរេីវអង្គទាងំពីរេធៀបនឹង x ៖
cos(xy)(y+ xy′) = 1+ y′

y′[xcos(xy)−1] = 1− ycos(xy)

=⇒ y′ =
1− ycos(xy)
xcos(xy)−1

លហំាត់ទី ៣៩ ៖ េដរេីវអាភំ្លីសីុត ៖ 2x+ 2yy′ = 0 =⇒
y′ =− x

y។
្រតង់ M(3,−4) ៖ y′ =− 3

−4 = 3
4។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

y− (−4) =
3
4
(x−3) ⇐⇒ 3x−4y−25 = 0

លហំាត់ទី ៤០ ៖ ចំេពាះ x = 2 ក្នុងកា្រដង់ទីមួយ ៖

4
16

+
y2

9
= 1 =⇒ y =

3
√

3
2

េដរេីវអាភំ្លីសីុត ៖ y′ =− 9x
16y =−

√
3

4 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

y− 3
√

3
2

=−
√

3
4

(x−2)

⇐⇒
√

3x+4y−8
√

3 = 0

លហំាតទ់ី ៤១ ៖ ចំេពាះ x > 0, បំពាកេ់លាការតីេនែពេលី
អង្គទាងំពីរ ៖

lny = ln(xx) = x lnx

េដរេីវេធៀបនឹង x ៖
y′

y
= (x)′ lnx+ x(lnx)′
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= lnx+ x
(

1
x

)
= 1+ lnx

=⇒ y′ = y(1+ lnx) = xx(1+ lnx)

លហំាត់ទី ៤២ ៖ ចំេពាះ x ∈ (0,π) =⇒ sinx > 0 ៖
lny = ln((sinx)x) = x ln(sinx)

េដរេីវេធៀបនឹង x ៖
y′

y
= ln(sinx)+ xcotx

=⇒ y′ = (sinx)x[ln(sinx)+ xcotx]

លហំាត់ទី ៤៣ ៖ ចំេពាះ x > 0 ៖
lny = ln(xlnx) = (lnx)(lnx) = (lnx)2

េដរេីវេធៀបនឹង x ៖
y′

y
= 2(lnx) · 1

x

=⇒ y′ =
2lnx

x
· xlnx = 2(lnx)xlnx−1

លហំាត់ទី ៤៤ ៖ បំពាក់េលាការតីេនែព ៖
lny = 3ln(x−1)+

1
2

ln(x+2)−4ln(x+3)

េដរេីវេធៀបនឹង x ៖
y′

y
=

3
x−1

+
1

2(x+2)
− 4

x+3

=⇒ y′ =
(x−1)3√x+2

(x+3)4

×
[

3
x−1

+
1

2(x+2)
− 4

x+3

]

លហំាត់ទី ៤៥ ៖ េដរេីវ x2 + y2 = 16 =⇒ y′ =− x
y។

េដរេីវទីពីរ ៖
y′′ =−1 · y− xy′

y2 =−y− x(−x/y)
y2

=−y2 + x2

y3 =−16
y3

លហំាត់ទី ៤៦ ៖ េគមាន f (x) = (x2 +1)ex ៖

• f ′(x) = 2xex+(x2+1)ex = (x2+2x+1)ex = (x+
1)2ex

• f ′′(x) = (2x+2)ex+(x2+2x+1)ex = (x2+4x+
3)ex

• f ′′′(x) = (2x+4)ex+(x2+4x+3)ex = (x2+6x+
7)ex

លហំាត់ទី ៤៧ ៖ េគមាន f (x) = (x+2)−1 ៖

• f ′(x) =−1(x+2)−2

• f ′′(x) = (−1)(−2)(x+2)−3 = (−1)22!(x+2)−3

• f ′′′(x) = (−1)33!(x+2)−4

តាមវចិារកាត់តាមលំនាំ េគបានរូបមន្តេដរេីវទី n ៖

f (n)(x) =
(−1)nn!
(x+2)n+1

លហំាត់ទី ៤៨ ៖ េគមាន f (x) = sinx ៖
f ′(x) = cosx = sin

(
x+ π

2

)
f ′′(x) =−sinx = sin

(
x+2 · π

2

)
ជាទូេទ ៖ f (n)(x) = sin

(
x+ nπ

2

)។
ទាញរកេដរេីវទី n ៃន g(x) = sin(ax+b) ៖

g(n)(x) = an sin
(

ax+b+
nπ
2

)

លហំាតទ់ី ៤៩ ៖ េគមាន f (x)= ln(1+x) ចំេពាះ x>−1
៖
f ′(x) = (1+ x)−1

f ′′(x) =−1(1+ x)−2 = (−1)11!(1+ x)−2

f ′′′(x) = 2(1+ x)−3 = (−1)22!(1+ x)−3

ជាទូេទចំេពាះ n ≥ 1 ៖

f (n)(x) =
(−1)n−1(n−1)!

(1+ x)n

លហំាត់ទី ៥០ ៖តាមរូបមន្តែឡបនីស ៖
f (10)(x) = uv(10)+10u′v(9)+45u′′v(8)

= (x2 −3)(210e2x)

+10(2x)(29e2x)+45(2)(28e2x)

= 28e2x[4(x2 −3)+40x+90]

= 29(2x2 +20x+39)e2x
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ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ២ ៖ អនុវត្តន៍ៃនេដរេីវ

ក. ចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ក ខ ខ ខ ខ ក ខ ខ ខ ក
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ខ ខ ខ ក ខ គ ក ខ ខ ខ
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
គ ក គ ខ គ ក ខ ខ ខ ខ
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
ក ខ ក ក ក ក ខ ក ក ខ
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
ខ ខ ក ក ក ក ខ ក ខ ខ

ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១ ៖
េគមាន f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x− 2) = 0 ⇐⇒ x = 0
ឬ x = 2។
• f េកីនេលី (−∞,0)∪ (2,+∞), ចុះេលី (0,2)

• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ f (0) = 1

• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ f (2) =−3

លហំាត់ទី ២ ៖
f ′(x) = 12x(x−2)(x+1) = 0 ⇐⇒ x =−1,0,2។

• អប្បបរមាេធៀប f (−1) = 0 និង f (2) =−27

• អតិបរមាេធៀប f (0) = 5
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លហំាត់ទី ៣ ៖ ែដនកំណត់ D = R\{1}។

f ′(x) =
(2x−4)(x−1)− (x2 −4x+4)(1)

(x−1)2

=
x2 −2x
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2។

• f េកីនេលី (−∞,0)∪ (2,+∞)

• f ចុះេលី (0,1)∪ (1,2)

• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ f (0) =−4

• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ f (2) = 0

លហំាតទ់ី ៤ ៖ចំេពាះ x> 0 ៖ f ′(x)= 1− 4
x2 =

x2 −4
x2 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 = 4 =⇒ x = 2 (េ្រពាះ x > 0)។
េដាយ f ′′(x) =

8
x3 > 0 ្រគប់ x > 0 នាឱំ្យ f មានអប្បបរមា

េធៀប្រតង់ x = 2 គឺ ៖

f (2) = 2+
4
2
= 4

លហំាត់ទី ៥ ៖ េគមាន f ′(x) = (x)′e−x + x(e−x)′ =
e−x − xe−x = (1− x)e−x។
េដាយ e−x > 0 ្រគប់ x ∈ R េនាះសញញ f ′(x) អា្រស័យនឹង
(1− x) ៖

• f ′(x)> 0 ⇐⇒ x < 1 =⇒ f េកីនេលី (−∞,1)

• f ′(x)< 0 ⇐⇒ x > 1 =⇒ f ចុះេលី (1,+∞)

លហំាតទ់ី ៦ ៖ ចំេពាះ x > 0 ៖ f ′(x) =
1
x · x− lnx ·1

x2 =

1− lnx
x2 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e។
េពល x ឆ្លងកាត់ e, f ′(x) ប្តូរសញញ ពវីជិ្ជមានេទអវជិ្ជមាន នាំ
ឱ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ ៖

f (e) =
lne
e

=
1
e

លហំាត់ ទី ៧ ៖ េគ មាន f (x) = sinx + cosx =√
2sin

(
x+ π

4

) េលី [0,2π]។
f ′(x) = cosx− sinx = 0 ⇐⇒ tanx = 1 ⇐⇒ x = π

4 ឬ
x = 5π

4 ។

• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x =
π
4
គឺ f

(π
4

)
=
√

2

• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =
5π
4
គឺ f

(5π
4

)
=−

√
2

លហំាត់ទី ៨ ៖ f ′(x) = 6(x−2)(x+1) = 0 ⇐⇒ x =
−1,2។
គណនាតៃម្ល ៖

• f (−2) =−3, f (−1) = 8

• f (2) =−19, f (3) =−8

ដូចេនះ អតិបរមាដាច់ខាតេស្មី 8 (x = −1) និងអប្បបរមា
ដាច់ខាតេស្មី −19 (x = 2)។

លហំាត់ទី ៩ ៖ f ′(x) = 1− 2cosx = 0 ⇐⇒ cosx =
1
2 ⇐⇒ x = π

3 ∈ [0,π]។
គណនាតៃម្ល ៖

• f (0) = 0−2sin0 = 0

• f
(π

3

)
= π

3 −2sin
(π

3

)
= π

3 −
√

3 ≈−0.68

• f (π) = π −2sinπ = π ≈ 3.14

ដូចេនះ អតិបរមាដាច់ខាតគឺ π (្រតង់ x = π) និងអប្បបរមា
ដាច់ខាតគឺ π

3
−
√

3 (្រតង់ x =
π
3
)។

លហំាត់ទី ១០ ៖ f ′(x) = 3x2 +2ax+b។
េដីម្បីឱ្យ f មានបរមា្រតង់ x = 1 និង x = 3 លុះ្រតាែត
x = 1,3 ជាឫសៃនសមីការ f ′(x) = 0 ៖

3x2 +2ax+b = 3(x−1)(x−3)

= 3(x2 −4x+3)

= 3x2 −12x+9

ផ្ទឹមេមគុណ ៖ 2a =−12 =⇒ a =−6 និង b = 9។
ដូចេនះ a =−6, b = 9។

លហំាតទ់ី ១១ ៖ f ′(x) = 3x2 −12x+12 = 3(x−2)2។
f ′′(x) = 6(x−2) = 0 ⇐⇒ x = 2។



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

135

• ចំេពាះ x < 2 =⇒ f ′′(x) < 0 =⇒ ្រកាបេប៉ាង
(Concave down)

• ចំេពាះ x > 2 =⇒ f ′′(x) > 0 =⇒ ្រកាបផត
(Concave up)

• ្រតង់ x = 2, f ′′(x) ប្តូរសញញ =⇒ ចំណុចរបត់
I(2, f (2)) = I(2,3)

លហំាត់ទី ១២ ៖ f ′(x) = 4x3 −12x+8។
f ′′(x) = 12x2 −12 = 12(x2 −1) = 0 ⇐⇒ x =±1។
f ′′(x) ប្តូរសញញ ្រតង់ x =−1 និង x = 1 ៖

• ្រតង់ x = −1 =⇒ f (−1) = 1 − 6 − 8 + 10 =
−3 =⇒ I1(−1,−3)

• ្រតង់ x = 1 =⇒ f (1) = 1−6+8+10 = 13 =⇒
I2(1,13)

ដូចេនះចំណុចរបត់ទាងំពីរគឺ I1(−1,−3) និង I2(1,13)។

លហំាត់ទី ១៣ ៖ f ′(x) =
−2x

(x2 +3)2។

f ′′(x) =
−2(x2 +3)2 − (−2x)2(x2 +3)(2x)

(x2 +3)4

=
6(x−1)(x+1)

(x2 +3)3

- ផតេលី (−∞,−1)∪(1,+∞) - េប៉ាងេលី (−1,1) - ចំណុច
របត់ I1(−1,1/4) និង I2(1,1/4)

លហំាត់ទី ១៤ ៖ f ′(x) =−2xe−x2។

f ′′(x) =−2e−x2
+(−2x)(−2xe−x2

)

= (4x2 −2)e−x2

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 4x2 −2 = 0 ⇐⇒ x =±
√

2
2
។

េដាយ f ′′(x) ប្តូរសញញ េពលឆ្លងកាត់តៃម្លទាងំពីរេនះ េនាះ
្រកាបមានចំណុចរបត់ពីរគឺ ៖

I1

(
−
√

2
2

,
1√
e

)
និង I2

(√
2

2
,

1√
e

)

លហំាត់ទី ១៥ ៖ ចំេពាះ x > 0 ៖ f ′(x) = 2x lnx+ x =
x(2lnx+1)។

f ′′(x) = (2lnx+1)+ x
(

2
x

)
= 2lnx+3

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ lnx =−3
2 ⇐⇒ x = e−3/2។

កូអរេដាេន y = (e−3/2)2 ln(e−3/2) = e−3 (−3
2

)
=

−3
2e−3។

ដូចេនះចំណុចរបត់គឺ I
(

e−3/2,−3
2e−3

)
។

លហំាត់ទី ១៦ ៖ f (x) = sinx េលី [0,2π] ៖
f ′(x) = cosx =⇒ f ′′(x) =−sinx។

• េលី (0,π), sinx > 0 =⇒ f ′′(x) < 0 =⇒ ្រកាប
េប៉ាង

• េលី (π,2π), sinx < 0 =⇒ f ′′(x)> 0 =⇒ ្រកាប
ផត

• ចំណុចរបត់គឺ (π,0)

លហំាត់ទី ១៧ ៖ េគមាន f (x) = ax3 + bx2 + cx + d
(a ̸= 0) ៖
f ′(x) = 3ax2 +2bx+ c

f ′′(x) = 6ax+2b = 0 ⇐⇒ x =− b
3a
។

េដាយ f ′′(x) ជាអនុគមន៍ លីេនែអ៊រ វា ែតងែត ប្តូរ សញញ
េពលឆ្លងកាត់ x0 = − b

3a
ជានិច្ច នាំឱ្យែខ្សេកាងដឺេ្រកទីបី

ែតងែតមានចំណុចរបត់មួយជានិច្ចគឺ I
(
− b

3a , f
(
− b

3a

))។
លហំាត់ទី ១៨ ៖ f ′(x) = 4x3 +3mx2 +3x។
f ′′(x) = 12x2 +6mx+3។
េដីម្បឱី្យ្រកាបផតេឡងីេលី្រគប់ x ∈R លុះ្រតាែត f ′′(x)≥ 0
្រគប់ x ∈ R ៖
⇐⇒ ∆′ = (3m)2 −12(3)≤ 0 ⇐⇒ 9m2 −36 ≤ 0 ⇐⇒
m2 ≤ 4 ⇐⇒ −2 ≤ m ≤ 2។

លហំាត់ទី ១៩ ៖ f (x) = (x−1)1/3 ៖
f ′(x) = 1

3(x−1)−2/3

f ′′(x) =−2
9(x−1)−5/3 =

−2

9 3
√
(x−1)5

។

f ′′(x) មិនកំណត់ ្រតង់ x = 1 ប៉ុែន្ត វាប្តូរសញញ ពី វជិ្ជមាន
(ចំេពាះ x < 1) មកអវជិ្ជមាន (ចំេពាះ x > 1)។
ដូចេនះ្រកាបមានចំណុចរបត់មួយគឺ I(1,0)។
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លហំាត់ទី ២០ ៖ ែដនកំណត់ D = R\{1}។
េគអាចសរេសរ f (x) =

x−1+2
x−1

= 1+
2

x−1
។

f ′(x) =− 2
(x−1)2 =⇒ f ′′(x) =

4
(x−1)3។

េដាយ f ′′(x) =
4

(x−1)3 ̸= 0 ្រគប់ x ̸= 1 េនាះសមីការ
f ′′(x) = 0 គា្ម នឫសេឡយី។
ដូចេនះ ្រកាបអនុគមន៍ f គា្ម នចំណុចរបត់េឡយី។

លហំាត់ទី ២១ ៖ អនុគមន៍ f (x) = x2 −4x+3 ៖

• ជាប់េលី [1,3] និងមានេដរេីវេលី (1,3)
• f (1) = 1 − 4 + 3 = 0 និង f (3) = 9 − 12 + 3 =

0 =⇒ f (1) = f (3)

តាម្រទឹស្តីបទរ ៉ូល មាន c ∈ (1,3) ែដល f ′(c) = 0 ៖
f ′(c) = 2c−4 = 0 ⇐⇒ c = 2 ∈ (1,3)។

លហំាតទ់ី ២២ ៖ អនុគមន៍ f (x) = x3−xជាបេ់លី [0,2]
និងមានេដរេីវេលី (0,2)។
តាម MVT មាន c ∈ (0,2) ែដល ៖

f ′(c) =
f (2)− f (0)

2−0
=

(8−2)−0
2

= 3

3c2 −1 = 3 ⇐⇒ 3c2 = 4 ⇐⇒ c =
2
√

3
3

∈ (0,2)។

លហំាត់ទី ២៣ ៖ អនុវត្តវធិានឡូពីតាល់ ៖
a) lim

x→1

x5 −1
x3 −1

= lim
x→1

5x4

3x2 =
5
3

b) រាង 0
0 ៖

L = lim
x→0

ex − e−x −2x
x− sinx

= lim
x→0

ex + e−x −2
1− cosx

= lim
x→0

ex − e−x

sinx
= lim

x→0

ex + e−x

cosx
= 2

លហំាត់ទី ២៤ ៖ អនុវត្តវធិានឡូពីតាល់រាង 0
0 ៖

a) តាមឡូពីតាល់ ៖

lim
x→0

ln(1+ x)− x
x2 = lim

x→0

1
1+x −1

2x

= lim
x→0

−1
2(1+ x)

=−1
2

b) តាមឡូពីតាល់ ៖

lim
x→0

tanx− x
x− sinx

= lim
x→0

sec2 x−1
1− cosx

= lim
x→0

tan2 x
2sin2(x/2)

= 2

លហំាត់ទី ២៥ ៖ គណនាលីមីត ៖
a) រាង ∞

∞ ៖

lim
x→+∞

ln(x2 +1)
x

= lim
x→+∞

2x
x2+1

1

= lim
x→+∞

2x
x2 +1

= 0

b) រាង 0 ·∞ ៖

lim
x→0+

x2 lnx = lim
x→0+

lnx
x−2 = lim

x→0+

1/x
−2x−3

= lim
x→0+

(
−x2

2

)
= 0

លហំាត់ទី ២៦ ៖ រាងមិនកំណត់ ∞−∞ ៖

lim
x→0

(
1
x
− 1

sinx

)
= lim

x→0

sinx− x
xsinx

អនុវត្តវធិានឡូពីតាល់ពីរដង ៖

= lim
x→0

cosx−1
sinx+ xcosx

= lim
x→0

−sinx
2cosx− xsinx

=
0
2
= 0

លហំាត់ទី ២៧ ៖ គណនាលីមីតរាង 1∞ ៖
a) តាង y = (1+3x)1/x =⇒ lny =

ln(1+3x)
x

។

lim
x→0+

lny = lim
x→0+

3
1+3x

1
= 3

=⇒ lim
x→0+

(1+3x)1/x = e3

b) តាង y = (cosx)1/x2
=⇒ lny =

lncosx
x2 ។

lim
x→0

lncosx
x2 = lim

x→0

− tanx
2x

=−1
2
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=⇒ lim
x→0

(cosx)1/x2
= e−1/2 =

1√
e

លហំាត់ទី ២៨ ៖ រាងមិនកំណត់ 00 ៖
តាង y = xx =⇒ lny = x lnx =

lnx
x−1។

lim
x→0+

lny = lim
x→0+

1/x
−x−2 = lim

x→0+
(−x) = 0

នាឱំ្យ ៖
lim

x→0+
xx = e0 = 1

លហំាត់ទី ២៩ ៖ តាង y =
(
1+ 2

x

)x
=⇒ lny =

x ln
(
1+ 2

x

)
=

ln(1+2/x)
1/x

។
អនុវត្តវធិានឡូពីតាល់ ៖

lim
x→+∞

lny = lim
x→+∞

−2/x2

1+2/x

−1/x2 = lim
x→+∞

2
1+2/x

= 2

ដូចេនះ ៖

lim
x→+∞

(
1+

2
x

)x

= e2

លហំាត់ទី ៣០ ៖ ពនា្ល តម៉ាក់ឡូរុាងំ ៖
sin(2x) = 2x− 4

3
x3 +o(x3)

L = lim
x→0

(2+a)x+(b− 4
3)x

3

x3 = 0

លុះ្រតាែត ៖
- 2+a = 0 =⇒ a =−2

- b− 4
3
= 0 =⇒ b =

4
3
។

លហំាតទ់ី ៣១ ៖តាងចំនួនទាងំពីរេដាយ x និង y= 30−x
(0 < x < 30)។
អនុគមន៍ផលគុណ ៖ P(x) = x(30− x) = 30x− x2។
P′(x) = 30−2x = 0 ⇐⇒ x = 15។
P′′(x) =−2 < 0 =⇒ P មានតៃម្លធំបំផុត្រតង់ x = 15។
នាឱំ្យ y = 30−15 = 15។
ដូចេនះចំនួនទាងំពីរេនាះគឺ 15 និង 15។

លហំាតទ់ី ៣២ ៖តាងចំនួនទាងំពីរេដាយ x និង y =
64
x

(x > 0)។
អនុគមន៍ផលបូក ៖ S(x) = x+

64
x
។

S′(x) = 1− 64
x2 = 0 ⇐⇒ x2 = 64 =⇒ x = 8 (េ្រពាះ

x > 0)។
S′′(x) =

128
x3 > 0 =⇒ S មានតៃម្លតូចបំផុត្រតង់ x = 8។

នាឱំ្យ y =
64
8

= 8។ ដូចេនះចំនួនទាងំពីរគឺ 8 និង 8។

លហំាត់ទី ៣៣ ៖តាង x ជា្របែវង្រជ�ងកាេរែ៉ដល្រត�វកាត់
(0 < x < 12)។
វមិា្រតបាត្របអប់គឺ 24−2x និងកម្ពស់ x។
មាឌ្របអប់ ៖ V (x) = x(24−2x)2 = 4x(12− x)2។

V ′(x) = 4[(12− x)2 −2x(12− x)]
= 4(12− x)(12−3x)
= 12(12− x)(4− x) = 0
⇐⇒ x = 4 cm (េ្រពាះ x < 12)

ដូចេនះ ្រជ�ងកាេរតូ៉ចែដល្រត�វកាត់គឺ x = 4 cm។

លហំាត់ទី ៣៤ ៖ តាង x ជាបេណា្ត យ និង y ជាទទឹងដី
(xy = 600 =⇒ y = 600

x )។
្របែវងរបងសរុប (មានរបងកណា្ត ល ១ ្រសបទទឹង) ៖

L(x) = 2x+3y = 2x+
1800

x

L′(x) = 2− 1800
x2 = 0 ⇐⇒ x2 = 900 =⇒ x = 30 m។

នាឱំ្យ y =
600
30

= 20 m។
ដូចេនះវមិា្រតដីគឺ បេណា្ត យ 30 m និងទទឹង 20 m។

លហំាត់ទី ៣៥ ៖ តាង x,y ជាវមិា្រតចតុេកាណែកង ៖
2(x+ y) = 80 =⇒ y = 40− x។
ៃផ្ទ្រកឡា ៖ S(x) = x(40− x) = 40x− x2 (0 < x < 40)។
S′(x) = 40−2x = 0 ⇐⇒ x = 20 cm។
នាឱំ្យ y = 40−20 = 20 cm។
ដូចេនះចតុេកាណែកងេនាះជារាងកាេរម៉ាន្រជ�ង 20 cm×
20 cm។

លហំាត់ ទី ៣៦ ៖ មាឌ សុីឡាងំ ៖ V = πR2h =

1000π =⇒ h =
1000
R2 ។
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ៃផ្ទ្រកឡាសរុប ៖

A(R) = 2πR2 +2πRh = 2πR2 +
2000π

R

A′(R) = 4πR− 2000π
R2 = 0 ⇐⇒ R3 = 500 =⇒ R =

5 3
√

4 cm។
កម្ពស់ ៖ h =

1000
(5 3
√

4)2
= 10 3

√
4 cm (h = 2R)។

លហំាត់ទី ៣៧ ៖ តាង x,y ជា្របែវង្រជ�ងជាប់មុំែកង ៖
x2 + y2 = a2។
ៃផ្ទ្រកឡា ៖ S =

1
2

xy។

តាមវសិមភាពកូសីុ ៖ xy ≤ x2 + y2

2
=

a2

2
។

នាឱំ្យ ៖

S ≤ 1
2

(
a2

2

)
=

a2

4

សមភាពេកីតមានេពល x = y =
a
√

2
2
។

ដូចេនះ ៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុតគឺ Smax =
a2

4
។

លហំាត់ ទី ៣៨ ៖ កំពូលទាងំពីរ េន េលី ប៉ា រ៉ា បូល គឺ
(±x,12− x2)ជាមួយ 0 < x <

√
12។

ៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកង ៖

S(x) = 2x(12− x2) = 24x−2x3

S′(x) = 24−6x2 = 0 ⇐⇒ x2 = 4 =⇒ x = 2។
ៃផ្ទ្រកឡាធំបំផុតគឺ ៖

Smax = S(2) = 24(2)−2(8) = 48−16 = 32

លហំាតទ់ី ៣៩ ៖ ចមា្ង យពីចំណុច M(x,x2) េលីប៉ារ៉ាបូល
េទ A(0,3) ៖

d2 = (x−0)2 +(x2 −3)2

= x2 + x4 −6x2 +9 = x4 −5x2 +9

តាង u = x2 ≥ 0 =⇒ f (u) = u2 −5u+9។
f ′(u) = 2u−5 = 0 ⇐⇒ u =

5
2

=⇒ x2 =
5
2

⇐⇒ x =

±
√

10
2
។

អរេដាេន y = x2 =
5
2
។

ដូចេនះចំណុចទាងំពីរគឺ
(
−

√
10
2 , 5

2

)
និង

(√
10
2 , 5

2

)
។

លហំាតទ់ី ៤០ ៖តាង rជាកាបំាត និង hជាកម្ពសសីុ់ឡាងំ
៖ r2 +

(h
2

)2
= R2 =⇒ r2 = R2 − h2

4 ។
មាឌសីុឡាងំ ៖ V (h) = πr2h = π

(
R2h− h3

4

)
។

V ′(h) = π
(

R2 − 3h2

4

)
= 0 ⇐⇒ h =

2R√
3
។

កាំ r =√R2 −R2/3 = R
√

2
3។

មាឌអតិបរមា ៖ Vmax = π
(

2R2

3

)(
2R√

3

)
=

4πR3

3
√

3
។

លហំាត់ទី ៤១ ៖ តាង r ជាកាបំាតេកាន និង h ជាកម្ពស់
េកាន (h > 2R)។
តាមលក្ខណៈ្រតីេកាណដូចគា្ន េគបានទំនាក់ទំនង ៖ r2 =

R2h
h−2R

។

មាឌេកាន ៖ V (h) =
1
3

πr2h =
πR2

3
· h2

h−2R
។

េដរេីវេធៀបនឹង h េស្មី 0 នាឱំ្យ h = 4R។
ដូចេនះ កម្ពស់េកានែដលេធ្វឱី្យមាឌអប្បបរមាគឺ h = 4R។

លហំាត់ទី ៤២ ៖ R(x) = 50x−0.1x2។
្របាក់ចំេណញ ៖

P(x) = R(x)−C(x)

=−0.2x2 +40x−2000

P′(x) =−0.4x+40 = 0 ⇐⇒ x = 100 េ្រគឿង។
ដូចេនះ ្រត�វលក់បាន 100 េ្រគឿងក្នុងមួយៃថ្ង។

លហំាតទ់ី ៤៣ ៖ េគមានសមីការចលនា s(t) = t3−9t2+
24t ៖
a) េល្ប�ន v(t) = s′(t) = 3t2 −18t +24។
េនខណៈ t = 2 s =⇒ v(2) = 3(4)− 18(2) + 24 =
0 m/s។
សំទុះ a(t) = v′(t) = 6t −18។
េនខណៈ t = 2 s =⇒ a(2) = 6(2)−18 =−6 m/s2។
b) ភាគល្អិតឈប់េស្ង�មមួយរេំពចេពល v(t) = 0 ៖
3(t2−6t+8) = 0 ⇐⇒ 3(t−2)(t−4) = 0 ⇐⇒ t = 2 s
ឬ t = 4 s។
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លហំាតទ់ី ៤៤ ៖ ចលនាស្ទុះេលឿនកាលណា v(t) ·a(t)>

0 និងយតឺកាលណា v(t) ·a(t)< 0 ៖
- v(t) = 3(t −2)(t −4)
- a(t) = 6(t −3)
សញញ ៃនផលគុណ v(t)a(t) ៖

• v(t)a(t) > 0 ⇐⇒ t ∈ (2,3)∪ (4,+∞) ៖ ចលនា
ស្ទុះេលឿន

• v(t)a(t)< 0 ⇐⇒ t ∈ (0,2)∪ (3,4) ៖ ចលនាយតឺ

លហំាត់ទី ៤៥ ៖ េគមាន h(t) = 80t −5t2 ៖
- េល្ប�ន v(t) = 80−10t = 0 ⇐⇒ t = 8 s ៖

hmax = 80(8)−5(64) = 320 m

- ធា្ល ក់ដល់ដីេពល t = 16 s ៖
v(16) = 80−10(16) =−80 m/s

េល្ប�នេពលប៉ះដីគឺ 80 m/s។

លហំាត់ទី ៤៦ ៖មាឌែស្វ៊រ ៖ V =
4
3

πr3។
េដរេីវេធៀបនឹងេពល t ៖ dV

dt
= 4πr2 dr

dt
។

ជំនួស dV
dt

= 400π និង r = 10 cm ៖

400π = 4π(102)
dr
dt

⇐⇒ 400π = 400π
dr
dt

=⇒ dr
dt

= 1 cm/s

លហំាត់ទី ៤៧ ៖ ៃផ្ទ្រកឡារង្វង់ ៖ A = πr2។
េដរេីវេធៀបនឹង t ៖ dA

dt
= 2πr

dr
dt
។

េនេពល r = 2 m= 200 cm និង dr
dt

= 30 cm/s ៖

dA
dt

= 2π(200)(30)

= 12000π cm2/s= 1.2π m2/s

លហំាត់ទី ៤៨ ៖ ធុងេកានកម្ពស់ 4 m កាំ 2 m នាំឱ្យ
r
h
=

2
4
=

1
2

=⇒ r =
h
2
។

មាឌទឹកក្នុងធុង ៖ V =
1
3

πr2h =
1
3

π
(h

2

)2
h =

π
12

h3។
េដរេីវេធៀបនឹង t ៖ dV

dt
=

π
4

h2 dh
dt
។

េនេពល h = 3 m និង dV
dt

= 2 m3/min ៖

2 =
π
4
(32)

dh
dt

=⇒ dh
dt

=
8

9π
m/min

លហំាត់ទី ៤៩ ៖ តាង x ជាចមា្ង យេជីងជេណ្ដី រ និង y ជា
កម្ពស់ចុងេលី ៖ x2 + y2 = 102 = 100។
េដរេីវេធៀបនឹង t ៖ 2x

dx
dt

+2y
dy
dt

= 0 =⇒ x
dx
dt

+ y
dy
dt

=

0។
េនេពល x = 6 m =⇒ y =

√
100−36 = 8 m។

ជំនួស dx
dt

= 2 m/s ចូល ៖

6(2)+8
dy
dt

= 0

=⇒ dy
dt

=−12
8

=−1.5 m/s

ដូចេនះ ចុងេលីៃនជេណ្ដី ររអិលចុះក្នុងេល្ប�ន 1.5 m/s។

លហំាត់ទី ៥០ ៖ េ្រកាយ t = 2 h ៖ x = 40 km,y =
30 km។
z =

√
402 +302 = 50 km។

េដរេីវ z2 = x2 + y2 ៖

z
dz
dt

= x
dx
dt

+ y
dy
dt

50
dz
dt

= 40(20)+30(15) = 1250

=⇒ dz
dt

= 25 km/h



140 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ៣ ៖ អនុវត្តន៍េផ្សងេទៀត និងការសកិ�
អនុគមន៍

ក. ចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ក ខ គ ឃ ក ខ គ ឃ ក ខ
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
គ ឃ ក ខ គ ឃ ក ខ គ ឃ
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ក ខ គ ឃ ក ខ គ ឃ ក ខ
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
គ ខ ក ខ ឃ ក ខ ក គ ក
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
ក ខ ខ ក ក ខ ក ខ ក គ

ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១ ៖
តាមរូបមន្ត dy = y′dx ៖

y′ = 9x2 −10x

ដូចេនះ ឌីេផរង់៉ែស្យលគឺ dy = (9x2 −10x)dx។

លហំាត់ទី ២ ៖
េដរេីវៃន y =

√
4x2 +9 គឺ ៖

y′ =
8x

2
√

4x2 +9
=

4x√
4x2 +9

ដូចេនះ dy =
4x√

4x2 +9
dx។

លហំាត់ទី ៣ ៖ េដរេីវៃនផលគុណ ៖
y′ = 2xsin(3x)+ x2[3cos(3x)]

= 2xsin(3x)+3x2 cos(3x)

ដូចេនះ dy = [2xsin(3x)+3x2 cos(3x)]dx។

លហំាត់ទី ៤ ៖ េគមាន y = x2 +2x ៖

• dy = (2x+2)dx = 6(0.1) = 0.6

• ∆y = f (2.1)− f (2)

= 8.61−8 = 0.61

• កំហុស ៖ |0.61−0.60|= 0.01

លហំាត់ទី ៥ ៖តាង f (x) =
√

x =⇒ f ′(x) =
1

2
√

x
។

េ្រជីសេរសី x0 = 36 =⇒ ∆x = 1។
តាមរូបមន្ត f (x0 +∆x)≈ f (x0)+ f ′(x0)∆x ៖

√
37 ≈

√
36+

1
2
√

36
(1)

= 6+
1

12
≈ 6.0833
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លហំាត់ទី ៦ ៖តាង f (x) =
√

x =⇒ f ′(x) =
1

2
√

x
។

េ្រជីសេរសី x0 = 64, ∆x = 1 ៖
√

65 ≈
√

64+
1

2
√

64
(1)

= 8+
1

16
= 8.0625

លហំាត់ទី ៧ ៖តាង f (x) = 3
√

x =⇒ f ′(x) =
1

3 3√x2
។

េ្រជីសេរសី x0 = 27, ∆x =−1 ៖

3
√

26 ≈ 3
√

27+
1

3 3√272
(−1)

= 3− 1
27

≈ 2.9630

លហំាត់ទី ៨ ៖តាង f (x) = 3
√

x =⇒ f ′(x) =
1

3 3√x2
។

េ្រជីសេរសី x0 = 125, ∆x = 1 ៖

3
√

126 ≈ 3
√

125+
1

3 3√1252
(1)

= 5+
1

75
≈ 5.0133

លហំាត់ទី ៩ ៖ តាង f (x) =
√

x។ េ្រជីសេរសី x0 =
49, ∆x =−0.2 ៖

√
48.8 ≈

√
49+

1
2
√

49
(−0.2)

= 7− 1
70

≈ 6.9857

លហំាតទ់ី ១០ ៖តាង f (x) = sinx =⇒ f ′(x) = cosx។
េ្រជីសេរសី x0 = 30◦ =

π
6
rad, ∆x = 1◦ ≈ 0.0175 rad ៖

sin(31◦)≈ sin
(π

6

)
+ cos

(π
6

)
(0.0175)

= 0.5+

√
3

2
(0.0175)

≈ 0.5+0.0152 = 0.5152

លហំាត់ទី ១១ ៖ តាង f (x) = tanx =⇒ f ′(x) = 1+
tan2 x។
េ្រជីសេរសី x0 = 45◦=

π
4
rad, ∆x=−1◦≈−0.0175 rad

៖
tan(44◦)≈ tan(45◦)

+(1+ tan2 45◦)(−0.0175)
= 1+2(−0.0175)
= 1−0.035 = 0.965

លហំាត់ទី ១២ ៖ ៃផ្ទ្រកឡាកាេរ ៉ ៖ S = x2 =⇒ dS =
2xdx។
ជាមួយ x = 10 cm និង |dx| ≤ 0.05 cm ៖

• កំហុសដាច់ខាត ៖ |dS|= 2(10)(0.05) = 1 cm2

• កំហុសជាភាគរយ ៖
|dS|

S
=

2|dx|
x

=
2(0.05)

10
= 1%

លហំាត់ទី ១៣ ៖ មាឌែស្វ៊រ ៖ V =
4
3

πr3 =⇒ dV =

4πr2dr។
កំហុសជាភាគរយក្នុងការគណនាមាឌ ៖

|dV |
V

=
4πr2|dr|

4
3πr3

= 3
|dr|

r

= 3
(

0.02
6

)
= 0.01 = 1%

លហំាត់ទី ១៤ ៖ មាឌបាឡុង ៖ V =
4
3

πr3 =⇒ dV =

4πr2dr។
កាលណា r = 2 m និង ∆r = dr = 2.1−2 = 0.1 m ៖

∆V ≈ dV = 4π(22)(0.1)

= 1.6π ≈ 5.03 m3

លហំាត់ទី ១៥ ៖ ៃផ្ទ្រកឡារង្វង់ ៖ S = πr2 =⇒ dS =
2πrdr។
ជាមួយ r = 20 cm និង dr = 0.08 cm ៖

∆S ≈ dS = 2π(20)(0.08)

= 3.2π ≈ 10.05 cm2
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លហំាត់ទី ១៦ ៖ f (x) =
√

x+2 េលី [−1,2] ៖
1
4
≤ f ′(x)≤ 1

2
។

តាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់ ៖
1
4
(3)≤ f (2)− f (−1)≤ 1

2
(3)

⇐⇒ 3
4
≤ f (2)− f (−1)≤ 3

2

លហំាត់ទី ១៧ ៖ ចំេពាះ a = b វសិមភាពេផ្ទ�ងផា្ទ ត់។
ចំេពាះ a ̸= b, អនុគមន៍ f (x) = sinx ជាប់ និងមានេដរេីវ
្រគប់ x ∈ R េដាយ | f ′(x)|= |cosx| ≤ 1។
តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យមេលីចេនា្ល ះរវាង a និង b ៖∣∣∣∣sinb− sina

b−a

∣∣∣∣= |cosc| ≤ 1

=⇒ |sinb− sina| ≤ |b−a|

លហំាត់ទី ១៨ ៖ អនុគមន៍ f (x) = cosx មានេដរេីវ
f ′(x) =−sinx េដាយ | f ′(x)|= |−sinx| ≤ 1 ្រគប់ x∈R។
តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម ៖∣∣∣∣cosb− cosa

b−a

∣∣∣∣= |− sinc| ≤ 1

=⇒ |cosb− cosa| ≤ |b−a|

លហំាត់ទី ១៩ ៖ f (t) = ln(1+ t) េលី [0,x] ៖ f ′(t) =
1

1+ t
។

េដាយ 1
1+ x

≤ f ′(t)≤ 1 េលី [0,x] ៖

1
1+ x

(x)≤ ln(1+ x)≤ 1(x)

=⇒ x
1+ x

≤ ln(1+ x)≤ x

លហំាត់ទី ២០ ៖ ពិនិត្យ f (t) = et េលី [0,x] (x > 0) ៖
f ′(t) = et។
ចំេពាះ t ≥ 0 =⇒ f ′(t) = et ≥ e0 = 1។
តាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់ ៖

f (x)− f (0)≥ 1(x−0)
⇐⇒ ex −1 ≥ x =⇒ ex ≥ 1+ x

លហំាត់ទី ២១ ៖ f (x) = tanx េលី [a,b]⊂ [0,π/4] ៖
1 ≤ f ′(x)≤ 2។ តាមវសិមភាព ៖

1(b−a)≤ tanb− tana ≤ 2(b−a)

លហំាតទ់ី ២២ ៖ ពិនិត្យ f (t) =
√

1+ t េលី [0,x] (x ≥
0) ៖
f ′(t) =

1
2
√

1+ t
≤ 1

2
។ តាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់

៖

f (x)− f (0)≤ 1
2
(x−0)

⇐⇒
√

1+ x−1 ≤ x
2

=⇒
√

1+ x ≤ 1+
x
2

លហំាតទ់ី ២៣ ៖ អនុវត្តវសិមភាពកំេណីនមានកំណតេ់លី
[1,4] ៖

2(4−1)≤ f (4)− f (1)≤ 5(4−1)
6 ≤ f (4)−3 ≤ 15

⇐⇒ 9 ≤ f (4)≤ 18

ដូចេនះ តៃម្លអមៃន f (4) គឺ 9 ≤ f (4)≤ 18។

លហំាត់ទី ២៤ ៖ ពិនិត្យ f (t) = arctan t េលី [0,x] (x >
0) ៖ f ′(t) =

1
1+ t2។

ចំេពាះ t ∈ (0,x) =⇒ 1
1+ x2 < f ′(t)< 1។ តាមMVT ៖

1
1+ x2 <

arctanx
x

< 1

=⇒ x
1+ x2 < arctanx < x

លហំាត់ទី ២៥ ៖ ពិនិត្យ f (x) =
√

x េលី [100,101] ៖
f ′(x) =

1
2
√

x
។

ចំេពាះ x ∈ [100,101] =⇒ 1
2
√

101
≤ f ′(x)≤ 1

20
។

តាមវសិមភាពកំេណីនមានកំណត់ ៖
1

2
√

101
≤
√

101−10 ≤ 1
20

=⇒ 10 <
√

101 < 10.05
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លហំាត់ទី ២៦ ៖ អនុគមន៍ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល ៖ C′(x) =
15+0.1x។
េនេពល x = 100 េ្រគឿង ៖

C′(100) = 15+0.1(100) = 25 ពាន់េរៀល

តៃម្ល ប៉ាន់សា្ម ន ៃថ្លេដីម ៃន ផលិតផល េ្រគឿង ទី 101 គឺ
C′(100) = 25 ពាន់េរៀល (25 000 េរៀល)។

លហំាត់ទី ២៧ ៖ ៃថ្លេដីមមធ្យម ៖

C(x) =
C(x)

x
=

2400
x

+28+0.02x

េដរេីវេធៀបនឹង x ៖ C′
(x) =−2400

x2 +0.02 = 0

⇐⇒ x2 =
2400
0.02

= 120000

=⇒ x =
√

120000 ≈ 346 េ្រគឿង

លហំាតទ់ី ២៨ ៖ ៃថ្លេដីមមធ្យម ៖ C(x) =
1080

x
+42+

0.3x។
C′
(x) =−1080

x2 +0.3 = 0 ⇐⇒ x2 =
1080
0.3

= 3600

=⇒ x = 60 េ្រគឿង។
ដូចេនះ ៃថ្លេដីមមធ្យមអប្បបរមាកាលណាផលិតផលេស្មី 60

េ្រគឿង។

លហំាត់ទី ២៩ ៖ ចំណូលម៉ាជីណល ៖ R′(x) = 20−
2x
30

= 20− x
15
។

កាលណា x = 150 និង ∆x = 160−150 = 10 េ្រគឿង ៖

∆R ≈ R′(150)∆x

=

(
20− 150

15

)
(10)

= 10(10) = 100 មឺុនេរៀល

ដូចេនះ ចំណូល េកីនេឡងី ្របែហល 100 មឺុន េរៀល
(1 000 000 េរៀល)។

លហំាត់ទី ៣០ ៖ អនុគមន៍្របាក់ចំេណញ ៖
P(x) = R(x)−C(x)

= (140x−0.5x2)− (x2 +20x+1050)

=−1.5x2 +120x−1050

P′(x) =−3x+120 = 0 ⇐⇒ x = 40 េ្រគឿង។
េដាយ P′′(x) = −3 < 0 =⇒ ចំេណញអតិបរមាេពល
x = 40 េ្រគឿង។

លហំាត់ទី ៣១ ៖ អនុគមន៍ចំណូល ៖ R(x) = x · p =

x(100−0.2x) = 100x−0.2x2។
ចំណូលម៉ាជីណល ៖ R′(x) = 100−0.4x។
ចំណូលអតិបរមាេពល R′(x) = 0 ⇐⇒ 100 − 0.4x =

0 =⇒ x = 250 េ្រគឿង។

លហំាត់ទី ៣២ ៖ អនុគមន៍ចំេណញ ៖
P(x) = (4x−0.0002x2)

− (0.0001x2 + x+465)

=−0.0003x2 +3x−465

P′(x) = 0 ⇐⇒ x = 5000 កបល។
P(5000) = 7035 ពាន់េរៀល។

លហំាតទ់ី ៣៣ ៖ ៃថ្លេដីមម៉ាជណីល ៖C′(x) = 26−0.2x
៖

• ្រតង់ x = 30 ៖ C′(30) = 26−0.2(30) = 20

• ្រតង់ x = 50 ៖ C′(50) = 26−0.2(50) = 16

• ្រតង់ x = 70 ៖ C′(70) = 26−0.2(70) = 12

លហំាត់ ទី ៣៤ ៖ ចំណុច រចួខ្លួន េកីតមាន េពល
្របាក់ចំេណញ P(x) = 0 ៖

−0.5x2 +40x−300 = 0

⇐⇒ x2 −80x+600 = 0
⇐⇒ (x−10)(x−70) = 0
⇐⇒ x = 10 ឬ x = 70

ដូចេនះ ចំណុចរចួខ្លួនគឺ x = 10 េ្រគឿង និង x = 70 េ្រគឿង។
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លហំាត់ទី ៣៥ ៖ ៃថ្លេដីម ៖ C(x) = 5000+3x។
ចំណូល ៖ R(x) = x(8−0.001x) = 8x−0.001x2។
ចំេណញ ៖ P(x) =−0.001x2 +5x−5000។
P′(x) =−0.002x+5 = 0 ⇐⇒ x = 2500 ដប។
្របាក់ចំេណញអតិបរមា ៖

P(2500) =−0.001(25002)+5(2500)−5000

= 1250 ដុលា្ល រ

លហំាត់ទី ៣៦ ៖ អនុគមន៍ចំណូល ៖

R(p) = p · x = p(1000−50p)

= 1000p−50p2

R′(p) = 1000−100p = 0 ⇐⇒ p = 10 ដុលា្ល រ។
ដូចេនះ ៃថ្លលក់ែដលេធ្វីឱ្យចំណូលអតិបរមាគឺ p = 10។

លហំាត់ទី ៣៧ ៖ ចំណូលម៉ាជីណល ៖ R′(x) = 500−
4x។
ចំណូលម៉ាជីណលេស្មីនឹងសូន្យ ៖

500−4x = 0 ⇐⇒ 4x = 500

=⇒ x = 125 េ្រគឿង

លហំាត់ទី ៣៨ ៖ េគមាន C(x) = 200+4x+0.01x2 ៖
- ៃថ្លេដីមពិតេ្រគឿងទី 51 ៖

∆C =C(51)−C(50)
= 430.01−425 = 5.01

- តាមេដរេីវ ៖ C′(50) = 4+1 = 5.00។
ភាពខុសគា្ន គឺ 0.01។

លហំាត់ទី ៣៩ ៖ េគមាន f (x) =
3x−2
2x+4

(x ̸=−2) ៖

• lim
x→−2

(2x+4) = 0 =⇒ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរ

• lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

3x
2x

=
3
2
=⇒ y =

3
2
ជាអាសីុមតូ

តេដក

លហំាត់ទី ៤០ ៖ េគមាន f (x) =
x2 −3x+2

x−3
= x +

2
x−3

(x ̸= 3) ៖

• lim
x→3

f (x) = ∞ =⇒ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរ

• lim
x→±∞

[ f (x)− x] = lim
x→±∞

2
x−3

= 0 =⇒ y = x ជា
អាសីុមតូតេ្រទត

លហំាត់ ទី ៤១ ៖ េដាយ ែចក ពហុធា ៖ f (x) =

2x2 +5x−1
x+1

= 2x+3− 4
x+1

។
េដាយ lim

x→±∞
[ f (x)− (2x + 3)] = lim

x→±∞

−4
x+1

= 0 េនាះ
បនា្ទ ត់ y = 2x+3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប។

លហំាតទ់ី ៤២ ៖អាសីុមតូតឈរ ៖ 2x+3 = 0 ⇐⇒ x =

−3
2
។

អាសីុមតូតេដក ៖ y = lim
x→±∞

4x−1
2x+3

= 2។

ផ្ចិតឆ្លុះ I ជា្របសព្វៃនអាសីុមតូតទាងំពីរ ៖ I
(
−3

2
,2
)
។

លហំាត់ទី ៤៣ ៖ េគមាន f (x) = 2+
5

x−1
។

ចំេពាះ I(1,2) េយងីពិនិត្យ ៖

f (1−h)+ f (1+h) =
(

2− 5
h

)
+

(
2+

5
h

)
= 4 = 2(2)

ដូចេនះ I(1,2)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប។

លហំាត់ទី ៤៤ ៖ ពិនិត្យ x = 2 ៖

f (2−h) = (2−h)2 −4(2−h)+5

= h2 +1

f (2+h) = (2+h)2 −4(2+h)+5

= h2 +1

េដាយ f (2−h) = f (2+h)នាឱំ្យ x = 2 ជាអ័ក្សឆ្លុះ។
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លហំាត់ទី ៤៥ ៖ f (x) =
x−2
x+1

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1}

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
3

(x+1)2 > 0 ្រគប់ x ̸=−1 ( f េកីន
ជានិច្ចេលីចេនា្ល ះនីមួយៗ)

• អាសីុមតូត ៖ ឈរ x =−1, េដក y = 1

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−1,1)

• ្របសព្វអ័ក្ស ៖ Ox : (2,0) និង Oy : (0,−2)

លហំាត់ទី ៤៦ ៖ f (x) =
2x+1
x−1

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1}

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
−3

(x−1)2 < 0 ្រគប់ x ̸= 1 ( f ចុះ
ជានិច្ចេលីចេនា្ល ះនីមួយៗ)

• អាសីុមតូត ៖ ឈរ x = 1, េដក y = 2

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,2)

• ្របសព្វអ័ក្ស ៖ Ox : (−1/2,0) និង Oy : (0,−1)

លហំាត់ទី ៤៧ ៖ f (x) =
x2 − x+1

x−1
= x+

1
x−1

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1}

• f ′(x) = 1 − 1
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2 = 0 ⇐⇒ x =

0, x = 2

• អតិបរមាេធៀប f (0) =−1, អប្បបរមាេធៀប f (2) = 3

• អាសីុមតូត ៖ ឈរ x = 1, េ្រទត y = x

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,1)

លហំាតទ់ី ៤៨ ៖ f (x) =
x2 −4x+3

x−2
= x−2− 1

x−2
៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2}

• f ′(x) = 1+
1

(x−2)2 > 0 ្រគប់ x ̸= 2 ( f េកីនេលី
ចេនា្ល ះនីមួយៗ)

• អាសីុមតូត ៖ ឈរ x = 2, េ្រទត y = x−2

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(2,0)

• ្របសព្វអ័ក្ស ៖ Ox : (1,0), (3,0) និង Oy : (0,−3/2)

លហំាតទ់ី ៤៩ ៖ េគមាន y = ax+(b+a)+
b+a+ c

x−1
។

• អាសីុមតូតេ្រទត y = ax+(a+b)≡ 2x+1
=⇒ a = 2 និង 2+b = 1 =⇒ b =−1

• ្រកាបកាត់ Oy ្រតង់ (0,−3)

=⇒ c
−1

=−3 =⇒ c = 3

ដូចេនះ a = 2, b =−1, c = 3។

លហំាត់ទី ៥០ ៖ f (x) =
−x2 +3x−1

x−1
= −x + 2 +

1
x−1

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1}

• f ′(x) =−1− 1
(x−1)2 < 0 ្រគប់ x ̸= 1

( f ចុះេលីចេនា្ល ះនីមួយៗ)
• អាសីុមតូត ៖ ឈរ x = 1, េ្រទត y =−x+2

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,1)

• ្របសព្វអ័ក្ស ៖ Oy : (0,1)





ឧបសម្ព័ន្ធឧបសម្ព័ន្ធ
ក ៖តារាងរបូមន្តេដរេីវ និងេដរេីវលដំាប់ខ្ពស់ (Derivatives)

១. របូមន្ត្របមាណវិធីេលើេដរេីវ (Derivative Operations)
ចំេពាះអនុគមន៍ u = u(x), v = v(x), w = w(x) ែដលមានេដរេីវ នងិចំនួនេថរ k,c ∈ R ៖
• (c)′ = 0

• (u± v)′ = u′± v′

• (k ·u)′ = k ·u′

• (u · v)′ = u′v+uv′

• (uvw)′ = u′vw+uv′w+uvw′

•
(

1
v

)′
=− v′

v2 (v ̸= 0)

•
(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2 (v ̸= 0)

• (un)′ = nu′un−1 (n ∈ R∗)

• េដរេីវបណា្ត ក់ ៖ ( f (u))′ = u′ · f ′(u)

• អនុគមន៍្រចាស់ ៖ ( f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)

២. និយមន័យ និងអត្ថន័យសខំាន់ៗៃនេដរេីវ (Fundamental Concepts)

1. និយមន័យចំនួនេដរេីវ្រតង់ x0 ៖ f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0
= lim

h→0

f (x0 +h)− f (x0)

h

2. េដរេីវេឆ្វង និងេដរេីវសា្ដ ្ំរតង់ x0 ៖ f ′−(x0) = lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x− x0
, f ′+(x0) = lim

x→x+0

f (x)− f (x0)

x− x0

f មានេដរេីវ្រតង់ x0 ⇐⇒ f ′−(x0) = f ′+(x0) = f ′(x0)។
3. ទំនាក់ទំនងភាពមានេដរេីវ និងភាពជាប់ ៖ f មានេដរេីវ្រតង់ x0 =⇒ f ជាប្់រតង់ x0 (្រចាសមកវញិ
មិន្របាកដជាពិត)។

4. អត្ថន័យធរណីមា្រត ៖ េមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ x0 គឺ m = f ′(x0) = tanα។
5. អត្ថន័យរបូវិទយ ៖ េល្ប�នខណៈ v(t) = s′(t) និង សំទុះខណៈ a(t) = v′(t) = s′′(t)។

6. អត្ថន័យេសដ្ឋកិច្ច ៖ ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល C′(x), ចំណូលម៉ាជីណល R′(x), ចំេណញម៉ាជីណល P′(x)។
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ឧប
ស
ម្ព័ន
្ធ
តា
រាង
រូប
មន
្តនិ
ងវ
ធិីសា

�ស
្តគន
្ល ឹះ

៣. តារាងរបូមន្តេដរេីវៃនអនុគមន៍បឋម និងអនុគមន៍បណា្ត ក់

អនុគមន៍បឋម y = f (x) េដរេីវ y′ = f ′(x) េដរេីវៃនអនុគមន៍បណា្ត ក់ u = u(x)
y = c (c ជាចំនួនេថរ) y′ = 0 ---

y = x y′ = 1 y = u =⇒ y′ = u′

y = xn (n ∈ R∗) y′ = nxn−1 (un)′ = nu′un−1

y =
√

x (x > 0) y′ =
1

2
√

x
(
√

u)′ =
u′

2
√

u
(u > 0)

y = n
√

x (n ≥ 2) y′ =
1

n n
√

xn−1
( n
√

u)′ =
u′

n n
√

un−1

y =
1
x
(x ̸= 0) y′ =− 1

x2

(
1
u

)′
=− u′

u2 (u ̸= 0)

y = ex y′ = ex (eu)′ = u′eu

y = ax (a > 0,a ̸= 1) y′ = ax lna (au)′ = u′au lna

y = lnx (x > 0) y′ =
1
x

(lnu)′ =
u′

u
(u > 0)

y = loga x (a > 0,a ̸= 1) y′ =
1

x lna
(loga u)′ =

u′

u lna
(u > 0)

y = sinx y′ = cosx (sinu)′ = u′ cosu
y = cosx y′ =−sinx (cosu)′ =−u′ sinu

y = tanx y′ = 1+ tan2 x =
1

cos2 x
(tanu)′ = u′(1+ tan2 u) =

u′

cos2 u
y = cotx y′ =−(1+ cot2 x) =− 1

sin2 x
(cotu)′ =−u′(1+ cot2 u) =− u′

sin2 u
y = arcsinx y′ =

1√
1− x2

(arcsinu)′ =
u′√

1−u2

y = arccosx y′ =− 1√
1− x2

(arccosu)′ =− u′√
1−u2

y = arctanx y′ =
1

1+ x2 (arctanu)′ =
u′

1+u2

៤. របូមន្តកាត់េដរេីវស្រមាប់អនុគមន៍សនិទាន (Shortcuts for Rational Functions)

1. y =
ax+b
cx+d

=⇒ y′ =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣
(cx+d)2 =

ad −bc
(cx+d)2

2. y = ax+b+
c

px+q
=⇒ y′ = a− cp

(px+q)2

3. y =
ax2 +bx+ c

px+q
=⇒ y′ =

apx2 +2aqx+(bq− cp)
(px+q)2

4. y =
ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

=⇒ y′ =

∣∣∣∣a b
p q

∣∣∣∣x2 +2
∣∣∣∣a c
p r

∣∣∣∣x+ ∣∣∣∣b c
q r

∣∣∣∣
(px2 +qx+ r)2 =

(aq−bp)x2 +2(ar− cp)x+(br− cq)
(px2 +qx+ r)2
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៥. េដរេីវលដំាប់ខ្ពសៃ់នអនុគមន៍ពិេសស (Higher-Order Derivatives)
រូបមន្តេដរេីវលំដាប់ទី n (n ∈ N∗) ៃនអនុគមន៍សំខាន់ៗ ៖

a. អនុគមន៍ស្វយ័គុណ ៖ (xm)(n) = m(m−1) · · ·(m−n+1)xm−n =
m!

(m−n)!
xm−n (n ≤ m)

ករណី n > m =⇒ (xm)(n) = 0 និង (xn)(n) = n!។

b. អនុគមន៍្របភាគ ៖
(

1
x

)(n)

=
(−1)nn!

xn+1 =⇒
(

1
ax+b

)(n)

=
(−1)nn!an

(ax+b)n+1

c. អនុគមន៍ េលាការតី ៖ (lnx)(n) =
(−1)n−1(n−1)!

xn =⇒ (ln(ax + b))(n) =

(−1)n−1(n−1)!an

(ax+b)n

d. អនុគមន៍អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល ៖ (eax)(n) = aneax និង (ax)(n) = (lna)nax

e. អនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត ៖

(sinax)(n) = an sin
(

ax+
nπ
2

)
និង (cosax)(n) = an cos

(
ax+

nπ
2

)

៦. របូមន្តែឡបនីសស្រមាប់េដរេីវលដំាប់ខ្ពស់ (Leibniz Formula)
េបី u(x) និង v(x)ជាអនុគមន៍មានេដរេីវលំដាប់ n េនាះេដរេីវលំដាប់ទី n ៃនផលគុណ u · v គឺ ៖

(u · v)(n) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
u(n−k)v(k) =

(
n
0

)
u(n)v+

(
n
1

)
u(n−1)v′+

(
n
2

)
u(n−2)v′′+ · · ·+

(
n
n

)
uv(n)

ែដល (n
k

)
=Ck

n =
n!

k!(n− k)!
ជាេមគុណេទ្វធា។

ឧទាហរណ៍ ៖ គណនា (x2e2x)(n) េដាយេ្រជីស u = e2x =⇒ u(n−k) = 2n−ke2x និង v = x2 ៖

(x2e2x)(n) =

(
n
0

)
(2ne2x)(x2)+

(
n
1

)
(2n−1e2x)(2x)+

(
n
2

)
(2n−2e2x)(2)

= 2n−2e2x[4x2 +4nx+n(n−1)
]
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ខ ៖ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ បនា្ទ ត់្រប្រកតី និងធរណីមា្រតវិភាគ (Tangents & Geometry)

១. សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ និងបនា្ទ ត់្រប្រកតីៃនែខ្សេកាង (C) : y = f (x)

1. សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M0(x0,y0) ៖ (T ) : y = f ′(x0)(x− x0)+ y0 (េដាយ y0 = f (x0))

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x0 គឺ m = f ′(x0) = tanα។
2. សមីការបនា្ទ ត់ ្រប្រកតី (ែកងនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ ្រតង់ M0) ៖ (N) : y = − 1

f ′(x0)
(x − x0) +

y0 ( f ′(x0) ̸= 0)

3. បនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបអ័ក្សអាប់សុសី) ៖ េកីតមានកាលណា f ′(x0) = 0 =⇒ (T ) : y = y0។
4. បនា្ទ ត់ប៉ះឈរ ៖ េបី lim

x→x0

f (x)− f (x0)
x−x0

=±∞ =⇒ (T ) : x = x0។

5. បនា្ទ ត់ប៉ះេចញពីចំណុចេ្រក A(xA,yA) ៖ េដាះ្រសាយសមីការ yA = f ′(x0)(xA − x0)+ f (x0)ទាញរក
x0។

6. បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសប ឬែកងនឹងបនា្ទ ត់ (d) : y = ax+b ៖
• េបី (T ) ∥ (d) =⇒ f ′(x0) = a • េបី (T )⊥ (d) =⇒ f ′(x0) =−1

a
(a ̸= 0)

២. មុំ្របសព្វរវាងែខ្សេកាងពីរ (C1) : y = f (x) និង (C2) : y = g(x)

តាង x0 ជាអាប់សីុសចំណុច្របសព្វរវាង (C1) និង (C2) េហយី m1 = f ′(x0), m2 = g′(x0) ៖

• មុំ្របសព្វ θ ៖ tanθ =

∣∣∣∣ m1 −m2

1+m1m2

∣∣∣∣ (m1m2 ̸=−1)

• ែខ្សេកាងប៉ះគា្ន ្រតង់ x0 ៖ f (x0) = g(x0) និង f ′(x0) = g′(x0)

• ែខ្សេកាងែកងគា្ន (Orthogonal) ្រតង់ x0 ៖ f ′(x0) ·g′(x0) =−1

៣. របូមន្តធរណីមា្រតវិភាគជំនួយក្នងុប្លង់កអូរេដាេន

a. ចមា្ង យរវាង A និង B ៖
AB =

√
(xB − xA)2 +(yB − yA)2

b. ចំណុចកណា្ត ល I ៃន [AB] ៖
xI =

xA + xB

2
, yI =

yA + yB

2

c. ចមា្ង យពី M0 េទ (∆) : Ax+By+C = 0 ៖
d(M0,∆) =

|Ax0 +By0 +C|√
A2 +B2

d. េមគុណ្របាប់ទិស (AB) ៖
m =

yB − yA

xB − xA
(xA ̸= xB)
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គ ៖ ក្បនួវិភាគអេថរភាព តៃម្លបរមា និងភាពេកាង (Analysis & Extrema)

១. ្រទឹស្ដបីទ្រគឹះៃនគណិតវិភាគ (Fundamental Theorems)

a. ្រទឹស្ដបីទរ ៉លូ (Rolle's Theorem) ៖ េបី f ជាប់េលី [a,b], មានេដរេីវេលី (a,b) និង f (a) = f (b) េនាះ
មានយ៉ាងេហាចណាស់មួយ c ∈ (a,b) ែដល f ′(c) = 0។

b. ្រទឹស្ដបីទតៃម្លមធ្យម (Mean Value Theorem) ៖ េបី f ជាប់េលី [a,b] និងមានេដរេីវេលី (a,b) េនាះ
មាន c ∈ (a,b) ែដល ៖

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b−a
⇐⇒ f (b)− f (a) = f ′(c)(b−a)

c. វិសមភាពកំេណើ នមានកំណត់ ៖ េបី m ≤ f ′(x)≤ M ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះ ៖
m(b−a)≤ f (b)− f (a)≤ M(b−a)

២. ក្បនួរកតៃម្លបរមាេធៀប និងបរមាដាច់ខាត (Extrema Rules)

1. េតស្តេដរេីវទីមួយ ៖

• េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x0 =⇒ f (x0)ជាតៃម្លអតិបរមាេធៀប។
• េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x0 =⇒ f (x0)ជាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប។

2. េតស្តេដរេីវទីពីរ (្រតង់ចំណុចសា្ថ នីយ f ′(x0) = 0) ៖

• េបី f ′′(x0)< 0 =⇒ f (x0)ជាតៃម្លអតិបរមាេធៀប។
• េបី f ′′(x0)> 0 =⇒ f (x0)ជាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប។
• េបី f ′′(x0) = 0 =⇒ មិនអាចសន្និដា្ឋ នបាន (្រត�វ្រតឡប់េទេ្របីេតស្តេដរេីវទីមួយ)។

3. តៃម្លបរមាដាច់ខាតេលើចេនា្ល ះបិទ [a,b] ៖
• គណនាតៃម្ល្រតង់ចុងែដន f (a) និង f (b)។
• គណនាតៃម្ល្រតង់្រគប់ចំណុចវបិត្តិ ci ∈ (a,b) ែដល f ′(ci) = 0 ឬគា្ម នេដរេីវ។
• តៃម្លធំបំផុតក្នុងចំេណាមតៃម្លទាងំេនាះជា អតិបរមាដាច់ខាត និងតូចបំផុតជា អប្បបរមាដាច់ខាត។

៣. ភាពេប៉ាងភាពផត និងចំណុចរបត់ (Concavity & Inflection)

• េបី f ′′(x)> 0 េលីចេនា្ល ះ I =⇒ ្រកាបមានភាពផត (េកាងេងីបេឡងីេលី ∪)។
• េបី f ′′(x)< 0 េលីចេនា្ល ះ I =⇒ ្រកាបមានភាពេប៉ាង (េកាងសង្កត់ចុះេ្រកាម ∩)។
• I(x0, f (x0)) ជាចំណុចរបត់ លុះ្រតាែត f ′′(x0) = 0 (ឬគា្ម នេដរេីវទីពីរ) េហយី f ′′(x) ប្តូរសញញ េពលឆ្លងកាត់

x0។
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ឃ ៖ អនុវត្តន៍ជាក់ែស្តង ៖ អ្រតាបែ្រមប្រម�ល និងរបូវិទយ (Related Rates & Kinematics)

១. ជំហានេដាះ្រសាយចំេណាទអ្រតាបែ្រមប្រម�លេធៀប (Related Rates Steps)

ជំហានទី 1 ៖ គូសរូបតាង (េបីចាបំាច់) កំណត់អេថរតាមេពលេវលា t និងទិន្នន័យែដលសា្គ ល់អ្រតាបែ្រមប្រម�ល
(dx

dt ,
dy
dt ,

dV
dt , . . .)។

ជំហានទី 2 ៖ បេង្កីតសមីការទំនាក់ទំនងធរណីមា្រត ឬ រូបវទិយ រវាងអេថរទាងំេនាះ (្រទឹស្ដីបទ ពីតាករ, មាឌ,
ៃផ្ទ្រកឡា, សមាមា្រត្រតីេកាណ)។

ជំហានទី 3 ៖ េធ្វីេដរេីវអាភំ្លីសីុតៃនសមីការទាងំសងខាងេធៀបនឹងេពលេវលា t (េ្របី Chain Rule)។
ជំហានទី 4 ៖ ជំនួស តៃម្ល េលខ ែដលសា្គ ល់ េន ខណៈ េពលជាក់លាក់ រចួ េដាះ្រសាយសមីការទាញ រក អ្រតា

បែ្រមប្រម�លែដលចង់បាន។

២. របូមន្តធរណីមា្រតសខំាន់ៗែដលេ្របើញកឹញាប់ក្នងុចំេណាទអ្រតា

a. រង្វង់ ៖ បរមិា្រត C = 2πr, ៃផ្ទ A = πr2

dA
dt

= 2πr
dr
dt

b. ែស្វរ៊ ៖ ៃផ្ទ S = 4πr2, មាឌ V =
4
3

πr3

dV
dt

= 4πr2 dr
dt

= S
dr
dt

c. សុឡីាងំ ៖ មាឌ V = πr2h, ៃផ្ទខាង Slat =
2πrh

d. េកាន ៖មាឌ V =
1
3

πr2h

(េ្របីសមាមា្រតកាំនិងកម្ពស់ r
h
=

R
H
េដីម្បីប្រង�ម

អេថរ)

e. ជញ្ជ ងំ និងជេណ្តើ រ (ពីតាករ) ៖
x2 + y2 = L2 =⇒ x

dx
dt

+ y
dy
dt

= 0

f. ្រតីេកាណមា្រត ៖ tanθ =
y
x
=⇒ sec2 θ

dθ
dt

=

xdy
dt − ydx

dt
x2

៣. ចលនាក្នងុរបូវិទយ (Kinematics & Rates of Change)

ចំេពាះចលនា្រតង់ែដលមានសមីការចលនា s = s(t) ៖

• េល្ប�នខណៈ ៖ v(t) = s′(t) =
ds
dt

េល្ប�នស្ទង់ (Speed) ៖ |v(t)|= |s′(t)|

• សទំុះខណៈ ៖ a(t) = v′(t) = s′′(t) =
d2s
dt2

• លក្ខណៈចលនា ៖
– េបី v(t) ·a(t)> 0 =⇒ ចលនាស្ទះុ (Speeding up)។
– េបី v(t) ·a(t)< 0 =⇒ ចលនាយតឺ (Slowing down)។
– វត្ថុឈប់ ឬប្តូរទិសេដចលនាកាលណា v(t) = 0។
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ង ៖ អនុវត្តន៍ក្នងុេសដ្ឋកិច្ច និងឌីេផរង៉់ែស្យល (Economics & Differentials)

១. វិភាគម៉ាជីណលក្នងុេសដ្ឋកិច្ច និងធុរកិច្ច (Marginal Analysis)

តាង x ជាចំនួនបរមិាណផលិតផល ឬទំនិញែដលបានផលិត និងលក់ ៖

1. ៃថ្លេដើមសរបុ C(x) និងៃថ្លេដើមម៉ាជីណល ៖ C′(x) បងា្ហ ញពីៃថ្លេដីមប៉ាន់សា្ម នេដីម្បផីលិតទំនិញេ្រគឿង
ទី (x+1) ៖

C(x+1)−C(x)≈C′(x)

2. ៃថ្លេដើមមធ្យម ៖ C̄(x) =
C(x)

x
និង ៃថ្លេដីមមធ្យមម៉ាជីណល ៖ C̄′(x) =

xC′(x)−C(x)
x2

ៃថ្លេដីមមធ្យមអប្បបរមាេកីតមានកាលណា C̄′(x) = 0 ⇐⇒ C′(x) = C̄(x) (ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល = ៃថ្លេដីម
មធ្យម)។

3. អនុគមន៍ចំណូលសរបុ ៖ R(x) = x · p(x) (ែដល p(x)ជាអនុគមន៍តៃម្លលក់ក្នុងមួយឯកតា)
ចំណូលម៉ាជីណល ៖ R′(x)ជាចំណូលប៉ាន់សា្ម នពីការលក់ទំនិញេ្រគឿងទី (x+1)។

4. អនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរបុ ៖ P(x) = R(x)−C(x)

្របាក់ចំេណញម៉ាជីណល ៖ P′(x) = R′(x)−C′(x)។
5. ចំណុចរចួខ្លួន (Break-even Point) ៖ R(x) =C(x) ⇐⇒ P(x) = 0។

6. ្របាក់ចំេណញអតិបរមា ៖ P′(x) = 0 ⇐⇒ R′(x) = C′(x) (ចំណូលម៉ាជីណល = ៃថ្លេដីមម៉ាជីណល)
និង P′′(x)< 0។

២. ឌីេផរង៉់ែស្យល និងការគណនាតៃម្ល្របែហល (Differentials & Linear Approximations)

1. និយមន័យឌីេផរង៉់ែស្យល ៖ េបី y = f (x) េនាះ dy = f ′(x)dx = f ′(x0)∆x (េដាយ dx = ∆x)។
2. របូមន្តតៃម្ល្របែហលលេីនែអ៊រ ៖

f (x0 +∆x)≈ f (x0)+dy = f (x0)+ f ′(x0)∆x

3. របូមន្តតៃម្ល្របែហលពិេសសេពល ∆x ≈ 0 ៖
• (1+∆x)n ≈ 1+n∆x

• √
1+∆x ≈ 1+

1
2

∆x

• 1
1+∆x

≈ 1−∆x

• e∆x ≈ 1+∆x
• ln(1+∆x)≈ ∆x
• sin(∆x)≈ ∆x

4. កំហុសក្នងុការវាសែ់វង ៖

• កំហុសដាច់ខាត ៖ |∆y| ≈ |dy|= | f ′(x0)∆x|

• កំហុសេធៀប ៖ |∆y|
|y|

≈ |dy|
|y|

=

∣∣∣∣ f ′(x0)

f (x0)

∣∣∣∣ |∆x|

• កំហុសជាភាគរយ ៖ |∆y|
|y|

×100%
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ច ៖ វិធានឡពូីតាល់ និងលមីីតគន្លឹះ (L'Hôpital's Rule & Limits)

១. វិធានឡពូីតាល់ (L'Hôpital's Rule)

េបី lim
x→x0

f (x)
g(x)

មានរាងមិនកំណត់
[

0
0

]
ឬ
[∞

∞

]
េហយី f និង g មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីកផ្ទុក x0 េដាយ g′(x) ̸= 0

េនាះ ៖

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

សមា្គ ល់ ៖ វធិានេនះកេ៏នែតពិតចំេពាះ x→±∞ ផងែដរ។ េបីេ្រកាយេពលេធ្វេីដរេីវេលីកទីមួយ េនែតជាបរ់ាងមិនកំណត់
េគអាចបន្តេធ្វីេដរេីវេលីកទីពីរ lim f ′′(x)

g′′(x) បាន។

២. វិធីសា�ស្តបំែប្លងរាងមិនកំណត់ទាងំ ៧ េទរាងឡពូីតាល់

a. រាង [0×∞] ៖សរេសរ f (x) ·g(x) = f (x)
1

g(x)

(រាង [0
0

]
) ឬ g(x)

1
f (x)

(រាង [∞
∞
]
)។

b. រាង [+∞−∞] ៖ ត្រម�វភាគែបងរមួ ឬគុណនឹងកេន�មឆា្ល ស់េដីម្បបីំែប្លងេទរាង [0
0

] ឬ [∞
∞
]។

c. រាងស្វយ័គុណ [1∞], [00], [∞0] ៖ តាង y = [ f (x)]g(x) =⇒ lny = g(x) ln f (x) (រាង [0×∞]) រចួគណនា
L = limlny =⇒ limy = eL។

៣. លមីីត្រគឹះែដលទាក់ទងនឹងេដរេីវ (Fundamental Limits)

1. lim
x→0

sinx
x

= 1

2. lim
x→0

tanx
x

= 1

3. lim
x→0

1− cosx
x2 =

1
2

4. lim
x→0

ex −1
x

= 1

5. lim
x→0

ax −1
x

= lna (a > 0)

6. lim
x→0

ln(1+ x)
x

= 1

7. lim
x→±∞

(
1+

1
x

)x

= e

8. lim
x→0

(1+ x)
1
x = e

9. lim
x→+∞

ex

xn =+∞ (n > 0)

10. lim
x→+∞

lnx
xn = 0 (n > 0)
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ឆ ៖ របូមន្ត្រតីេកាណមា្រត និងតារាងតៃម្លមុំពិេសស (Trigonometry Reference)

១. របូមន្ត្រតីេកាណមា្រត្រគឹះ
• sin2 x+ cos2 x = 1

• 1+ tan2 x =
1

cos2 x

(
x ̸= π

2
+ kπ

)
• 1+ cot2 x =

1
sin2 x

(x ̸= kπ)

• tanx · cotx = 1

• tanx =
sinx
cosx

, cotx =
cosx
sinx

• −1 ≤ sinx ≤ 1, −1 ≤ cosx ≤ 1

២. របូមន្តផលបូក ផលដក មុំឌុប កន្លះមុំ និងបំែប្លងផលគុណ/ផលបូក

a. ផលបូក-ផលដក ៖ sin(a±b) = sinacosb± sinbcosa, cos(a±b) = cosacosb∓ sinasinb

b. មុំឌុប ៖ sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos2 a− sin2 a = 2cos2 a−1 = 1−2sin2 a

c. កន្លះមុំ (បញ្ចុ ះដឺេ្រក) ៖ cos2 a =
1+ cos2a

2
, sin2 a =

1− cos2a
2

, tan2 a =
1− cos2a
1+ cos2a

d. បំែប្លង ផលបូក េទ ផលគុណ ៖ sin p ± sinq = 2sin p±q
2 cos p∓q

2 , cos p + cosq =

2cos p+q
2 cos p−q

2

៣. តារាងតៃម្លអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រតៃនមុំពិេសស

មុំជាដឺេ្រក 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

មុំជារ៉ាដ្យង់
x

0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

sinx 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2

√
2

2
1
2

0

cosx 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0 −1
2 −

√
2

2
−
√

3
2

−1

tanx 0
√

3
3

1
√

3 ∥ −
√

3 −1 −
√

3
3

0

cotx ∥
√

3 1
√

3
3

0 −
√

3
3

−1 −
√

3 ∥

៤. សញញ តាមកា្រដង់ទាងំ ៤ (Signs by Quadrants) ៖ I (sin,cos, tan,cot > 0); II (sin > 0, េផ្សងេទៀត
< 0); III (tan,cot > 0, េផ្សងេទៀត < 0); IV (cos > 0, េផ្សងេទៀត < 0)



ឯកសារេយាង
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