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សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍
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ថា្ន ក់ទី ១២ • GRADE 12

្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ
េ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែក

អ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦



គណៈកម្មការេរៀបេរៀង និង្រត�តពិនិត្យ

គណៈកម្មការេរៀបេរៀង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

្រត�តពិនិត្យខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន
េរៀបចំខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រចនាគ្រមប និងទំព័រ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រូបភាព និងតារាង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ែកស្រម�លអក្ខរាវរិុទ្ធ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
គណៈកម្មការពិនិត្យចុងេ្រកាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី

េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

េសៀវេភេនះ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងស្រមិតស្រមាងំ ស្រមាប់សិស�នុសិស្សថា្ន ក់ទី១២ ក្នុងការស្វ័យ
សិក� និងេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងសិស្សពូែក

ទូទាងំ្របេទស។

ព័ត៌មានេសៀវេភ

កំែណសាកល្បង© ២០២៦

សកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ ថា្ន ក់ទី១២
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េរៀបេរៀងេដាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ស្រមាប់េបាះពុម្ពផ�យ៖ បណា្ណ គារអង្គរ



េសចក្តីឧទ្ទិស

េសៀវេភ «សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន»៍ េនះ
សូមឧទ្ទិសជូនចំេពាះ៖

ភរយិាជាទី្រសឡាញ់

ែង៉ត សគុនា្ធ

និង

កូន្រសីជាទី្រសឡាញ់

ែខម េសាភា

ែដលជាកមា្ល ងំចិត្ត និងជា្របភពៃនសុភមង្គលដ៏កក់េក្ត
ក្នុងដំេណីរជីវតិ និងការ្រសាវ្រជាវរបស់ខ្ញុ ំបាទជានិច្ចនិរន្តរ។៍

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



អារម្ភកថា

គណិតវទិយ គឺជាមូលដា្ឋ ន្រគឹះដ៏មានសារៈសំខាន់បំផុត ក្នុងការអភិវឌ្ឍការគិតែបបសមេហតុផល វភិាគសីុជេ្រម
និងការេដាះ្រសាយបញ្ហ ក្នុងវទិយសា�ស្ត បេច្ចកវទិយ និងជីវភាពរស់េនជាក់ែស្តង។ ក្នុងចំេណាម្របធានបទគណិតវទិយ
ថា្ន ក់ទី១២ «ការសិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន»៍ គឺជាស្នូលដ៏សំខាន់បំផុតៃនគណិតវភិាគ (Calculus) ែដល
សិស�នុសិស្ស្រគប់រូប្រត�វែតកា្ត ប់ឱ្យបានចបស់លាស់ ទាងំ្រទឹស្តី ទាងំវធីិសា�ស្តគណនា និងការអនុវត្តជាក់ែស្តង ស្រមាប់
េ្រតៀមខ្លួន្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងេ្រជីសេរសីសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទស។

េសៀវេភ «សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ ថា្ន កទី់១២» មួយកបលេនះ ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងហ្មត់ចត់
និងសម្ូបរែបប េដាយែបងែចកខ្លឹមសារជា ៣ េមេរៀនចម្បងៗ៖

• េមេរៀនទី១ ៖ អនុគមនស៍និទាន — េផា្ត តេលីែដនកំណត់ សញញ េទ្វធានិង្រតីធា ទិសេដអេថរភាព អតិបរមាេធៀបនិង
អប្បបរមាេធៀប ចំណុចរបត់ សិក�ទីតាងំេធៀប អនុគមន៍គូ-េសស អ័ក្សឆ្លុះ-ផ្ចិតឆ្លុះ បនា្ទ ត់ប៉ះ អាសីុមតូតឈរ-េដក-
េ្រទត ្រពមទាងំប្លង់សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមនស៍និទាន្រគបទ់្រមង់ ្រពមជាមួយលំហាតអ់នុវត្តនយ៉៍ាង
េកបះកបយ។

• េមេរៀនទី២ ៖ អនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល — ពន្យល់ពីនិយមន័យ លក្ខណៈ្រគឹះ សមីការនិងវសិមីការអុិចស្ប ៉ូណង់
ែស្យល រូបមន្តេដរេីវ លីមីតសខំាន់ៗ វធីិសា�ស្តសិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបតាងអនុគមនអិុ៍ចស្ប ៉ណូង់ែស្យល ្រពមទាងំ
ក្រមងលំហាត់អនុវត្តន៍ក្រមិតខ្ពស់។

• េមេរៀនទី៣ ៖ អនុគមនេ៍លាការតី — ពិភាក�លម្អិតេលីនិយមន័យ លក្ខណៈៃនេលាការតីេនែព េដរេីវ លីមីត សមីការ
វសិមីការ និង្របព័ន្ធសមីការេលាការតី ដំេណីរការសិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប ្រពមទាងំក្រមងលំហាត់សរុបជំពូក
ទី៤ ស្រមាប់វាស់ស្ទង់សមត្ថភាពសិស្ស។

េសៀវេភេនះ្រត�វបានរចនាេឡងីយ៉ាងយកចិត្តទុកដាក់ មាន្រកឡាេសៀវេភសរេសរ (Seyes Grid) ស្រមាប់សិស្ស
អនុវត្តេដាះ្រសាយេដាយផា្ទ ល់ៃដ និងមានរូបភាពគំនូស្រកាហ្វកិគណិតវទិយ TikZ យ៉ាងចបស់លាស់។

ខ្ញុ ំបាទសង្ឃមឹយ៉ាងមុតមាថំា េសៀវេភេនះនឹងកា្ល យជាមគ្គេទសក៍ និងជាក្រមងឯកសារជំនួយសា្ម រតីដ៏មានតៃម្លបំផុត
ស្រមាប់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងប្អូនៗសិស�នុសិស្សក្នុងការបេ្រងៀននិងេរៀន។ េទាះបីជាមានការខិតខំ្របឹងែ្របងយ៉ាងណាក្តី
ក៏េសៀវេភេនះ្របាកដជាមិនអាចេជៀសផុតពីកំហុសអេចតនាណាមួយេឡយី។ ខ្ញុ ំបាទរង់ចាទំទួលនូវរាល់មតិរះិគន់សា្ថ បនា
ពីសំណាក់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងមិត្តអ្នកអានេដាយក្តីរកីរាយជានិច្ច។

រាជធានីភ្នំេពញ ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



េសចក្តីដឹងគុណ

ជាបឋម ខ្ញុ ំបាទ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី សូមលំឱនកាយវាចាចិត្ត ែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជបំផុត ជូនចំេពាះ
េលាកអ្នកមានគុណទាងំពីរ គឺមាតា និងបិតារបស់ខ្ញុ ំ ែដលេលាកទាងំពីរបានពលិកម្ម្រគប់ែបបយ៉ាង ចិញ្ច ឹមបីបាច់ែថរក�
ផ្តល់ភាពកក់េក្ត និងអប់រទូំនា្ម នេ្របៀន្របេដខ្ញុ ំបាទតាងំពីកុមារភាព រហូតេធ្វីឱ្យខ្ញុ ំអាចឈរយ៉ាងរងឹមាេំនេលីវថីិជីវតិមួយ
េនះ។ េបគីា្ម នការលះបង់ និងេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដម៏ហាសាលពីេលាកទាងំពីរេទ េនាះខ្ញុ ំបាទក្៏របែហលជាគា្ម នៃថ្ងេនះេឡយី។

ជាបន្តបនា្ទ ប់ ខ្ញុ ំបាទសូមសែម្តងនូវេសចក្តីេគារពដឹងគុណយ៉ាងេសា្ម ះស្ម័្រគ ជូនចំេពាះេលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងសា�សា្ត
ចារ្យ្រគប់លំដាប់ថា្ន ក់ តាងំពីក្រមិតបឋមសិក� រហូតដល់ថា្ន ក់សាកលវទិយល័យ ែដលបានខិតខំចំណាយកមា្ល ងំកាយចិត្ត
ក្នុងការេផ្ទរនូវចំេណះដឹង និងបណ្តុ ះបណា្ត លរូបខ្ញុឱំ្យកា្ល យជាធនធានមនុស្សមួយរូប្របកបេដាយសមត្ថភាព។ រាលដំ់បូនា្ម ន
ែដលទទួលបានពីេលាក្រគ� អ្នក្រគ� គឺជា្របទីបបំភ្លឺផ្លូវែដលែតងែតចង្អុលបងា្ហ ញឱ្យខ្ញុ ំបាទេដីរេលីកន្លងដ៏្រតឹម្រត�វ។

ជាពិេសសេលីសពីេនះេទេទៀត ខ្ញុ ំបាទសូមែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជ និងេផ្ញជូីននូវេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដធ៏ំេធង
មិនអាចកាត់ៃថ្លបាន ជូនចំេពាះភរយិាជាទី្រសឡាញ់របស់ខ្ញុ ំ គឺេលាក្រសី ែង៉ត សុគនា្ធ ្រពមទាងំកូន្រសីជាទី្រសឡាញ់ ែខម
េសាភា ែដលែតងែតេនែក្បរ ផ្តល់ភាពកក់េក្ត េមីលែថទាំ េលីកទឹកចិត្ត និងលះបង់្រគប់ែបបយ៉ាង េដីម្បីឱ្យខ្ញុ ំបាទមាន
េពលេវលាេពញេលញក្នុងការ្រសាវ្រជាវ និងចង្រកងេសៀវេភមួយកបលេនះេឡងីរហូតទទួលបានេជាគជ័យ។

េសៀវេភ «សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន»៍ មួយកបលេនះ មិនអាចេលចេចញជារូបរាងេឡងីបានេឡយី
្របសិនេបីគា្ម នការេលីកទឹកចិត្តពីមនុស្សជាេ្រចីនជំុវញិខ្លួនខ្ញុ ំ។ ខ្ញុ ំបាទសូមអរគុណដលមិ់ត្តភក្តិ បងប្អូន និងសហការទីាងំអស់
ែដលែតងែតផ្តលម់តិេយាបល់ ជួយែកស្រម�ល និងជួយជំរុញទឹកចិត្តខ្ញុេំនក្នុងដំេណីរការៃនការចង្រកងេសៀវេភេនះជាភាសា
LATEX។ ជាចុងបញ្ចប់ ខ្ញុ ំបាទសូម្របសិទ្ធពរជ័យ សិរសីួស្តី ជ័យមង្គល ជូនដលេ់លាកអ្នកមានគុណ េលាក្រគ� អ្នក្រគ� ភរយិា
កូន្រសី ្រពមទាងំមិត្តអ្នកសិក�ទាងំអស់ សូម្របកបេដាយសុខភាពល្អបរបូិរណ៍ ្របាជា្ញ ភ្លថឺា្ល េជាគជ័យ្រគបភ់ារកិច្ច និងសេ្រមច
បាននូវរាល់បំណង្របាថា្ន ក្នុងជីវតិជានិរន្តរ។៍

ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



តារាងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយ

និមិត្តសញញ អត្ថន័យ អានថា / ការេ្របី្របាស់
f (x),y អនុគមន៍ៃន x អនុគមន៍ f កំណត់េលីចេនា្ល ះ I

∆x,∆y កំេណីនៃន x និងកំេណីនៃន y ∆x = x− x0, ∆y = f (x)− f (x0)

f ′(x0) ចំនួនេដរេីវៃន f ្រតង់ x0 f ្រពីមៃន x0 ឬ េដរេីវ្រតង់ x0

f ′(x),y′ អនុគមន៍េដរេីវទីមួយៃន f (x) េដរេីវទីមួយៃនអនុគមន៍
d f
dx

,
dy
dx

និមិត្តសញញ ឡាយប៊្នីស (Leibniz) េដរេីវៃន y េធៀបនឹង x

f ′′(x),y′′ អនុគមន៍េដរេីវទីពីរ f ្រពីមពីរដងៃន x
d2y
dx2 និមិត្តសញញ ឡាយប៊្នីសេដរេីវទីពីរ េដរេីវទីពីរៃន y េធៀបនឹង x

f (n)(x) េដរេីវលំដាប់ n ៃន f (x) េដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ (n ≥ 1)
dy ឌីេផរង់៉ែស្យលៃនអនុគមន៍ y dy = f ′(x)dx

m េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ m = f ′(x0) = tanα
≈ តៃម្ល្របែហល េស្មី្របែហល (Approximation)

v(t),a(t) េល្ប�ន និងសំទុះៃនចលនា v(t) = s′(t), a(t) = v′(t) = s′′(t)

C(x),R(x),P(x) ៃថ្លេដីម ចំណូល និងចំេណញ អនុគមន៍ក្នុងេសដ្ឋកិច្ច
C′(x),R′(x),P′(x) ម៉ាជីណលៃនៃថ្លេដីម ចំណូល ចំេណញ អ្រតាបែ្រមប្រម�លមួយឯកតា

C(x) ៃថ្លេដីមមធ្យម C(x) =
C(x)

x
R,N∗ សំណំុចំនួនពិត និងគត់វជិ្ជមាន x ∈ R, n ∈ N∗

∈, /∈ ជាធាតុៃន, មិនែមនជាធាតុៃន សញញ ជាសមាជិកក្នុងសំណំុ
[a,b], ]a,b[ ចេនា្ល ះបិទ និងចេនា្ល ះេបីក a ≤ x ≤ b, a < x < b
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អនុគមន៍សនិទានអនុគមន៍សនិទាន

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១

១ ែដនកំណត់

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ជាសំណំុអេថរ x ែដលបណា្ត លឱ្យអនុគមន៍ y = f (x)មានតៃម្ល។

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

រលឹំកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍

• ចំេពាះអនុគមន៍ពហុធា f (x) = anxn +an−1xn−1 + ...+a1x+a0 មានន័យចំេពាះ ∀x ∈ R

• អិុចស៉្ូបណង់ែស្យល f (x) = eU(x) មានន័យចំេពាះ្រគប់ U(x)ជារបស់ R

• េលាការតីេនែពរ f (x) = ln [g(x)]មានន័យកាលណា g(x)> 0

• អនុគមន៍សនិទាន f (x) = P(x)
Q(x) មានន័យកាលណា Q(x) ̸= 0

• អសនិទាន f (x) =
√

g(x)មានន័យកាលណា Q(x)≥ 0

លំហាត់គំរូ ១

រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) =

√
x+5

ខ . f (x) =
√

7x−14

គ . f (x) =
√

2x2 −8x+6

ឃ . f (x) =
√

16−4x2

ង . f (x) =
√

x2 +4x+4

ច . f (x) =
√

4− (x+1)2

9



10 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

ចេម្លីយ:

២ សញញ េទ្វធា

២.១ សញញ េទ្វធា f (x) = ax+b

 េបី ax+b = 0 េគបាន x =−b
a

x

f (x) សញញ ផ្ទុយ a

−b/a

0 សញញ ដូច a

−∞ +∞

២.២ សញញ ្រតីធា f (x) = ax2 +bx+ c

េបី ax2 +bx+ c = 0 េ្របី ឌីស្រគីមីណង់ ∆ = b2 −4ac

• េបី ∆ > 0 សមីការមានឬសពីរេផ្សងគា្ន x1,2 =
−b±

√
∆

2a
េដាយ x1,x2 ជាឬស (សន្មត x1 < x2) េគបានតារាងសញញ



៣ ទិសេដអេថរភាពៃនអនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

11

x

f (x) សញញ ដូច a

x1

0

x2

0សញញ ផ្ទុយ a សញញ ដូច a

−∞ +∞

• េបី ∆ = 0 សមីការមានឬសឌុប x1 = x2 =− b
2a

េដាយ x1 = x2 = α ជាឬស េគបានតារាងសញញ

x

ax2 +bx+ c សញញ ដូច a

α

0 សញញ ដូច a

−∞ +∞

• េបី ∆ < 0 សមីការគា្ម នឬស(េដាយសារែតេយងីសិក�ក្នុងសំណំុចំនួនពិត R)
េគបានតារាងសញញ

x

f (x) សញញ ដូច a

−∞ +∞

ចំេពាះពហុធាដឺេ្រកទី២ f (x) = ax2 +bx+ c = 0 េបី b ជាចំនួនគត់គូ េគអាចេ្របី្របាស់ ∆′ ជំនួសឱ្យ ∆ បានែដល ∆′ =

(b′)2 −ac ែដល b′ = b
2

• េបី ∆′ > 0 សមីការមានឬសពីរេផ្សងគា្ន x1,2 =
−b′±

√
∆′

a

• េបី ∆′ = 0 សមីការមានឬសឌុប x1 = x2 =−b′
a

• េបី ∆′ < 0 សមីការគា្ម នឬស(េដាយសារែតេយងីសិក�ក្នុងសំណំុចំនួនពិត R)

េនក្នុងលក្ខខណ្ឌ ឬសទាងំបីខាងេលី េយងីនឹងសិក�តារាងសញញ ដូចគា្ន េទនឹង តារាងសញញ របស់ ∆ តាមលក្ខខណ្ឌ នីមួយ
ៗផងែដរ។

៣ ទិសេដអេថរភាពៃនអនុគមន៍

៣.១ អនុគមន៍េកើន-អនុគមន៍ចុះ



12 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

• f ជាអនុគមន៍េកីនេនចេនា្ល ះ I មួយកាលណា ∀x1,x2 ∈ I,x1 < x2 នាឱំ្យ f (x1)< f (x2) ។
• f ជាអនុគមន៍ចុះេនចេនា្ល ះ I មួយកាលណា ∀x1,x2 ∈ I,x1 < x2 នាឱំ្យ f (x1)> f (x2) ។

៣.២ េដរេីវនិងទិសេដអេថរភាពៃនអនុគមន៍

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

• f ជាអនុគមន៍េកីន េលីចេនា្ល ះ x ∈ (a,b) លុះ្រតាែត f ′(x)> 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)

• f ជាអនុគមន៍ចុះ េលីចេនា្ល ះ x ∈ (a,b) លុះ្រតាែត f ′(x)< 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)

•   f ជាអនុគមន៍េថរ េលីចេនា្ល ះ x ∈ (a,b) លុះ្រតាែត f ′(x) = 0 ្រគប់ x ∈ (a,b)

៤ អតិបរមាេធៀប និង អប្បបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍

៤.១ អតិបរមាេធៀប អប្បបរមាេធៀប និងេដរេីវទី 1

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

• f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x0 កាលណា 


f ′(x)> 0 ចំេពាះ x < x0

f ′(x) = 0 ចំេពាះ x = x0

f ′(x)< 0 ចំេពាះ x > x0

• f មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x0 កាលណា 


f ′(x)< 0 ចំេពាះ x < x0

f ′(x) = 0 ចំេពាះ x = x0

f ′(x)> 0 ចំេពាះ x > x0



៤ អតិបរមាេធៀប និង អប្បបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

13

៤.២ អតិបរមាេធៀប អប្បបរមាេធៀប និងេដរេីវទី 2

ជាទូេទ ៥ជាទូេទ ៥

អនុគមន៍ y = f (x)មានេដរេីវពីរដង េលីចេនា្ល ះមួយែដលមាន x0

• f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x0 កាលណា
{

f ′(x0) = 0
f ′′(x0)< 0

• f មានអប្បបររមាេធៀប្រតង់ x0 កាលណា
{

f ′(x0) = 0
f ′′(x0)> 0

ជាទូេទ ៦ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ៦ : សមា្គ ល់

េបី f ′′(x0) = 0 េនាះេគ្រត�វ្រតឡប់េទសិក�សញញ ៃនេដរេីវទី 1 វញិ េដីម្បឈីានេទរកតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមា
េធៀប។

៤.៣ ចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង

ជាទូេទ ៧ជាទូេទ ៧

ចំណុច I(x0,y0) ជាចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង។ តាងអនុគមន៍ កាលណាែខ្សេកាងេប៉ាង ឬផតេនេលី [a,x0] េហយី
ផត ឬេប៉ាងេនេលី [x0,b] ។ រេបៀបរកចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ f :

• ជំហានទី១៖ រក f ′′(x)

• ជំហានទី២ ៖ េដាះ្រសាយសមីការ f ′′(x) = 0

• ជំហានទី ៣៖ សិក�សញញ ៃន f ′′(x) ។

– េបី f ′′(x) ដូរសញញ េនសងខាង x0 េនាះែខ្សេកាងមានចំណុចរបត់ I(x0, f (x0))

– េបី f ′′(x) មិនដូរសញញ េនាះែខ្សេកាងគា្ម នចំណុចរបត់េទ។



14 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

x

y

O

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ I

(C) : y = f(x)

x0

y0 = f(x0)

I(x0, y0)

ែខ្សេកាងេប៉ាង
(f ′′(x) < 0)

ែខ្សេកាងផត
(f ′′(x) > 0)

៥ សកិ�ទីតាងំេធៀប

ជាទូេទ ៨ជាទូេទ ៨

េបីេគមាន្រកាប (C) : f (x) = · · · និងបនា្ទ ត់ (D) : y = · · · េយងី្រត�វ៖
• យក f (x)− y

• សិក�សញញ ៃន f (x)− y

– េបី f (x)− y > 0 េនាះ្រកាប (C)ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ (D)

– េបី f (x)− y = 0 េនាះ្រកាប (C)កាត់បនា្ទ ត់ (D) េន្រតង់ចំណុច មួយគឺ (x,y) ែដល y = f (x)

– េបី f (x)− y < 0 េនាះ្រកាប (C)ស្ថិតេនេ្រកាមនា្ទ ត់ (D)

៦ អនុគមន៍គូ និងអនុគមន៍េសស

ជាទូេទ ៩ជាទូេទ ៩

• ចំេពាះ ∀x ∈ D,∃− x ∈ D េបី f (−x) = f (x) េនាះេគថា f ជាអនុគមន៍គូ
• ចំេពាះ ∀x ∈ D,∃− x ∈ D េបី f (−x) =− f (x) េនាះេគថា f ជាអនុគមន៍េសស



៧ អ័ក្សឆ្លុះ និងផ្ចិតឆ្លុះ
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៧ អ័ក្សឆ្លុះ និងផ្ចិតឆ្លុះ

ជាទូេទ ១០ជាទូេទ ១០

• េបីបនា្ទ ត់ x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប C លុះ្រតាែត f (2a− x) = f (x)

• េបីចំណុច I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប C លុះ្រតាែត f (2a− x)+ f (x) = 2b

• េបី f ជាអនុគមន៍ គូ េនាះេគបាន x = 0 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C)

• េបី f ជាអនុគមន៍េសសេនាះេគបានចំណុច O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C)។

ជាទូេទ ១១ជាទូេទ ១១

ការរកផ្ចិតឆ្លុះ ឬអ័ក្សឆ្លុះតាមរូបមន្តប្តូរអ័ក្ស

• េបីបនា្ទ ត់ x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះ េគកំណត់សរេសរ
{

x = a+X
y = Y

យក x,y េទជួសអនុគមន៍េដីមេហយីទាញរក Y រចួ្រសាយថា Y = F(X)ជាអនុគមន៍គូ

• េបីបនា្ទ ត់ I(a,b)ជាអ័ក្សឆ្លុះ េគកំណត់សរេសរ
{

x = a+X
y = b+Y

យក x,y េទជួសអនុគមន៍េដីមេហយីទាញរក Y រចួ្រសាយថា Y = F(X)ជាអនុគមន៍េសស



16 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៨ បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបតាងអនុគមន៍

ជាទូេទ ១២ជាទូេទ ១២

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាបតាងអនុគមន៍ f េន្រតង់ x0 ជាេដរេីវ f េន្រតង់ x0 គឺ m = f ′(x0) ។

x

y

O

(C) : y = f(x)

(T )

M0(x0, y0)

x0

y0 = f(x0)

α

េមគុណ្របាប់ទិស៖
m = f ′(x0) = tanα

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ៖
y − y0 = f ′(x0)(x− x0)

ជាទូេទ ១៣ជាទូេទ ១៣

សមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាបតាងអនុគមន៍ f ្រតង់ចំណុច (x0,y0) កំណត់េដាយ៖
y− y0 = f ′(x0)(x− x0) ែដល f ′(x0)ជាេមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះ និង (x0,y0) កូអរេដាេនចំណុចប៉ះ។

៩ អាសុមីតូត

៩.១ អាសុមីតូតឈរ

ជាទូេទ ១៤ជាទូេទ ១៤

បនា្ទ ត់ x = a ជាអាសីុមតូតឈរៃនអនុគមន៍ y = f (x)កាលណា lim
x→a

f (x) =±∞



៩ អាសីុមតូត
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ជាទូេទ ១៥ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ១៥ : សមា្គ ល់
ចំេពាះអនុគមន៍្របភាគសនិទាន អាសុីមតូតឈរមានក្នុងករណីភាគែបងមានឬស

៩.២ អាសុមីតូតេដក

ជាទូេទ ១៦ជាទូេទ ១៦

បនា្ទ ត់ y = b ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C កាលណា lim
x→±∞

f (x) = b ែដល b ∈ R

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2
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4

0



18 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៩.៣ អាសុមីតូតេ្រទត

ជាទូេទ ១៧ជាទូេទ ១៧

េបីអនុគមន៍ f (x) = ax+b+φ(x) ែដល lim
x→±∞

f (x) = 0 េនាះបនា្ទ ត់ L : y = ax+b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប
C។

x

y

O

x = 1

L : y = ax+ b

(C) : y = f(x)

lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0

អាសុមីតូតេ្រទត៖
L : y = ax+ b

ជាទូេទ ១៨ជាទូេទ ១៨

បងា្ហ ញថា L : y = ax+b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C បនា្ទ ត់ L : y = ax+b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C តាង
y = f (x) លុះ្រតាែត lim

x→±∞
[ f (x)− (ax+b)] = 0

ជាទូេទ ១៩ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ១៩ : សមា្គ ល់

េនក្នុងអនុគមនែ៍ដលេយងីសិក�េនក្រមិតវទិយល័យេនះ េបីសិនណាជាមានអាសីុមតូតេដក េនាះមិនមានអាសីុមតូ
តេ្រទតេទ។ មានន័យថា េបីមាន៖
• អាសីុមតូតឈរ x = a និង អាសុីមតូតេដក y = b

• អាសីុមតូតឈរ x = a និងអាសីុមតូតេ្រទត y = ax+b

លំហាត់គំរូ ២

រកអាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖



៩ អាសីុមតូត
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នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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ក . f (x) =−x+3+ 3
x−1

ខ . f (x) = 2x2+3x+4
x−1

គ . f (x) = x2−1
x−3

ឃ . f (x) = x2−4x+1
x+2

ង . f (x) = x
x2+1

ច . f (x) = x−1
(x−1)2

ចេម្លីយ:

្របតិបត្តិ ១្របតិបត្តិ ១
រកអាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) = x2−2x+2
(x−1)2 ខ . f (x) = x2−4x

x2−4x+3 គ . f (x) = 4x2+4x−9
4x2−4

ចេម្លីយ:



20 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

្របតិបត្តិ ២្របតិបត្តិ ២
រកអាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y = x+1+ 2

x−1 ខ . y = x2+4x+1
x+2 គ . y = x2+3x+1

x2−1

ចេម្លីយ:



១០ ប្លង់សិក�អេថរភាព និងសង់ែខ្សេកាង C : y = f (x)

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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១០ ប្លង់សកិ�អេថរភាព និងសង់ែខ្សេកាង C : y = f (x)

ជាទូេទ ២០ជាទូេទ ២០

េដីម្បសិីក�អនុគមន៍មួយេគ្រត�វ ៖
• ែដនកំណត់
• ទិសេដអេថរភាព

– រកេដរេីវទី 1: f ′(x)

– រកឬសរបស់េដរេីវទី 1 : f ′(x) = 0 (េបីមាន)
– សិក�សញញ f ′(x)

– ចំណុចបរមា (េបីមាន)
– លីមីតចុងែដន និងអាសីុមតូត
– អាសីុមតូត
– តារាងអេថរភាព

•  ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′x (ឱ្យ y = 0 ) េបីមាន
– ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′y (ឱ្យ x = 0 ) េបីមាន
– ចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអាសីុមតូតេដក េបីមាន



22 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

១១ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px+q

ជាទូេទ ២១ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ២១ : សមា្គ ល់
f (x)មានន័យកាលណា px+q ̸= 0 ⇒ x ̸=− q

p

េគបាន D f = R−
{
− q

p

}
ឬ D f =

(
−∞,− q

p

)
∪
(
− q

p ,+∞
)

លំហាត់គំរូ ៣

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) = x2+3x+3
x+2

ខ . f (x) = 2x2+3x+4
x−1

គ . f (x) = x2−1
x−3

ឃ . f (x) =−x+3+ 3
x−1

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

១២.១ ែដនកំណត់

ជាទូេទ ២២ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ២២ : សមា្គ ល់
អនុគមន៍ f (x)មានន័យកាលណា px2 +qx+ r ̸= 0ឱ្យ px2 +qx+ r = 0

េ្របីឌីស្រគីមីណង់ ∆ = b2 −4ac

• ∆ > 0 សមីការមានឬសពីរ x1 = α,x2 = β េនាះ D f = R−{α,β}

• ∆ = 0 សមីការមានឬសឌុប x1 = x2 = α េនាះ D f = R−{α}

• ∆ < 0 សមីការគា្ម នឬស េនាះ D f = R

លំហាត់គំរូ ៤

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = 2x2−9x+4
x2+x−12 ។

ចេម្លីយ:



24 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

លំហាត់គំរូ ៥

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = 3x2−18x+25
x2−6x+8 ។

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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វញិញ សាពហុេ្រជីសេរសី៖ ការសិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (១០០ លំហាត់)
ស្រមាប់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប និងព្រងឹងសមត្ថភាព

១ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = x−1
x+2 គឺ៖

ក . R ខ . R\{1} គ . R\{−2} ឃ . (−2,+∞)

២ . អនុគមន៍ f (x) =√
2x−6 មានន័យកាលណា៖

ក . x ≥ 3 ខ . x > 3 គ . x ≤ 3 ឃ . x ̸= 3

៣ . ែដនកំណត់ៃន f (x) = ln(x−4) គឺ៖
ក . R ខ . x > 4 គ . x ≥ 4 ឃ . x ̸= 4

៤ . េបី f (x) = P(x)
Q(x) មានន័យកាលណា៖

ក . P(x) ̸= 0

ខ . Q(x)> 0

គ . Q(x) ̸= 0

ឃ . P(x) = Q(x)

៥ . សញញ ៃន f (x) =−3x+6 វជិ្ជមានេលីចេនា្ល ះ៖
ក . (2,+∞) ខ . (−∞,2) គ . {2} ឃ . R

៦ . ្រតីធា x2 −5x+6 មានសញញ ផ្ទុយពី a ក្នុងចេនា្ល ះ៖
ក . (2,3) ខ . (−∞,2) គ . (3,+∞) ឃ . គា្ម នចេម្លីយ

៧ . ែដនកំណត់ៃន f (x) = x
x2+1 គឺ៖

ក . R\{−1,1} ខ . R គ . (0,+∞) ឃ . x ̸=−1

៨ . េបី ∆ < 0 េនាះ្រតីធាដឺេ្រកទី ២ មានសញញ ៖
ក . ដូរសញញ ២ ដង
ខ . ដូច a ជានិច្ច

គ . អវជិ្ជមានជានិច្ច
ឃ . សូន្យ

៩ . ែដនកំណត់ៃន f (x) =
√

x2 −4 គឺ៖
ក . [−2,2]

ខ . (−∞,−2]∪ [2,+∞)

គ . R
ឃ . x > 2

១០ . អនុគមន៍ f (x) = e2x+1 មានែដនកំណត់៖
ក . x >−1/2 ខ . x ̸= 0 គ . R ឃ . (0,+∞)

១១ . េបី f (x) = 1√
x េនាះែដនកំណត់គឺ៖



26 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

ក . x ≥ 0 ខ . x ̸= 0 គ . x > 0 ឃ . R

១២ . សញញ ៃន f (x) = x2 +1 គឺ៖

ក . វជិ្ជមានជានិច្ច
ខ . អវជិ្ជមានជានិច្ច

គ . វជិ្ជមានកាលណា x > 1

ឃ . សូន្យ

១៣ . ែដនកំណត់ៃន f (x) = x+2
x2−9 គឺ៖

ក . x ̸= 3

ខ . x ̸=−3

គ . x ̸=±3

ឃ . R

១៤ . េបី f (x) = ln(−x)មានន័យកាលណា៖
ក . x > 0 ខ . x < 0 គ . x = 0 ឃ . x ̸= 0

១៥ . ឬសៃនេទ្វធា 2x+8 = 0 គឺ៖
ក . 4 ខ . −4 គ . 2 ឃ . −8

១៦ . ែដនកំណត់ៃន f (x) =
√

x2 + x+1 គឺ៖
ក . R ខ . /0 គ . x > 0 ឃ . x ≥−1

១៧ . ចំេពាះ f (x) = 1
x2−x តៃម្លែដលមិនស្ថិតក្នុងែដនកំណត់គឺ៖

ក . 0 ខ . 1 គ . 0 និង 1 ឃ . −1

១៨ . f (x) =
√

4− x2 មានែដនកំណត់៖
ក . x ∈ [−2,2] ខ . x > 2 គ . x <−2 ឃ . R

១៩ . ឬសឌុបៃន x2 −4x+4 = 0 គឺ៖
ក . x = 2 ខ . x =−2 គ . x = 0 ឃ . x = 4

២០ . េបី f (x) = x−1
(x−2)(x−3) េនាះែដនកំណត់គឺ៖

ក . x ̸= 2

ខ . x ̸= 3

គ . x ̸= 2 និង x ̸= 3

ឃ . x ̸= 1

២១ . ែដនកំណត់ៃន f (x) = tanx គឺ៖
ក . R
ខ . x ̸= π

2 + kπ

គ . x ̸= kπ
ឃ . x > 0

២២ . សញញ ៃន x−5 ប្តូរសញញ ្រតង់៖



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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ក . x = 0 ខ . x = 5 គ . x =−5 ឃ . មិនប្តូរសញញ

២៣ . ែដនកំណត់ f (x) =√
x+

√
1− x គឺ៖

ក . [0,1] ខ . R គ . x ≥ 0 ឃ . x ≤ 1

២៤ . ្រតីធា x2 + x−6 មានឬស៖
ក . 2,3 ខ . −2,3 គ . 2,−3 ឃ . −2,−3

២៥ . អនុគមន៍ f (x) = 1
ex−1 មិនមានន័យ្រតង់៖

ក . x = 1 ខ . x = e គ . x = 0 ឃ . x =−1

២៦ . េបី f ′(x) = 0 េលីចេនា្ល ះ I េនាះ f ជាអនុគមន៍៖

ក . េកីន ខ . ចុះ គ . េថរ ឃ . គា្ម នចេម្លីយ

២៧ . េដរេីវៃន f (x) = x−1
x+1 គឺ f ′(x) = ៖

ក . 2
(x+1)2 ខ . −2

(x+1)2 គ . 1 ឃ . 0

២៨ . េបី f ′(x)< 0 េលី (a,b) េនាះ f ជាអនុគមន៍៖

ក . េកីន ខ . ចុះ គ . មិនែ្រប្រប�ល ឃ . អវជិ្ជមាន

២៩ . តៃម្លបរមាេធៀបេកីតមានកាលណា f ′(x) ៖

ក . វជិ្ជមានជានិច្ច
ខ . ប្តូរសញញ ឆ្លងកាត់ឬស

គ . េស្មី ០ ជានិច្ច
ឃ . មិនមានឬស

៣០ . f (x) = x2 −6x+8 មានចំណុចអប្បបរមា្រតង់៖
ក . x = 3 ខ . x = 6 គ . x = 0 ឃ . x =−3

៣១ . េបី f ′′(x0)> 0 និង f ′(x0) = 0 នាឱំ្យ f មាន៖

ក . អតិបរមាេធៀប
ខ . អប្បបរមាេធៀប

គ . ចំណុចរបត់
ឃ . អាសីុមតូត

៣២ . េដរេីវៃន f (x) = 1
x គឺ៖

ក . lnx ខ . 1/x2 គ . −1/x2 ឃ . 1

៣៣ . អនុគមន៍ f (x) = x3 ជាអនុគមន៍៖

ក . េកីនជានិច្ច ខ . ចុះជានិច្ច គ . េថរ ឃ . មានអតិបរមា

៣៤ . ចំណុចរបត់ៃន f (x) = x3 −3x គឺ៖



28 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

ក . (1,−2) ខ . (−1,2) គ . (0,0) ឃ . (0,−3)

៣៥ . េបី f ′(x) = x2 −4 េនាះ f េកីនេលី៖
ក . (−2,2)

ខ . (−∞,−2)∪ (2,+∞)

គ . R
ឃ . {2,−2}

៣៦ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y = x2 ្រតង់ x = 1 គឺ៖
ក . 1 ខ . 2 គ . 0 ឃ . −2

៣៧ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប f ្រតង់ x0 គឺ y = ៖
ក . f ′(x0)(x− x0)+ f (x0)

ខ . f (x0)(x− x0)+ f ′(x0)

គ . f ′(x0)x

ឃ . f (x0)

៣៨ . េបី f (x) = 2x+3
x−1 េនាះ f ′(x) = ៖

ក . 5
(x−1)2 ខ . −5

(x−1)2 គ . −1
(x−1)2 ឃ . 2

៣៩ . អនុគមន៍ f (x) =−x2 +4x មានតៃម្លអតិបរមាគឺ៖
ក . 2 ខ . 4 គ . 0 ឃ . −4

៤០ . េបី f ′′(x) ប្តូរសញញ ឆ្លងកាត់ x0 េនាះ្រកាបមាន៖

ក . អាសីុមតូត
ខ . ចំណុចរបត់

គ . បនា្ទ ត់ប៉ះេដក
ឃ . ចំណុចដាច់

៤១ . f (x) = x2

x−1 មានេដរេីវ f ′(x) = ៖

ក . x(x−2)
(x−1)2 ខ . x2−2x

(x−1)2 គ . ទាងំ a និង b ្រត�វ ឃ . 1

៤២ . េបី f ′(x) = −3
(x−2)2 េនាះ f ជាអនុគមន៍៖

ក . េកីន ខ . ចុះ គ . េថរ ឃ . េកីនផងចុះផង

៤៣ . អនុគមន៍ f (x) = |x|គា្ម នេដរេីវ្រតង់៖
ក . x = 1 ខ . x =−1 គ . x = 0 ឃ . ្រគប់ x

៤៤ . f (x) = x+1
x ចុះជានិច្ចេលីែដនកំណត់ េ្រពាះ f ′(x) = ៖

ក . 1/x2 ខ . −1/x2 គ . 1 ឃ . −1

៤៥ . តៃម្លអប្បបរមាៃន f (x) = x+ 1
x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
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ក . 0 ខ . 1 គ . 2 ឃ . 4

៤៦ . េបី f (x) = x4 េនាះ f ′′(x) = 0 ្រតង់ x = 0 េតី (0,0)ជាចំណុចរបត់ឬេទ?
ក . បាទ/ចាស ខ . េទ គ . មិនដឹង ឃ . អា្រស័យេលី y

៤៧ . អនុគមន៍ f (x) = ax+b ជាអនុគមន៍ចុះកាលណា៖
ក . a > 0 ខ . a < 0 គ . a = 0 ឃ . b < 0

៤៨ . េដរេីវទី ២ ៃន f (x) = sinx គឺ៖
ក . cosx ខ . −sinx គ . −cosx ឃ . sinx

៤៩ . f (x) = x2+1
x មានចំណុចបរមាេធៀបចំនួន៖

ក . 0 ខ . 1 គ . 2 ឃ . 3

៥០ . េដីម្បសិីក�អេថរភាព ជំហានដំបូងេគ្រត�វរក៖

ក . េដរេីវ ខ . ែដនកំណត់ គ . លីមីត ឃ . ្រកាប

៥១ . បនា្ទ ត់ x = a ជាអាសីុមតូតឈរកាលណា៖
ក . lim

x→a
f (x) =±∞

ខ . lim
x→∞

f (x) = a

គ . f (a) = 0

ឃ . f ′(a) = ∞

៥២ . អនុគមន៍ f (x) = x
x−3 មានអាសីុមតូតឈរគឺ៖

ក . x = 0 ខ . x = 3 គ . y = 1 ឃ . y = 3

៥៣ . បនា្ទ ត់ y = b ជាអាសីុមតូតេដកកាលណា៖
ក . lim

x→b
f (x) = ∞

ខ . lim
x→±∞

f (x) = b

គ . f (b) = ∞

ឃ . f (0) = b

៥៤ . អាសីុមតូតេដកៃន y = 3x+1
x−2 គឺ៖

ក . y = 2 ខ . y = 3 គ . x = 2 ឃ . x = 3

៥៥ . េបី f (x) = ax+b+ k
Q(x) េនាះអាសីុមតូតេ្រទតគឺ៖

ក . y = ax ខ . y = ax+b គ . y = b ឃ . x =−q/p

៥៦ . f (x) = x2−3x+2
x−1 មានអាសីុមតូតឈរែដរឬេទ?

ក . មាន x = 1

ខ . គា្ម នេទ (េ្រពាះស្រម�លដាច់)
គ . មាន x =−1

ឃ . គា្ម នេ្រពាះ x ̸= 1
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៥៧ . អាសីុមតូតេ្រទតៃន f (x) = x2+x+1
x គឺ៖

ក . y = x ខ . y = x+1 គ . y = 1 ឃ . x = 0

៥៨ . េបីដឺេ្រកភាគយក េស្មីដឺេ្រកភាគែបង េនាះអនុគមន៍សនិទានមាន៖

ក . អាសីុមតូតេដក
ខ . អាសីុមតូតេ្រទត

គ . គា្ម នអាសីុមតូត
ឃ . អាសីុមតូតប៉ារ៉ាបូល

៥៩ . េបីដឺេ្រកភាគយក ធំជាងដឺេ្រកភាគែបង ១ ដឺេ្រក េនាះមាន៖

ក . អាសីុមតូតេដក
ខ . អាសីុមតូតេ្រទត

គ . អាសីុមតូតឈរែតមួយគត់
ឃ . គា្ម នេទ

៦០ . អាសីុមតូតឈរៃន f (x) = x+1
x2−4 គឺ៖

ក . x = 2 ខ . x =−2 គ . x = 2 និង x =−2 ឃ . x = 4

៦១ . អាសីុមតូតេដកៃន f (x) = 5
x+1 គឺ៖

ក . y = 5 ខ . y = 0 គ . y = 1 ឃ . គា្ម នេទ

៦២ . េដីម្បរីកអាសីុមតូតេ្រទត េគអាចេ្របីវធីិ៖

ក . ែចកពហុធា
ខ . រកលីមីត

គ . ទាងំ a និង b ្រត�វ
ឃ . េដរេីវ

៦៣ . េបី lim
x→∞

[ f (x)− (2x−3)] = 0 េនាះអាសីុមតូតេ្រទតគឺ៖
ក . y = 2x ខ . y = 2x−3 គ . y =−3 ឃ . y = 0

៦៤ . f (x) = x2

x+2 មានអាសីុមតូតេ្រទត y = ax+b ែដល a េស្មី៖
ក . 1 ខ . −2 គ . 0 ឃ . 2

៦៥ . ក្នុងសំណួរ ៦៤ តៃម្ល b េស្មី៖
ក . 1 ខ . −2 គ . 2 ឃ . 0

៦៦ . អនុគមន៍ f (x) = 1
x មានអាសីុមតូតចំនួន៖

ក . ១ ខ . ២ គ . ៣ ឃ . ០

៦៧ . អាសីុមតូតេដកៃន y = x2+1
2x2−3 គឺ៖

ក . y = 1/2 ខ . y = 2 គ . y = 1 ឃ . y =−1/3

៦៨ . េតីអាសីុមតូតេដក អាចកាត់ជាមួយ្រកាបបានែដរឬេទ?
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ក . មិនអាចដាច់ខាត
ខ . អាចក្នុងករណីខ្លះ

គ . អាចជានិច្ច
ឃ . គា្ម នចេម្លីយ

៦៩ . េតីអាសីុមតូតឈរ អាចកាត់ជាមួយ្រកាបបានែដរឬេទ?
ក . អាច ខ . មិនអាច គ . អាច្រតង់ ០ ឃ . មិនដឹង

៧០ . f (x) = e−x មានអាសីុមតូតេដក y = 0 ក្នុងករណី x → ៖
ក . 0 ខ . +∞ គ . −∞ ឃ . 1

៧១ . អាសីុមតូតឈរៃន f (x) = lnx
x−1 គឺ៖

ក . x = 1 ខ . x = 0 គ . គា្ម នេទ ឃ . x = e

៧២ . េបី f (x) = x2−x−2
x−2 េនាះ្រកាបជា៖

ក . ែខ្សេកាងមានអាសីុមតូត
ខ . បនា្ទ ត់្រតង់ែដលមានចំណុចដាច់

គ . ប៉ារ៉ាបូល
ឃ . រង្វង់

៧៣ . អាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន y = 2x
x+1 ្របសព្វគា្ន ្រតង់៖

ក . (−1,2) ខ . (1,2) គ . (2,−1) ឃ . (0,0)

៧៤ . ចំណុច្របសព្វៃនអាសីុមតូតទាងំពីររបស់ f (x) = ax+b
cx+d ជា៖

ក . ចំណុចរបត់ ខ . ផ្ចិតឆ្លុះ គ . គល់ត្រម�យ ឃ . ចំណុចអតិបរមា

៧៥ . េបី f (x) =
√

x2 +1 េតីមានអាសីុមតូតេដកេទ?
ក . មាន ខ . គា្ម ន គ . មានែត x → 0 ឃ . មិនដឹង

៧៦ . េបី f ជាអនុគមន៍គូ េនាះ f ឆ្លុះេធៀបនឹង៖

ក . អ័ក្សអាប់សីុស ខ . អ័ក្សអរេដាេន គ . គល់ O ឃ . បនា្ទ ត់ y = x

៧៧ . េបី f ជាអនុគមន៍េសស េនាះ f ឆ្លុះេធៀបនឹង៖

ក . អ័ក្សអរេដាេន ខ . គល់ត្រម�យ O គ . អ័ក្សអាប់សីុស ឃ . បនា្ទ ត់ y = 1

៧៨ . លក្ខខណ្ឌ អនុគមន៍េសសគឺ f (−x) = ៖
ក . f (x) ខ . − f (x) គ . 1/ f (x) ឃ . 0

៧៩ . បនា្ទ ត់ x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះកាលណា f (2a− x) = ៖
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ក . b ខ . f (x) គ . − f (x) ឃ . 2b− f (x)

៨០ . ចំណុច I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះកាលណា f (2a− x)+ f (x) = ៖
ក . b ខ . 2b គ . 0 ឃ . a

៨១ . ផ្ចិតឆ្លុះៃន f (x) = x+3
x−1 គឺ៖

ក . (1,1) ខ . (−1,1) គ . (1,3) ឃ . (3,−1)

៨២ . អនុគមន៍ f (x) = cosx ជាអនុគមន៍៖
ក . េសស ខ . គូ គ . មិនគូមិនេសស ឃ . េថរ

៨៣ . ផ្ចិតឆ្លុះៃន f (x) = x3 −3x2 +4 គឺ៖
ក . (0,4) ខ . (1,2) គ . (2,0) ឃ . (1,0)

៨៤ . េបី f (x) = x2−2x+2
x−1 េនាះផ្ចិតឆ្លុះស្ថិតេនេលីអាសីុមតូតឈរ៖

ក . x = 1 ខ . x = 2 គ . x = 0 ឃ . x =−1

៨៥ . ការរកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និងអ័ក្សអាប់សីុស ្រត�វឱ្យ៖
ក . x = 0 ខ . y = 0 គ . x = 1 ឃ . y = 1

៨៦ . ការរកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប និងអ័ក្សអរេដាេន ្រត�វឱ្យ៖
ក . x = 0 ខ . y = 0 គ . x = 1 ឃ . y = 1

៨៧ . េបី f (x)− yasym > 0 េនាះ្រកាបស្ថិតេន៖

ក . ខាងេ្រកាមអាសីុមតូត
ខ . ខាងេលីអាសីុមតូត

គ . េលីអ័ក្សអាប់សីុស
ឃ . គា្ម នចេម្លីយ

៨៨ . អ័ក្សឆ្លុះៃនប៉ារ៉ាបូល y = x2 −4x+5 គឺ៖
ក . x = 4 ខ . x = 2 គ . x = 0 ឃ . x =−2

៨៩ . អនុគមន៍ f (x) = x2+1
x ជាអនុគមន៍៖

ក . គូ ខ . េសស គ . មិនគូមិនេសស ឃ . េថរ

៩០ . ចំណុច្របសព្វៃន y = x−1
x+1 ជាមួយអ័ក្សអរេដាេនគឺ៖

ក . (1,0) ខ . (0,−1) គ . (0,1) ឃ . (−1,0)

៩១ . ក្នុងអនុគមន៍ f (x) = ax2+bx+c
px+q េបី f ′(x)គា្ម នឬស េនាះ្រកាប៖
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ក . គា្ម នចំណុចបរមា
ខ . មានអតិបរមាែតមួយ

គ . កាត់អ័ក្សអាប់សីុស
ឃ . គា្ម នអាសីុមតូត

៩២ . េបី I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះ េនាះ f (x) = b+F(x−a) ែដល F ជា៖

ក . អនុគមន៍គូ ខ . អនុគមន៍េសស គ . អនុគមន៍េថរ ឃ . គា្ម នចេម្លីយ

៩៣ . ្រកាបៃន f (x) = x2+1
x2−1 ឆ្លុះេធៀបនឹង៖

ក . គល់ O ខ . អ័ក្ស y′y គ . អ័ក្ស x′x ឃ . បនា្ទ ត់ y = x

៩៤ . េដីម្បសីង់្រកាបបាន្រតឹម្រត�វ េគ្រត�វដឹងពី៖
ក . តារាងអេថរភាព
ខ . អាសីុមតូត

គ . ចំណុចពិេសស
ឃ . ្រគប់ចំណុចខាងេលី

៩៥ . េបី x →±∞ េហយី f (x)→ 2 េនាះ្រកាបខិតជិតបនា្ទ ត់៖
ក . x = 2 ខ . y = 2 គ . y = 2x ឃ . y = 0

៩៦ . អនុគមន៍ f (x) = |x|
x ចំេពាះ x ̸= 0 ជាអនុគមន៍៖

ក . គូ ខ . េសស គ . េកីន ឃ . ចុះ

៩៧ . ចំណុច I(1,2)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន f មានន័យថា f (2− x)+ f (x) = ៖
ក . 2 ខ . 4 គ . 1 ឃ . 0

៩៨ . េបី f (x) = x2+4
x តៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ៖

ក . 2 ខ . 4 គ . −4 ឃ . 0

៩៩ . ក្នុងតារាងអេថរភាព េបីសញញ f ′(x) គឺ +|+មានន័យថា៖

ក . មានបរមាេធៀប
ខ . អនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់

គ . មានចំណុចរបត់
ឃ . អនុគមន៍ចុះ

១០០ . ្រកាបៃនអនុគមន៍សនិទាន y = ax+b
cx+d េហថា៖

ក . ប៉ារ៉ាបូល ខ . អីុែពបូល គ . រង្វង់ ឃ . េអលីប



34 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) = 2x+3

ខ . f (x) =
√

x+1

គ . f (x) =
√

x2 −1

ឃ . f (x) =
x−1
x+2

ង . f (x) =
x2 −1
x−3

ច . f (x) =
1√

x−2

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

35

២ . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =

√
x2 −1
x−2

ខ . f (x) =

√
x2 −1
x+3

គ . f (x) =
x2 −3x+4

x−1

ឃ . f (x) =
√

x2 −4x+3

ង . f (x) =
√

x2 −4+

√
x2 −9
x−1

ច . f (x) =

√
x2 −4
x−2

ចេម្លីយ:



36 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៣ . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) = ex

ខ . f (x) = ex −1

គ . f (x) =
ex

x−1

ឃ . f (x) = ln(x2 −4x+3)

ង . f (x) = x+1+
lnx
x

ច . f (x) = ln
(

x−1
x

)
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

37

៤ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x+1

x2 +2x+1

ច . f (x) =

√
x2 +1

x2 +3x+2

ចេម្លីយ:



38 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
1− x

2x−1

ខ . f (x) =
3x+1
x+1

គ . f (x) =
2+3x
x2 −1

ឃ . f (x) =
2+3x

2− x+ x2

ង . f (x) =
x+1

x2 +3x−4

ច . f (x) =

√
x2 +1

x2 −3x+2

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

39

៦ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
3− x

(2x−1)2

ខ . f (x) =
3x+1

x2 −4x+3

គ . f (x) =
2+3x

x2 −5x+6

ឃ . f (x) =
1

2− x+ x2

ង . f (x) =
x+1

x2 −3x−4

ច . f (x) =

√
x2 −1

x2 −3x−4

ចេម្លីយ:



40 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧ . រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

41

៨ . រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

ចេម្លីយ:



42 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៩ . រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

43

១០ . រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2

ខ . f (x) =
1− x− x2

x−2

គ . f (x) =
2−3x+ x2

x+1

ឃ . f (x) =
2+3x−2x2

1− x

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2

ចេម្លីយ:



44 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

45

១១ . រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1

ចេម្លីយ:



46 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

47

១២ . រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

2+5x

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1

ចេម្លីយ:



48 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

49

១៣ . រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 −4x+5
−3x+2

ខ . f (x) =
2x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
√

x2 + x+1

ឃ . f (x) =
√

4x2 + x+3

ង . f (x) =
√

9x2 + x+2

ច . f (x) =
√

8x2 + x−5

ឆ . f (x) =
√

x2 + x−1

ចេម្លីយ:



50 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

51

១៤ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2

ចេម្លីយ:



52 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

53

១៥ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

ចេម្លីយ:



54 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

55

១៦ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

ចេម្លីយ:



56 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

57

១៧ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2

ខ . f (x) =
1− x− x2

x−2

គ . f (x) =
2−3x+ x2

x+1

ឃ . f (x) =
2+3x−2x2

1− x

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2

ចេម្លីយ:



58 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

59

១៨ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1

ចេម្លីយ:



60 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

61

១៩ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

2+5x

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1

ចេម្លីយ:



62 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

63

២០ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) = 2x−3
ខ . f (x) = 3x+2

គ . f (x) =−x+1
ឃ . f (x) =−2x+1

ង . f (x) = 4−3x
ច . f (x) =−5x+10

ចេម្លីយ:



64 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

២១ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) = x2 −2x−3
ខ . f (x) = x2 −3x+2

គ . f (x) = x2 −2x+1
ឃ . f (x) = 2x2 −2x+1

ង . f (x) = 4−3x+ x2

ច . f (x) = x2 −5x+10

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

65

២២ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2

ចេម្លីយ:



66 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

២៣ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

67

២៤ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

ចេម្លីយ:



68 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

២៥ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2

ខ . f (x) =
1− x− x2

x−2

គ . f (x) =
2−3x+ x2

x+1

ឃ . f (x) =
2+3x−2x2

1− x

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

69

២៦ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1

ចេម្លីយ:



70 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

២៧ . សិក�សញញ ៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

2+5x

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

71

២៨ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថាy = f (x)ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់របស់វានីមួយៗ៖

ក . f (x) =
x−2
x−1

ខ . f (x) =
2x−1
x+2 គ . f (x) =

x2 −4x
x−2

ចេម្លីយ:



72 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

២៩ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា y = f (x)ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍ចុះជានិច្ចេលីែដនកំណត់របស់វានីមួយៗ៖

ក . f (x) =
−x+2
x−1

ខ . f (x) =
−2x+3

x+1 គ . f (x) =
−x2 + x+3

x+1

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

73

៣០ . រកតៃម្លmេដីម្បឲី្យអនុគមន៍ f (x) = (2m−1)x2 +m+1 ចំេពាះ x > 0ជាអនុគមន៍េកីន។
ចេម្លីយ:



74 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៣១ . កំណត់តៃម្លkេដីម្បឲី្យអនុគមន៍ f (x) = (k+3)x2 − k+2ចំេពាះ x < 0ជា៖

ក . ជាអនុគមន៍ចុះ ខ . ជាអនុគមន៍េថរ

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

75

៣២ . រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) =−x2 +4x−1
ខ . f (x) =−2x2 +3x+6

គ . f (x) =−x2 +9x−3
ឃ . f (x) =−3x2 −9x+8

ង . f (x) = x2 +4x+3
ច . f (x) =−x2 +3x−2

ចេម្លីយ:



76 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

77

៣៣ . រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមនy៍ = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) =−x2 +4x+4
ខ . f (x) =−x2 +3x+2

គ . f (x) =−x2 +4x−3
ឃ . f (x) = x2 −4x+8

ង . f (x) = x2 − x+3
ច . f (x) = x2 +3x+2

ចេម្លីយ:



78 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

79

៣៤ . េគឲ្យអនុគមនh៍(x) = mx2+nx+1 ្រកាបH។ ចូររកចំនួនពិតm និង nេដីម្បឲី្យhមានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់x = 1 េហយី
មានh(3) = 2។
ចេម្លីយ:



80 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៣៥ . កំណត់តៃម្លaេដីម្បឲី្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +
a
x
។

ក . អប្បបរមា្រតង់x = 2 ខ . អប្បបរមា្រតង់x =−3 គ . មានចំណុចរបត់្រតង់x = 1

ឃ . បងា្ហ ញថាគា្ម នតៃម្លaែដលេធ្វីឲ្យ fមានអតិបរមិាេទ?
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

81

៣៦ . អនុគមន៍ f (x) = x3 +3ax2 +3bx+2ចំេពាះx ∈ R។
ក . រកតៃម្លa និង bេដីម្បឲី្យ fមានអតិបរមិាេធៀប្រតង់x = 1 និង មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់x = 2។
ខ . រកផលដករវាងតៃម្លអតិបរមា និង អប្បបរមាេធៀបៃន f។
ចេម្លីយ:



82 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៣៧ . រកតៃម្លa និង bេដីម្បឲី្យ f (x) = x3 +ax2 +bx+1 មាន៖
ក . អតិបរមា្រតង់x =−1 និង អប្បបរមា្រតង់ x = 3។
ខ . អប្បបរមា្រតង់x = 4 និងចំណុចរបតx់ =−1។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

83

៣៨ . សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) = 2x2 −8x+5 ខ . f (x) = x3 −3x+3x+2 គ . f (x) = x4 −2x2 +2

ចេម្លីយ:



84 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

85

៣៩ . សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម៖

ក . f (x) =
x2 −4x
x2 +3x

ខ . f (x) =
2x2 −2x−1
(x−1)2

គ . f (x) =
x2 −4x

x2 −4x+3

ឃ . f (x) =
3x2 −18x+25

x2 −6x+8

ង . f (x) =
x2 −4
x2 +1

ច . f (x) =
x2 −1
x2 +2

ឆ . f (x) =
x2 −2x+3

x2 −1

ជ . f (x) =
−x2 +3x+5
x2 −2x−3

ឈ . f (x) =
2x2 − x+3

1− x2

ចេម្លីយ:



86 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

87



88 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤០ . េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 2 េដាយ y = 2x2+x−1
x−2 និងមាន្រកាប C។

ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល្រគប់ x ̸= 2 េគបាន f (x) = ax+b+ c
x−2

ខ . រកអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C។
គ . សិក�ទីតាងំៃន C េធៀបេទនឹងអាសីុមតូតេ្រទតរបស់វា។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

89



90 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤១ . េគឱ្យ f កំណត់េលី (−∞,2)∪ (2,+∞) េដាយ f (x) = x2−4x+8
x−2 េហយី C ជាែខ្សេកាងតាង f ក្នុងត្រម�យអរតូណ

រម៉ាល់ (O,
−→
i ,

−→
j )។

ក . កំណត់ចំនួនពិត a,b,c េដីម្បបីាន f (x) = ax+b+ c
x−2 , x ̸= 2

ខ . កំណត់អាសីុមតូតឈរ និងេ្រទតៃន្រកាប C

គ . សិក�អេថរភាពៃន f និងសង់្រកាប C

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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92 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤២ . េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x2−x−3
x+1 និងេគតាងេដាយ C ្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f
ខ . បងា្ហ ញថា f (x) = x−2− 1

x+1

គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C

ឃ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃន f ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

93



94 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៣ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 1 េដាយ f (x) = x2+x−1
x−1 និងមាន្រកាប C ។

ក . រកចំនួនពិត a,b និង c េដីម្បឱី្យ f (x) = ax+b+ c
x−1 ចំេពាះ x ̸= 1 ។

ខ . គណនាលីមីត្រតង់េគាលៃនែដនកំណត់ រចួកំណត់អាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន C ។
គ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
ឃ . បងា្ហ ញថា I(1,3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន C ។ សង់ែខ្សេកាង C ក្នុងអរតូណរម៉ាល់
ង . សិក�តាម្រកាភិច ចំនួនឬសៃនសមីការ x2 +(1−m)x+m−1 = 0

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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96 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៤ . េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R−{2} េដាយ f (x) = x2−x−1
x−2 ។

េយងីតាង C ជា្រកាបរបស់វាេលីត្រម�យអរតូណរម៉ាល
(់

0,
−→
i ,

−→
j
)
។

ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ −∞ និង្រតង់ +∞ ។
ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . a . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល្រគប់ x ̸= 2; f (x) = ax+b+ c

x−2 ។
b . េគតាង d ែដលមានសមីការ y = x+1។ បងា្ហ ញថា d ជាអាសីុមតូតៃន C ្រតង់ +∞ និង −∞។ សិក�ទីតាងំ

ៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d ។
c . សង់្រកាប C និង បនា្ទ ត់ d ។

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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98 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៥ . េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x2−x−3
x+1 និង េគតាងេដាយ (C) ្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគន៍ f ។
ខ . បងា្ហ ញថា f (x) = x−2− 1

x+1 ។
គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។
ឃ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃន f ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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100 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៦ . េគមានអនុគមន៍ f (x) = (x+2)(x−2)
(1−x) ។

ក . រកែដនកំណត់ f (x) ។
ខ . បងា្ហ ញថា f (x) =−x−1+ 3

x−1 ។
គ . សិក�អេថរភាពនិង សង់្រកាប C ៃនអនុគមន៍ f (x) = (x+2)(x−2)

(1−x) ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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102 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៧ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x2+x+4
x+1 េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រកែដនកំណត់ និង សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f ។
ខ . សរេសរសមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ។
គ . សង់តារាងអេថរភាព អាសីុមតូត និង ្រកាប C ៃនអនុគមន៍ f ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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104 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៨ . េគមានអនុគមន៍ f (x) = x2+3x+6
x+2 កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−2 និងមានែខ្សេកាង C។

ក . គណនា f ′(x)។ រកតៃម្លបរមាៃន f។ រកសមីការអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C។ គណនាលីមីតៃន f កាលណា x ខិត
េទ +∞, −∞។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។

ខ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ្រតង់ចំណុច x0 = 1។ គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាងសមីការ
បនា្ទ ត់ប៉ះនឹងអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C។

គ . សង់ែខ្សេកាង C បនា្ទ ត់ប៉ះៃនែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូត េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ែតមួយ។
គណនាៃផ្ទ្រកទបខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង C អ័ក្សអាប់សីុស និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = 2។

ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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106 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៤៩ . េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x2−5x+7
x−2 មាន្រកាបតំណាង (C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f។
ខ . គណនាលីមីត៖ lim

x→2
f (x) ; lim

x→±∞
f (x) ។

គ . រកតៃម្លៃនចំនួនពិត a ; b និង c េដីម្បឲី្យ f (x) = ax+b+ c
x−2 ។

ឃ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងសមីការអាសីុមតូតេ្រទត។
ង . សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f រចួសង់្រកាប (C)។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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108 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥០ . េគឲ្យអនុគមន៍ f មួយកំណត់្រគប់តៃម្ល x ≠ 2 ែដល y = f (x) = x2−3x−4
x−2 មាន្រកាបតំណាង (C)។

ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 2 និង ±∞ ។ រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ។
ខ . កំណតត់ៃម្ល a,b និង c េដីម្បឲី្យ f (x) = ax+b+ c

x−2។ រចួបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត
ៃន្រកាប(C) ្រតង់ ±∞។

គ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ េដរេីវ។
ឃ . សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f។
ង . បងា្ហ ញថាចំណុច I(2,1)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប(C) រចួសង់្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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110 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥១ . េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x2−4
x−1 មាន្រកាបតំណាង (C)។

ក . ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f។
ខ . គណនា lim

x→1
f (x) ; lim

x→−∞
f (x) ; lim

x→+∞
f (x) ។ រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ។

គ . បងា្ហ ញថា f (x) = x+1− 3
x−1 ។ រចួបងា្ហ ញថា (d) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប(C) ្រតង់ ±∞ ។

ឃ . បងា្ហ ញថា f ′(x) = x2−2x+4
(x−1)2 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D f ។ រចួសិក�សញញ f ′(x) ។

ង . សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f។
ច . រកចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) នឹងអ័ក្សទាងំពីរ េហយី រកផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប រចួសង់្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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112 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥២ . េគមានអនុគមន៍ f មួយកំណត់េលី R−{1} េដាយ y = f (x) = x2−x+9
x−1 មាន្រកាបតំណាង(C)។

ក . ចូរគណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ −∞ ; +∞

ខ . ចូរសរេសរសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប(C)។
គ . សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា អនុគមន៍ f មានអតិបរមាេធៀបមួយ្រតង់ x =−2 និង អប្បបរមាេធៀបមួយ

្រតង់ x = 4 ្រពមទាងំរកតៃម្លបរមាេធៀបទាងំេនះ។
ឃ . សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
ង . កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត a;b និង c ែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = ax+b+ c

x−1។ រចួបងា្ហ ញថា (d) : y = x ជាសមីការអា
សីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C។

ច . រកចំណុច្របសព្វរវាង អាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទត រចួសង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d) ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

113



114 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៣ . េគមានអនុគមន៍ f មួយ ែដលកំណត់េដាយ y = f (x) = x2+3x−3
x−1 មាន្រកាបតំណាង (C)។

ក . ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f។
ខ . ចូរគណនា lim

x→±∞
f (x); lim

x→1
f (x)។

គ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និង សមីការអាសីុមតូតេ្រទត។
ឃ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) ។ រចួរកតៃម្លបរមាេធៀប េបីមាន។
ង . សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
ច . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេ្រទត រចួសង់្រកាប(C) ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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116 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៤ . ក . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = x2−4x+8
x−2

ខ . សិក�េទតាមតៃម្ល m អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឬសសមីការ x2 − (m+4)x+2m+8 = 0 េដាយេ្រប្ីរកាបតាង y ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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118 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៥ . េគឱ្យអនុគមន៍ y = mx2+3mx+2m+1
x+2 ។

ក . ្រសាយបញ្ជ កថ់ា អាសីុមតូតេ្រទតកាត់តាមចំណុចនឹងមួយចំេពាះ្រគបប៉់ារ៉ាែម៉្រត m ែដល ្រត�វកំណតកូ់អរេដាេន។
ខ . រកតៃម្ល m េដីម្បឱី្យបនា្ទ ត់ y = m ប៉ះនឹង្រកាប។
គ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប ចំេពាះ m =−1 ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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120 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៦ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x−2
x−1

មាន្រកាប(C)។ េហយីមានបនា្ទ តពី់រ(L1) : y = 2x+1 និង (L2) : y = x+3។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f (x)។ រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់។
ខ . េតីបនា្ទ ត់មួយណាជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន(C)?

គ . បញ្ច ក់ទីតាងំៃន (C) េធៀបនិងអាសីុមតូតេ្រទតេនាះ។
ឃ . គណនា f ′(x)។ សិក�សញញ ៃន f ′(x)។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ង . សង់្រកាប(C)ក្នុងត្រម�យអរតូណរេមមួយ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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122 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៧ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 +3x+1
x+1

មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតa,b និង cចំេពាះ្រគបx់ ̸=−1 េបី f (x) = ax+b+
c

x+1
។

ខ . គណនា lim
x→−1

f (x) និង lim
x→∞

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . បញ្ច ក់ទីតាងំៃន (C) េធៀបនិងអាសីុមតូតេ្រទតេនាះ។
ឃ . គណនា f ′(x)។ សិក�សញញ ៃន f ′(x)។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ង . សង់្រកាប(C)ក្នុងត្រម�យអរតូណរេមមួយ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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124 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៨ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 + x+1
x+3

មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតa,b និង cចំេពាះ្រគបx់ ̸=−1 េបី f (x) = ax+b+
c

x+3
។

ខ . គណនា lim
x→−3

f (x) និង lim
x→∞

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . បញ្ច ក់ទីតាងំៃន (C) េធៀបនិងអាសីុមតូតេ្រទតេនាះ។
ឃ . គណនា f ′(x)។ សិក�សញញ ៃន f ′(x)។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ង . សង់្រកាប(C)ក្នុងត្រម�យអរតូណរេមមួយ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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126 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៥៩ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x+3
x+1

មាន្រកាប(C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f។ រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់។
ខ . កំណតa់,b និង cែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = ax+b+

c
x+1

។
គ . រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន(C)។ ចូរបញ្ជ ក់ថាទីតាងំរវាង្រកាប(C) និង អាសុីមតូតេ្រទត។
ឃ . គណនា f ′(x)។ សិក�សញញ ៃន f ′(x)។ រចួរកតៃម្លបរមិាៃន f។
ង . សង់តារាងអេថរភាពៃន f។ សង់្រកាប(C) និងអាសីុមតូតក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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128 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦០ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 −2x
x−1

ចំេពាះx ̸= 1 មាន្រកាប(C)។

ក . កំណតa់,b និង cែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = ax+b+
c

x−1
។

ខ . គណនា lim
x→1

f (x) និង lim
x→∞

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។
គ . គណនា f ′(x)។ េហយីទាញថា f ′(x)> 0 ចំេពាះ x ̸= 1។
ឃ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f។ ចូរ្រសាយបញ្ជ ក់ថាចំណុចI(1,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន(C)។
ង . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)ក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ច . េដាយេ្របីតាម្រកាហ្វកិ សិក�អេថរភាព និងសញញ ឬសៃនសមីការx2 − (2+m)x+m = 0 េទតាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉

តm។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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130 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦១ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = −x2 +4x
x−1

ចំេពាះx ̸= 1 មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតa,b និង cែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = ax+b+
c

x−1
។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→1

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . បញ្ជ ក់ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប(C) និងអាសីុមតូតេ្រទត។
ឃ . បញ្ជ ក់ថា fជាអនុគមន៍ចុះេលីR\{1}។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ង . ្រសាយបញ្ជ ក់ថាចំនុចI(1,2)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន(C)។
ច . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ឆ . េដាយេ្របីតាម្រកាប ចូរពិភាក�អត្ថិភាព និង សញញ ឬសៃនសមីការ−x2+(4−m)x+m = 0េទតាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉

តm។
ចេម្លីយ:
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132 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦២ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 +4x+1
x+2

ចំេពាះx ̸=−2 មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតa,b និង cែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = ax+b+
c

x+2
។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→−2

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត(់L) : y = x+2 ជាសមីការអាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប(C)។ បញ្ជ ក់ទីតាងំរវាង្រកាប(C)េធៀបនឹង
បនា្ទ ត(់L)។

ឃ . ចូរ្រសាយបញ្ជ ក់ថា fជាអនុគមន៍េកីនេលី R\{−2}។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ង . ្រសាយថាI(−2,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប(់C)។
ច . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ឆ . េដាយេ្របីតាម្រកាប ចូរពិភាក�អត្ថិភាព និង សញញ ឬសៃនសមីការ

x2 +(4−m)x− (2m−1) = 0េទតាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉តm។
ចេម្លីយ:
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134 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៣ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 −2x+6
x+1

ចំេពាះx ̸=−1 មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតa,b និង cែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = ax+b+
c

x+1
។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→−1

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . គណនា f ′(x) និង រកតៃម្លបរមាៃន f។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ឃ . ្រសាយថាI(−1,−4)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប(់C)។
ង . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ច . េដាយេ្របតីាម្រកាប ចូរពិភាក�អត្ថិភាព និង សញញ ឬសៃនសមីការ x2− (2+m)x− (m−6) = 0េទតាមតៃម្លប៉ា

រ៉ាែម៉តm។
ចេម្លីយ:
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136 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៤ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x+5
x+1

ចំេពាះx ̸=−1 មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតm,n និង pែដលេធ្វីឲ្យ f (x) = mx+n+
p

x+1
។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→−1

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . បងា្ហ ញថា fមានតៃម្លអតិបរមាមួយ និង អប្បបរមាេធៀបមួយ។រចួរកតៃម្លរបស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ឃ . គណនា f (−3), f (−2), f

(
−3

2

)
, f
(
−1

2

)
, f (0), f (1) និង f (2)។

ង . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ច . េដាយេ្របីតាម្រកាប ចូរពិភាក�អត្ថិភាព និង សញញ ឬសៃនសមីការ

x2 +(2− k)x+3− k = 0េទតាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉តk។
ចេម្លីយ:
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138 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៥ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 + x+2
x−1

ចំេពាះx ̸= 1 មាន្រកាប(C)។

ក . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→1

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

ខ . បងា្ហ ញថាចំណុចI(1,3)។ ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប(C)។
គ . គណនា និង សិក�សញញ ៃន f ′(x)។ បងា្ហ ញថា fមានតៃម្លអតិបរមាមួយ និង អប្បបរមាមួ។ រចួគណនាតៃម្លបរមា

េនះ។ រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន(C)។
ឃ . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ង . រកតៃម្លaេដីម្បឲី្យសមីការ f (x) = aមានឬសពីរេផ្សងគា្ន គឺx1 និង x2ែដល1 < x1 < x2េដាយេ្របី្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:
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140 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៦ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x+
4

x−1
ចំេពាះx ̸= 1 មាន្រកាប(C)។

ក . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→1

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។
ខ . គណនា f (0) និង f ′(0)។ បងា្ហ ញថា fមានអតិបរមាមួយ និង អប្បបរមាមួយរចួរកតៃម្លរបស់វា។
គ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f រចួសង់អាសីុមតូត និង្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)ែតមួយ។
ឃ . រកចំនួនពិតmេដីម្បឲី្យសមីការ x2 − (m+1)x+m+4 = 0គា្ម នឬសេដាយេ្របី្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:
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142 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៧ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
x+1

ចំេពាះx ̸=−1 មាន្រកាប(C)។

ក . រកចំនួនពិតa,b និង cេដីម្បឲី្យ្រកាប(C)កាត់តាមចំណុចA(0,1)េហយី f មានបរមិាេធៀប្រតង់ចំណុចB(1,0)។
ខ . គណនាលីមីត lim

x→±∞
f (x) និង lim

x→−1
f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . ចូរសិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់្រកាប f។
ឃ . កំណតត់ៃម្លmេដីម្បឲី្យសមីការx2 − (2+m)x+1−m = 0មានឬសពីរជាចំនួនពិតេផ្សងគា្ន េដាយេ្របី្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:
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144 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៨ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
x+2

ចំេពាះx ̸=−2 មាន្រកាប(C)។

ក . រកចំនួនពិតa,b និង cេដីម្បឲី្យ្រកាប(C)កាត់តាមចំណុចA
(

0,
3
2

)
េហយី f មានបរមិាេធៀប្រតង់ចំណុចB(−1,0)។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→−2

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . ចូរសិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់្រកាប f។
ឃ . កំណត់តៃម្លmេដីម្បឲី្យសមីការ f (x) = mមានឬសពីរជាចំនួនពិតេផ្សងគា្ន េដាយេ្របី្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:
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146 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៦៩ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
x+2

ចំេពាះx ̸=−2 មាន្រកាប(C)។

ក . រកចំនួនពិតa,b និង cេដីម្បឲី្យ្រកាប(C)កាត់តាមចំណុចA
(

0,
3
2

)
េហយី f មានបរមិាេធៀប្រតង់ចំណុច B(−1,1)។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→−2

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។

គ . ចូរសិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់្រកាប f។
ឃ . កំណតត់ៃម្លmេដីម្បឲី្យ f (x) = mមានឬសពីរជាចំនួនពិតេផ្សងគា្ន x1,x2 ែដល x1 < x2 <−2េដាយេ្រប្ីរកាប(C)។
ចេម្លីយ:
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148 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧០ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 +ax+b
x−1

ចំេពាះx ̸= 1 មាន្រកាប(C)។

ក . កំណត់ចំនួនពិតa និងbេដីម្បឲី្យ fមានតៃម្លអតិបរមា្រតង់x = 0េស្មីនឹង1។
ខ . ចំេពាះតៃម្លa និងbែដលរកេឃញីក្នុងសំណួរទី១៖

a . គណនាលីមីត lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→1

f (x)។ រកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន្រកាប(C)។
b . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ របស់វា។ រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f។
c . សង់្រកាប(C)េនក្នុងត្រម�យ(O,⃗ i, j⃗)។
d . េ្របីតាម្រកាហ្វកិ ចូរសិក�នូវអត្ថិរភាព និងសញញ ឬសតាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉តm

ចំេពាះx2 +(a−m)x+(b+m) = 0។
ចេម្លីយ:
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150 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧១ . េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = x2−6x
x2−6x+5 េហយី C ជា្រកាបៃន f ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,

−→
i ,

−→
j )។

ក . គណនាលីមីត្រតង់េគាលៃនែដនកំណត់ រចួទាញឱ្យបានថា C មានអាសីុមតូតឈរពីរ និងអាសីុមតូតេដកមួយ
ែដល្រត�វកំណត់។

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របសវ់ា។ទាញថា f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ រចួគណនាតៃម្លអប្បបរមាេធៀបេនាះ។
សង់តារាងអេថរភាពៃន f។

គ . សង់ែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូតរបស់វា។
ចេម្លីយ:
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152 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧២ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 2 េដាយ y = f (x) = ax2+bx+c
(x−2)2 េហយី C ជា្រកាបៃន f ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(O,
−→
i ,

−→
j )។

ក . រក a,b,c េដាយដឹងថា្រកាប C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ x = 1 និង x =−3 េហយីមានអាសីុមតូតេដកជាបនា្ទ ត់
y = 1។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ែដលកំណត់បានក្នុងសំណួរទី 1។
គ . សង់្រកាប C ៃនអនុគមន៍ f ។
ចេម្លីយ:
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154 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៣ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី I = R−{−2,2} េដាយ f (x) = 2x2

x2−4 ។
ក . សិក�លីមីតៃន f ្រតង់ −∞, −2, 2 និង +∞ ។

ទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដក និង អាសុីមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។
ខ . សិក�អេថរភាព និង សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . សង់េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
o,
−→
i ,

−→
j
)
្រកាបតាង f ។

ចេម្លីយ:
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េម
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ន
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156 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៤ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸=−2, x ̸= 2 េដាយ y = f (x) = x2

4−x2 និងមាន្រកាប C ។
ក . គណនា lim

x→−2
f (x), lim

x→2
f (x) និង lim

x→±∞
f (x) ។

ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេដកៃន្រកាប C ។
ខ . សិក�សញញ ៃនេដរេីវ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . គណនា f (−3) និង f (3) េហយីសង់្រកាប C ៃនអនុគមន៍ f ។
ចេម្លីយ:
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េម
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ន
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158 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៥ . អនុគមន៍ f មួយកំណត់េដាយ y = f (x) = 2x2−9x+4
x2+x−12 មាន្រកាបតំណាង (C) ។

ក . ចូររកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។
ខ . ចូរគណនាលីមីត៖ lim

x→−4
f (x) ; lim

x→3
f (x) និង lim

x→±∞
f (x) ។

គ . កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប(C) ។
ឃ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f រចួសិក�សញញ េដរេីវ។
ង . សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសង់្រកាប(C) ។
ចេម្លីយ:
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160 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៦ . េគមានអនុគមន៍ f មួយកំណត់េដាយ y = f (x) = 3x2−18x+25
x2−6x+8 មាន្រកាបតំណាង(C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f។
ខ . គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ ±∞ ; 2 និង 4 ។ រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដក។
គ . ចូរបងា្ហ ញថា f ′(x) = −2x+6

(x2−6x+8)
2 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R−{2,4}។

ឃ . សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f។
ង . សង់្រកាប (C)។
ចេម្លីយ:
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162 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៧ . េគឲ្យអនុគមន៍ fមួយ កំណត់េដាយ y = f (x) = x2+2x
x2+4 មាន្រកាបតំណាង(C) ។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f។
ខ . រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប(C)។
គ . សិក�អថិរភាព និងសង់តារាងអថិរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
ឃ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
។

ចេម្លីយ:
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164 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៨ . េគមានអនុគមន៍ fមួយ កំណត់េដាយេលី R−{−2} ែដល y = f (x) = x2−1
(x+2)2។

តាង(C)ជា្រកាបតំណាងៃនអនុគមន៍ f។
ក . គណនា lim

x→−2
f (x) ; lim

x→±∞
f (x)។ រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ែដលមាន។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបមួយេស្មី −1
3 ្រតង់ x =−1

2។
គ . សង់តារាងអថិរភាព រចួសង់្រកាប(C)។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

165



166 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៧៩ . អនុគមន៍ f មួយកំណត់េដាយ y = f (x) = −x2−2x+3
x2+3x+2 មាន្រកាបតំណាង(C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។
ខ . សិក�លីមីតៃន f ្រតង់ −1, −2 និង ±∞។ ទាញរកអាសុីមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរទាងំពីរ។
គ . ចំេពាះ្រគបx់ ∈ R\{−1,−2} ចូរគណនាេដរេីវ f ′(x)។
ឃ . សិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) រចួសង់តារាងអថិរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
ង . ចូរសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (O,

−→
i ,

−→
j )

ចេម្លីយ:
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168 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៨០ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −18x+25
x2 −6x+8

និង មាន្រកាប(C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f។ រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់ និង ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប(C)។
ខ . គណនា f ′(x)រចួសិក�សញញ របស់វា្រពមទាងំកំណត់តៃម្លបរមិាេធៀបផង។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប(C)នឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
ឃ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f។ គណនា f (−1), f (0), f (1) និង f (5)។សង់្រកាប(C)។
ង . េ្របី្រកាហ្វកិចូរសិក�អេថរភាព និងសញញ ឬសៃនសមីការ

(3−m)x2 − (18−6m)x+25−8m = 0តាមប៉ារ៉ាែម៉តm។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

169



170 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៨១ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −12x+10
x2 −4x+3

កំណត់េដាយ R\{1,3}និង មាន្រកាប(C)។

ក . រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់ និង ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប(C)។
ខ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប(C)នឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
គ . បងា្ហ ញថា fមានតៃម្លបរមិាេធៀបមួយ្រតង់ x = 2។ រចួរកតៃម្លវា។
ឃ . សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f។
ង . សង់្រកាប (C)។ េដាយេ្របី្រកាប(C)ចូរកំណត់តៃម្លkេដីម្បឲី្យសមីការ f (x) = kគា្ម នឬស។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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172 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៨២ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2 −1
(x+2)2កំណត់េដាយ R\{−2}និង មាន្រកាប(C)។

ក . រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់ និង ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប(C)។
ខ . គណនា f ′(x)និងសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប(C) និងអ័ក្សៃនត្រម�យេហយីអាសីុមតូតេដក។
ឃ . សង់្រកាប (C)។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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174 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៨៣ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −6x
x2 + x−2

និង មាន្រកាប(C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f។ ្រសាយបញ្ជ ក់ថាអនុគមន៍ f េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់។
ខ . រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់ និង ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប(C)។
គ . រកសមីការបនា្ទ ត(់L)ប៉ះ្រកាប(C)្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុសx0 = 3។
ឃ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f។សង់ែខ្សេកាង(C)។
ង . តាម្រកាប (C) ចូរសិក�អត្ថរិភាព និង សញញ ឬសៃនសមីការ(3− k)x2 − (6+ k)x+2k = 0េទតាមប៉ារ៉ាែមត៉k។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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176 េមេរៀនទី ១ អនុគមន៍សនិទាន
េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន

៨៤ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = x2

x2 + x−2
និង មាន្រកាប(C)។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f។ រកលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់ និង ទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប(C)។
ខ . គណនា f ′(x)និងសិក�សញញ របស់វា។
គ . កំណត់តៃម្លបរមិាៃន f។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
ឃ . រកកូអរេដាេនចំណុចAែដលជា្របសព្វរវាង(C) និង អាសុីមតូតេដក។
ង . តាម្រកាប (C) ចូរសិក�អត្ថិរភាព និង សញញ ឬសៃនសមីការ(1−m)x2 −mx+2m = 0េទតាមប៉ារ៉ាែម៉តm។
ចេម្លីយ:



១២ អនុគមន៍ y = f (x) = ax2+bx+c
px2+qx+r

េម
េរៀ
នទ
ី១

អនុ
គម
ន៍ស

និទា
ន
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អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យលអនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២

១ និយមន័យ

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
អនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល មានរាង y = f (x) = ex មានន័យ្រគប់ x ∈ R

២ លក្ខណៈ

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត m,n េគបាន
ក . em+n = em · en

ខ . e−n = 1
en

គ . em−n = em

en

ឃ . (em)n = emn

៣ សមីការៃនអនុគមន៍អុិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

ចំេពាះអនុគមន៍ អិុចស្ូបមានលក្ខណៈមួយចំនួនដូចខាងេ្រកាម៖

• ex = a ⇔ ex = elna ⇒ x = lna

179



180 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

• ex > a ⇔ ex > elna ⇒ x > lna

• ex < a ⇔ ex < elna ⇒ x < lna

៤ េដរេីវៃនអនុគមន៍អុិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

• េបី f (x) = ex េនាះ f ′(x) = ex

• េបី f (x) = eu(x) េនាះ f ′(x) = u′(x) · eu(x)

លំហាត់គំរូ ១

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y = e4x

ខ . y = ex2−3x+1

គ . y = xex

ឃ . y = (x2 −3)ex

ង . y = x2e−2x

ច . y =
√

x
ex

ឆ . y = xe−x

ជ . f (x) = x2ex

ឈ . g(x) = ex−e−x

ex+e−x

ញ . y = ex+e−x

2

ដ . f (x) = ex(1+cosx)
1−cosx

ឋ . g(x) = e
x−1
x+1

ចេម្លីយ:



៤ េដរេីវៃនអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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182 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

៥ លមីីតៃនអនុគមន៍

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

រូបមន្តលីមីតៃនអនុគមន៍អិុចស្ប ៉ូណង់ែស្យល
• lim

x→−∞
ex = 0

• lim
x→+∞

ex =+∞

• lim
x→+∞

ex

xn =+∞

• lim
x→+∞

xn

ex = 0

• lim
x→−∞

xnex = 0

• lim
x→0

ex−1
x = 1

• lim
x→0

eax−1
ax = 1

• lim
x→+∞

(
1+ 1

x

)x
= e

• lim
x→+∞

(
1+ a

x

) x
a = e

• lim
x→0

(1+ x)
1
x = e

• lim
x→0

(
1+ x

a

) a
x = e

លំហាត់គំរូ ២

គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . lim

x→+∞
e3x

ខ . lim
x→−∞

e5x

គ . lim
x→+∞

6e2x

ឃ . lim
x→+∞

xex+1

ង . lim
x→−∞

x2e4x

ច . lim
x→+∞

(
1+ n

x

)x

ឆ . lim
x→+∞

3ex−2

x3

ជ . lim
x→+∞

( x+3
x−1

)x+2

ឈ . lim
x→0

(
ex−e−x

x

)

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

183

៦ សកិ�អនុគមន៍

លំហាត់គំរូ ៣

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = xex

ចេម្លីយ:



184 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

លំហាត់គំរូ ៤

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = x2e−x

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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វញិញ សាពហុេ្រជីសេរសី៖ អនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល (១០០ លំហាត់)
ស្រមាប់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប និងព្រងឹងសមត្ថភាព

១ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ex គឺ៖
ក . R ខ . (0,+∞) គ . [0,+∞) ឃ . R∗

២ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = e
1
x គឺ៖

ក . R ខ . R\{0} គ . (0,+∞) ឃ . x > 1

៣ . អនុគមន៍ f (x) = 1
ex−1 មានន័យកាលណា៖

ក . x ̸= 0 ខ . x > 0 គ . x ̸= 1 ឃ . x ≥ 0

៤ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) =√
ex −1 គឺ៖

ក . [0,+∞) ខ . (0,+∞) គ . R ឃ . (−∞,0]

៥ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = e
√

x គឺ៖
ក . [0,+∞) ខ . R គ . (0,+∞) ឃ . R\{0}

៦ . អនុគមន៍ f (x) = 1
ex+1 មានែដនកំណត់៖

ក . R ខ . R\{−1} គ . x > 0 ឃ . x ̸= 0

៧ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ex+1
ex−2 គឺ៖

ក . R\{ln2} ខ . R\{2} គ . (0,+∞) ឃ . x > ln2

៨ . ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត a,b រូបមន្ត ea+b េស្មីនឹង៖
ក . ea · eb ខ . ea + eb គ . (ea)b ឃ . ea − eb

៩ . ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត a,b រូបមន្ត ea−b េស្មីនឹង៖
ក . ea

eb ខ . ea − eb គ . eb − ea ឃ . eb

ea

១០ . រូបមន្ត (ea)b េស្មីនឹង៖
ក . eab ខ . ea+b គ . ea/b ឃ . aeb

១១ . តៃម្លៃន e0 េស្មីនឹង៖
ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . +∞

១២ . េបី a > 0 េនាះតៃម្លៃន elna េស្មីនឹង៖
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ក . a ខ . lna គ . ea ឃ . 1

១៣ . ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត a តៃម្លៃន ln(ea) េស្មីនឹង៖
ក . a ខ . ea គ . 1 ឃ . 0

១៤ . សញញ ៃន ex ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R គឺ៖
ក . ex > 0 ខ . ex ≥ 0 គ . ex < 0 ឃ . ដូរសញញ តាម x

១៥ . កេន�ម e−x េស្មីនឹង៖
ក . 1

ex ខ . −ex គ . (−e)x ឃ . 1− ex

១៦ . តៃម្លៃន eln3+ln2 េស្មីនឹង៖
ក . 6 ខ . 5 គ . e5 ឃ . e6

១៧ . តៃម្លៃន e5

e2 េស្មីនឹង៖
ក . e3 ខ . e2.5 គ . e7 ឃ . e10

១៨ . តៃម្លៃន (e2)3 េស្មីនឹង៖
ក . e6 ខ . e5 គ . e8 ឃ . 6e

១៩ . អនុគមន៍ f (x) =√
1− ex មានន័យកាលណា៖

ក . x ≤ 0 ខ . x ≥ 0 គ . x < 1 ឃ . x ≤ 1

២០ . ែដនកំណត់ៃន f (x) = e
x+1
x−2 គឺ៖

ក . R\{2} ខ . R\{−1,2} គ . x > 2 ឃ . R

២១ . េដរេីវៃន f (x) = ex គឺ៖
ក . f ′(x) = ex ខ . f ′(x) = xex−1 គ . f ′(x) = ex

x ឃ . f ′(x) = 1

២២ . េដរេីវៃន f (x) = e2x គឺ៖
ក . 2e2x ខ . e2x គ . 1

2e2x ឃ . 2xe2x−1

២៣ . េដរេីវៃន f (x) = e−x គឺ៖
ក . −e−x ខ . e−x គ . ex ឃ . −ex

២៤ . េដរេីវៃន f (x) = e3x−1 គឺ៖
ក . 3e3x−1 ខ . e3x−1 គ . (3x−1)e3x−1 ឃ . 1

3e3x−1

២៥ . េដរេីវៃន f (x) = ex2 គឺ៖
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ក . 2xex2 ខ . x2ex2 គ . e2x ឃ . 2ex2

២៦ . េដរេីវៃន f (x) = e−x2 គឺ៖
ក . −2xe−x2 ខ . 2xe−x2 គ . −x2e−x2 ឃ . −2e−x2

២៧ . េដរេីវៃន f (x) = xex គឺ៖
ក . (x+1)ex ខ . ex គ . xex ឃ . (x−1)ex

២៨ . េដរេីវៃន f (x) = x2ex គឺ៖
ក . (x2 +2x)ex ខ . 2xex គ . (x2 + x)ex ឃ . x2ex

២៩ . េដរេីវៃន f (x) = (x−1)ex គឺ៖
ក . xex ខ . (x−2)ex គ . ex ឃ . (x+1)ex

៣០ . េដរេីវៃន f (x) = ex

x គឺ៖

ក . (x−1)ex

x2 ខ . (x+1)ex

x2
គ . ex

x2 ឃ . ex

1

៣១ . េដរេីវៃន f (x) = e
√

x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖

ក . e
√

x

2
√

x ខ . e
√

x
√

x
គ . 2

√
xe

√
x ឃ . 1

2e
√

x

៣២ . េដរេីវៃន f (x) = esinx គឺ៖
ក . cosx · esinx ខ . −cosx · esinx គ . sinx · esinx ឃ . ecosx

៣៣ . េដរេីវៃន f (x) = ecosx គឺ៖
ក . −sinx · ecosx ខ . sinx · ecosx គ . cosx · ecosx ឃ . e−sinx

៣៤ . េដរេីវៃន f (x) = 1
ex+1 គឺ៖

ក . − ex

(ex+1)2 ខ . ex

(ex+1)2 គ . − 1
(ex+1)2 ឃ . 1

ex

៣៥ . េដរេីវៃន f (x) = (x2 −2x+2)ex គឺ៖
ក . x2ex ខ . (x2 −2)ex គ . (2x−2)ex ឃ . (x2 +2)ex

៣៦ . េដរេីវទី ២ ៃន f (x) = e2x គឺ៖
ក . 4e2x ខ . 2e2x គ . 8e2x ឃ . e2x

៣៧ . េដរេីវទី ២ ៃន f (x) = xex គឺ៖
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ក . (x+2)ex ខ . (x+1)ex គ . xex ឃ . 2ex

៣៨ . េបី f (x) = e−x េនាះ f ′′(x) =៖
ក . e−x ខ . −e−x គ . ex ឃ . −ex

៣៩ . េបី f (x) = e3x េនាះេដរេីវទី n គឺ f (n)(x) =៖
ក . 3ne3x ខ . 3e3x គ . n ·3e3x ឃ . 3n−1e3x

៤០ . ចំណុចរបត់ៃន្រកាបតាង f (x) = xex មានអាប់សីុស x េស្មីនឹង៖
ក . −2 ខ . −1 គ . 0 ឃ . 1

៤១ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

ex គឺ៖
ក . +∞ ខ . 0 គ . −∞ ឃ . 1

៤២ . តៃម្លៃន lim
x→−∞

ex គឺ៖
ក . 0 ខ . −∞ គ . +∞ ឃ . 1

៤៣ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

e−x គឺ៖
ក . 0 ខ . +∞ គ . −∞ ឃ . −1

៤៤ . តៃម្លៃន lim
x→−∞

e−x គឺ៖
ក . +∞ ខ . 0 គ . −∞ ឃ . 1

៤៥ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

ex

x គឺ៖
ក . +∞ ខ . 0 គ . 1 ឃ . e

៤៦ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

ex

x2 គឺ៖
ក . +∞ ខ . 0 គ . 1 ឃ . 2

៤៧ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

x
ex គឺ៖

ក . 0 ខ . +∞ គ . 1 ឃ . e

៤៨ . តៃម្លៃន lim
x→−∞

xex គឺ៖
ក . 0 ខ . −∞ គ . +∞ ឃ . −1

៤៩ . តៃម្លៃន lim
x→−∞

x2ex គឺ៖
ក . 0 ខ . +∞ គ . −∞ ឃ . 1

៥០ . តៃម្លៃន lim
x→0

ex−1
x គឺ៖
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ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . +∞

៥១ . តៃម្លៃន lim
x→0

e2x−1
x គឺ៖

ក . 2 ខ . 1 គ . 0 ឃ . 1
2

៥២ . តៃម្លៃន lim
x→0

ekx−1
x (k ̸= 0) គឺ៖

ក . k ខ . 1 គ . 0 ឃ . 1
k

៥៣ . តៃម្លៃន lim
x→0

ex−e−x

x គឺ៖
ក . 2 ខ . 1 គ . 0 ឃ . −2

៥៤ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

2ex+1
ex−3 គឺ៖

ក . 2 ខ . −1
3 គ . 1 ឃ . +∞

៥៥ . តៃម្លៃន lim
x→−∞

2ex+1
ex−3 គឺ៖

ក . −1
3 ខ . 2 គ . 0 ឃ . 1

៥៦ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

(x− ex) គឺ៖
ក . −∞ ខ . +∞ គ . 0 ឃ . 1

៥៧ . តៃម្លៃន lim
x→0

ex2−1
x2 គឺ៖

ក . 1 ខ . 0 គ . 2 ឃ . +∞

៥៨ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

e2x

ex+1 គឺ៖
ក . +∞ ខ . 1 គ . 0 ឃ . 2

៥៩ . តៃម្លៃន lim
x→−∞

(x2 +1)ex គឺ៖
ក . 0 ខ . +∞ គ . −∞ ឃ . 1

៦០ . តៃម្លៃន lim
x→0

esinx−1
x គឺ៖

ក . 1 ខ . 0 គ . cos1 ឃ . +∞

៦១ . ឫសៃនសមីការ ex = 1 គឺ៖
ក . x = 0 ខ . x = 1 គ . x = e ឃ . គា្ម នឫស

៦២ . ឫសៃនសមីការ ex = e3 គឺ៖
ក . x = 3 ខ . x = ln3 គ . x = e3 ឃ . x = 1

៦៣ . ឫសៃនសមីការ e2x−1 = 1 គឺ៖
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ក . x = 1
2 ខ . x = 1 គ . x = 0 ឃ . x =−1

2

៦៤ . ឫសៃនសមីការ ex = 5 គឺ៖
ក . x = ln5 ខ . x = e5 គ . x = 5 ឃ . x = 5

e

៦៥ . ឫសៃនសមីការ e2x = 4 គឺ៖
ក . x = ln2 ខ . x = ln4 គ . x = 2 ឃ . x = 2ln2

៦៦ . ឫសៃនសមីការ ex =−2 គឺ៖
ក . គា្ម នឫសក្នុង R

ខ . x =− ln2

គ . x = ln(−2)

ឃ . x =−2

៦៧ . សំណំុឫសៃនសមីការ ex2−4 = 1 គឺ៖
ក . {−2,2} ខ . {2} គ . {0,4} ឃ . {4}

៦៨ . សំណំុឫសៃនសមីការ e2x −3ex +2 = 0 គឺ៖
ក . {0, ln2} ខ . {1,2} គ . {0,1} ឃ . {ln2}

៦៩ . សំណំុឫសៃនសមីការ e2x −4ex +3 = 0 គឺ៖
ក . {0, ln3} ខ . {1,3} គ . {0,3} ឃ . {ln3}

៧០ . ឫសៃនសមីការ ex + e−x = 2 គឺ៖
ក . x = 0 ខ . x = 1 គ . x =−1 ឃ . x =±1

៧១ . ឫសៃនសមីការ e2x − ex = 0 គឺ៖
ក . x = 0 ខ . x = 1 គ . x = e ឃ . គា្ម នឫស

៧២ . ឫសៃនសមីការ ex+1 · ex−1 = 1 គឺ៖
ក . x = 0 ខ . x = 1 គ . x =−1 ឃ . x =±1

៧៣ . វសិមីការ ex > 1 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . (0,+∞) ខ . [0,+∞) គ . (1,+∞) ឃ . R

៧៤ . វសិមីការ ex ≤ 1 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . (−∞,0] ខ . ([−∞,0) គ . (−∞,1] ឃ . /0

៧៥ . វសិមីការ e2x−4 > 1 មានសំណំុចេម្លីយ៖
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ក . (2,+∞) ខ . (4,+∞) គ . [2,+∞) ឃ . (0,+∞)

៧៦ . វសិមីការ ex >−5 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . R ខ . (− ln5,+∞) គ . (0,+∞) ឃ . /0

៧៧ . វសិមីការ ex < 0 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . /0 ខ . R គ . (−∞,0) ឃ . {0}

៧៨ . វសិមីការ ex2−1 ≤ 1 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . [−1,1] ខ . (−∞,1] គ . [0,1] ឃ . {−1,1}

៧៩ . សំណំុចេម្លីយៃនវសិមីការ e2x −5ex +6 < 0 គឺ៖
ក . (ln2, ln3) ខ . (2,3) គ . (0, ln3) ឃ . (−∞, ln2)

៨០ . ចំនួនឫសពិតៃនសមីការ ex = x+1 គឺ៖

ក . មានឫសែតមួយ x = 0

ខ . មានឫសពីរ
គ . គា្ម នឫស
ឃ . មានឫសរាប់មិនអស់

៨១ . អនុគមន៍ f (x) = ex ជាអនុគមន៍៖

ក . េកីនជានិច្ចេលី R

ខ . ចុះជានិច្ចេលី R

គ . េកីនផងចុះផង
ឃ . ជាអនុគមន៍េថរ

៨២ . អនុគមន៍ f (x) = e−x ជាអនុគមន៍៖

ក . ចុះជានិច្ចេលី R

ខ . េកីនជានិច្ចេលី R

គ . េកីនេលី (0,+∞)

ឃ . ចុះេលី (−∞,0)

៨៣ . អនុគមន៍ f (x) = xex មានេដរេីវ f ′(x) = 0 ្រតង់៖
ក . x =−1 ខ . x = 0 គ . x = 1 ឃ . x =−2

៨៤ . តៃម្លអប្បបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f (x) = xex គឺ៖
ក . −1

e ខ . 0 គ . −1 ឃ . −e

៨៥ . េដរេីវៃន f (x) = x2e−x េស្មី 0 ្រតង់តៃម្ល x ណាខ្លះ?
ក . x = 0,x = 2 ខ . x = 0,x =−2 គ . x = 1,x = 2 ឃ . x = 0,x = 1

៨៦ . តៃម្លអតិបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f (x) = x2e−x គឺ៖
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ក . 4
e2 ខ . 2

e គ . 4e2 ឃ . 0

៨៧ . សមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប y = ex កាលណា x →−∞ គឺ៖
ក . y = 0 ខ . x = 0 គ . y = 1 ឃ . y =−1

៨៨ . សមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប y = ex

ex+1 កាលណា x →+∞ គឺ៖
ក . y = 1 ខ . y = 0 គ . y =−1 ឃ . x = 0

៨៩ . សមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប y = ex

ex+1 កាលណា x →−∞ គឺ៖
ក . y = 0 ខ . y = 1 គ . y =−1 ឃ . x = 1

៩០ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = ex ្រតង់ចំណុច x = 0 គឺ៖
ក . y = x+1 ខ . y = x គ . y = 2x+1 ឃ . y = x−1

៩១ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = e−x ្រតង់ចំណុច x = 0 គឺ៖
ក . y =−x+1 ខ . y =−x គ . y = x+1 ឃ . y =−x−1

៩២ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ex កាត់អ័ក្សអរេដាេន y′y ្រតង់ចំណុច៖
ក . (0,1) ខ . (1,0) គ . (0,0) ឃ . (0,e)

៩៣ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ex កាត់អ័ក្សអាប់សីុស x′x ្រតង់ចំណុច៖

ក . មិនកាត់អ័ក្ស x′x េទ
ខ . (0,0)

គ . (1,0)

ឃ . (−1,0)

៩៤ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = (x−2)ex កាត់អ័ក្ស x′x ្រតង់ចំណុច៖
ក . (2,0) ខ . (0,−2) គ . (−2,0) ឃ . (1,0)

៩៥ . សមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប y = x+ e−x កាលណា x →+∞ គឺ៖
ក . y = x

ខ . y =−x

គ . y = 0

ឃ . គា្ម នអាសីុមតូតេ្រទត

៩៦ . សមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប y = 2x−1+ ex កាលណា x →−∞ គឺ៖
ក . y = 2x−1 ខ . y = 2x គ . y = 2x+1 ឃ . y =−1

៩៧ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = e2x ្រតង់ x = 0 គឺ៖
ក . 2 ខ . 1 គ . 0 ឃ . 4

៩៨ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ex និង y = e−x ឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹង៖
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ក . អ័ក្សអរេដាេន y′y

ខ . អ័ក្សអាប់សីុស x′x

គ . គល់កូអរេដាេន O

ឃ . បនា្ទ ត់ y = x

៩៩ . អនុគមន៍ f (x) = ex−e−x

2 ជាអនុគមន៍៖
ក . េសស ខ . គូ គ . មិនគូមិនេសស ឃ . ជាអនុគមន៍េថរ

១០០ . អនុគមន៍ f (x) = ex+e−x

2 ជាអនុគមន៍៖
ក . គូ
ខ . េសស

គ . មិនគូមិនេសស
ឃ . ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ច



194 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = ex − x−1 និងមាន្រកាប C ។
ក . គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x)

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា ទាញថា f មានអប្បបរមាេធៀងមួយ រចួគណនាតៃម្លបរមាេធៀបេនាះ។ ចូរ
គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ d : y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C កាលណា x →−∞

ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច P ៃន C ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង C ្រតង់ចំណុចេនះ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។
ង . សង់ C និងបនា្ទ ត់ d និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P ។ (ln2 ≈ 0.7)
ចេម្លីយ:
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196 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
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២ . េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x−1+ 2
ex និង មាន្រកាប C។

ក . កំណតលី់មីតៃន f (x)កាលណា x ខិតេទ +∞ ។ បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ d ែដលមានសមីការ y = x−1 ជាអាសីុមតូ
តេ្រទតៃន C ។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x) អាចសរេសរខាងេ្រកាមទ្រមង់ f (x) = xex−ex+2
ex ទាញរកលីមីតៃន f (x)កាលណា x ខិតេទ −∞

។
គ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T េទនឹង C ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0។
ង . តាម្រកាភិច កំណត់ចំនួនឬសៃនសមីការ f (x) = 2 រចួអមឬសទាងំេនាះេដាយចំនួនគត់ពីរតគា្ន ។
ចេម្លីយ:
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198 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
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៣ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R−{0} េដាយ f (x) = ex

x និង្រកាប C ។
ក . គណនាលីមីត lim

x→+∞
f (x), lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→0
f (x) ។ ទាញរកអាសុីមតូតៃន្រកាប C ។

ខ . គណនា និងសិក�សញញ េដរវី f ′(x) ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានអប្បបរមាមួយ។ គណនាតៃម្លអប្បបរមាេនះ
េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប C ្រតង់អាប់សីុស x0 = 1 ជាបនា្ទ ត់្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
ឃ . សង់្រកាប C ។ េ្របី្រកាប C ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ ex −mx = 0 មានឬស។
ចេម្លីយ:
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200 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
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៤ . អនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = (2x+1)e−2x េហយីមាន្រកាប C តាងក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ) ។

ក . ចូរគណនាលីមីតកាលណា x ខិតជិត −∞ និង +∞ រចួទាញសមីការអាសីុមតូតេដកៃន C។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ រចួគូសតារាងអេថរភាព។
គ . រកចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′ox ។ សិក�សញញ ៃន f ។
ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T េទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច A ។ សង់្រកាប C បនា្ទ ត់អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T

ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ង . េដាយេ្របី្រកាប C ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ (2x+1)e−2x = m មានឬសពីរេផ្សងគា្ន ។
ចេម្លីយ:
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202 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
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៥ . េគកំណត់អនុគមន៍ f េលី R−{0} េដាយ f (x) = ex

ex−1 មាន្រកាប C ជា្រកាបតាង f ក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ) ។

ក . កំណត់ ចំនួនពិត a និង b ែដលអនុគមន៍ f អាចសរេសរ f (x) = a+ b
ex−1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈D ។ េដាយេ្របទី្រមង់

េនះ ចូរគណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន C។
ខ . បងា្ហ ញថា f មានេដរេីវចំេពាះ ្រគប់ចំណុចៃន D េហយីគណនាេដរេីវៃន f ′ ៃន f។ សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f

រចួគូសតារាងអេថរភាព េហយីគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ៃន D ។
គ . រកអាសីុមតូតៃន្រកាប C និងសមីការបនា្ទ ត់ T ប៉ះេទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុចអាប់សីុស 1 ។
ឃ . សង់្រកាប C បនា្ទ ត់ អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ចេម្លីយ:
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204 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
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អនុ
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៦ . ក . តាង g(x) = (x−1)ex+1 ចំេពាះ x ∈R ។ គណនា g′(x) ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន g េដាយមិនចាបំាចគ់ណនា
លីមីត រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី R

ខ . អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = (x−2)ex + x កំណត់េលី R េហយីមាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យអរតូណ
រេម (O,

−→
i ,

−→
j ) ។

a . គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។
b . រកអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ។ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន Cេធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតវា។
c . គណនា f ′(x) ។ េ្របលីទ្ធផលសំណួរ (ក) សិក�សញញ ៃន f ′(x) រចួគុសតារាងអេថរភាពៃន f ។
d . បងា្ហ ញថា ្រកាប C តាងអនុគមន៍ f មានចំណុចរបត់មួយែដល្រត�វគណនាកូអរេដាេន េហយី្រតង់ចំណុច

របត់េនះ ្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
e . សង់្រកាប C អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់េនាះ ក្នុងត្រម�យែតមួយ។

ចេម្លីយ:
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206 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

៧ . េគឲ្យ អនុគមន៍ y = f (x) = ex−1
ex+1 មាន្រកាប C ។

ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និង អាសុីមតូត។
ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។
គ .  បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ។
ឃ .     គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះេនាះ។
ង . សង់្រកាប C េគឲ្យ e = 2.7 និង e−1 = 0.36 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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208 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

៨ . េគឲ្យ អនុគមន៍ y = f (x) = ex+1
ex−1 មាន្រកាប C ។

ក . រកែដនកំណត គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និង អាសុីមតូត។
ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។
គ .  បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ។
ឃ . បនា្ទ ត់ (T ) : y = 3 កាត់ែខ្សេកាង C ្រតង់ M ។ គណនាកូអរេដាេនៃន M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់

ចំណុច M ។
ង .     គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះេនាះ។
ច . សង់្រកាប C េគឲ្យ e = 2.7 និង e−1 = 0.36 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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210 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

៩ . េគឲ្យអនុគមន៍ f ែដល y = f (x) = x2e−x មាន្រកាប C ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f ។
ខ . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់និង អាសីុមតូត ។
គ . បងា្ហ ញថាសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់អាប់សីុស x = 2 ្រសបនឹងអ័ក្សអាបសីុស។
ឃ . រកេដរេិវ សិក�សញញ f ′(x) និង បរមាេធៀបៃន f ។
ង . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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212 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ ែ
ស
្យល

១០ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−2+ e1−x តាងេដាយ្រកាប C ។
ក . រកែដនកំណត់ D f និង គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូត។
ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀប ៃន f ។
គ . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង C ជាមួយបនា្ទ ត់ L កាត់តាមគល់ត្រម�យ េហយី្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត។
ឃ . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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214 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

១១ . េគេអាយអនុគមន៍ f កំណត់េលី R ែដល f (x) = x+2− 4ex

1+ex មាន្រកាប C ក្នុងត្រម�យ (o,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីត f កាលណា x →−∞ និង x →+∞ ។
ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+2 ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប C កាលណា x →−∞ ។ រចួសិក�ទីតាងំ្រកាប C

េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (d1)។
គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េគបាន f (x) = x−1+ 4

1+ex ។
ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន C កាលណា x →+∞ ។ រចួសិក�ទីតាងំ្រកាប C េធៀប

នឹងបនា្ទ ត់ (d2) ។
ង . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុស x = 0 ។
ច .  សង់្រកាប C បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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216 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

១២ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណតច់ំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x ែដល f (x) = x− ex−1
ex+1 មាន្រកាបក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ឯកតាេលីអ័ក្ស

យក 2cm ។
ក . a . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x; f (x) = x−1+ 2

1+ex = x+1− 2ex

1+ex ។
b . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

c . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+1 និង (d2) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
d . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និង បនា្ទ ត់ (d1),(d2) ។

ខ . បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េសស ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។
គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុច មានអាប់សីុសេស្មីសូន្យ។ សង់្រកាប (C),(d1),(d2),(L) ក្នុង

ត្រម�យែតមួយ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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218 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

១៣ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R ែដល f (x) = x+2− 4ex

ex+2 មាន្រកាប C ។
ក . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+2 និង (d2) : y = x−2ជាអាសិុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC។សិក�ទីតាងំ្រកាបC េធៀប
នឹងបនា្ទ ត់ (d1),(d2) ។

គ . សិក�អេថរភាពៃន f ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ L ប៉ះ្រកាបC ្រតង់ចំណុច A(ln2, ln2)
។

ឃ . សង់្រកាប C,(d1),(d2) និង L ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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220 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

១៤ . A . អនុគមន៍ h(x) = 1+ex(1−x) កំណត់ ∀x ∈R ។ េដាយពំុបាចគ់ណនាលីមីតចុងែដនកំណតចូ់រសិក�សញញ
ៃន h(x) េលី R ។

B . អនុគមន៍ y = f (x) = 2+ x(1+ ex)មាន្រកាប C ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់។
ខ . បំភ្លឺថា y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞។
គ . សិក�អេថរភាពៃន f េ◌ោដយេ្របីលទ្ធផល A ។
ឃ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន ែខ្សេកាង C ជាមួយអាសីុមតូតេ្រទត y = x+2 ។
ង . សង់្រកាប C េលីត្រម�យអរតូណរេម។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល
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222 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ ែ
ស
្យល

១៥ . ក . អនុគមន៍ h កំណតច់ំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x េដាយ h(x) = e2x−2x−1 េហយីមានតារាងអេថរភាពដូចខាងេ្រកាម៖
x

h′(x)

h(x)

−

0

0

0 +

−∞

+∞ +∞

+∞

េដាយេ្របីតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ h ចូរបញ្ជ ក់ថា e2x ≥ 2x+1 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។
ខ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = (x+1)(e−2x +1) ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x និង មាន្រកាប (C)។

a . គណនា f ′(x) និង f ′(0) ។ បញ្ជ កថ់ាេដរេីវ f ′(x) និងអនុគមន៍ h(x)មាន សញញ ដូចគា្ន ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0
។

b . គណនា f (0), lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ សង់តារាងអេថរភាពរបស់អនុគមន៍ f ។
c .   បងា្ហ ញថា f (x) = x+ 1+

( x
ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2 ។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) មានសមីការ y = x+ 1 ជាអាសីុ
មតូតេ្រទៃន (C) េនខាង +∞ ។

d . សិក�ទីតាងំរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) ។
e . បនា្ទ ត់ (∆) មួយ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D) េហយីប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ M ។ កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច M និង
សរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ (∆) ។

f . សង់បនា្ទ ត់ (D),(∆) និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i.⃗ j) ែតមួយ។ (េគឲ្យ e = 2.7)

ចេម្លីយ:
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224 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
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៦ សិក�អនុគមន៍
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១៦ . A . f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លី R េដាយ f (x) = (1−x)ex−1 ។ គណនា f ′(x) ។សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍
f (េដាយមិនចាបំាច់គណនាលីមីត្រតង់ −∞ និង +∞ ) ។ ទាញរកសញញ ៃន f (x) ។

B . g ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ g(x) = (2− x)ex +2− x ។
ក . គណនា lim

x→−∞
g(x) និង lim

x→+∞
g(x) ។ គណនា g′(x) ។ េដាយេ្របីលទ្ធផលែដលបានេនសំណួរទី (១)

ចូរសិក�សញញ ៃន g′(x) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន g ។
ខ . បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (C)តាងអនុគមន៍ g មានបនា្ទ ត់ (D) : y = 2− x ជាអាសីុមតូតេ្រទតកាលណា x ខិត

េទ −∞ ។ បញញ ក់ទីតាងំៃនែខ្សេកាង (C) េធៀបនឹង (D) ។
គ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ែដល្រសបនឹង (D) ។
ឃ . រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង (C) ។
ង . សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) ។ (ឯកតាេលីអ័ក្សេស្មី 1cm ) ។

ចេម្លីយ:



226 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
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៦ សិក�អនុគមន៍
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១៧ . អនុគម៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−1+2e−x េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . រក lim

x→±∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L1 ៃន្រកាប C ។ បងា្ហ ញាថា f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln2 ។

ខ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ L2 ែដលប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច A(0,1) ។
គ . សង់បនា្ទ ត់ L1,L2 េនក្នុងត្រម�យអរេដាេនែតមួយ។ េគឲ្យ ln2 = 0.7 ។
ឃ . គណនា្រកលាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយអាសីុមតូតេ្រទត L1 ្រកាប C បនា្ទ ត់ x = 0 និង x = 1 ។
ចេម្លីយ:



228 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
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៦ សិក�អនុគមន៍
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១៨ . េគឲ្យ f (x) = ex និង g(x) = ln(x+1)+1 ។
ក . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាែខ្សេកាង (C1) : y = f (x) និង (C2) : y = g(x)មានចំណុចរមួ A(0,1) ។
ខ . គណនា f ′(0) និង g′(0) រចួទាញថា (C1) និង (C2) ប៉ះគា្ន ្រតង់ A ។
គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់រមួរវាង (C1) និង (C2) ។
ចេម្លីយ:



230 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
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១៩ . f ជាអនុគមន៍ កំណត់េលី R េដាយ f (x) = 4− x− e−x ។ េគតាងេដាយ C ជា្រកាបរបស់វា។
A . ក . រក lim

x→+∞
f (x)

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D មានសមីការ y =−x+4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C ។
គ . េតីែខ្សេកាង C េនេលី ឬេ្រកាមបនា្ទ ត់ D ។ ចូរបញញ ក់។
ឃ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x, f (x) = 4ex−xex−2

ex

ង . រក lim
x→−∞

f (x) (េ្របីលទ្ធផល lim
x→−∞

xex = 0 )

B . ក . គណនា f ′(x) ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។ កំណត់តៃម្លពិត ៃនអតិបរមារបស់ f ។
ខ . A ជាចំណុចេនេលីែខ្សេកាង C ែដលមានអាប់សីុស 0 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់ A ។
គ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ែដលេគតាងេដាយ β េនក្នុងចេនា្ល ះ [−1,0] ។

ចេម្លីយ:
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232 េមេរៀនទី ២ អនុគមន៍អិចស្បណ៉ង់ែស្យល
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២០ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

ex+3 ។ េគតាងេដាយ្រកាបរបសវ់ាេនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយ
ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,

−→
i ,

−→
j ) ។

ក . a . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞ ។
b . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = x+2 ។

ខ . a . ្រសាយបំភ្លឺថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x , f ′(x) =
(

ex−3
ex+3

)2 ។
b . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R និង សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . a . េតីេគអាចថាយ៉ាងណាចំេពាះបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 នឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច I ែដលមានអាប់សីុស ln(3) ។
b . សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។

ឃ . a . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 េទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុសសូន្យមានសមីការ y = 1
4x+1។

b . េដាយសន្មត់ថាចំណុច I ជាផ្ចិតឆ្លុះ ៃន្រកាប C និង ក្នុងតៃម្ល ្របែហលៃន ln(3) ចូរសង់្រកាប C និង
បនា្ទ ត់ប៉ះd1,d2,d3 ។ (េនេលីត្រម�យេនះមួយឯកតាេស្មី2cm) ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អនុ
គម
ន៍អិ
ចស

្បណ៉
ង់ែ
ស
្យល

233
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២១ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+ 1−3ex

1+ex ។ េគតាងេដាយ C ្រកាបរបសវ់ាេនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយ
ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O;

−→
i ;

−→
j ) ។

ក . បងា្ហ ញថា f (x) = x+1− 4ex

1+ex និង គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ ។ ្រសាយបំភ្លថឺាបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ
y = x+1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង C ្រតង់ −∞ ។ សិក�ទីតាងំៃន C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ។

ខ . គណនាលីមីត f ្រតង់ +∞ ។ ្រសាយបំភ្លថឺាបនា្ទ ត់ d2 មានសមីការ y = x−3 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់
+∞ ។សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d2 ។

គ . a . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង បងា្ហ ញថា្រគប់ចំនួនពិតx, f (x) =
(

ex−1
ex+1

)2 ។
b . សិក�អេថរភាពៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ សង់្រកាប C និង អាសីុតតូត d1 និង d2 របស់វា ។

ចេម្លីយ:
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អនុគមន៍េលាការតីអនុគមន៍េលាការតី

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣

១ និយមន័យ

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
អនុគមន៍េលាការតីេនែព កំណត់េដាយ y = lnx មានន័យចំេពាះ x > 0

២ លក្ខណៈ

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

ចំេពាះ k > 0,a > 0,b > 0

• ex = k ⇒ x = lnk

• ln a
b = lna− lnb

• ln(ab) = lna+ lnb

• lnek = k

• elnk = k

លំហាត់គំរូ ១

គណនាតៃម្លៃនកេន�មខាងេ្រកាម៖
ក . eln5

ខ . lne3x+4

គ . eln0.2

ឃ . lne−4x

ង . eln7

ច . lnex−2

ចេម្លីយ:

237



238 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៣ េដរេីវៃនអនុគមន៍

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២
• y = lnx េនាះ y′ = 1

x • y = lnu េនាះ y′ = u′
u

លំហាត់គំរូ ២

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y = x3 + lnx ខ . y = x2 lnx គ . y = x+2lnx ឃ . y = x4 lnx

ចេម្លីយ:



៣ េដរេីវៃនអនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

239

លំហាត់គំរូ ៣

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) = ln(x2 +3x)

ខ . f (x) = ln(cosx)

គ . f (x) = ln(x2 −4)3

ឃ . y =
√

x · lnx

ង . y = 3
√

lnx

ច . y = ln(x+
√

1+ x2)

ឆ . y = ln ex

ex+1

ជ . y = x lnx− x

ឈ . y = x2 ln 1
x2

ចេម្លីយ:



240 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

្របតិបត្តិ ១្របតិបត្តិ ១
គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = x2√5x+1

(3x−2)3

ចេម្លីយ:



៣ េដរេីវៃនអនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

241

្របតិបត្តិ ២្របតិបត្តិ ២
គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . f (x) =

√
x · lnx

ខ . f (x) = x 3
√

lnx

គ . f (x) = ln(x+
√

1+ x2)

ឃ . y = ln ex

ex+1

ង . f (x) = lnx+ ex

ច . y = ln2 x+ 1
ln2 x+2

ឆ . y = x−1− lnx

ជ . y = ln
( x−3

x+2

)
ឈ . y = x2 lnx− x2

2

ចេម្លីយ:



242 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤ លមីីតៃនអនុគមន៍

្របតិបត្តិ ៣្របតិបត្តិ ៣
ក . lim

x→+∞
x−5 lnx ខ . lim

x→+∞
(1+lnx)

x2
គ . lim

x→0
(x lnx)

ចេម្លីយ:

៥ សមីការ និងវិសមីការ

៥.១ សមីការ

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

េបី lna = lnb េនាះ a = b



៥ សមីការ និងវសិមីការ

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

243

លំហាត់គំរូ ៤

េដាះ្រសាយសមីការក្នុង R

ក . ln(x−2)+ ln(x+2) = ln45

ខ . 3e2x + ex −10 = 0

គ . ln(1− x)+ ln(2x+3)− ln(x+1) = ln3

ឃ . ex−2
ex−3 = 4

ចេម្លីយ:



244 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥.២ វិសមីការ

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤
• lna ≤ lnb េនាះ a ≤ b • lna ≥ lnb េនាះ a ≥ b

លំហាត់គំរូ ៥

េដាះ្រសាយវសិមីការក្នុង R

ក . ln(x+3)+ ln(x+5)≤ ln15

ខ . ln(x2 −4e2)< 1+ ln3x

គ . 3ex −10e−x +1 ≥ 0

ចេម្លីយ:



៥ សមីការ និងវសិមីការ

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

245

៥.៣ ្របព័ន្ធសមីការ

លំហាត់គំរូ ៦

េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការក្នុង R

ក .

{
lny = lnx+2
xy = 9e2 ខ .

{
ex +2ey = 1
−3ex + ey = 4

គ .

{
x+ y = 65
lnx+ lny = ln1000

ចេម្លីយ:



246 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦ សកិ�អនុគមន៍

លំហាត់គំរូ ៧

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = x− lnx

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

247

លំហាត់គំរូ ៨

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = lnx
x

ចេម្លីយ:



248 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

លំហាត់គំរូ ៩

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = ex lnx

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

249

្របតិបត្តិ ៤្របតិបត្តិ ៤

េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ f (x) = ax+b+ lnx
x ។ កំណត់ a និង b េដីម្បឱី្យែខ្សេកាង C តាង

f កាត់តាមចំណុច A(1,0) េហយីបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង C ្រតង់ A ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = 2x ។

ចេម្លីយ:



250 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

្របតិបត្តិ ៥្របតិបត្តិ ៥
អនុគមន៍ f កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ f (x) = x+1+ −1+lnx

x េហយី C ជា្រកាបរបស់វា។
ក . អនុគមន៍ g កំណត់េដាយ g(x) = 1+ x2 − lnx ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន g (មិនបាច់គណនាលីមីតេទ) រចួ

ទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី (0,+∞) ។
ខ . គណនា lim

x→0+
f (x), lim

x→+∞
ទាញឱ្យបានថា C មានអាសីុមតូតឈរមួយែដលេគនឹងកំណត់សមីការ។

គ . សិក�ទំនាក់ទំនង f ′(x) = g(x)
x2 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន C ។

ង . រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វនស C ជាមួយ ∆ រចួបញ្ជ ក់ឱ្យបានចបស់ទីតាងំៃន C េធៀបេទនឹង ∆ ។

ច . សង់ែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូតរបស់វាក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

251



252 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

វញិញ សាពហុេ្រជីសេរសី៖ អនុគមន៍េលាការតី (១០០ លំហាត់)
ស្រមាប់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប និងព្រងឹងសមត្ថភាព

១ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = lnx គឺ៖
ក . (0,+∞) ខ . [0,+∞) គ . R ឃ . R∗

២ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln(x−3) គឺ៖
ក . (3,+∞) ខ . [3,+∞) គ . (−∞,3) ឃ . x ̸= 3

៣ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln(2− x) គឺ៖
ក . (−∞,2) ខ . (2,+∞) គ . (−∞,2] ឃ . x ̸= 2

៤ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln(x2 −1) គឺ៖
ក . (−∞,−1)∪ (1,+∞)

ខ . (−1,1)

គ . [−1,1]

ឃ . R\{−1,1}

៥ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln(x2 +1) គឺ៖
ក . R ខ . (0,+∞) គ . [−1,1] ឃ . R∗

៦ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln |x| គឺ៖
ក . R∗ ខ . R គ . (0,+∞) ឃ . x > 1

៧ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) =√
lnx គឺ៖

ក . [1,+∞) ខ . (0,+∞) គ . (1,+∞) ឃ . [0,+∞)

៨ . អនុគមន៍ f (x) = 1
lnx មានន័យកាលណា៖

ក . x > 0 និង x ̸= 1
ខ . x > 0

គ . x ̸= 1

ឃ . x > 1

៩ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln
( x+1

x−1

) គឺ៖
ក . (−∞,−1)∪ (1,+∞)

ខ . (−1,1)

គ . R\{1}
ឃ . x > 1

១០ . តៃម្លៃន ln1 េស្មីនឹង៖
ក . 0 ខ . 1 គ . e ឃ . មិនកំណត់

១១ . តៃម្លៃន lne េស្មីនឹង៖



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . 10

១២ . តៃម្លៃន ln(e2) េស្មីនឹង៖
ក . 2 ខ . e2 គ . 2e ឃ . 1

១៣ . តៃម្លៃន eln5 េស្មីនឹង៖
ក . 5 ខ . ln5 គ . e5 ឃ . 1

១៤ . េបី a > 0,b > 0 េនាះរូបមន្ត ln(ab) េស្មីនឹង៖
ក . lna+ lnb ខ . lna · lnb គ . lna− lnb ឃ . a lnb

១៥ . េបី a > 0,b > 0 េនាះរូបមន្ត ln(a
b

) េស្មីនឹង៖
ក . lna− lnb ខ . lna

lnb គ . lnb− lna ឃ . ln(a−b)

១៦ . េបី a > 0 និង n ∈ R េនាះរូបមន្ត ln(an) េស្មីនឹង៖
ក . n lna ខ . ln(na) គ . (lna)n ឃ . lna

n

១៧ . េបី a > 0 េនាះរូបមន្ត ln√a េស្មីនឹង៖
ក . 1

2 lna ខ . 2lna គ .
√

lna ឃ . ln
(a

2

)
១៨ . តៃម្លៃន ln6− ln2 េស្មីនឹង៖

ក . ln3 ខ . ln4 គ . ln6
ln2 ឃ . 3

១៩ . តៃម្លៃន ln2+ ln5 េស្មីនឹង៖
ក . ln10 ខ . ln7 គ . 10 ឃ . ln2.5

២០ . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) = ln(4− x2) គឺ៖
ក . (−2,2)

ខ . [−2,2]

គ . (−∞,−2)∪ (2,+∞)

ឃ . x < 2

២១ . េដរេីវៃន f (x) = lnx ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . f ′(x) = 1

x ខ . f ′(x) =−1
x គ . f ′(x) = 1

x2 ឃ . f ′(x) = 1

២២ . េដរេីវៃន f (x) = ln(2x) ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . 1

x ខ . 2
x គ . 1

2x ឃ . 2lnx

២៣ . េដរេីវៃន f (x) = ln(x+3) ចំេពាះ x >−3 គឺ៖



254 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

ក . 1
x+3 ខ . 3

x+3 គ . − 1
x+3 ឃ . 1

x

២៤ . េដរេីវៃន f (x) = ln(3−2x) ចំេពាះ x < 3
2 គឺ៖

ក . −2
3−2x ខ . 2

3−2x គ . 1
3−2x ឃ . −2ln(3−2x)

២៥ . េដរេីវៃន f (x) = ln(x2 +1) គឺ៖
ក . 2x

x2+1 ខ . 1
x2+1 គ . x

x2+1 ឃ . 2
x

២៦ . េដរេីវៃន f (x) = ln(x2 −4) ចំេពាះ |x|> 2 គឺ៖
ក . 2x

x2−4 ខ . 1
x2−4 គ . x

x2−4 ឃ . 2
x−2

២៧ . េដរេីវៃន f (x) = x lnx ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . lnx+1 ខ . lnx គ . 1 ឃ . 1

x +1

២៨ . េដរេីវៃន f (x) = x2 lnx ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . 2x lnx+ x ខ . 2x lnx គ . x2 +2x ឃ . x lnx+ x

២៩ . េដរេីវៃន f (x) = lnx
x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖

ក . 1−lnx
x2 ខ . 1+lnx

x2 គ . lnx−1
x2 ឃ . 1

x2

៣០ . េដរេីវៃន f (x) = ln2 x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . 2lnx

x ខ . lnx
x គ . 2lnx ឃ . 2

x

៣១ . េដរេីវៃន f (x) = ln3 x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖

ក . 3ln2 x
x

ខ . 3ln2 x គ . ln2 x
x

ឃ . 3
x

៣២ . េដរេីវៃន f (x) = ln |x| ចំេពាះ x ̸= 0 គឺ៖
ក . 1

x ខ . 1
|x| គ . −1

x ឃ . x
|x|

៣៣ . េដរេីវៃន f (x) = x− x lnx គឺ៖
ក . − lnx ខ . lnx គ . 1− lnx ឃ . −x lnx

៣៤ . េដរេីវៃន f (x) = ln
√

x ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . 1

2x ខ . 1
x គ . 1√

x ឃ . 1
2
√

x

៣៥ . េដរេីវៃន f (x) = ln(lnx) ចំេពាះ x > 1 គឺ៖
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ក . 1
x lnx ខ . 1

lnx គ . 1
x ឃ . lnx

x

៣៦ . េដរេីវទី ២ ៃន f (x) = lnx គឺ៖
ក . − 1

x2 ខ . 1
x2 គ . −1

x ឃ . 2
x2

៣៧ . េដរេីវទី ២ ៃន f (x) = x lnx គឺ៖
ក . 1

x ខ . − 1
x2 គ . lnx ឃ . 1

៣៨ . េដរេីវទី ៣ ៃន f (x) = lnx គឺ៖
ក . 2

x3 ខ . − 2
x3 គ . 6

x4 ឃ . − 1
x3

៣៩ . េដរេីវៃន f (x) = ln(x+
√

x2 +1) គឺ៖
ក . 1√

x2+1
ខ . 1

x+
√

x2+1
គ . x√

x2+1
ឃ .

√
x2 +1

៤០ . ចំណុចរបត់ៃន្រកាបតាង f (x) = x2 lnx មានអាប់សីុស x េស្មីនឹង៖
ក . e−3/2 ខ . e−1/2 គ . e−1 ឃ . 1

៤១ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

lnx គឺ៖
ក . +∞ ខ . 0 គ . −∞ ឃ . 1

៤២ . តៃម្លៃន lim
x→0+

lnx គឺ៖
ក . −∞ ខ . 0 គ . +∞ ឃ . −1

៤៣ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

lnx
x គឺ៖

ក . 0 ខ . +∞ គ . 1 ឃ . e

៤៤ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

lnx
x2 គឺ៖

ក . 0 ខ . +∞ គ . 1 ឃ . 1
2

៤៥ . តៃម្លៃន lim
x→0+

x lnx គឺ៖
ក . 0 ខ . −∞ គ . +∞ ឃ . −1

៤៦ . តៃម្លៃន lim
x→0+

x2 lnx គឺ៖
ក . 0 ខ . −∞ គ . 1 ឃ . +∞

៤៧ . តៃម្លៃន lim
x→0

ln(1+x)
x គឺ៖

ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . +∞

៤៨ . តៃម្លៃន lim
x→1

lnx
x−1 គឺ៖
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លា
កា
រតី

ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . −1

៤៩ . តៃម្លៃន lim
x→0

ln(1+2x)
x គឺ៖

ក . 2 ខ . 1 គ . 0 ឃ . 1
2

៥០ . តៃម្លៃន lim
x→0

ln(1+kx)
x (k ̸= 0) គឺ៖

ក . k ខ . 1 គ . 0 ឃ . 1
k

៥១ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

lnx√
x គឺ៖

ក . 0 ខ . +∞ គ . 1 ឃ . 2

៥២ . តៃម្លៃន lim
x→0+

√
x lnx គឺ៖

ក . 0 ខ . −∞ គ . +∞ ឃ . −1

៥៣ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

(x− lnx) គឺ៖
ក . +∞ ខ . 0 គ . −∞ ឃ . 1

៥៤ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

2lnx+3
lnx−1 គឺ៖

ក . 2 ខ . −3 គ . 1 ឃ . +∞

៥៥ . តៃម្លៃន lim
x→1

lnx
x2−1 គឺ៖

ក . 1
2 ខ . 1 គ . 0 ឃ . 2

៥៦ . តៃម្លៃន lim
x→0+

x3 lnx គឺ៖
ក . 0 ខ . −∞ គ . +∞ ឃ . 1

៥៧ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

ln(x+1)
x គឺ៖

ក . 0 ខ . 1 គ . +∞ ឃ . e

៥៨ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

ln
( x+1

x

) គឺ៖
ក . 0 ខ . 1 គ . +∞ ឃ . e

៥៩ . តៃម្លៃន lim
x→+∞

x ln
(
1+ 1

x

) គឺ៖
ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . +∞

៦០ . តៃម្លៃន lim
x→0

ln(1+sinx)
x គឺ៖

ក . 1 ខ . 0 គ . cos1 ឃ . +∞

៦១ . ឫសៃនសមីការ lnx = 0 គឺ៖
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ក . x = 1 ខ . x = 0 គ . x = e ឃ . គា្ម នឫស

៦២ . ឫសៃនសមីការ lnx = 1 គឺ៖
ក . x = e ខ . x = 0 គ . x = 1 ឃ . x = e2

៦៣ . ឫសៃនសមីការ lnx = 2 គឺ៖
ក . x = e2 ខ . x = 2e គ . x = 2 ឃ . x =

√
e

៦៤ . ឫសៃនសមីការ ln(x−1) = 0 គឺ៖
ក . x = 2 ខ . x = 1 គ . x = 0 ឃ . x = e+1

៦៥ . ឫសៃនសមីការ ln(2x−3) = 0 គឺ៖
ក . x = 2 ខ . x = 3

2 គ . x = 1 ឃ . x = e+3
2

៦៦ . ឫសៃនសមីការ lnx =−1 គឺ៖
ក . x = 1

e ខ . x =−e គ . x = 1 ឃ . គា្ម នឫស

៦៧ . ឫសៃនសមីការ ln(x+2) = ln(2x−1) គឺ៖
ក . x = 3 ខ . x = 1 គ . x =−3 ឃ . គា្ម នឫស

៦៨ . ឫសៃនសមីការ ln(x−2)+ ln(x+2) = ln5 គឺ៖
ក . x = 3 ខ . x =±3 គ . x = 9 ឃ . x = 5

៦៩ . សំណំុឫសៃនសមីការ ln2 x−3lnx+2 = 0 គឺ៖
ក . {e,e2} ខ . {1,2} គ . {0, ln2} ឃ . {e}

៧០ . សំណំុឫសៃនសមីការ ln2 x− lnx = 0 គឺ៖
ក . {1,e} ខ . {0,1} គ . {0,e} ឃ . {e}

៧១ . សំណំុឫសៃនសមីការ ln(x2 −3) = 0 គឺ៖
ក . {−2,2} ខ . {2} គ . {0,4} ឃ . {±3}

៧២ . ឫសៃនសមីការ lnx+ ln(x−3) = ln4 គឺ៖
ក . x = 4 ខ . x =−1 គ . x = 4,x =−1 ឃ . x = 1

៧៣ . វសិមីការ lnx > 0 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . (1,+∞) ខ . [1,+∞) គ . (0,+∞) ឃ . (0,1)

៧៤ . វសិមីការ lnx < 0 មានសំណំុចេម្លីយ៖
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ក . (0,1) ខ . (−∞,1) គ . (−∞,0) ឃ . [0,1)

៧៥ . វសិមីការ lnx ≥ 1 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . [e,+∞) ខ . (e,+∞) គ . [1,+∞) ឃ . (0,e]

៧៦ . វសិមីការ ln(x−1)> 0 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . (2,+∞) ខ . (1,+∞) គ . [2,+∞) ឃ . (0,+∞)

៧៧ . វសិមីការ ln(2x+1)≤ 0 មានសំណំុចេម្លីយ៖
ក . (−1

2 ,0] ខ . (−∞,0] គ . [0,+∞) ឃ . (−1
2 ,+∞)

៧៨ . សំណំុចេម្លីយៃនវសិមីការ ln2 x−4 ≤ 0 គឺ៖
ក . [e−2,e2] ខ . [−2,2] គ . (0,e2] ឃ . [1,e2]

៧៩ . សំណំុចេម្លីយៃនវសិមីការ lnx > ln(2x−1) គឺ៖
ក . (1

2 ,1) ខ . (1,+∞) គ . (0,1) ឃ . (−∞,1)

៨០ . ចំនួនឫសពិតៃនសមីការ lnx =−x េលីចេនា្ល ះ (0,+∞) គឺ៖

ក . មានឫសែតមួយ
ខ . មានឫសពីរ

គ . គា្ម នឫស
ឃ . មានឫសរាប់មិនអស់

៨១ . អនុគមន៍ f (x) = lnx ជាអនុគមន៍៖

ក . េកីនជានិច្ចេលី (0,+∞)

ខ . ចុះជានិច្ចេលី (0,+∞)

គ . េកីនផងចុះផង
ឃ . ជាអនុគមន៍េថរ

៨២ . សមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប y = lnx គឺ៖
ក . x = 0 ខ . y = 0 គ . x = 1 ឃ . y = 1

៨៣ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = lnx កាត់អ័ក្សអាប់សីុស x′x ្រតង់ចំណុច៖
ក . (1,0) ខ . (0,1) គ . (0,0) ឃ . (e,0)

៨៤ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = lnx ្រតង់ x = 1 គឺ៖
ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . −1

៨៥ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = lnx ្រតង់ចំណុច x = 1 គឺ៖
ក . y = x−1 ខ . y = x+1 គ . y = x ឃ . y =−x+1

៨៦ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប y = lnx ្រតង់ចំណុច x = e គឺ៖
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ក . y = 1
e x ខ . y = 1

e x+1 គ . y = x− e ឃ . y = 1
e x−1

៨៧ . េដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) = lnx
x េស្មី 0 ្រតង់៖

ក . x = e ខ . x = 1 គ . x = 0 ឃ . x = e2

៨៨ . តៃម្លអតិបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f (x) = lnx
x គឺ៖

ក . 1
e ខ . e គ . 1 ឃ . 0

៨៩ . សមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប y = lnx
x កាលណា x →+∞ គឺ៖

ក . y = 0 ខ . y = 1 គ . x = 0 ឃ . y = 1
e

៩០ . តៃម្លអប្បបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f (x) = x lnx គឺ៖
ក . −1

e ខ . 0 គ . −1 ឃ . −e

៩១ . តៃម្លអប្បបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ f (x) = x− lnx គឺ៖
ក . 1 ខ . 0 គ . e ឃ . −1

៩២ . ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = lnx និង y = ex ឆ្លុះគា្ន េធៀបនឹង៖

ក . បនា្ទ ត់ពុះទី ១ y = x

ខ . អ័ក្ស y′y

គ . អ័ក្ស x′x

ឃ . គល់កូអរេដាេន O

៩៣ . ចំណុចរបត់ៃន្រកាប y = lnx
x មានអាប់សីុស x េស្មីនឹង៖

ក . e3/2 ខ . e1/2 គ . e2 ឃ . e

៩៤ . សមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប y = ln(x−2) គឺ៖
ក . x = 2 ខ . x = 0 គ . y = 2 ឃ . x =−2

៩៥ . សមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប y = 1
lnx គឺ៖

ក . x = 1 ខ . x = 0 គ . y = 0 ឃ . x = e

៩៦ . សមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប y = x+ ln
(
1+ 1

x

)កាលណា x →+∞ គឺ៖
ក . y = x

ខ . y = x+1

គ . y = 0

ឃ . គា្ម នអាសីុមតូតេ្រទត

៩៧ . អនុគមន៍ f (x) = ln
(1−x

1+x

) េលី (−1,1)ជាអនុគមន៍៖
ក . េសស ខ . គូ គ . មិនគូមិនេសស ឃ . ជាអនុគមន៍េថរ

៩៨ . អនុគមន៍ f (x) = ln(x2 +1)ជាអនុគមន៍៖
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ក . គូ
ខ . េសស

គ . មិនគូមិនេសស
ឃ . ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ច

៩៩ . េបី f (x) = lnx េនាះតៃម្លៃន f (ex) គឺ៖
ក . x ខ . ex គ . lnx ឃ . 1

១០០ . េបី f (x) = ex េនាះតៃម្លៃន f (lnx) ចំេពាះ x > 0 គឺ៖
ក . x ខ . ex គ . lnx ឃ . 0
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លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . គណនាតៃម្លៃនកេន�មខាងេ្រកាម៖
ក . eln7 ខ . lnex−2 គ . ln7x

ចេម្លីយ:

២ . សង់្រកាបៃនអនុគមន៍៖
ក . y = 3− lnx ខ . y = ln(x−3) គ . y = ln(2+ ex)

ចេម្លីយ:

៣ . គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . lim

x→+∞
x−5 lnx ខ . lim

x→+∞

1+ lnx
x2

គ . lim
x→0+

x lnx

ចេម្លីយ:



262 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y =

√
x lnx ខ . y = x3

√
lnx គ . y = ln(x+

√
1+ x2)

ចេម្លីយ:

៥ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . y = ln
ex

ex +1
ខ . y = x lnx− x គ . y = x2 ln

1
x2

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

263

៦ . សិក�អេថរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y = 2x− x lnx

ខ . f (x) =

{
x(1− lnx) េបីx > 0
0 េបីx = 0

ចេម្លីយ:



264 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

265

៧ . ក . សិក�អេថរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y =−2ln |x|+ x−2។
ខ . ្រកាប (C)កាត់ ox ្រតង់ចំណុច P,Q,R ែដលមានអាប់សីុសេរៀងគា្ន p,q,r។

ចូរេ្របៀបេធៀប p,q,r និង បណា្ដ ចំនួន −1,0,1,5,6។
ចេម្លីយ:



266 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

267

៨ . េរាងច្រកឧស�ហកម្មមួយបានទិញម៉ាសុីនហា្វ ក់តៃម្ល 250$ េហយីមានអ្រតាតៃម្លថយចុះ 25% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ េតីបី
ឆា្ន េំ្រកាយ ម៉ាសុីនហា្វ ក់េនះ នឹងមានតៃម្លប៉ុនា្ម ន?
ចេម្លីយ:

៩ . បាក់េតរមីួយ្របេភទបំែបកខ្លួនេដាយមានេមគុណអ្រតាកំេណីន k = 0.872 ែដល t ជាៃថ្ង។ េបេីដីមដំបូងមានបាក់េតរ ី
ចំនួន 9 េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នៃថ្ង េទីបចំនួនបាក់េតរេីកីនដល់ 738?
ចេម្លីយ:



268 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

១០ . េនទី្រក�ងមួយកាលពី 10 ឆា្ន មុំន មាន្របជាជនចំនួន 45600នាក់ េហយីចំនួន្របជាជនមានការេកីនេឡងីេដាយអា្រតា
មួយេថរជាេរៀងរាល់ឆា្ន ។ំ េបីបច្ចុប្បន្នមាន្របជាជនចំនួន 64800នាក់ រកអ្រតាកំេណីនៃនចំនួន្របជាជន្របចាឆំា្ន កំ្នុង
ទី្រក�ងេនះ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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លហំាត់ជំពូកទី៤

១ . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . y =
√

x2 −2
√

x2 −1+
√

x−3+2
√

x−4 ខ . y = log2

(
21−x −2x+1

2x −1

)
ចេម្លីយ:



270 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

២ . រកអាសីុមតូតរបស់្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . y =
4x−3
2x+5 ខ . y =

3x2 −7x+15
x−1

គ .
2x−1

x2 −7x+10

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៣ .  េគេអាយអនុគមន៍ f (x) កំណត់េដាយ f (x) =
x2 + x−1

x−1
និងមាន្រកាប (C)។

ក . រកចំនួនពិត a,b និង c េដីម្បឲី្យ f (x) = ax+b+
c

x−1
។

ខ . គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរ និង េ្រទតៃន (C)។
គ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x)។
ឃ . បងា្ហ ញថា I(1,3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C)។ សងែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗)។
ង . សិក�តាម្រកាភិច ចំនួនឬសៃនសមីការ x2 +(1−m)x+m−1 = 0។
ចេម្លីយ:



272 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៤ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) = 2x2 + x+1
x+1

។

ក . សិក�អេថរភាព និង សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x)។
ខ . តាម្រកាបរកតៃម្លអតិបរមា និង អប្បបរមាៃន f (x) =

2cos2 x+ |cosx|+1
|cosx|+1

។

ចេម្លីយ:



274 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៥ . អនុគមន៍ f (x) កំណត់ចំេពាះ x ̸= 1 េដាយ f (x) =
9x

(x+1)2 និង មាន្រកាប (C)។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x), lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→0

f (x)។

ខ . រកតៃម្លបរមាេធៀប រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f (x)។
គ . បងា្ហ ញថា (C)មានចំណុចរបត់មួយ រចួរកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់េនាះ។
ឃ . គណនា f (−4), f (−3), f (−2), f (3) និង f (4)។
ង . សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។
ចេម្លីយ:



276 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៦ . េគេអាយ f (x)ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) =
x2 −4x

x2 −4x+3
និង មាន្រកាប (C)។

ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f (x) រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេដកៃន (C)។
ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x)។
គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 4។
ឃ . សង់អាសីុមតូតៃន (C) បនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) និង ែខ្សេកាង (C)។
ង . េដាយេ្របែីខ្សេកាង (C) កំណតត់ៃម្ល m េដីម្បឲី្យសមីការ (m−1)x2 −4(m−1)x+3m = 0 មានឬសពីរេផ្សងគា្ន

េហយីមានសញញ ផ្ទុយគា្ន ។
ចេម្លីយ:



278 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៧ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . y =
ex

x−1
ខ . y = e2x − ex

គ . y =
ex +1
ex −1

ចេម្លីយ:



280 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

281

៨ . គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y = x−1− lnx ខ . y = ln

(
x−3
x+2

)
គ . y = x2 lnx− x2

2

ចេម្លីយ:



282 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

283

៩ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) កំណត់េលី R េដាយ f (x) = ex − x−1 និង មាន្រកាប (C)។
ក . គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x)។

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា ទាញថា f (x) មានអប្បបរមាេធៀបមួយ រចួគណនាតៃម្លបរមិាេធៀបេនាះ។
ចូរគូសតារាងអេថរភាពៃន f (x)។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)កាលណា x →−∞។
ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច P ៃន (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ្រតង់ចំណុចេនះ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ y = x។
ង . សង់ (C) និង (d) និង បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P។ (ln2 = 0.7)
ចេម្លីយ:



284 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

285

១០ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x−1+
2
ex និង មាន្រកាប (C)។

ក . គណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) ។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) ែដលមានសមីការ y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x) អាចសរេសរជា f (x) =
xex − ex +2

ex ទាញរកលីមីតៃន f (x)កាលណា x →−∞។
គ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x)។
ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 0។
ង . សង់ែខ្សេកាង (C) បនា្ទ ត់ (T ) និង បនា្ទ ត់ (d) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗)។
ច . តាម្រកាភិច កំណត់ចំនួនឬសៃនសមីការ f (x) = 2 រចួរកឬសទាងំពីរេនាះេដាយចំនួនគត់ពីរតគា្ន ។
ចេម្លីយ:
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១១ . េគេអាយ f (x) ជាអនុគមន៍កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ f (x) = ax+ b+
lnx
x
។ កំណត់ a និង b េដីម្បឲី្យែខ្សេកាង

(C) និង តាង f (x)កាត់តាមចំណុច A(1,0) េហយីបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ្រតង់ A ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ y = 2x។
ចេម្លីយ:
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១២ . េគេអាយអនុគមន៍ f (x) កំណត់េដាយ f (x) = x+ ln
∣∣∣∣x+1

x

∣∣∣∣ េហយីមាន្រកាប (C)ជាែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍េនះ។

ក . រកែដនកំណត់ រចួគណនាលីមីតៃន f (x) ្រតង់ចុងៃនែដនកំណត់។
ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x)។
គ . បងា្ហ ញថា (∆) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) រចួកំណត់ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (∆)។
ឃ . បងា្ហ ញថា

(
−1

2
,
1
2

)
ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C)។

ង . ឲ្យសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹង (C) ្រតង់ A។
ច . សង់បនា្ទ ត់ (∆) ែខ្សេកាង (C) នឹង បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A។
ចេម្លីយ:
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១៣ . អនុគមន៍ f (x) កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ f (x) = x+1+
−1+ lnx

x
េហយី (C)ជា្រកាបរបស់វា។

ក . អនុគមន៍ g(x) កំណត់េដាយ g(x) = 2+ x2 − lnx។ សង់តារាងអេថរភាពៃន g(x) (មិនចាបំាច់គណនាលីមីត)
រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី (0,+∞)។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→0+

f (x), lim
x→+∞

f (x)ទាញឲ្យបានថា (C)មានអាសីុមតូតឈរមួយែដលេគនឹងកំណតស់មីការ។

គ . សិក�ទំនាក់ទំនង f ′(x) =
g(x)
x2 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x)។

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)។
ង . រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វៃន (C)ជាមួយ (∆) រចួបញ្ជ កេ់អាយបានចបសទី់តាងំៃន (C) េធៀបេទនឹង (∆)។
ច . សង់ែខ្សេកាង (C) និង សមីការអាសីុមតតូតរបស់វាក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។
ចេម្លីយ:
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១៤ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ែដលប៉ះនឹងែខ្សេកាង (H)តាង y = x lnx−1 េន្រតង់ចំណុច A(1,−1)។
ចេម្លីយ:
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១៥ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = lnx
x2 េហយីមាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យ។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f រចួគណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ ទាញរកអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដក
ៃន្រកាប C។

ខ . គណនាេដរេីវៃន f រចួបងា្ហ ញថា f មានអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។សង់តារាងអេថរភាពៃន f។
គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d េទនឹង្រកាបC ្រតង់ចំណុចM(1,0) ។សង់ d និង្រកាបC ក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។

(េគនឹងយក √
e = 1.6, 1

2e = 0.2)

ចេម្លីយ:
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១៦ . f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2lnx
x2 េហយីមាន្រកាប C ក្នុងត្រម�យ (O,

−→
i ,

−→
j ) ។

ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C។
ខ .  គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f (x)មានអតិបរមាមួយ េហយីគណនាតៃម្លអតិបរមាេនាះ។
គ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f រចួរកកូអរេដាេនចំណុចរបត់ៃន f (x)។
ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ប៉ះេទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុចែដល្រកាប C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស។
ង . គណនា f

(1
2

) និង f (2) រចួសង់បនា្ទ ត់ (T ) និង្រកាប C ។ េដាយេ្របី្រកាប C កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ
1+2lnx

x2 = m មានឬស។ េគឱ្យ ln2 = 0.7.

ចេម្លីយ:
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១៧ . f កំណត់េដាយ f (x) =− x
2 + ln

( x−1
x

) េហយីមាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ) ។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f េហយីគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ។
ខ . គណនាេដរេីវៃន f ′(x) រចួសិក�សញញ ៃន f ′(x) េដាយដឹងថា x(x−1)> 0 ។ គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍

f ។
គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ L : y =− x

2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C រចួសិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប C និង L ។
ឃ . សង់អាសីុមតូតទាងំអស់ និង្រកាប C ក្នុងត្រម�យខាងេលីែតមួយ រចួេដាយេ្របី្រកាប C កំណត់តៃម្ល m េដីម្បីឱ្យ

សមីការ − x
2 + ln

( x−1
x

)
= m មានឬសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ។ ln2 = 0.7 ។

ចេម្លីយ:
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១៨ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយ f (x) = x2+lnx+1
x មាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

ខ . គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f ′(x)> 0។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C)ខាង +∞ ។គណនា f (2) រចួសង់ែខ្សេកាង (C)

និងបនា្ទ ត់់ (d) ។ េគយក ln2 = 0.7 ។
ចេម្លីយ:
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១៩ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រក lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ រកអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យអរតូណរេម (O,

−→
i ,

−→
j ) មួយ។ េគឱ្យ e = 2.7, 2

e = 0.7

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



302 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២០ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
( lnx

x

) េហយីមាន្រកាប C ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និង េដកៃន្រកាប C ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង សិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប C និង បនា្ទ ត់ D : y = 1 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ L ែដលប៉ះ

នឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច A ។
ឃ . គណនា f

(1
2

) ។ សង់បនា្ទ ត់ L អាសុីមតូត និង ្រកាប C េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។ (េគយក e = 2.7 , 2
e =

0.7 , ln2 = 0.7)
ចេម្លីយ:



304 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២១ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(
1− lnx

x

) េហយីមាន្រកាប C ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេដកៃន្រកាប C ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង សិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ M រវាង្រកាប C និង អាសីុមតូតេដករបសវ់ា ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ L ែដល

ប៉ះនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច M ។
ឃ . សង់បនា្ទ ត់ L និង ្រកាប C េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (េគយក e = 2.7 , 2

e = 0.7) ។
ង . កំណតត់ៃម្លៃនចំនួនពិត k េដាយេ្រប្ីរកាប C េដីម្បឱី្យសមីការ 2

(
1− lnx

x

)
= k មានឫស ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នក

ប្លង់ែដលកំណត់េដាយ្រកាប C អ័ក្ស x′Ox បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



306 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

307

២២ . f ជាអនុគមន៍ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
( lnx

x

) េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x)  និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) : y = 1 ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ (L) ែដល
ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ A ។

ឃ . គណនា f
(1

2

)។ សង់បនា្ទ ត់ (L) អាសីុមតូត និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។ (េគយក e = 2.7, 2
e =

0.7, ln2 = 0.7)
ចេម្លីយ:



308 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២៣ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(
1− lnx

x

) េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិង េដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបស់វា។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

្រកាប (C) ្រតង់ M ។
ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e = 2.7, 2

e = 0.7)

ង . កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត k េដាយេ្របី្រកាប (C) េដីម្បឲី្យសមីការ 2
(
1− lnx

x

)
= k មានឬស។ គណនាៃផ្ទ្រកលា

ែផ្នកប្លង់ែដលកំនត់េដាយ្រកាប (C) អ័ក្ស (x′ox) បនា្ទ ត់ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



310 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២៤ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− lnx
x3 េហយីមានែខ្សេកាង (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e ។ គណនា f ( 3
√

e) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន អនុគមន៍ f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាងែខ្សេកាង (C) និង អាសីុមតូតេដក។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ែដល

ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M ។
ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (T ) និងែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាលម់ួយ។ ( e= 2.7, 3

√
e= 1.4, 1

3e = 0.12) ។ កំណត់
តៃម្ល k េដីម្បេីអាយវសិមីការ 1− lnx

x3 > k េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C)។
ចេម្លីយ:



312 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២៥ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = x−1−2ln
(
1− 1

x

) និង (C)ជា្រកាបៃន f ។
ក . ចូរសិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f ។
ខ . គណនា lim

x→1+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) រចួរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C)។

គ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។ រចួសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (o,⃗ i, j⃗) ។
ឃ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 3 មានឬសែតមួយគត់េលីចេនា្ល ះ [2,+∞) ។
ង . គណនា្រកឡាៃផ្ទ A ែដលេនចេនា្ល ះែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ L : y = x− 1 ្រត�វនឹងចេនា្ល ះ 2 ≤ x ≤ 4 ។ េគឱ្យ

ln2 = 0.7 និង ln3 = 1.1 ។
ចេម្លីយ:



314 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២៦ . f ជាអនុគមនក៍ំណតច់ំេពាះ x ∈D=]−∞,0[∪]1,+∞[ េដាយ y = f (x) =− x
2 + ln

( x−1
x

) េហយីមានែខ្សេកាង (C)

ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មួយ។
ក . គណនា lim

x→−∞
f (x), lim

x→+∞
f (x), lim

x→0−
f (x) និង  lim

x→1+
f (x) ។រកសមីការអាសុីមតូតឈរទាងំពីរៃនែខ្សេកាង (C)

។
ខ . គណនា និង សិក�សញញ ៃន f ′(x) េបីេគដឹងថា x(x−1)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។ គណនាតៃម្លអប្បបរមា និង

អតិបរមាៃន f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ (L) : y =− x

2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C) ។
ឃ . សង់អាសីុមតូតទាងំអស់ និងែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ មួយ(េគយក e = 2.7, ln2 = 0.7, ln 1

2 =

− ln2 = −0.7) ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យសមីការ − x
2 + ln

( x−1
x

)
= a មានឬសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន េដាយេ្របី

ែខ្សេកាង (C)។
ចេម្លីយ:



316 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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២៧ . f ជាអនុគមន៍ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ y = f (x) =−x−2+ 4ex

ex+1 េហយីមានែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរ
តូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) មួយែដលមានឯកតា 1cm ។
ក . គណនា lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) េបី x →−∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីបងា្ហ ញថា f ′(x)≤ 0 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។ គណនា f ′(0), f (0)

េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . បងា្ហ ញថា គល់កូអរេដាេន O ជាចំណុចរបត់និងផ្ចិតឆ្លុះរបស់្រកាប (C)

ឃ . គណនា  f (3) េហយីសង់ែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) ។ (េគយក e3 = 20) េដាះ្រសាយ
វសិមីការ 4ex

ex+1 ≥ x+2 េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C) ។
ចេម្លីយ:
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២៨ . f ជាអនុគមនច៍ំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x េដាយ f (x) =−x− 4lnx
x េហយីមានែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(o,⃗ i, j⃗) មួយ ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា (L) : y =−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំរវាង (C) និង (L) ។
គ . បងា្ហ ញថាេដរេីវ f ′(x)< 0 េបីេគដឹងថា x2 +4−4lnx > 0 ចំេពាះ x > 0 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ បនា្ទ ត់

(D) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A េហយី ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (L) ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច A និងសមីការៃនបនា្ទ ត់
(D) ។

ឃ .  សង់ (L),(D) និង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) េដាយយក e = 2.7, 4
e = 1.5 ។ េគយក S(a) ជា្រក

លាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ ្រកាប (C) និង អាសីុមតូតេ្រទត (L) ែដល្រត�វនឹង 1 ≤ x ≤ a ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យ
S(a) = 2 ឯកតា្រកលាៃផ្ទ ។

ចេម្លីយ:
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២៩ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និង េដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ (d) ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចM(1,0) ។សង់ (d) និង (C) ក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។

(េគយក √
e = 1.6, 1

2e = 0.2)

ចេម្លីយ:
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៣០ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរនិង េដកៃន្រកាប C ។

ខ .   គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យអរេដាេនែតមួយ។ េគឲ្យ e = 2.7, 2

e = 0.7 ។
ឃ . គណនា្រកលាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:
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៣១ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2+ lnx
x2 េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរនិង េដកៃន្រកាប C ។

ខ .   គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអាសីុមតូតេដក។ សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ។ េគ

ឲ្យ e = 2.7,e0.5 = 1.65 ។
ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ x = 1 និង x = e0.5 ។
ចេម្លីយ:
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៣២ . េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី I =]0,+∞[ េដាយ f (x) = x+lnx
x2 ។

A . : h ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លី I េដាយ h(x) =−x+1−2lnx គណនា h(1) និងសិក�អេថរភាពៃន h(x) េដាយ
េគមិនត្រម�វេអាយគណនាលីមីតៃន h(x) ្រតង់ 0 និង +∞ េឡយី។

B . ក . គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតង់ 0 និង +∞ ។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) ។
គ . បងា្ហ ញថាេនេលី I, f ′(x)មានសញញ ដូច h(x) ។
ឃ . ទាញយកអេថរភាពៃន f (x) េលី I និងសង់្រកាប C ៃន f (x) េនេលីប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(o,⃗ i, j⃗)

ចេម្លីយ:
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៣៣ . ក . េគមានអនុគមន៍ g កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ g(x) = x2 + lnx ។
a . A. បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។

B. គណនា g(1) ។
 

b . ទាញយកពីលទ្ធផលៃនសំនួរ ទី 1 បញ្ជ ក់លទ្ធផលខាងេ្រកាម៖
េបី x ≥ េនាះ x2 + lnx ≥ 1 និង េបី 0 < x ≤ 1 េនាះ x2 + lnx ≤ 1 ។

c . កំណត់សញញ ៃនកេន�ម x2 + lnx−1 កាលណា x េនេលី (0,+∞)។
ខ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី (0,+∞) េដាយ  f (x) = x+1− lnx

x និងតាងេដាយ្រកាប C របសវ់ាក្នុងត្រម�យអរ
តូណរេម (O,⃗ i, j⃗) ។
a . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 និង ∞ (េដាយដឹងថា lim

x→+∞
lnx
x = 0)

b . បងា្ហ ញថាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = x2+lnx−1
x2 ។

c . េ្របីលទ្ធផលៃនសំនួរ A សិក�សញញ f ′(x) និង សង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី (0,+∞) ។
d . a. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ មានសមីការ y = x+1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់ +∞ ។

b. សិក�ទីតាងំ C េធៀបនឹង ∆ និងបញ្ជ ក់កូអរេដាេនៃន ចំណុច្របសព្វ I រវាង្រកាប C និង ∆ ។ សង់ ∆
និង ្រកាប C ។

ចេម្លីយ:
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៣៤ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី (1,+∞) េដាយ f (x) =−x+4+ ln
( x+1

x−1

) ។ េគតាងេដាយ (C) ្រកាបរបសវ់ាេនក្នុង
ប្លង្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 1 និង្រតង់ +∞ ។
ខ . ្រសាយបំភ្លថឺាេនេលី (1+∞) េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = −(x2+1)

(x+1)(x−1) ។ សិក�អេថរភាពៃន អនុគមន៍
f និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី (1,+∞) ។

គ . a. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y =−x+4 ជាអាសីុមតូតនឹង្រកាប (C) ្រតង់ +∞ ។
b. បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលី (1,+∞) , x+1

x−1 > 1 និងទាញយកការេ្របៀបេធៀបទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹង d1
។

ឃ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុចេនេលី (C)ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចេនះមានេមគុណ្របាប់ទិស
េស្មី −5

3 និងសរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េនះ។
ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។ េ្របតីៃម្ល្របែហល ln3 = 1.1 និង្រកាប (C)កាតអ់័ក្សអាប់សីុស

្រតង់ចំណុច [4.5,0]។
ចេម្លីយ:



332 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៣៥ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R−{0} េដាយ f (x) = ex

x និង្រកាប C ។
ក . គណនាលីមីត lim

x→+∞
f (x), lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→0
f (x) ។ ទាញរកអាសុីមតូតៃន្រកាប C ។

ខ . គណនា និងសិក�សញញ េដរវី f ′(x) ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានអប្បបរមាមួយ។ គណនាតៃម្លអប្បបរមាេនះ
េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប C ្រតង់អាប់សីុស x0 = 1 ជាបនា្ទ ត់្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
ឃ . សង់្រកាប C ។ េ្របី្រកាប C ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ ex −mx = 0 មានឬស។
ចេម្លីយ:



334 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៣៦ . f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = (2x+1)e−2x េហយីមាន្រកាប C តាងក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ) ។

ក . ចូរគណនាលីមីតកាលណា x ខិតជិត −∞ និង +∞ រចួទាញសមីការអាសីុមតូតេដកៃន C។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ រចួគូសតារាងអេថរភាព។
គ . រកចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′ox ។ សិក�សញញ ៃន f ។
ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T េទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច A ។ សង់្រកាប C បនា្ទ ត់អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T

ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ង . េដាយេ្របី្រកាប C ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ (2x+1)e−2x = m មានឬសពីរេផ្សងគា្ន ។
ចេម្លីយ:



336 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៣៧ . េគកំណត់អនុគមន៍ f េលី R−{0} េដាយ f (x) = ex

ex−1 មាន្រកាប C ជា្រកាបតាង f ក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ) ។

ក . កំណត់ ចំនួនពិត a និង b ែដលអនុគមន៍ f អាចសរេសរ f (x) = a+ b
ex−1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈D ។ េដាយេ្របទី្រមង់

េនះ ចូរគណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន C។
ខ . បងា្ហ ញថា f មានេដរេីវចំេពាះ ្រគប់ចំណុចៃន D េហយីគណនាេដរេីវៃន f ′ ៃន f។ សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f

រចួគូសតារាងអេថរភាព េហយីគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនៃន f (x) ។
គ . រកអាសីុមតូតៃន្រកាប C និងសមីការបនា្ទ ត់ T ប៉ះេទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុចអាប់សីុស 1 ។
ឃ . សង់្រកាប C បនា្ទ ត់ អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ចេម្លីយ:



338 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៣៨ . ក . តាង g(x) = (x−1)ex+1 ចំេពាះ x ∈R ។ គណនា g′(x) ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន g េដាយមិនចាបំាចគ់ណនា
លីមីត រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី R

ខ . អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = (x−2)ex + x កំណត់េលី R េហយីមាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យអរតូណ
រេម (O,

−→
i ,

−→
j ) ។

a . គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។
b . រកអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ។ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន Cេធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតវា។
c . គណនា f ′(x) ។ េ្របលីទ្ធផលែផ្នក (ក) សិក�សញញ f ′(x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។
d . បងា្ហ ញថា ្រកាប C តាងអនុគមន៍ f មានចំណុចរបត់មួយែដល្រត�វគណនាកូអរេដាេន េហយី្រតង់ចំណុច

របត់េនះ ្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
e . សង់្រកាប C អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់េនាះ ក្នុងត្រម�យែតមួយ។

ចេម្លីយ:



340 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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៣៩ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ែដលប៉ះនឹងែខ្សេកាង (H)តាង y = x lnx−1 េន្រតង់ចំណុច A(1,−1)។
ចេម្លីយ:



342 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤០ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = lnx
x2 េហយីមាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យ។

ក . រកែដនកំណត់ៃន f រចួគណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ ទាញរកអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដក
ៃន្រកាប C។

ខ . គណនាេដរេីវៃន f រចួបងា្ហ ញថា f មានអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d េទនឹង្រកាបC ្រតង់ចំណុចM(0,1) ។សង់ d និង្រកាបC ក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។

(េគនឹងយក √
e = 1.6, 1

2e = 0.2)

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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344 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤១ . f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2lnx
x2 េហយីមាន្រកាប C ក្នុងត្រម�យ (O,

−→
i ,

−→
j ) ។

ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C។
ខ .  គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f (x)មានអតិបរមាមួយ េហយីគណនាតៃម្លអតិបរមាេនាះ។
គ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f រចួរកកូអរេដាេនចំណុចរបត់ៃន f (x)។
ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ប៉ះេទនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុចែដល្រកាប C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស។
ង . គណនា f

(1
2

) និង f (2) រចួសង់បនា្ទ ត់ (T ) និង្រកាប C ។ េដាយេ្របី្រកាប C កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ
1+2lnx

x2 = m មានឬស។ េគឱ្យ ln2 = 0.7.

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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346 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤២ . f កំណត់េដាយ f (x) =− x
2 + ln

( x−1
x

) េហយីមាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យ (O,
−→
i ,

−→
j ) ។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f េហយីគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ។
ខ . គណនាេដរេីវៃន f ′(x) រចួសិក�សញញ ៃន f ′(x) េដាយដឹងថា x(x−1)> 0 ។ គូសតារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍

f ។
គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ L : y =− x

2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C រចួសិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប C និង L ។
ឃ . សង់អាសីុមតូតទាងំអស់ និង្រកាបC ក្នុងត្រម�យខាងេលីែតមួយេដាយេ្រប្ីរកាបC កំណតត់ៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ

− x
2 + ln

( x−1
x

)
= m មានឬសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ។ (ln2 = 0.7)

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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348 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៣ . ក . អនុគមន៍ g(x) = 2x2 − lnx+1 កំណត់ចំេពាះ x > 0 ។គណនា g′(x) ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន g (េដាយមិន
ចាបំាច់គណនាលីមីតចុងែដន) រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) ។

ខ . េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = 2x+ g(x)
x ចំេពាះ x > 0 មាន្រកាប C តំណាងក្នុងត្រម�យអរតូណរេម

(O,
−→
i ,

−→
j )មានឯកតា 1cm ។

a . គណនាេដរេីវ f ′(x) បងា្ហ ញថា f ′(x) = g(x)
x2 រចួទាញរកទិសេដអេថរភាពៃន f (x) ។

b . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។
c . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ D : y = 2x ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ។ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន C េធៀបនឹងអា
សីុមតូតេ្រទត។

d . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ែដល្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតៃន C តាងអនុគមន៍ f ។
e . បងា្ហ ញថា ្រកាប C កាតអ់័ក្សអាប់សីុសេនចេនា្ល ះ [0.5,0.6] ។ គណនា f

(1
2

) និង f (2) រចួសង់្រកាប C,L
និង D ក្នុងត្រម�យែតមួយ។ េគឱ្យ ln2 = 0.7 និង ln0.6 =−0.5 ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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350 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៤ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយ y = f (x) = x2+lnx+1
x មាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

ខ . គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f ′(x)> 0។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C)ខាង +∞ ។គណនា f (2) រចួសង់ែខ្សេកាង (C)

និងបនា្ទ ត់់ (d) ។ េគយក ln2 = 0.7 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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352 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៥ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រក lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ រកអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យអរតូណរេម (O,

−→
i ,

−→
j ) មួយ។ េគឱ្យ e = 2.7, 2

e = 0.7

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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354 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៦ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
( lnx

x

) េហយីមាន្រកាប C ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និង េដកៃន្រកាប C ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង សិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប C និង បនា្ទ ត់ D : y = 1 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ L ែដលប៉ះ

នឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច A ។
ឃ . គណនា f

(1
2

) ។ សង់បនា្ទ ត់ L អាសុីមតូត និង ្រកាប C េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។ (េគយក e = 2.7 , 2
e =

0.7 , ln2 = 0.7)
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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356 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៧ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(
1− lnx

x

) េហយីមាន្រកាប C ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេដកៃន្រកាប C ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង សិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ M រវាង្រកាប C និង អាសីុមតូតេដករបសវ់ា ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ L ែដល

ប៉ះនឹង្រកាប C ្រតង់ចំណុច M ។
ឃ . សង់បនា្ទ ត់ L និង ្រកាប C េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (េគយក e = 2.7 , 2

e = 0.7) ។
ង . កំណតត់ៃម្លៃនចំនួនពិត k េដាយេ្រប្ីរកាប C េដីម្បឱី្យសមីការ 2

(
1− lnx

x

)
= k មានឫស ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នក

ប្លង់ែដលកំណត់េដាយ្រកាប C អ័ក្ស x′Ox បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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358 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៨ . េគឲ្យ អនុគមន៍ y = f (x) = ex−1
ex+1 មាន្រកាប C ។

ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និង អាសុីមតូត។
ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។
គ .  បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ។
ឃ .     គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះេនាះ។
ង . សង់្រកាប C េគឲ្យ e = 2.7 និង e−1 = 0.36 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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360 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៤៩ . េគឲ្យ អនុគមន៍ y = f (x) = ex+1
ex−1 មាន្រកាប C ។

ក . រកែដនកំណត គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និង អាសុីមតូត។
ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។
គ .  បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ។
ឃ . បនា្ទ ត់ (T ) : y = 3 កាត់ែខ្សេកាង C ្រតង់ M ។ គណនាកូអរេដាេនៃន M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់

ចំណុច M ។
ង .     គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះេនាះ។
ច . សង់្រកាប C េគឲ្យ e = 2.7 និង e−1 = 0.36 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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362 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥០ . េគឲ្យអនុគមន៍ f ែដល y = f (x) = x2e−x មាន្រកាប C ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f ។
ខ . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់និង អាសីុមតូត ។
គ . បងា្ហ ញថាសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់អាប់សីុស x = 2 ្រសបនឹងអ័ក្សអាបសីុស។
ឃ . រកេដរេិវ សិក�សញញ f ′(x) និង បរមាេធៀបៃន f ។
ង . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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364 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥១ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−2+ e1−x តាងេដាយ្រកាប C ។
ក . រកែដនកំណត់ D f និង គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូត។
ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀប ៃន f ។
គ . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង C ជាមួយបនា្ទ ត់ L កាត់តាមគល់ត្រម�យ េហយី្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត។
ឃ . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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366 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥២ . េគេអាយអនុគមន៍ f កំណត់េលី R ែដល f (x) = x+2− 4ex

1+ex មាន្រកាប C ក្នុងត្រម�យ (o,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីត f កាលណា x →−∞ និង x →+∞ ។
ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+2 ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន្រកាប C កាលណា x →−∞ ។ រចួសិក�ទីតាងំ្រកាប C

េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (d1)។
គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េគបាន f (x) = x−1+ 4

1+ex ។
ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន C កាលណា x →+∞ ។ រចួសិក�ទីតាងំ្រកាប C េធៀប

នឹងបនា្ទ ត់ (d2) ។
ង . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុស x = 0 ។
ច .  សង់្រកាប C បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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368 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៣ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណតច់ំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x ែដល f (x) = x− ex−1
ex+1 មាន្រកាបក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ឯកតាេលីអ័ក្ស

យក 2cm ។
ក . a . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េគបាន f (x) = x−1+ 2

1+ex = x+1− 2ex

1+ex ។
b . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

c . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+1 និង (d2) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ។
d . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប C និង បនា្ទ ត់ (d1),(d2) ។

ខ . បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េសស ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។
គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុច មានអាប់សីុសេស្មីសូន្យ។

សង់្រកាប C,(d1),(d2),(L) ក្នុងត្រម�យែតមួយ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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370 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៤ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R ែដល f (x) = x+2− 4ex

ex+2 មាន្រកាប C ។
ក . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+2 និង (d2) : y = x−2ជាអាសិុមតូតេ្រទតៃន្រកាបC។សិក�ទីតាងំ្រកាបC េធៀប
នឹងបនា្ទ ត់ (d1),(d2) ។

គ . សិក�អេថរភាពៃន f ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ L ប៉ះ្រកាបC ្រតង់ចំណុច A(ln2, ln2)
។

ឃ . សង់្រកាប C,(d1),(d2) និង L ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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372 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៥ . A . : អនុគមន៍ h(x) = 1+ex(1−x) កំណត់ ∀x ∈R ។ េដាយពំុបាចគ់ណនាលីមីតចុងែដនកំណតចូ់រសិក�សញញ
ៃន h(x) េលី R ។

B . : អនុគមន៍ y = f (x) = 2+ x(1+ ex)មាន្រកាប C ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់។
ខ . បំភ្លឺថា y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞។
គ . សិក�អេថរភាពៃន f េ◌ោដយេ្របីលទ្ធផល A ។
ឃ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន ែខ្សេកាង C ជាមួយអាសីុមតូតេ្រទត y = x+2 ។
ង . សង់្រកាប C េលីត្រម�យអរតូណរេម។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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374 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៦ . A . : f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ f (x) = (1− x)ex − 1 ។ គណនា f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

(េដាយមិនចាបំាច់គណនាលីមីត្រតង់ −∞ និង +∞ ) ។ ទាញរកសញញ ៃន f (x) ។
B . : g ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ g(x) = (2− x)ex +2− x ។

ក . គណនា lim
x→−∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x) ។ គណនា g′(x) ។ េដាយេ្របលីទ្ធផលែដលបានេនសំណួរទី (A) ចូរ
សិក�សញញ ៃន g′(x) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន g ។

ខ . បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (C)តាងអនុគមន៍ g មានបនា្ទ ត់ (D) : y = 2− x ជាអាសីុមតូតេ្រទតកាលណា x ខិត
េទ −∞ ។ បញញ ក់ទីតាងំៃនែខ្សេកាង (C) េធៀបនឹង (D) ។

គ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ែដល្រសបនឹង (D) ។
ឃ . រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង (C) ។
ង . សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) ។ (ឯកតាេលីអ័ក្សេស្មី 1cm ) ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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376 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៧ . f ជាអនុគមន៍ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
( lnx

x

) េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x)  និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) : y = 1 ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ (L) ែដល
ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ A ។

ឃ . គណនា f
(1

2

)។ សង់បនា្ទ ត់ (L)អាសីុមតូត និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។
(េគយក e = 2.7, 2

e = 0.7, ln2 = 0.7)

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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378 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៨ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(
1− lnx

x

) េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់អាសីុមតូតឈរនិងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមា f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបស់វា។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

្រកាប (C) ្រតង់ M ។
ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e = 2.7, 2

e = 0.7)

ង . កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត k េដាយេ្របី្រកាប (C) េដីម្បឲី្យសមីការ 2
(
1− lnx

x

)
= k មានឬស។

គណនាៃផ្ទ្រកលាែផ្នកប្លង់ែដលកំនត់េដាយ (C) អ័ក្ស (x′ox) បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី
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380 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៥៩ . f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− lnx
x3 េហយីមានែខ្សេកាង (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e ។ គណនា f ( 3
√

e) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន អនុគមន៍ f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាងែខ្សេកាង (C) និង អាសីុមតូតេដក។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ែដល

ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M ។
ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (T ) និងែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាលម់ួយ។ ( e= 2.7, 3

√
e= 1.4, 1

3e = 0.12) ។ កំណត់
តៃម្ល k េដីម្បេីអាយវសិមីការ 1− lnx

x3 > k េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C)។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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382 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦០ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = x−1−2ln
(
1− 1

x

) និង (C)ជា្រកាបៃន f ។
ក . ចូរសិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f ។
ខ . គណនា lim

x→1+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) រចួរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C)។

គ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។ រចួសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (o,⃗ i, j⃗) ។
ឃ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 3 មានឬសែតមួយគត់េលីចេនា្ល ះ [2,+∞) ។
ង . គណនា្រកឡាៃផ្ទ A ែដលេនចេនា្ល ះែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ L : y = x− 1 ្រត�វនឹងចេនា្ល ះ 2 ≤ x ≤ 4 ។ េគឱ្យ

ln2 = 0.7 និង ln3 = 1.1 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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384 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦១ . f ជាអនុគមនក៍ំណតច់ំេពាះ x ∈D=]−∞,0[∪]1,+∞[ េដាយ y = f (x) =− x
2 + ln

( x−1
x

) េហយីមានែខ្សេកាង (C)

ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មួយ។
ក . គណនា lim

x→−∞
f (x), lim

x→+∞
f (x), lim

x→0−
f (x) និង  lim

x→1+
f (x) ។រកសមីការអាសុីមតូតឈរទាងំពីរៃនែខ្សេកាង (C)

។
ខ . គណនា និង សិក�សញញ ៃន f ′(x) េបីេគដឹងថា x(x−1)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។ គណនាតៃម្លអប្បបរមា និង

អតិបរមាៃន f ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ (L) : y =− x

2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C) ។
ឃ . សង់អាសីុមតូតទាងំអស់ និងែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ មួយ(េគយក e = 2.7, ln2 = 0.7, ln 1

2 =

− ln2 = −0.7) ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យសមីការ − x
2 + ln

( x−1
x

)
= a មានឬសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន េដាយេ្របី

ែខ្សេកាង (C)។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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386 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦២ . f ជាអនុគមនច៍ំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x េដាយ f (x) =−x−2+ 4ex

ex+1 េហយីមានែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណ
រម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) មួយែដលមានឯកតា 1cm ។
ក . គណនា lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) េពល x →−∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីបងា្ហ ញថា f ′(x)≤ 0 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។ គណនា f ′(0), f (0)

េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . បងា្ហ ញថា គល់កូអរេដាេន O ជាចំណុចរបត់និងផ្ចិតឆ្លុះរបស់្រកាប (C)

ឃ . គណនា  f (3) េហយីសង់ែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) ។ (េគយក e3 = 20) េដាះ្រសាយ
វសិមីការ 4ex

ex+1 ≥ x+2 េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C) ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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388 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦៣ . f ជាអនុគមនច៍ំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x េដាយ y = f (x) =−x− 4lnx
x េហយីមានែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណ

រម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) មួយ ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា (L) : y =−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំរវាង (C) និង (L) ។
គ . បងា្ហ ញថាេដរេីវ f ′(x)< 0 េបីេគដឹងថា x2 +4−4lnx > 0 ចំេពាះ x > 0 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ បនា្ទ ត់

(D) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A េហយី ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (L) ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច A និងសមីការៃនបនា្ទ ត់
(D) ។

ឃ .  សង់ (L),(D) និង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,⃗ i, j⃗) េដាយយក e = 2.7, 4
e = 1.5 ។ េគយក S(a) ជា្រក

លាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ ្រកាប (C) និង អាសីុមតូតេ្រទត (L) ែដល្រត�វនឹង 1 ≤ x ≤ a ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឲី្យ
S(a) = 2 ឯកតាៃផ្ទ ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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390 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦៤ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និង អាសុីមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ (d) ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចM(1,0) ។សង់ (d) និង (C) ក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ។

(េគយក √
e = 1.6, 1

2e = 0.2)

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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392 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦៥ . អនុគម៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−1+2e−x េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . រក lim

x→±∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L1 ៃន្រកាប C ។ បងា្ហ ញាថា f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln2 ។

ខ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ L2 ែដលប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច A(0,1) ។
គ . សង់បនា្ទ ត់ L1,L2 េនក្នុងត្រម�យអរេដាេនែតមួយ។ េគឲ្យ ln2 = 0.7 ។
ឃ . គណនា្រកលាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយអាសីុមតូតេ្រទត L1 ្រកាប C បនា្ទ ត់ x = 0 និង x = 1 ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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394 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦៦ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរនិង េដកៃន្រកាប C ។

ខ .   គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យអរេដាេនែតមួយ។ េគឲ្យ e = 2.7, 2

e = 0.7 ។
ឃ . គណនា្រកលាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប C អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។
ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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396 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦៧ . អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2+ lnx
x2 េហយីមាន្រកាប C ។

ក . រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរនិង េដកៃន្រកាប C ។

ខ .   គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប C និងអាសីុមតូតេដក។ សង់្រកាប C េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ។ េគ

ឲ្យ e = 2.7,e0.5 = 1.65 ។
ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ (C)អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e0.5 ។
ចេម្លីយ:
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398 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
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លា
កា
រតី

៦៨ . f ជាអនុគមន៍ កំណត់េលី R េដាយ f (x) = 4− x− e−x ។ េគតាងេដាយ C ជា្រកាបរបស់វា។
A . ក . រក lim

x→+∞
f (x)

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D មានសមីការ y =−x+4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C ។
គ . េតីែខ្សេកាង C េនេលី ឬេ្រកាមបនា្ទ ត់ D ។ ចូរបញញ ក់។
ឃ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x, f (x) = 4ex−xex−2

ex

ង . រក lim
x→−∞

f (x) (េ្របីលទ្ធផល lim
x→−∞

xex = 0 )

B . ក . គណនា f ′(x) ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។ កំណត់តៃម្លពិត ៃនអតិបរមារបស់ f ។
ខ . A ជាចំណុចេនេលីែខ្សេកាង C ែដលមានអាប់សីុស 0 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតង់ A ។
គ . បងា្ហ ញថា f (x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ែដលតាងេដាយ β េនក្នុងចេនា្ល ះ [−1,0] ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

399



400 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៦៩ . េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី I =]0,+∞[ េដាយ f (x) = x+lnx
x2 ។

A . : h ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លី I េដាយ h(x) =−x+1−2lnx គណនា h(1) និងសិក�អេថរភាពៃន h(x) េដាយ
េគមិនត្រម�វេអាយគណនាលីមីតៃន h(x) ្រតង់ 0 និង +∞ េឡយី។

B . ក . គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតង់ 0 និង +∞ ។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) ។
គ . បងា្ហ ញថាេនេលី I, f ′(x)មានសញញ ដូច h(x) ។
ឃ . ទាញយកអេថរភាពៃន f (x) េលី I និងសង់្រកាប C ៃន f (x) េនេលីប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(o,⃗ i, j⃗)

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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402 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

៧០ . A . : េគមានអនុគមន៍ g កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ g(x) = x2 + lnx ។
ក . a . បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។

b . គណនា g(1) ។
 

ខ . ទាញយកពីលទ្ធផលៃនសំនួរ ទី 1 បញ្ជ ក់លទ្ធផលខាងេ្រកាម៖ េបី x ≥ េនាះ x2 + lnx ≥ 1 និង េបី
0 < x ≤ 1 េនាះ x2 + lnx ≤ 1 ។

គ . កំណត់សញញ ៃនកេន�ម x2 + lnx−1 កាលណា x េនេលី (0,+∞)។
B . : េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី (0,+∞) េដាយ  f (x) = x+1− lnx

x និងតាងេដាយ្រកាប C របសវ់ាក្នុងត្រម�យ
អរតូណរេម (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 និង ∞ (េដាយដឹងថា lim

x→+∞
lnx
x = 0)

ខ . បងា្ហ ញថាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = x2+lnx−1
x2 ។

គ . េ្របីលទ្ធផលែផ្នក A សិក�សញញ ៃន f ′(x) និង សង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី (0,+∞) ។
ឃ . a. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆)មានសមីការ y = x+1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង C ្រតង់ +∞ ។

b. សិក�ទីតាងំ C េធៀបនឹង ∆ និងបញ្ជ ក់កូអរេដាេនៃន ចំណុច្របសព្វ I រវាង្រកាប C និង ∆ ។ សង់ ∆
និង C ។

ចេម្លីយ:



៦ សិក�អនុគមន៍
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404 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍
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៧១ . េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R−{−2,2} េដាយ f (x) = 2x2

x2−4 ។
ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ −∞; ្រតង់ +2; ្រតង់ −2; និង ្រតង់ +∞ ។ ចូរបញ្ជ ក់អំពីអាសុីមតូតេដក និង

អាសីុមតូតឈររបស់្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។
ខ . សិក�អេថរភាព និង សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . សង់េនេលីត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,

−→
i ,

−→
j
)
្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។

ចេម្លីយ:



406 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី



៦ សិក�អនុគមន៍
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៧២ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+ 1−3ex

1+ex ។ េគតាងេដាយ C ្រកាបរបសវ់ាេនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយ
ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O;

−→
i ;

−→
j ) ។

ក . បងា្ហ ញថា f (x) = x+1− 4ex

1+ex និង គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ ។ ្រសាយបំភ្លថឺាបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ
y = x+1 ជាអាសីុមតូតេទនឹង C ្រតង់ −∞ ។ សិក�ទីតាងំៃន C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ។

ខ . គណនាលីមីត f ្រតង់ +∞ ។ ្រសាយបំភ្លថឺាបនា្ទ ត់ d2 មានសមីការ y = x−3 ជាអាសីុមតូតេទនឹង្រកាប C ្រតង់
+∞ ។សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d2 ។

គ . a . គណនាេដរេីវ f ′(x) និង បងា្ហ ញថា្រគប់ចំនួនពិតx, f (x) =
(

ex−1
ex+1

)2 ។
b . សិក�អេថរភាពៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ សង់្រកាប C និង អាសីុតតូត d1 និង d2 របស់វា ។

ចេម្លីយ:



408 េមេរៀនទី ៣ អនុគមន៍េលាការតី
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៦ សិក�អនុគមន៍
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៧៣ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី (1,+∞) េដាយ f (x) =−x+4+ ln
( x+1

x−1

) ។ េគតាងេដាយ (C) ្រកាបរបសវ់ាេនក្នុង
ប្លង្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 1 និង្រតង់ +∞ ។
ខ . ្រសាយបំភ្លថឺាេនេលី (1+∞) េគបានេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) = −(x2+1)

(x+1)(x−1) ។ សិក�អេថរភាពៃន អនុគមន៍
f និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី (1,+∞) ។

គ . a. បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y =−x+4 ជាអាសីុមតូតនឹង្រកាប (C) ្រតង់ +∞ ។
b. បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលី (1,+∞) , x+1

x−1 > 1 និងទាញយកការេ្របៀបេធៀបទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹង d1
។

ឃ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុចេនេលី (C)ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចេនះមានេមគុណ្របាប់ទិស
េស្មី −5

3 និងសរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េនះ។
ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។ េ្របតីៃម្ល្របែហល ln3 = 1.1 និង្រកាប (C)កាតអ់័ក្សអាប់សីុស

្រតង់ចំណុច [4.5,0]

ចេម្លីយ:
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៧៤ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

ex+3 ។ េគតាងេដាយ្រកាបរបសវ់ាេនក្នុងប្លង់្របដាប់េដាយ
ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,

−→
i ,

−→
j ) ។

ក . a . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞ ។
b . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = x+2 ។

ខ . a . ្រសាយបំភ្លឺថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x , f ′(x) =
(

ex−3
ex+3

)2 ។
b . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R និង សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . a . េតីេគអាចថាយ៉ាងណាចំេពាះបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 នឹង C ្រតង់ចំណុច I ែដលមាន x = ln(3) ។
b . សិក�ទីតាងំៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។

ឃ . a . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ (d3) េទនឹង C ្រតង់ចំណុច x = 0 មានសមីការ y = 1
4x+1។

b . េដាយសន្មត់ថាចំណុច I ជាផ្ចិតឆ្លុះ ៃន្រកាប C និង ក្នុងតៃម្ល ្របែហលៃន ln(3) ចូរសង់្រកាប C និង
បនា្ទ ត់ប៉ះd1,d2,d3 ។ (េនេលីត្រម�យេនះមួយឯកតាេស្មី2cm) ។

ចេម្លីយ:
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៦ សិក�អនុគមន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
គម
ន៍េ
លា
កា
រតី

413

៧៥ . ម�ន្តរីាជការមា្ន កម់ានអាយុ 30ឆា្ន បំានយក្របាកច់ំនួន 1000ដុលា្ល េទេផ្ញេីនធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់
សមាស 11% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ េពលចូលនិវត្តន៍អាយុ 60 ឆា្ន ំ េតីគាត់បាន្របាក់សរុបទាងំអស់ចំនួនប៉ុនា្ម ន េបីធនាគារ
ទូទាត់្របាក់ជាបន្តបនា្ទ ប់?
ចេម្លីយ:

៧៦ . េនទី្រក�ងមួយកាលពី២០ឆា្ន មុំន មាន្របជាជនចំនួន 60000 នាក់ េហយីចំនួន ្របជាជនមានការេកីនេឡងីេដាយអ្រតា
មួយអេថរជារេរៀងរាល់ឆា្ន ។ំ េបីបច្ចុប្បន្នមាន្របជាជនចំនួន 150000នាក់ រកអ្រតាកំេណីនៃនចំនួន្របជាជនក្នុងទី្រក�ង
េនះ។
ចេម្លីយ:





ែផ្នកដំេណាះ្រសាយែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ១ ៖ អនុគមន៍សនិទាន

ក. ចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
គ ក ខ គ ខ ក ខ ខ ខ គ
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
គ ក គ ខ ខ ក គ ក ក គ
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ខ ខ ក គ គ គ ក ខ ខ ក
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
ខ គ ក គ ខ ខ ក ខ ខ ខ
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
គ ខ គ ខ គ ខ ខ ខ គ ខ
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
ក ខ ខ ខ ខ ខ ខ ក ខ គ
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
ខ គ ខ ក ខ ខ ក ខ ខ ខ
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
ខ ខ ក ខ ខ ខ ខ ខ ខ ខ
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
ខ ខ ខ ក ខ ក ខ ខ ខ ខ
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
ក ខ ខ ឃ ខ ខ ខ ខ ខ ខ
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ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១

រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) = 2x+3

ខ . f (x) =
√

x+1

គ . f (x) =
√

x2 −1

ឃ . f (x) =
x−1
x+2

ង . f (x) =
x2 −1
x−3

ច . f (x) =
1√

x−2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = 2x+3 ៖

អនុគមន៍ f (x)ជាអនុគមន៍ពហុធា កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = R= (−∞,+∞) ។

ខ . f (x) =
√

x+1 ៖
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែតកេន�មេ្រកាមរ៉ាឌីកាល់មិនអវជិ្ជមាន ៖

x+1 ≥ 0 ⇐⇒ x ≥−1

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = [−1,+∞) ។

គ . f (x) =
√

x2 −1 ៖
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត ៖

x2 −1 ≥ 0 ⇐⇒ (x−1)(x+1)≥ 0 ⇐⇒ x ≤−1 ឬ x ≥ 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = (−∞,−1]∪ [1,+∞) ។

ឃ . f (x) =
x−1
x+2

៖
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែតភាគែបងខុសពីសូន្យ ៖

x+2 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸=−2

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = R\{−2}= (−∞,−2)∪ (−2,+∞) ។

ង . f (x) =
x2 −1
x−3

៖
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែតភាគែបងខុសពីសូន្យ ៖

x−3 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 3

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = R\{3}= (−∞,3)∪ (3,+∞) ។
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ច . f (x) =
1√

x−2
៖

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែតកេន�មេ្រកាមរ៉ាឌីកាល់េនភាគែបងវជិ្ជមានដាច់ខាត ៖
x−2 > 0 ⇐⇒ x > 2

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = (2,+∞) ។

លហំាត់ទី ២

រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =

√
x2 −1
x−2

ខ . f (x) =

√
x2 −1
x+3

គ . f (x) =
x2 −3x+4

x−1

ឃ . f (x) =
√

x2 −4x+3

ង . f (x) =
√

x2 −4+

√
x2 −9
x−1

ច . f (x) =

√
x2 −4
x−2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =

√
x2 −1
x−2

៖

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត
{

x2 −1 ≥ 0
x−2 ̸= 0

⇐⇒

{
x ∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞)

x ̸= 2
។

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = ((−∞,−1]∪ [1,+∞))\{2} ។

ខ . f (x) =

√
x2 −1
x+3

៖

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត
{

x2 −1 ≥ 0
x+3 ̸= 0

⇐⇒

{
x ∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞)

x ̸=−3
។

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = ((−∞,−1]∪ [1,+∞))\{−3} ។

គ . f (x) =
x2 −3x+4

x−1
៖

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែតភាគែបង x−1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1 ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = R\{1}= (−∞,1)∪ (1,+∞) ។

ឃ . f (x) =
√

x2 −4x+3 ៖
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x2 −4x+3 ≥ 0 ⇐⇒ (x−1)(x−3)≥ 0 ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = (−∞,1]∪ [3,+∞) ។

ង . f (x) =
√

x2 −4+

√
x2 −9
x−1

៖
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អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត


x2 −4 ≥ 0 ⇐⇒ |x| ≥ 2
x2 −9 ≥ 0 ⇐⇒ |x| ≥ 3
x−1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

។

្របសព្វៃនលក្ខខណ្ឌ ទាងំបីគឺ |x| ≥ 3 ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = (−∞,−3]∪ [3,+∞) ។

ច . f (x) =

√
x2 −4
x−2

៖

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត
{

x2 −4 ≥ 0 ⇐⇒ |x| ≥ 2
x−2 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 2

⇐⇒ x ≤−2 ឬ x > 2 ។

ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = (−∞,−2]∪ (2,+∞) ។

លហំាត់ទី ៣

រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) = ex

ខ . f (x) = ex −1

គ . f (x) =
ex

x−1

ឃ . f (x) = ln(x2 −4x+3)

ង . f (x) = x+1+
lnx
x

ច . f (x) = ln
(

x−1
x

)

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) = ex =⇒ D = R= (−∞,+∞) ។

ខ . f (x) = ex −1 =⇒ D = R= (−∞,+∞) ។

គ . f (x) =
ex

x−1
=⇒ x−1 ̸= 0 =⇒ D = R\{1} ។

ឃ . f (x) = ln(x2 −4x+3) ៖ លក្ខខណ្ឌ x2 −4x+3 > 0 ⇐⇒ (x−1)(x−3)> 0 =⇒ D = (−∞,1)∪ (3,+∞) ។

ង . f (x) = x+1+
lnx
x
៖ លក្ខខណ្ឌ x > 0 និង x ̸= 0 =⇒ D = (0,+∞) ។

ច . f (x) = ln
(

x−1
x

)
៖ លក្ខខណ្ឌ x−1

x
> 0 ⇐⇒ x(x−1)> 0 =⇒ D = (−∞,0)∪ (1,+∞) ។

លហំាត់ទី ៤

រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
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ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x+1

x2 +2x+1

ច . f (x) =

√
x2 +1

x2 +3x+2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
2x+1
x−2

៖
lim

x→2+
f (x) = +∞ និង lim

x→2−
f (x) =−∞ =⇒ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . f (x) =
1− x
x−2

៖
lim

x→2+
f (x) =−∞ និង lim

x→2−
f (x) = +∞ =⇒ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

គ . f (x) =
2−3x
x+1

៖
lim

x→−1+
f (x) = +∞ និង lim

x→−1−
f (x) =−∞ =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

៖
lim

x→1+
f (x) =−∞ និង lim

x→1−
f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ង . f (x) =
x+1

x2 +2x+1
=

1
x+1

(ចំេពាះ x ̸=−1) ៖
lim

x→−1
f (x) = ∞ =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ច . f (x) =

√
x2 +1

x2 +3x+2
=

√
x2 +1

(x+1)(x+2)
៖

lim
x→−1

f (x) = ∞ =⇒ x =−1 និង lim
x→−2

f (x) = ∞ =⇒ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរ ។

លហំាត់ទី ៥

រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
1− x

2x−1

ខ . f (x) =
3x+1
x+1

គ . f (x) =
2+3x
x2 −1

ឃ . f (x) =
2+3x

x2 − x+2

ង . f (x) =
x+1

x2 +3x−4

ច . f (x) =

√
x2 +1

x2 −3x+2
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ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
1− x

2x−1
៖ 2x−1 = 0 ⇐⇒ x =

1
2
(ភាគយកខុសពី 0) =⇒ x =

1
2
ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . f (x) =
3x+1
x+1

៖ x+1 = 0 ⇐⇒ x =−1 =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

គ . f (x) =
2+3x
x2 −1

៖ x2 −1 = 0 ⇐⇒ x =±1 =⇒ x = 1 និង x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ឃ . f (x) =
2+3x

x2 − x+2
៖ ∆ =−7 < 0 =⇒ x2 − x+2 > 0,∀x =⇒ គា្ម នអាសុីមតូតឈរេទ ។

ង . f (x) =
x+1

x2 +3x−4
=

x+1
(x−1)(x+4)

=⇒ x = 1 និង x =−4 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ច . f (x) =

√
x2 +1

x2 −3x+2
=

√
x2 +1

(x−1)(x−2)
=⇒ x = 1 និង x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

លហំាត់ទី ៦

រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
3− x

(2x−1)2

ខ . f (x) =
3x+1

x2 −4x+3

គ . f (x) =
2+3x

x2 −5x+6

ឃ . f (x) =
1

x2 − x+2

ង . f (x) =
x+1

x2 −3x−4

ច . f (x) =

√
x2 −1

x2 −3x−4

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
3− x

(2x−1)2 ៖ 2x−1 = 0 ⇐⇒ x =
1
2

=⇒ x =
1
2
ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . f (x) =
3x+1

x2 −4x+3
=

3x+1
(x−1)(x−3)

=⇒ x = 1 និង x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

គ . f (x) =
2+3x

x2 −5x+6
=

2+3x
(x−2)(x−3)

=⇒ x = 2 និង x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ឃ . f (x) =
1

x2 − x+2
៖ ∆ =−7 < 0 =⇒ គា្ម នអាសុីមតូតឈរេទ ។

ង . f (x) =
x+1

(x+1)(x−4)
=

1
x−4

(x ̸= −1) ៖ lim
x→−1

f (x) = −1
5
មិនែមនអាសីុមតូតេទ នាឱំ្យ x = 4 ជាអាសីុមតូត

ឈរែតមួយគត់ ។
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ច . f (x) =

√
x2 −1

(x+1)(x−4)
៖ lim

x→−1−
f (x) = +∞ និង lim

x→4
f (x) = ∞ =⇒ x =−1 និង x = 4 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

លហំាត់ទី ៧

រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
2x+1
x−2

=⇒ lim
x→±∞

f (x) = 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . f (x) =
1− x
x−2

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−1 =⇒ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

គ . f (x) =
2−3x
x+1

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−3 =⇒ y =−3 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−3 =⇒ y =−3 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1
=⇒ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2
=⇒ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

លហំាត់ទី ៨

រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

=⇒ lim
x→±∞

f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11
=⇒ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−2 =⇒ y =−2 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−3
2

=⇒ y =−3
2
ជាអាសីុមតូតេដក ។

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5
=⇒ lim

x→±∞
f (x) =−1

2
=⇒ y =−1

2
ជាអាសីុមតូតេដក ។

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

=⇒ lim
x→±∞

f (x) = 11 =⇒ y = 11 ជាអាសីុមតូតេដក ។

លហំាត់ទី ៩

រកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5
=⇒ lim

x→±∞
f (x) = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11
=⇒ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

=⇒ lim
x→±∞

f (x) = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក ។

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−1
2

=⇒ y =−1
2
ជាអាសីុមតូតេដក ។

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−1
2

=⇒ y =−1
2
ជាអាសីុមតូតេដក ។

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

=⇒ lim
x→±∞

f (x) =−4
3

=⇒ y =−4
3
ជាអាសីុមតូតេដក ។
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លហំាត់ទី ១០

រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2

ខ . f (x) =
1− x− x2

x−2

គ . f (x) =
2−3x+ x2

x+1

ឃ . f (x) =
2+3x−2x2

1− x

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2
= x+5+

11
x−2

៖
េដាយ lim

x→±∞

11
x−2

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = x+5 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ។

ខ . f (x) =
−x2 − x+1

x−2
=−x−3− 5

x−2
៖

េដាយ lim
x→±∞

−5
x−2

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y =−x−3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ។

គ . f (x) =
x2 −3x+2

x+1
= x−4+

6
x+1

៖
េដាយ lim

x→±∞

6
x+1

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = x−4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ។

ឃ . f (x) =
−2x2 +3x+2

1− x
= 2x−1+

3
1− x

៖
េដាយ lim

x→±∞

3
1− x

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = 2x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ។

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1
=

1
2

x+
7
4
− 3

4(2x+1)
៖

េដាយ lim
x→±∞

−3
4(2x+1)

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y =
1
2

x+
7
4
ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2
=

1
3

x+
7
9
+

58
9(3x+2)

៖

េដាយ lim
x→±∞

58
9(3x+2)

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y =
1
3

x+
7
9
ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

លហំាត់ទី ១១

រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
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ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5
=

1
4

x+
7

16
− 3

16(4x+5)
=⇒ y =

1
4

x+
7
16

។

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11
=

1
4

x− 23
16

+
285

16(4x+11)
=⇒ y =

1
4

x− 23
16

។

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1
=

1
4

x+
11
16

+
21

16(4x+1)
=⇒ y =

1
4

x+
11
16

។

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5
=

3
2

x− 13
4
+

73
4(2x+5)

=⇒ y =
3
2

x− 13
4
។

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5
=

1
4

x− 17
16

+
53

16(4x+5)
=⇒ y =

1
4

x− 17
16

។

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1
=

11
2

x− 5
4
+

13
4(2x+1)

=⇒ y =
11
2

x− 5
4
។

លហំាត់ទី ១២

រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

5x+2

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2
=

1
3

x+
10
9
+

25
9(3x+2)

=⇒ y =
1
3

x+
10
9
។

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1
= x+1+

2
x+1

=⇒ y = x+1 ។
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គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1
=

1
2

x+
7
8
+

23
8(4x−1)

=⇒ y =
1
2

x+
7
8
។

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

5x+2
=

1
5

x− 17
25

+
334

25(5x+2)
=⇒ y =

1
5

x− 17
25

។

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5
=

1
4

x+
87
16

− 627
16(4x+5)

=⇒ y =
1
4

x+
87
16

។

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1
=−1

2
x+

7
16

+
25

16(8x+1)
=⇒ y =−1

2
x+

7
16

។

លហំាត់ទី ១៣

រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 −4x+5
−3x+2

ខ . f (x) =
2x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
√

x2 + x+1

ឃ . f (x) =
√

4x2 + x+3

ង . f (x) =
√

9x2 + x+2

ច . f (x) =
√

8x2 + x−5

ឆ . f (x) =
√

x2 + x−1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 −4x+5
−3x+2

=−1
3

x+
10
9
+

25
9(−3x+2)

=⇒ y =−1
3

x+
10
9
។

ខ . f (x) =
2x2 +2x+3

x+1
= 2x+

3
x+1

=⇒ y = 2x ។

គ . f (x) =
√

x2 + x+1 =

√(
x+ 1

2

)2
+ 3

4 ៖
- ខាង +∞ ៖ y = x+

1
2

; - ខាង −∞ ៖ y =−x− 1
2
។

ឃ . f (x) =
√

4x2 + x+3 =

√(
2x+ 1

4

)2
+ 47

16 ៖
- ខាង +∞ ៖ y = 2x+

1
4

; - ខាង −∞ ៖ y =−2x− 1
4
។

ង . f (x) =
√

9x2 + x+2 =

√(
3x+ 1

6

)2
+ 71

36 ៖
- ខាង +∞ ៖ y = 3x+

1
6

; - ខាង −∞ ៖ y =−3x− 1
6
។

ច . f (x) =
√

8x2 + x−5 ៖
- ខាង +∞ ៖ y = 2

√
2x+

√
2

8
; - ខាង −∞ ៖ y =−2

√
2x−

√
2

8
។
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ឆ . f (x) =
√

x2 + x−1 ៖
- ខាង +∞ ៖ y = x+

1
2

; - ខាង −∞ ៖ y =−x− 1
2
។

លហំាត់ទី ១៤

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
2x+1
x−2

៖

f ′(x) =
(2x+1)′(x−2)− (2x+1)(x−2)′

(x−2)2 =
2(x−2)− (2x+1)(1)

(x−2)2 =
2x−4−2x−1

(x−2)2 =
−5

(x−2)2 ។

ខ . f (x) =
1− x
x−2

៖

f ′(x) =
−1(x−2)− (1− x)(1)

(x−2)2 =
−x+2−1+ x

(x−2)2 =
1

(x−2)2 ។

គ . f (x) =
2−3x
x+1

៖

f ′(x) =
−3(x+1)− (2−3x)(1)

(x+1)2 =
−3x−3−2+3x

(x+1)2 =
−5

(x+1)2 ។

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

៖

f ′(x) =
3(1− x)− (2+3x)(−1)

(1− x)2 =
3−3x+2+3x

(1− x)2 =
5

(1− x)2 ។

ង . f (x) =
x2 +1
(x+1)2 ៖

f ′(x) =
2x(x+1)2 − (x2 +1) ·2(x+1)

(x+1)4 =
2(x+1)[x(x+1)− (x2 +1)]

(x+1)4 =
2(x−1)
(x+1)3 ។

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2
៖

f ′(x) =
2x(x2 +3x+2)− (x2 +1)(2x+3)

(x2 +3x+2)2 =
2x3 +6x2 +4x− (2x3 +3x2 +2x+3)

(x2 +3x+2)2 =
3x2 +2x−3
(x2 +3x+2)2 ។
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លហំាត់ទី ១៥

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

៖

f ′(x) =
(2x+3)(x2 +4x+5)− (2x+4)(x2 +3x+2)

(x2 +4x+5)2 =
x2 +6x+7

(x2 +4x+5)2 ។

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11
៖

f ′(x) =
(2x−3)(x2 +4x+11)− (2x+4)(x2 −3x+2)

(x2 +4x+11)2 =
7x2 +18x−41
(x2 +4x+11)2 ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

៖

f ′(x) =
(4x+3)(−x2 +4x)− (−2x+4)(2x2 +3x+2)

(−x2 +4x)2 =
11x2 +4x−8
(−x2 +4x)2 ។

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

៖

f ′(x) =
(6x+3)(−2x2 +5)− (−4x)(3x2 +3x+2)

(−2x2 +5)2 =
6x2 +38x+15
(−2x2 +5)2 ។

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5
៖

f ′(x) =
(2x−3)(−2x2 +4x+5)− (−4x+4)(x2 −3x−2)

(−2x2 +4x+5)2 =
−2x2 +2x−7

(−2x2 +4x+5)2 ។

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

៖

f ′(x) =
(22x+3)(x2 +8x+1)− (2x+8)(11x2 +3x+2)

(x2 +8x+1)2 =
85x2 +18x−13
(x2 +8x+1)2 ។
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លហំាត់ទី ១៦

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5
=⇒ f ′(x) =

3(x2 +4x+5)− (2x+4)(3x+2)
(x2 +4x+5)2 =

−3x2 −4x+7
(x2 +4x+5)2 ។

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11
=⇒ f ′(x) =

2x(x2 +4x+11)− (2x+4)(x2 +2)
(x2 +4x+11)2 =

4x2 +18x−8
(x2 +4x+11)2 ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

=⇒ f ′(x) =
2x4 +6x3 +2x2 −16x−8

(−x3 +4x)2 ។

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

=⇒ f ′(x) =
−6x2 +58x−15
(−2x2 +5)2 ។

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

=⇒ f ′(x) =
50x2 −44x+163
(−2x2 +4x+5)2 ។

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

=⇒ f ′(x) =
−41x2 −20x−13
(3x2 +8x+1)2 ។

លហំាត់ទី ១៧

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2

ខ . f (x) =
1− x− x2

x−2

គ . f (x) =
2−3x+ x2

x+1

ឃ . f (x) =
2+3x−2x2

1− x

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2
=⇒ f ′(x) =

(2x+3)(x−2)− (x2 +3x+1)
(x−2)2 =

x2 −4x−7
(x−2)2 ។

ខ . f (x) =
−x2 − x+1

x−2
=⇒ f ′(x) =

(−2x−1)(x−2)− (−x2 − x+1)
(x−2)2 =

−x2 +4x+3
(x−2)2 ។

គ . f (x) =
x2 −3x+2

x+1
=⇒ f ′(x) =

(2x−3)(x+1)− (x2 −3x+2)
(x+1)2 =

x2 +2x−5
(x+1)2 ។

ឃ . f (x) =
−2x2 +3x+2

1− x
=⇒ f ′(x) =

(−4x+3)(1− x)− (−1)(−2x2 +3x+2)
(1− x)2 =

2x2 −4x+5
(1− x)2 ។

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1
=⇒ f ′(x) =

(2x+4)(2x+1)−2(x2 +4x+1)
(2x+1)2 =

2(x2 + x+1)
(2x+1)2 ។

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2
=⇒ f ′(x) =

(2x+3)(3x+2)−3(x2 +3x+8)
(3x+2)2 =

3x2 +4x−18
(3x+2)2 ។

លហំាត់ទី ១៨

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5
=⇒ f ′(x) =

4x2 +10x+7
(4x+5)2 ។

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11
=⇒ f ′(x) =

4x2 +22x−41
(4x+11)2 ។

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1
=⇒ f ′(x) =

4x2 +2x−5
(4x+1)2 ។

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5
=⇒ f ′(x) =

6x2 +30x+1
(2x+5)2 ។

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5
=⇒ f ′(x) =

4x2 +10x−7
(4x+5)2 ។
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ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1
=⇒ f ′(x) =

22x2 +22x−1
(2x+1)2 ។

លហំាត់ទី ១៩

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

2+5x

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2
=⇒ f ′(x) =

3x2 +4x−7
(3x+2)2 ។

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1
=⇒ f ′(x) =

x2 +2x−1
(x+1)2 ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1
=⇒ f ′(x) =

8x2 −4x−11
(4x−1)2 ។

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

5x+2
=⇒ f ′(x) =

5x2 +4x−66
(5x+2)2 ។

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5
=⇒ f ′(x) =

4x2 +10x+163
(4x+5)2 ។

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1
=⇒ f ′(x) =

−32x2 −8x−13
(8x+1)2 ។

លហំាត់ទី ២០

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) = 2x−3

ខ . f (x) = 3x+2

គ . f (x) =−x+1

ឃ . f (x) =−2x+1

ង . f (x) = 4−3x

ច . f (x) =−5x+10

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) = 2x−3 ៖
រកឫស ៖ 2x−3 = 0 ⇐⇒ x =

3
2
។

េដាយេមគុណ a = 2 > 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ 3
2

+∞
− 0 +

តាមតារាងសញញ ខាងេលី ៖

• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈
(
−∞,

3
2

)
។

• f (x) = 0 ចំេពាះ x =
3
2
។

• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈
(

3
2
,+∞

)
។

ខ . f (x) = 3x+2 ៖
រកឫស ៖ 3x+2 = 0 ⇐⇒ x =−2

3
។

េដាយេមគុណ a = 3 > 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ −2
3

+∞
− 0 +

តាមតារាងសញញ ខាងេលី ៖

• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈
(
−∞,−2

3

)
។

• f (x) = 0 ចំេពាះ x =−2
3
។

• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈
(
−2

3
,+∞

)
។

គ . f (x) =−x+1 ៖
រកឫស ៖ −x+1 = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
េដាយេមគុណ a =−1 < 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ 1 +∞
+ 0 −

តាមតារាងសញញ ខាងេលី ៖
• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,1) ។
• f (x) = 0 ចំេពាះ x = 1 ។
• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈ (1,+∞) ។
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ឃ . f (x) =−2x+1 ៖
រកឫស ៖ −2x+1 = 0 ⇐⇒ x =

1
2
។

េដាយេមគុណ a =−2 < 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ 1
2

+∞
+ 0 −

តាមតារាងសញញ ខាងេលី ៖

• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈
(
−∞,

1
2

)
។

• f (x) = 0 ចំេពាះ x =
1
2
។

• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈
(

1
2
,+∞

)
។

ង . f (x) = 4−3x ៖
រកឫស ៖ 4−3x = 0 ⇐⇒ x =

4
3
។

េដាយេមគុណ a =−3 < 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ 4
3

+∞
+ 0 −

តាមតារាងសញញ ខាងេលី ៖

• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈
(
−∞,

4
3

)
។

• f (x) = 0 ចំេពាះ x =
4
3
។

• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈
(

4
3
,+∞

)
។

ច . f (x) =−5x+10 ៖
រកឫស ៖ −5x+10 = 0 ⇐⇒ x = 2 ។
េដាយេមគុណ a =−5 < 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ 2 +∞
+ 0 −

តាមតារាងសញញ ខាងេលី ៖
• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,2) ។
• f (x) = 0 ចំេពាះ x = 2 ។
• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈ (2,+∞) ។



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

433

លហំាត់ទី ២១

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) = x2 −2x−3

ខ . f (x) = x2 −3x+2

គ . f (x) = x2 −2x+1

ឃ . f (x) = 2x2 −2x+1

ង . f (x) = x2 −3x+4

ច . f (x) = x2 −5x+10

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = x2 −2x−3 ៖

សមីការ x2 −2x−3 = 0 មានឫសពីរគឺ x1 =−1 និង x2 = 3 ។ េមគុណ a = 1 > 0 េគបានតារាងសញញ ៖

x

f (x)

−∞ −1 3 +∞
+ 0 − 0 +

តាមតារាងសញញ ៖
• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1)∪ (3,+∞) ។
• f (x) = 0 ចំេពាះ x ∈ {−1,3} ។
• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈ (−1,3) ។

ខ . f (x) = x2 −3x+2 ៖
សមីការ x2 −3x+2 = 0 ⇐⇒ (x−1)(x−2) = 0 មានឫស x1 = 1,x2 = 2 ។ េមគុណ a = 1 > 0 ៖

x

f (x)

−∞ 1 2 +∞
+ 0 − 0 +

តាមតារាងសញញ ៖
• f (x)> 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,1)∪ (2,+∞) ។
• f (x) = 0 ចំេពាះ x ∈ {1,2} ។
• f (x)< 0 ចំេពាះ x ∈ (1,2) ។

គ . f (x) = x2 −2x+1 ៖
កេន�មជាកាេរេពញេលញ ៖ f (x) = (x−1)2 ≥ 0 មានឫសឌុប x = 1 ៖

x

f (x)

−∞ 1 +∞
+ 0 +

តាមតារាងសញញ ៖
• f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R\{1}= (−∞,1)∪ (1,+∞) ។
• f (x) = 0 ចំេពាះ x = 1 ។

ឃ . f (x) = 2x2 −2x+1 ៖
ឌីស្រគីមីណង់សេង្ខប ៖ ∆′ = (−1)2 −2(1) =−1 < 0 ។
េដាយ a = 2 > 0 និង ∆′ < 0 នាឱំ្យ្រតីធាមានសញញ វជិ្ជមានជានិច្ច ៖
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x

f (x)

−∞ +∞
+

ដូចេនះ f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ង . f (x) = x2 −3x+4 ៖

ឌីស្រគីមីណង់ ៖ ∆ = (−3)2 −4(1)(4) = 9−16 =−7 < 0 ។
េដាយ a = 1 > 0 និង ∆ < 0 នាឱំ្យ ៖

x

f (x)

−∞ +∞
+

ដូចេនះ f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ច . f (x) = x2 −5x+10 ៖

ឌីស្រគីមីណង់ ៖ ∆ = (−5)2 −4(1)(10) = 25−40 =−15 < 0 ។
េដាយ a = 1 > 0 និង ∆ < 0 នាឱំ្យ ៖

x

f (x)

−∞ +∞
+

ដូចេនះ f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

លហំាត់ទី ២២

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
2x+1
x−2

ខ . f (x) =
1− x
x−2

គ . f (x) =
2−3x
x+1

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

ង . f (x) =
x2 +1

x2 +2x+1

ច . f (x) =
x2 +1

x2 +3x+2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
2x+1
x−2

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2} ។ ឫសភាគយក ៖ x =−1

2
; ឫសភាគែបង ៖ x = 2 ។

តារាងសញញ ៖

x

2x+ 1

x− 2
f (x)

−∞ −1
2

2 +∞
− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − +



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

435

តាមតារាងសញញ ៖

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−1

2

)
∪ (2,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x =−1
2
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−1

2
,2
)
។

ខ . f (x) =
1− x
x−2

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2} ។ ឫសភាគយក ៖ x = 1 ; ឫសភាគែបង ៖ x = 2 ។
តារាងសញញ ៖

x

1− x

x− 2
f (x)

−∞ 1 2 +∞
+ 0 − −
− − 0 +

− 0 + −

តាមតារាងសញញ ៖
• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (1,2) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,1)∪ (2,+∞) ។

គ . f (x) =
2−3x
x+1

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។ ឫសភាគយក ៖ x =

2
3
; ឫសភាគែបង ៖ x =−1 ។

តារាងសញញ ៖

x

2− 3x

x+ 1
f (x)

−∞ −1
2
3

+∞
+ + 0 −
− 0 + +

− + 0 −

តាមតារាងសញញ ៖

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−1,

2
3

)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x =
2
3
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1)∪
(

2
3
,+∞

)
។

ឃ . f (x) =
2+3x
1− x

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។ ឫសភាគយក ៖ x =−2

3
; ឫសភាគែបង ៖ x = 1 ។

តារាងសញញ ៖
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x

2+ 3x

1− x

f (x)

−∞ −2
3

1 +∞
− 0 + +

+ + 0 −
− 0 + −

តាមតារាងសញញ ៖

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2

3
,1
)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x =−2
3
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−2

3

)
∪ (1,+∞) ។

ង . f (x) =
x2 +1
(x+1)2 ៖

ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។ េដាយភាគយក x2 +1 > 0 និងភាគែបង (x+1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−1 ៖
x

f (x)

−∞ −1 +∞
+ +

ដូចេនះ f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,−1)∪ (−1,+∞) ។

ច . f (x) =
x2 +1

(x+1)(x+2)
៖

ែដនកំណត់ ៖ D =R\{−2,−1} ។ េដាយ x2+1 > 0,∀x េនាះសញញ ៃន f (x) ្រសបតាមភាគែបង (x+1)(x+2) ៖
x

f (x)

−∞ −2 −1 +∞
+ − +

តាមតារាងសញញ ៖
• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2)∪ (−1,+∞) ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−2,−1) ។

លហំាត់ទី ២៣

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+2
x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x2 +4x

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) =
(x+1)(x+2)
(x+2)2 +1

៖
ភាគែបង (x+2)2 +1 > 0,∀x =⇒ D = R ។ សញញ ៃន f (x) ្រសបតាមភាគយក ៖

x

f (x)

−∞ −2 −1 +∞
+ 0 − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2)∪ (−1,+∞) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {−2,−1} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−2,−1) ។

ខ . f (x) =
(x−1)(x−2)
(x+2)2 +7

៖
ភាគែបង > 0,∀x =⇒ D = R ។ សញញ ៃន f (x) ្រសបតាមភាគយក ៖

x

f (x)

−∞ 1 2 +∞
+ 0 − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,1)∪ (2,+∞) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {1,2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (1,2) ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x(x−4)

៖
ភាគយកមាន ∆ = 9−16 =−7 < 0 =⇒ 2x2 +3x+2 > 0,∀x ។ ភាគែបង −x2 +4x មានឫស x = 0 និង x = 4
(D = R\{0,4}) ៖

x

f (x)

−∞ 0 4 +∞
− + −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (0,4) ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,0)∪ (4,+∞) ។

ឃ . f (x) =
3x2 +3x+2
−2x2 +5

៖

ភាគយក ∆ = 9−24 =−15 < 0 =⇒ ភាគយក > 0,∀x ។ ភាគែបង −2x2 +5 = 0 ⇐⇒ x =±
√

10
2

៖

x

f (x)

−∞ −
√

10
2

√
10
2

+∞
− + −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈

(
−
√

10
2

,

√
10
2

)
។
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• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈

(
−∞,−

√
10
2

)
∪

(√
10
2

,+∞

)
។

ង . f (x) =
x2 −3x−2

−2x2 +4x+5
៖

ឫសភាគយក ៖ x1 =
3−

√
17

2
≈−0.56, x2 =

3+
√

17
2

≈ 3.56 ។

ឫសភាគែបង ៖ x3 =
2−

√
14

2
≈−0.87, x4 =

2+
√

14
2

≈ 2.87 ។
លំដាប់ឫសេលីបនា្ទ ត់ចំនួន ៖ x3 < x1 < x4 < x2 ៖

x

f (x)

−∞ x3 x1 x4 x2 +∞
− + 0 − + 0 −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (x3,x1)∪ (x4,x2) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {x1,x2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,x3)∪ (x1,x4)∪ (x2,+∞) ។

ច . f (x) =
11x2 +3x+2
x2 +8x+1

៖
ភាគយកមាន ∆ = 9−88 =−79 < 0 =⇒ ភាគយក > 0,∀x ។
ភាគែបងមានឫស ៖ x =−4±

√
15 ៖

x

f (x)

−∞ −4−
√

15 −4+
√

15 +∞
+ − +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−4−
√

15)∪ (−4+
√

15,+∞) ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−4−

√
15,−4+

√
15) ។

លហំាត់ទី ២៤

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11

គ . f (x) =
2x2 +3x+2
−x3 +4x

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
3x+2

x2 +4x+5
៖

ភាគែបង (x+2)2 +1 > 0,∀x =⇒ D = R ។ សញញ ្រសបតាមេទ្វធា 3x+2 ៖
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x

f (x)

−∞ −2
3

+∞
− 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2

3
,+∞

)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x =−2
3
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−2

3

)
។

ខ . f (x) =
x2 +2

x2 +4x+11
៖

ភាគយក x2 +2 > 0 និងភាគែបង (x+2)2 +7 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖

x

f (x)

−∞ +∞
+

ដូចេនះ f (x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

−x(x−2)(x+2)
៖

ភាគយក > 0,∀x ។ ភាគែបងមានឫស −2,0,2 ។ េមគុណ −1 < 0 ៖

x

f (x)

−∞ −2 0 2 +∞
+ − + −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2)∪ (0,2) ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−2,0)∪ (2,+∞) ។

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12
−2x2 +5

៖

ភាគយក > 0,∀x (េ្រពាះ ∆ =−39 < 0) ។ ភាគែបងមានឫស ±
√

10
2

៖

x

f (x)

−∞ −
√

10
2

√
10
2

+∞
− + −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈

(
−
√

10
2

,

√
10
2

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈

(
−∞,−

√
10
2

)
∪

(√
10
2

,+∞

)
។



440 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ង . f (x) =
x2 +23x−12
−2x2 +4x+5

៖

ឫសភាគយក ៖ x1 =
−23−

√
577

2
≈−23.51, x2 =

−23+
√

577
2

≈ 0.51 ។

ឫសភាគែបង ៖ x3 =
2−

√
14

2
≈−0.87, x4 =

2+
√

14
2

≈ 2.87 ។
លំដាប់ ៖ x1 < x3 < x2 < x4 ៖

x

f (x)

−∞ x1 x3 x2 x4 +∞
− 0 + − 0 + −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (x1,x3)∪ (x2,x4) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {x1,x2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,x1)∪ (x3,x2)∪ (x4,+∞) ។

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2
3x2 +8x+1

៖

ឫសភាគយក ៖ x1 =
3−

√
41

8
≈−0.43, x2 =

3+
√

41
8

≈ 1.18 ។

ឫសភាគែបង ៖ x3 =
−4−

√
13

3
≈−2.54, x4 =

−4+
√

13
3

≈−0.13 ។
លំដាប់ ៖ x3 < x1 < x4 < x2 ៖

x

f (x)

−∞ x3 x1 x4 x2 +∞
− + 0 − + 0 −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (x3,x1)∪ (x4,x2) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {x1,x2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,x3)∪ (x1,x4)∪ (x2,+∞) ។

លហំាត់ទី ២៥

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2

ខ . f (x) =
1− x− x2

x−2

គ . f (x) =
x2 −3x+2

x+1

ឃ . f (x) =
2+3x−2x2

1− x

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) =
x2 +3x+1

x−2
៖

ឫសភាគយក ៖ x1 =
−3−

√
5

2
≈−2.62, x2 =

−3+
√

5
2

≈−0.38 ; ឫសភាគែបង ៖ x = 2 ៖

x

f (x)

−∞ x1 x2 2 +∞
− 0 + 0 − +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈

(
−3−

√
5

2
,
−3+

√
5

2

)
∪ (2,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈

{
−3±

√
5

2

}
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈

(
−∞,

−3−
√

5
2

)
∪

(
−3+

√
5

2
,2

)
។

ខ . f (x) =
−(x2 + x−1)

x−2
៖

ឫសភាគយក ៖ x1 =
−1−

√
5

2
≈−1.62, x2 =

−1+
√

5
2

≈ 0.62 ; ឫសភាគែបង ៖ x = 2 ៖

x

f (x)

−∞ x1 x2 2 +∞
+ 0 − 0 + −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈

(
−∞,

−1−
√

5
2

)
∪

(
−1+

√
5

2
,2

)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈

{
−1±

√
5

2

}
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈

(
−1−

√
5

2
,
−1+

√
5

2

)
∪ (2,+∞) ។

គ . f (x) =
(x−1)(x−2)

x+1
៖

ឫសភាគយក ៖ x = 1,2 ; ឫសភាគែបង ៖ x =−1 ៖

x

f (x)

−∞ −1 1 2 +∞
− + 0 − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−1,1)∪ (2,+∞) ។
• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {1,2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1)∪ (1,2) ។

ឃ . f (x) =
(2x+1)(x−2)

x−1
៖

ឫសភាគយក ៖ x =−1
2
,2 ; ឫសភាគែបង ៖ x = 1 ៖
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x

f (x)

−∞ −1
2

1 2 +∞
− 0 + − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−1

2
,1
)
∪ (2,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈
{
−1

2
,2
}
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−1

2

)
∪ (1,2) ។

ង . f (x) =
x2 +4x+1

2x+1
៖

ឫសភាគយក ៖ x =−2±
√

3 ; ឫសភាគែបង ៖ x =−1
2
៖

x

f (x)

−∞ −2−
√

3 −1
2

−2+
√

3 +∞
− 0 + − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2−

√
3,−1

2

)
∪ (−2+

√
3,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {−2±
√

3} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2−

√
3)∪

(
−1

2
,−2+

√
3
)
។

ច . f (x) =
x2 +3x+8

3x+2
៖

ភាគយក ∆ = 9−32 =−23 < 0 =⇒ ភាគយក > 0,∀x ។ ភាគែបង x =−2
3
៖

x

f (x)

−∞ −2
3

+∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2

3
,+∞

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−2

3

)
។

លហំាត់ទី ២៦

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
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ក . f (x) =
x2 +3x+2

4x+5

ខ . f (x) =
x2 −3x+2

4x+11

គ . f (x) =
x2 +3x+2

4x+1

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
(x+1)(x+2)

4x+5
៖ ឫស −2 <−5

4
<−1 ៖

x

f (x)

−∞ −2 −5
4

−1 +∞
− 0 + − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2,−5

4

)
∪ (−1,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {−2,−1} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2)∪

(
−5

4
,−1

)
។

ខ . f (x) =
(x−1)(x−2)

4x+11
៖ ឫស −11

4
< 1 < 2 ៖

x

f (x)

−∞ −11
4

1 2 +∞
− + 0 − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−11

4
,1
)
∪ (2,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {1,2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈

(
−∞,−11

4

)
∪ (1,2) ។

គ . f (x) =
(x+1)(x+2)

4x+1
៖ ឫស −2 <−1 <−1

4
៖

x

f (x)

−∞ −2 −1 −1
4

+∞
− 0 + 0 − +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−2,−1)∪
(
−1

4
,+∞

)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {−2,−1} ។
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• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2)∪
(
−1,−1

4

)
។

ឃ . f (x) =
3x2 + x+2

2x+5
៖ ភាគយក > 0,∀x នាឱំ្យសញញ ្រសបតាមភាគែបង 2x+5 ៖

x

f (x)

−∞ −5
2

+∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−5

2
,+∞

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−5

2

)
។

ង . f (x) =
x2 −3x−2

4x+5
៖ ឫសភាគយក x =

3±
√

17
2

; ភាគែបង x =−5
4
៖

x

f (x)

−∞ −5
4

3−
√

17
2

3+
√

17
2

+∞
− + 0 − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈

(
−5

4
,
3−

√
17

2

)
∪

(
3+

√
17

2
,+∞

)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈

{
3±

√
17

2

}
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−5

4

)
∪

(
3−

√
17

2
,
3+

√
17

2

)
។

ច . f (x) =
11x2 +3x+2

2x+1
៖ ភាគយក > 0,∀x នាឱំ្យសញញ ្រសបតាម 2x+1 ៖

x

f (x)

−∞ −1
2

+∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−1

2
,+∞

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−1

2

)
។

លហំាត់ទី ២៧

សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
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ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

5x+2

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +4x+5

3x+2
៖ ភាគយក (x+2)2 +1 > 0,∀x ៖

x

f (x)

−∞ −2
3

+∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2

3
,+∞

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−2

3

)
។

ខ . f (x) =
x2 +2x+3

x+1
៖ ភាគយក (x+1)2 +2 > 0,∀x ៖

x

f (x)

−∞ −1 +∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−1,+∞) ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1) ។

គ . f (x) =
2x2 +3x+2

4x−1
៖ ភាគយកមាន ∆ =−7 < 0 =⇒ ភាគយក > 0,∀x ៖

x

f (x)

−∞ 1
4

+∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(

1
4
,+∞

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,

1
4

)
។

ឃ . f (x) =
x2 −3x+12

5x+2
៖ ភាគយកមាន ∆ =−39 < 0 =⇒ ភាគយក > 0,∀x ៖
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x

f (x)

−∞ −2
5

+∞
− +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(
−2

5
,+∞

)
។

• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈
(
−∞,−2

5

)
។

ង . f (x) =
x2 +23x−12

4x+5
៖ ឫសភាគយក x1 =

−23−
√

577
2

≈ −23.51, x2 =
−23+

√
577

2
≈ 0.51 ; ភាគែបង

x =−5
4
៖

x

f (x)

−∞ x1 −5
4

x2 +∞
− 0 + − 0 +

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈
(

x1,−
5
4

)
∪ (x2,+∞) ។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {x1,x2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,x1)∪

(
−5

4
,x2

)
។

ច . f (x) =
−4x2 +3x+2

8x+1
៖ ឫសភាគយក x1 =

3−
√

41
8

≈−0.43, x2 =
3+

√
41

8
≈ 1.18 ; ភាគែបង x =−1

8
៖

x

f (x)

−∞ x1 −1
8

x2 +∞
+ 0 − + 0 −

• f (x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,x1)∪
(
−1

8
,x2

)
។

• f (x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {x1,x2} ។
• f (x)< 0 ⇐⇒ x ∈

(
x1,−

1
8

)
∪ (x2,+∞) ។

លហំាត់ទី ២៨

្រសាយបញ្ជ ក់ថា y = f (x)ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់របស់វានីមួយៗ ៖

ក . f (x) =
x−2
x−1

ខ . f (x) =
2x−1
x+2 គ . f (x) =

x2 −4x
x−2

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) =
x−2
x−1

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1}= (−∞,1)∪ (1,+∞) ។
គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
1(x−1)− (x−2)(1)

(x−1)2 =
x−1− x+2
(x−1)2 =

1
(x−1)2

េដាយ (x−1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 1 េនាះ f ′(x) =
1

(x−1)2 > 0, ∀x ∈ D ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីែដនកំណត់ D របស់វាជានិច្ច ។

ខ . f (x) =
2x−1
x+2

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−2}= (−∞,−2)∪ (−2,+∞) ។
គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
2(x+2)− (2x−1)(1)

(x+2)2 =
2x+4−2x+1

(x+2)2 =
5

(x+2)2

េដាយ 5 > 0 និង (x+2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−2 េនាះ f ′(x)> 0, ∀x ∈ D ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីែដនកំណត់ D របស់វាជានិច្ច ។

គ . f (x) =
x2 −4x
x−2

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2}= (−∞,2)∪ (2,+∞) ។
បំែលងទ្រមង់ទូេទ ៖

f (x) =
x2 −4x+4−4

x−2
=

(x−2)2 −4
x−2

= x−2− 4
x−2

គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) = 1−
(
− 4
(x−2)2

)
= 1+

4
(x−2)2

េដាយ 4
(x−2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 2 េនាះ f ′(x) = 1+

4
(x−2)2 > 1 > 0, ∀x ∈ D ។

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីែដនកំណត់ D របស់វាជានិច្ច ។

លហំាត់ទី ២៩

្រសាយបញ្ជ ក់ថា y = f (x)ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍ចុះជានិច្ចេលីែដនកំណត់របស់វានីមួយៗ ៖

ក . f (x) =
−x+2
x−1

ខ . f (x) =
−2x+3

x+1 គ . f (x) =
−x2 + x+3

x+1

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . f (x) =
−x+2
x−1

៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។
គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
−1(x−1)− (−x+2)(1)

(x−1)2 =
−x+1+ x−2

(x−1)2 =
−1

(x−1)2

េដាយ −1 < 0 និង (x−1)2 > 0,∀x ̸= 1 េនាះ f ′(x)< 0, ∀x ∈ D ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលីែដនកំណត់របស់វាជានិច្ច ។

ខ . f (x) =
−2x+3

x+1
៖

ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។
គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
−2(x+1)− (−2x+3)(1)

(x+1)2 =
−2x−2+2x−3

(x+1)2 =
−5

(x+1)2

េដាយ −5 < 0 និង (x+1)2 > 0,∀x ̸=−1 េនាះ f ′(x)< 0, ∀x ∈ D ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលីែដនកំណត់របស់វាជានិច្ច ។

គ . f (x) =
−x2 + x+3

x+1
៖

ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។
ែចកពហុធាភាគយកនឹងភាគែបង ៖

f (x) =−x+2+
1

x+1

គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =−1− 1
(x+1)2 =−

(
1+

1
(x+1)2

)

េដាយ 1+
1

(x+1)2 > 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−1 នាឱំ្យ ៖

f ′(x) =−
(

1+
1

(x+1)2

)
<−1 < 0, ∀x ∈ D

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលីែដនកំណត់របស់វាជានិច្ច ។

លហំាត់ទី ៣០

រកតៃម្ល m េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x) = (2m−1)x2 +m+1 ចំេពាះ x > 0 ជាអនុគមន៍េកីន ។

ដំេណាះ្រសាយ
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អនុគមន៍ f (x) = (2m−1)x2 +m+1 មានេដរេីវ ៖
f ′(x) = 2(2m−1)x

េដីម្បឱី្យ f ជាអនុគមន៍េកីនចំេពាះ x > 0 លុះ្រតាែត ៖
f ′(x)> 0, ∀x > 0 ⇐⇒ 2(2m−1)x > 0, ∀x > 0

េដាយ x > 0 (វជិ្ជមានដាច់ខាត) េយងីអាចែចកអង្គទាងំពីរនឹង 2x > 0 េដាយរក�ទិសេដវសិមភាព ៖

2m−1 > 0 ⇐⇒ 2m > 1 ⇐⇒ m >
1
2

ដូចេនះ តៃម្ល m ែដល្រត�វរកគឺ m >
1
2
ឬ m ∈

(
1
2
,+∞

)
។

លហំាត់ទី ៣១

កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x) = (k+3)x2 − k+2 ចំេពាះ x < 0 ជា ៖
ក . អនុគមន៍ចុះ
ខ . អនុគមន៍េថរ

ដំេណាះ្រសាយ

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f (x) ៖
f ′(x) = 2(k+3)x

ក . េដីម្បឱី្យ f ជាអនុគមន៍ចុះចំេពាះ x < 0 លុះ្រតាែត ៖
f ′(x)< 0, ∀x < 0 ⇐⇒ 2(k+3)x < 0, ∀x < 0

េដាយលក្ខខណ្ឌ x < 0 នាឱំ្យ 2x < 0 (អវជិ្ជមានដាច់ខាត) ។ េពលែចកអង្គទាងំពីរនឹង 2x < 0 វសិមភាព្រត�វ្រតឡប់
ទិសេដ ៖

k+3 > 0 ⇐⇒ k >−3

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះចំេពាះ x < 0 លុះ្រតាែត k >−3 ។

ខ . េដីម្បឱី្យ f ជាអនុគមន៍េថរចំេពាះ x < 0 លុះ្រតាែត ៖
f ′(x) = 0, ∀x < 0 ⇐⇒ 2(k+3)x = 0, ∀x < 0 ⇐⇒ k+3 = 0 ⇐⇒ k =−3

ពិនិត្យជាក់ែស្តង ៖ េនេពល k =−3 េគបាន f (x) = (−3+3)x2 − (−3)+2 = 5 (េថរជានិច្ច) ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េថរលុះ្រតាែត k =−3 ។
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លហំាត់ទី ៣២

រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) =−x2 +4x−1

ខ . f (x) =−2x2 +3x+6

គ . f (x) =−x2 +9x−3

ឃ . f (x) =−3x2 −9x+8

ង . f (x) = x2 +4x+3

ច . f (x) =−x2 +3x−2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) =−x2 +4x−1 ៖

f ′(x) =−2x+4 = 0 ⇐⇒ x = 2 ។ េដាយ a =−1 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ៖
fmax = f (2) =−(2)2 +4(2)−1 =−4+8−1 = 3

ដូចេនះ អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 3 ្រតង់ x = 2 ។
ខ . f (x) =−2x2 +3x+6 ៖

f ′(x) =−4x+3 = 0 ⇐⇒ x =
3
4
។ េដាយ a =−2 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =

3
4
៖

fmax = f
(

3
4

)
=−2

(
9
16

)
+3
(

3
4

)
+6 =−9

8
+

18
8
+

48
8

=
57
8

ដូចេនះ អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 57
8
្រតង់ x =

3
4
។

គ . f (x) =−x2 +9x−3 ៖
f ′(x) =−2x+9 = 0 ⇐⇒ x =

9
2
។ េដាយ a =−1 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =

9
2
៖

fmax = f
(

9
2

)
=−

(
81
4

)
+9
(

9
2

)
−3 =−81

4
+

162
4

− 12
4

=
69
4

ដូចេនះ អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 69
4
្រតង់ x =

9
2
។

ឃ . f (x) =−3x2 −9x+8 ៖
f ′(x) =−6x−9 = 0 ⇐⇒ x =−3

2
។ េដាយ a =−3 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =−3

2
៖

fmax = f
(
−3

2

)
=−3

(
9
4

)
−9
(
−3

2

)
+8 =−27

4
+

54
4
+

32
4

=
59
4

ដូចេនះ អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 59
4
្រតង់ x =−3

2
។

ង . f (x) = x2 +4x+3 ៖
f ′(x) = 2x+4 = 0 ⇐⇒ x =−2 ។ េដាយ a = 1 > 0 នាឱំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−2 ៖

fmin = f (−2) = (−2)2 +4(−2)+3 = 4−8+3 = −1

ដូចេនះ អនុគមន៍មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបេស្មី −1 ្រតង់ x =−2 ។
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ច . f (x) =−x2 +3x−2 ៖
f ′(x) =−2x+3 = 0 ⇐⇒ x =

3
2
។ េដាយ a =−1 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =

3
2
៖

fmax = f
(

3
2

)
=−

(
9
4

)
+3
(

3
2

)
−2 =−9

4
+

18
4
− 8

4
=

1
4

ដូចេនះ អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 14 ្រតង់ x =
3
2
។

លហំាត់ទី ៣៣

រកតៃម្លបរមាេធៀបៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) =−x2 +4x+4

ខ . f (x) =−x2 +3x+2

គ . f (x) =−x2 +4x−3

ឃ . f (x) = x2 −4x+8

ង . f (x) = x2 − x+3

ច . f (x) = x2 +3x+2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) =−x2 +4x+4 ៖

f ′(x) =−2x+4 = 0 ⇐⇒ x = 2 ។ េដាយ a =−1 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ៖
fmax = f (2) =−(2)2 +4(2)+4 =−4+8+4 = 8

ដូចេនះ តៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 8 ្រតង់ x = 2 ។
ខ . f (x) =−x2 +3x+2 ៖

f ′(x) =−2x+3 = 0 ⇐⇒ x =
3
2
។ េដាយ a =−1 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =

3
2
៖

fmax = f
(

3
2

)
=−9

4
+

9
2
+2 =−9

4
+

18
4
+

8
4
=

17
4

ដូចេនះ តៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 17
4
្រតង់ x =

3
2
។

គ . f (x) =−x2 +4x−3 ៖
f ′(x) =−2x+4 = 0 ⇐⇒ x = 2 ។ េដាយ a =−1 < 0 នាឱំ្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ៖

fmax = f (2) =−(2)2 +4(2)−3 =−4+8−3 = 1

ដូចេនះ តៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 1 ្រតង់ x = 2 ។
ឃ . f (x) = x2 −4x+8 ៖

f ′(x) = 2x−4 = 0 ⇐⇒ x = 2 ។ េដាយ a = 1 > 0 នាឱំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ៖
fmin = f (2) = 22 −4(2)+8 = 4−8+8 = 4

ដូចេនះ តៃម្លអប្បបរមាេធៀបេស្មី 4 ្រតង់ x = 2 ។
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ង . f (x) = x2 − x+3 ៖
f ′(x) = 2x−1 = 0 ⇐⇒ x =

1
2
។ េដាយ a = 1 > 0 នាឱំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =

1
2
៖

fmin = f
(

1
2

)
=

1
4
− 1

2
+3 =

1−2+12
4

=
11
4

ដូចេនះ តៃម្លអប្បបរមាេធៀបេស្មី 11
4
្រតង់ x =

1
2
។

ច . f (x) = x2 +3x+2 ៖
f ′(x) = 2x+3 = 0 ⇐⇒ x =−3

2
។ េដាយ a = 1 > 0 នាឱំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−3

2
៖

fmin = f
(
−3

2

)
=

9
4
− 9

2
+2 =

9−18+8
4

= −1
4

ដូចេនះ តៃម្លអប្បបរមាេធៀបេស្មី −1
4
្រតង់ x =−3

2
។

លហំាត់ទី ៣៤

េគឱ្យអនុគមន៍ h(x) = mx2 +nx+1 មាន្រកាប (H) ។ ចូររកចំនួនពិត m និង n េដីម្បឱី្យ h មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់
x = 1 េហយីមាន h(3) = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ h(x) ៖
h′(x) = 2mx+n

អនុគមន៍ h មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 1 លុះ្រតាែត ៖
h′(1) = 0 និង h′′(1) = 2m > 0 ⇐⇒ m > 0

សមីការ h′(1) = 0 នាឱំ្យ ៖
2m(1)+n = 0 ⇐⇒ 2m+n = 0 =⇒ n =−2m (1)

មយង៉េទៀត តាម្របធាន h(3) = 2 ៖
h(3) = m(3)2 +n(3)+1 = 2 ⇐⇒ 9m+3n+1 = 2 ⇐⇒ 9m+3n = 1 (2)

ជំនួស (1) ចូលក្នុង (2) ៖

9m+3(−2m) = 1 ⇐⇒ 9m−6m = 1 ⇐⇒ 3m = 1 =⇒ m =
1
3

េដាយ m =
1
3
> 0 េនាះលក្ខខណ្ឌ អប្បបរមាេផ្ទ�ងផា្ទ ត់្រតឹម្រត�វ ។

ទាញរក n ពីសមីការ (1) ៖

n =−2
(

1
3

)
=−2

3
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ដូចេនះ ចំនួនពិតែដល្រត�វរកគឺ m =
1
3
, n =−2

3
។

លហំាត់ទី ៣៥

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +
a
x
ែដលមានែដនកំណត់ D = R∗ = R\{0} ។

ក . កំណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យ f មានអប្បបរមា្រតង់ x = 2 ។

ខ . កំណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យ f មានអប្បបរមា្រតង់ x =−3 ។

គ . កំណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យ f មានចំណុចរបត់្រតង់ x = 1 ។
ឃ . បងា្ហ ញថាគា្ម នតៃម្ល a ណាែដលេធ្វីឱ្យ f មានតៃម្លអតិបរមិាេឡយី ។

ដំេណាះ្រសាយ
គណនាេដរេីវទីមួយ និងេដរេីវទីពីរ ៖

f ′(x) = 2x− a
x2 =

2x3 −a
x2 , f ′′(x) = 2+

2a
x3 =

2(x3 +a)
x3

ក . f មានអប្បបរមា្រតង់ x = 2 ៖
លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់គឺ f ′(2) = 0 ៖

2(2)− a
22 = 0 ⇐⇒ 4− a

4
= 0 =⇒ a = 16

េផ្ទ�ងផា្ទ ត់េដរេីវទីពីរ ៖ f ′′(2) = 2+
2(16)

23 = 2+4 = 6 > 0 (ពិតជាចំណុចអប្បបរមា) ។
ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a = 16 ។

ខ . f មានអប្បបរមា្រតង់ x =−3 ៖
លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់គឺ f ′(−3) = 0 ៖

2(−3)− a
(−3)2 = 0 ⇐⇒ −6− a

9
= 0 ⇐⇒ a

9
=−6 =⇒ a =−54

េផ្ទ�ងផា្ទ ត់េដរេីវទីពីរ ៖ f ′′(−3) = 2+
2(−54)
(−3)3 = 2+

−108
−27

= 2+4 = 6 > 0 (ពិតជាចំណុចអប្បបរមា) ។
ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a =−54 ។

គ . f មានចំណុចរបត់្រតង់ x = 1 ៖
្រកាបៃនអនុគមន៍មានចំណុចរបត់្រតង់ x = 1 លុះ្រតាែត f ′′(1) = 0 េហយី f ′′(x) ប្តូរសញញ កាត់តាម x = 1 ៖

f ′′(1) = 2+
2a
13 = 2+2a = 0 =⇒ a =−1

េនេពល a =−1 េគបាន f ′′(x) =
2(x3 −1)

x3 ែដលប្តូរសញញ ពី − េទ +កាត់តាម x = 1 ។
ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a =−1 ។



454 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ឃ . បងា្ហ ញថាគា្ម នតៃម្ល a ែដលេធ្វីឱ្យ f មានតៃម្លអតិបរមិា ៖
េដីម្បឱី្យ f មានបរមាេធៀប្រតង់ x0 លុះ្រតាែត f ′(x0) = 0 ៖

2x0 −
a
x2

0
= 0 ⇐⇒ 2x3

0 = a ⇐⇒ x3
0 =

a
2

(a ̸= 0)

ពិនិត្យេដរេីវទីពីរ្រតង់ចំណុច x0 េនះ ៖

f ′′(x0) = 2+
2a
x3

0
= 2+

2a
a
2

= 2+4 = 6 > 0

េដាយ f ′′(x0) = 6 > 0 ជានិច្ច ្រគប់ចំណុចសា្ថ នីយ x0 សុទ្ធែតជាចំណុចអប្បបរមាេធៀបទាងំអស់ មិនអាចជាចំណុច
អតិបរមាេឡយី ។
ចំេពាះករណី a = 0 េគបាន f (x) = x2 ែដលជាប៉ារ៉ាបូលមានែតអប្បបរមា្រតង់កំពូល គា្ម នអតិបរមិាេឡយី ។
ដូចេនះ គា្ម នតៃម្ល a ណាែដលអាចេធ្វីឱ្យអនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមិាេឡយី ។ (បញ្ជ ក់រចួ)

លហំាត់ទី ៣៦

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x3 +3ax2 +3bx+2 កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ក . រកតៃម្ល a និង b េដីម្បឱី្យ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 និងមានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ។

ខ . រកផលដករវាងតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាេធៀបៃន f ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកតៃម្ល a និង b ៖
គណនាេដរេីវទីមួយៃនអនុគមន៍ ៖

f ′(x) = 3x2 +6ax+3b

អនុគមន៍ f មានអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 និងអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 លុះ្រតាែត x = 1 និង x = 2 ជាឫសៃន
f ′(x) = 0 ៖{

f ′(1) = 3(1)2 +6a(1)+3b = 0
f ′(2) = 3(2)2 +6a(2)+3b = 0

⇐⇒

{
3+6a+3b = 0
12+12a+3b = 0

⇐⇒

{
2a+b =−1 (1)
4a+b =−4 (2)

យកសមីការ (2) ដកសមីការ (1) អង្គនឹងអង្គ ៖

(4a+b)− (2a+b) =−4− (−1) ⇐⇒ 2a =−3 =⇒ a =−3
2

ជំនួសតៃម្ល a =−3
2
ចូលក្នុងសមីការ (1) ៖

2
(
−3

2

)
+b =−1 ⇐⇒ −3+b =−1 =⇒ b = 2

ពិនិត្យេដរេីវទីពីរ ៖ f ′′(x) = 6x+6a = 6x−9 ៖
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• f ′′(1) = 6(1)−9 =−3 < 0 =⇒ x = 1 ពិតជាចំណុចអតិបរមាេធៀប ។
• f ′′(2) = 6(2)−9 = 3 > 0 =⇒ x = 2 ពិតជាចំណុចអប្បបរមាេធៀប ។

ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a =−3
2
, b = 2 ។

ខ . រកផលដករវាងតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាេធៀបៃន f ៖
ជំនួស a =−3

2
និង b = 2 ចូលក្នុងកេន�មអនុគមន៍ ៖

f (x) = x3 − 9
2

x2 +6x+2

គណនាតៃម្លអតិបរមាេធៀប ៖

fmax = f (1) = 13 − 9
2
(1)2 +6(1)+2 = 1− 9

2
+8 = 9−4.5 =

9
2

គណនាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប ៖

fmin = f (2) = 23 − 9
2
(2)2 +6(2)+2 = 8−18+12+2 = 4

ផលដករវាងតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាេធៀប ៖

fmax − fmin =
9
2
−4 =

9−8
2

=
1
2

ដូចេនះ ផលដកែដល្រត�វរកគឺ f (1)− f (2) =
1
2
។

លហំាត់ទី ៣៧

រកតៃម្ល a និង b េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x) = x3 +ax2 +bx+1 មាន ៖
ក . អតិបរមា្រតង់ x =−1 និងអប្បបរមា្រតង់ x = 3 ។

ខ . អប្បបរមា្រតង់ x = 4 និងចំណុចរបត់្រតង់ x =−1 ។

ដំេណាះ្រសាយ
គណនាេដរេីវទីមួយ និងេដរេីវទីពីរ ៖

f ′(x) = 3x2 +2ax+b, f ′′(x) = 6x+2a

ក . f មានអតិបរមា្រតង់ x =−1 និងអប្បបរមា្រតង់ x = 3 ៖
លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់ ៖{

f ′(−1) = 3(−1)2 +2a(−1)+b = 0
f ′(3) = 3(3)2 +2a(3)+b = 0

⇐⇒

{
3−2a+b = 0
27+6a+b = 0

⇐⇒

{
−2a+b =−3 (1)
6a+b =−27 (2)
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យក (2) ដក (1) អង្គនឹងអង្គ ៖
(6a+b)− (−2a+b) =−27− (−3) ⇐⇒ 8a =−24 =⇒ a =−3

ជំនួស a =−3 ចូល (1) ៖
−2(−3)+b =−3 ⇐⇒ 6+b =−3 =⇒ b =−9

ពិនិត្យេដរេីវទីពីរ ៖ f ′′(x) = 6x+2(−3) = 6x−6 ៖
• f ′′(−1) = 6(−1)−6 =−12 < 0 =⇒ x =−1 ជាចំណុចអតិបរមាពិត្របាកដ ។
• f ′′(3) = 6(3)−6 = 12 > 0 =⇒ x = 3 ជាចំណុចអប្បបរមាពិត្របាកដ ។

ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a =−3, b =−9 ។

ខ . f មានអប្បបរមា្រតង់ x = 4 និងចំណុចរបត់្រតង់ x =−1 ៖
ចំណុចរបត់្រតង់ x =−1 ត្រម�វឱ្យ ៖

f ′′(−1) = 0 ⇐⇒ 6(−1)+2a = 0 ⇐⇒ −6+2a = 0 =⇒ 2a = 6 =⇒ a = 3

ជាមួយ a = 3 េនាះ f ′(x) = 3x2 +6x+b ។
លក្ខខណ្ឌ អប្បបរមា្រតង់ x = 4 ត្រម�វឱ្យ f ′(4) = 0 ៖

f ′(4) = 3(4)2 +6(4)+b = 0 ⇐⇒ 48+24+b = 0 ⇐⇒ 72+b = 0 =⇒ b =−72

ពិនិត្យេដរេីវទីពីរ ៖
• f ′′(4) = 6(4)+2(3) = 24+6 = 30 > 0 =⇒ x = 4 ជាចំណុចអប្បបរមាពិត្របាកដ ។
• f ′′(x) = 6x+6 = 6(x+1) ប្តូរសញញ ពី − េទ +កាត់តាម x =−1 =⇒ x =−1 ជាចំណុចរបតពិ់ត្របាកដ ។

ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a = 3, b =−72 ។

លហំាត់ទី ៣៨

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖
ក . f (x) = 2x2 −8x+5 ខ . f (x) = x3 −3x+3x+2 គ . f (x) = x4 −2x2 +2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = 2x2 −8x+5 ៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖
េដរេីវ ៖ f ′(x) = 4x−8 = 4(x−2) ។
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 2 ។
- ចំេពាះ x ∈ (−∞,2) =⇒ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត ។
- ចំេពាះ x ∈ (2,+∞) =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត ។
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• បរមាេធៀប ៖
្រតង់ x = 2, f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ +នាឱំ្យ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ ៖

f (2) = 2(2)2 −8(2)+5 = 8−16+5 = −3

• លីមីត ៖ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2 =+∞ ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 +∞

− 0 +

+∞+∞

−3−3

+∞+∞

ខ . f (x) = x3 −3x+3x+2 = x3 +2 ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖
េដរេីវ ៖ f ′(x) = 3x2 ≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 (ឫសឌុប មិនប្តូរសញញ ) ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី R និងគា្ម នតៃម្លបរមាេធៀបេឡយី ។

• លីមីត ៖ lim
x→−∞

f (x) =−∞, lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។
• ចំណុចរបត់ ៖ f ′′(x) = 6x = 0 ⇐⇒ x = 0 (ប្តូរសញញ ) =⇒ I(0,2)ជាចំណុចរបត់ៃន្រកាប ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

2

គ . f (x) = x4 −2x2 +2 ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖
េដរេីវ ៖ f ′(x) = 4x3 −4x = 4x(x2 −1) = 4x(x−1)(x+1) ។
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−1, x = 0, x = 1 ។
- ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1)∪ (0,1) =⇒ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ ។
- ចំេពាះ x ∈ (−1,0)∪ (1,+∞) =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។
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• បរមាេធៀប ៖
- ្រតង់ x =±1 ៖ អប្បបរមាេធៀបគឺ f (±1) = (±1)4 −2(±1)2 +2 = 1 ។
- ្រតង់ x = 0 ៖ អតិបរមាេធៀបគឺ f (0) = 2 ។

• លីមីត ៖ lim
x→±∞

f (x) = +∞ ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

− 0 + 0 − 0 +

+∞+∞

11

22

11

+∞+∞

លហំាត់ទី ៣៩

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ y = f (x)ខាងេ្រកាម ៖

ក . f (x) =
x2 −4x
x2 +3x

ខ . f (x) =
2x2 −2x−1
(x−1)2

គ . f (x) =
x2 −4x

x2 −4x+3

ឃ . f (x) =
3x2 −18x+25

x2 −6x+8

ង . f (x) =
x2 −4
x2 +1

ច . f (x) =
x2 −1
x2 +2

ឆ . f (x) =
x2 −2x+3

x2 −1

ជ . f (x) =
−x2 +3x+5
x2 −2x−3

ឈ . f (x) =
2x2 − x+3

1− x2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 −4x
x2 +3x

៖

• ែដនកំណត់ ៖ x2 +3x ̸= 0 ⇐⇒ x(x+3) ̸= 0 =⇒ D = R\{−3,0} ។

• ស្រម�លកេន�មចំេពាះ x ̸= 0 ៖ f (x) =
x(x−4)
x(x+3)

=
x−4
x+3

= 1− 7
x+3

។

• អាសីុមតូត ៖ lim
x→±∞

f (x) = 1 =⇒ y = 1 (េដក) ; lim
x→−3±

f (x) =±∞ =⇒ x =−3 (ឈរ) ។

្រតង់ x = 0 ៖ lim
x→0

f (x) =−4
3
(្រកាបមានចេនា្ល ះ្របេហាង្រតង់ (0,−4/3)) ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
7

(x+3)2 > 0, ∀x ∈ D =⇒ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី (−∞,−3), (−3,0) និង (0,+∞)

្រពមទាងំគា្ម នបរមាេឡយី ។

ខ . f (x) =
2x2 −2x−1
(x−1)2 ៖



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

459

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។
• អាសីុមតូត ៖ lim

x→±∞
f (x) = 2 =⇒ y = 2 (េដក) ; lim

x→1
f (x) =−∞ =⇒ x = 1 (ឈរ) ។

• បំែបក ៖ f (x) =
2(x−1)2 +2x−3

(x−1)2 = 2+
2x−3
(x−1)2 ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
2(x−1)2 −2(x−1)(2x−3)

(x−1)4 =
2(x−1)−2(2x−3)

(x−1)3 =
−2x+4
(x−1)3 =

−2(x−2)
(x−1)3 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 2 ។
• អេថរភាព ៖ f ′(x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (1,2) =⇒ f េកីន ; f ′(x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,1)∪ (2,+∞) =⇒ f ចុះ ។
• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 2, f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបគឺ f (2) =

2(4)−4−1
(2−1)2 = 3 ។

គ . f (x) =
x2 −4x

x2 −4x+3
= 1− 3

(x−1)(x−3)
៖

• ែដនកំណត់ ៖ x2 −4x+3 ̸= 0 =⇒ D = R\{1,3} ។
• អាសីុមតូត ៖ y = 1 (េដក) ; x = 1 និង x = 3 (ឈរ) ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
(2x−4)(x2 −4x+3)− (2x−4)(x2 −4x)

(x2 −4x+3)2 =
6(x−2)

(x2 −4x+3)2 ។
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 2 ។

• អេថរភាព ៖ f ′(x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,1)∪ (1,2) =⇒ f ចុះ ; f ′(x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (2,3)∪ (3,+∞) =⇒ f
េកីន ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 2, f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ f (2) =
4−8

4−8+3
= 4 ។

ឃ . f (x) =
3x2 −18x+25

x2 −6x+8
= 3+

1
(x−2)(x−4)

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2,4} ។
• អាសីុមតូត ៖ y = 3 (េដក) ; x = 2 និង x = 4 (ឈរ) ។
• េដរេីវ ៖ f ′(x) =

−(2x−6)
(x2 −6x+8)2 =

−2(x−3)
(x2 −6x+8)2 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 3 ។
• អេថរភាព ៖ f ′(x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,2)∪(2,3) =⇒ f េកីន ; f ′(x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (3,4)∪(4,+∞) =⇒ f
ចុះ ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 3, f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបគឺ f (3) = 3+
1

9−18+8
= 2 ។

ង . f (x) =
x2 −4
x2 +1

= 1− 5
x2 +1

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R (េដាយ x2 +1 > 0, ∀x) ។
• អាសីុមតូត ៖ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 (េដក) ។ គា្ម នអាសីុមតូតឈរ ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
10x

(x2 +1)2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
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• អេថរភាព ៖ f ′(x)< 0 ⇐⇒ x < 0 =⇒ f ចុះ ; f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > 0 =⇒ f េកីន ។
• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 0, f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ f (0) = −4 ។

ច . f (x) =
x2 −1
x2 +2

= 1− 3
x2 +2

៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• អាសីុមតូត ៖ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 (េដក) ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
6x

(x2 +2)2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។

• អេថរភាព ៖ f ′(x)< 0 ⇐⇒ x < 0 =⇒ f ចុះ ; f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > 0 =⇒ f េកីន ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 0, f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ f (0) = −1
2
។

ឆ . f (x) =
x2 −2x+3

x2 −1
៖

• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1,1} ។
• អាសីុមតូត ៖ y = 1 (េដក) ; x =−1 និង x = 1 (ឈរ) ។
• េដរេីវ ៖ f ′(x) =

(2x−2)(x2 −1)−2x(x2 −2x+3)
(x2 −1)2 =

2(x2 −4x+1)
(x2 −1)2 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 2−
√

3 ≈ 0.27 ឬ x = 2+
√

3 ≈ 3.73 ។
• បរមាេធៀប ៖

- អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2−
√

3 គឺ f (2−
√

3) = 1−
√

3 ។
- អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2+

√
3 គឺ f (2+

√
3) = 1+

√
3 ។

ជ . f (x) =
−x2 +3x+5
x2 −2x−3

៖

• ែដនកំណត់ ៖ x2 −2x−3 ̸= 0 ⇐⇒ (x+1)(x−3) ̸= 0 =⇒ D = R\{−1,3} ។
• អាសីុមតូត ៖ lim

x→±∞
f (x) =−1 =⇒ y =−1 (េដក) ; x =−1 និង x = 3 (ឈរ) ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
(−2x+3)(x2 −2x−3)− (2x−2)(−x2 +3x+5)

(x2 −2x−3)2 =
−x2 −16x+1
(x2 −2x−3)2 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−8±
√

65 ។
• បរមាេធៀប ៖ អប្បបរមា្រតង់ x =−8−

√
65 និងអតិបរមា្រតង់ x =−8+

√
65 ។

ឈ . f (x) =
2x2 − x+3

1− x2 ៖

• ែដនកំណត់ ៖ 1− x2 ̸= 0 =⇒ D = R\{−1,1} ។
• អាសីុមតូត ៖ lim

x→±∞
f (x) =−2 =⇒ y =−2 (េដក) ; x =−1 និង x = 1 (ឈរ) ។

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
(4x−1)(1− x2)− (−2x)(2x2 − x+3)

(1− x2)2 =
−x2 +10x−1

(1− x2)2 ។
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 5±2

√
6 ។
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• បរមាេធៀប ៖ អប្បបរមា្រតង់ x = 5−2
√

6 និងអតិបរមា្រតង់ x = 5+2
√

6 ។

លហំាត់ទី ៤០

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 2 េដាយ f (x) =
2x2 + x−1

x−2
និងមាន្រកាបតំណាង (C) ។

ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល្រគប់ x ̸= 2 េគបាន f (x) = ax+b+
c

x−2
។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

គ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C) េធៀបេទនឹងអាសីុមតូតេ្រទតរបស់វា ។

ឃ . សិក�អេថរភាព សង់តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ ។

ង . ពិភាក�អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឫសសមីការ 2x2 +(1−m)x+2m−1 = 0 តាមប៉ារ៉ាែម៉្រត m ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកចំនួនពិត a,b,c ៖
េធ្វីវធីិែចកពហុធាភាគយក 2x2 + x−1 នឹងភាគែបង x−2 ៖

2x2 + x−1 x−2
−(2x2 −4x) 2x+5

5x−1
−(5x−10)

9

េគបាន ៖ f (x) = 2x+5+
9

x−2
ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 2 ។

ដូចេនះ a = 2, b = 5, c = 9 ។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទត ៖

• អាសីុមតូតឈរ ៖ គណនាលីមីត្រតង់ x → 2 ៖

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(
2x+5+

9
x−2

)
= 9+

(
9

0−

)
=−∞

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(
2x+5+

9
x−2

)
= 9+

(
9

0+

)
=+∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។
• អាសីុមតូតេ្រទត ៖ គណនាលីមីតៃនផលដក f (x)− (2x+5)កាលណា x →±∞ ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (2x+5)] = lim
x→±∞

9
x−2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (d) : y = 2x+5 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។



462 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

គ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត (d) ៖
ពិនិត្យសញញ ៃនផលដក f (x)− yd =

9
x−2

៖

• េបី x ∈ (2,+∞) =⇒ x−2 > 0 =⇒ f (x)− yd > 0 នាឱំ្យ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីអាសីុមតូតេ្រទត (d) ។
• េបី x ∈ (−∞,2) =⇒ x−2 < 0 =⇒ f (x)− yd < 0 នាឱំ្យ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមអាសីុមតូតេ្រទត (d)
។

ឃ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2}= (−∞,2)∪ (2,+∞) ។
• េដរេីវ ៖

f ′(x) = (2x+5)′+
(

9
x−2

)′
= 2− 9

(x−2)2 =
2(x−2)2 −9

(x−2)2

ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2(x−2)2 = 9 ⇐⇒ (x−2)2 =
9
2

⇐⇒ x−2 =±3
√

2
2

៖

x1 = 2− 3
√

2
2

≈−0.12, x2 = 2+
3
√

2
2

≈ 4.12

• តៃម្លបរមាេធៀប ៖

f (x1) = 2

(
2− 3

√
2

2

)
+5+

9

−3
√

2
2

= 9−3
√

2−3
√

2 = 9−6
√

2 ≈ 0.51 (អតិបរមាេធៀប)

f (x2) = 2

(
2+

3
√

2
2

)
+5+

9
3
√

2
2

= 9+3
√

2+3
√

2 = 9+6
√

2 ≈ 17.49 (អប្បបរមាេធៀប)

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ ចំណុច្របសព្វៃនអាសីុមតូតទាងំពីរគឺ I(2,9) ។
ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 2 េគបាន 4− x ̸= 2 េហយី ៖

f (4− x)+ f (x) =
(

2(4− x)+5+
9

2− x

)
+

(
2x+5+

9
x−2

)
= 18 = 2(9)

ដូចេនះ I(2,9)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។
• ចំណុច្របសព្វអ័ក្សកូអរេដាេន ៖

– ្របសព្វអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y = f (0) =
−1
−2

=
1
2
។ ចំណុច

(
0,

1
2

)
។

– ្របសព្វអ័ក្ស (Ox) ៖ y = 0 ⇐⇒ 2x2 + x−1 = 0 ⇐⇒ (2x−1)(x+1) = 0 =⇒ x =
1
2
, x =−1 ។

តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2− 3
√

2
2 2 2+ 3

√
2

2
+∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

9−6
√

29−6
√

2

−∞

+∞

9+6
√

29+6
√

2

+∞+∞
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្រកាបតំណាង (C) ៖

x

y

O
x = 2

y = 2x+5

I(2,9)

M1

M2

(0, 1
2 )

−1 1
2

ង . ពិភាក�អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឫសតាមប៉ារ៉ាែម៉្រត m ៖
សមីការែដល្រត�វពិភាក� ៖ 2x2 +(1−m)x+2m−1 = 0 (ចំេពាះ x ̸= 2) ។
បំែប្លងសមីការ ៖

2x2 + x−1−mx+2m = 0 ⇐⇒ 2x2 + x−1 = m(x−2) ⇐⇒ 2x2 + x−1
x−2

= m ⇐⇒ f (x) = m

ចំនួនឫសៃនសមីការគឺចំនួនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់េដក (dm) : y = m ៖

• េបី m < 9−6
√

2 ≈ 0.51 ៖ បនា្ទ ត់កាត្់រកាប (C) ្រតង់ពីរចំណុចែដលមានអាប់សីុស x < 2 (ឫសទាងំពីរអវជិ្ជមាន
ឬមានសញញ ផ្ទុយគា្ន អា្រស័យតាម m េធៀបនឹង 1

2) ។

• េបី m = 9−6
√

2 ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់កំពូលអតិបរមា នាឱំ្យសមីការមានឫសឌុប x = 2− 3
√

2
2

។
• េបី 9−6

√
2 < m < 9+6

√
2 ៖ បនា្ទ ត់មិនកាត់្រកាប (C) េឡយី នាឱំ្យសមីការគា្ម នឫសក្នុង R ។

• េបី m = 9+6
√

2 ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់កំពូលអប្បបរមា នាឱំ្យសមីការមានឫសឌុប x = 2+
3
√

2
2

។
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• េបី m > 9+ 6
√

2 ≈ 17.49 ៖ បនា្ទ ត់កាត់្រកាប (C) ្រតង់ពីរចំណុចែដលមានអាប់សីុសវជិ្ជមានទាងំពីរ x > 2

(សមីការមានឫសវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ) ។

លហំាត់ទី ៤១

េគឱ្យ f កំណត់េលី (−∞,2)∪ (2,+∞) េដាយ f (x) =
x2 −4x+8

x−2
េហយី (C) ជា្រកាបៃន f ក្នុងត្រម�យអរតូណ

រម៉ាល់ ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x−2

ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 2 ។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

ឃ . រកកូអរេដាេនផ្ចិតឆ្លុះ I ៃន្រកាប (C) រចួសង់្រកាប (C) ។

ង . ពិភាក�អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឫសសមីការ x2 − (m+4)x+2m+8 = 0 តាមប៉ារ៉ាែម៉្រត m ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកចំនួនពិត a,b,c ៖
បំែបកកេន�មភាគយក ៖

f (x) =
x2 −4x+4+4

x−2
=

(x−2)2 +4
x−2

= x−2+
4

x−2

ដូចេនះ a = 1, b =−2, c = 4 ។
ខ . រកសមីការអាសីុមតូត ៖

• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(
x−2+

4
x−2

)
=−∞, lim

x→2+
f (x) = +∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់សមីការ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។
• អាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x−2)] = lim
x→±∞

4
x−2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (d) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
គ . សិក�អេថរភាព ៖

• េដរេីវ ៖
f ′(x) = 1− 4

(x−2)2 =
(x−2)2 −4
(x−2)2 =

(x−2−2)(x−2+2)
(x−2)2 =

x(x−4)
(x−2)2

ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x(x−4) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 4 ។
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• បរមាេធៀប ៖
– ្រតង់ x = 0 =⇒ f (0) = 0−2+

4
0−2

=−4 ជាតៃម្លអតិបរមាេធៀប ។

– ្រតង់ x = 4 =⇒ f (4) = 4−2+
4

4−2
= 2+2 = 4 ជាតៃម្លអប្បបរមាេធៀប ។

តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−4−4

−∞

+∞

44

+∞+∞

ឃ . ផ្ចិតឆ្លុះ និងសង់្រកាប (C) ៖
ចំណុច្របសព្វអាសីុមតូតទាងំពីរគឺ I(2,0) ។
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់រូបមន្តផ្ចិតឆ្លុះ f (2a− x)+ f (x) = 2b ជាមួយ a = 2,b = 0 ៖

f (4−x)+ f (x)=
(

4− x−2+
4

4− x−2

)
+

(
x−2+

4
x−2

)
=(2−x)− 4

x−2
+x−2+

4
x−2

= 0= 2(0)

ដូចេនះ I(2,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

x

y

O

x = 2

y = x−2 I(2,0)

(0,−4)

(4,4)
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ង . ពិភាក�អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឫសសមីការ ៖
សមីការ x2 − (m+4)x+2m+8 = 0 ⇐⇒ x2 −4x+8 = m(x−2) ⇐⇒ x2 −4x+8

x−2
= m ⇐⇒ f (x) = m ។

• េបី m <−4 ៖ បនា្ទ ត់កាត់្រកាប្រតង់ពីរចំណុចែដលមាន x < 2 (ឫសអវជិ្ជមានពីរ) ។
• េបី m =−4 ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុច (0,−4)នាឱំ្យមានឫសឌុប x = 0 ។
• េបី −4 < m < 4 ៖ បនា្ទ ត់មិនកាត់្រកាប (C) េទ នាឱំ្យសមីការគា្ម នឫសក្នុង R ។
• េបី m = 4 ៖ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុច (4,4)នាឱំ្យមានឫសឌុប x = 4 ។
• េបី m > 4 ៖ បនា្ទ ត់កាត់្រកាប្រតង់ពីរចំណុចែដលមាន x > 2 (ឫសវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ) ។

លហំាត់ទី ៤២

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x2 − x−3

x+1
និងតាងេដាយ (C) ្រកាបៃន f ។

ក . រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f ។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x) = x−2− 1
x+1

ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។

គ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) និងសិក�ទីតាងំេធៀប ។
ឃ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះនីមួយៗៃនែដនកំណត់ ។

ង . រកកូអរេដាេនផ្ចិតឆ្លុះ I រចួសង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ x+1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸=−1 =⇒ D = R\{−1}= (−∞,−1)∪ (−1,+∞) ។

ខ . ទ្រមង់បនា្ទ ប់ ៖
ែចកភាគយកនឹងភាគែបង ៖ x2 − x−3 = (x−2)(x+1)−1 ។
នាឱំ្យ f (x) =

(x−2)(x+1)−1
x+1

= x−2− 1
x+1

(ពិត) ។

គ . អាសីុមតូត និងទីតាងំេធៀប ៖
• lim

x→−1−
f (x) = +∞, lim

x→−1+
f (x) =−∞ =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x−2)] = lim
x→±∞

(
− 1

x+1

)
= 0 =⇒ (d) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− yd =− 1
x+1

៖
– េបី x >−1 =⇒ f (x)− yd < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (d) ។
– េបី x <−1 =⇒ f (x)− yd > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី (d) ។
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ឃ . ទិសេដអេថរភាព ៖
f ′(x) = 1−

(
− 1
(x+1)2

)
= 1+

1
(x+1)2 ។

េដាយ (x+1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−1 នាឱំ្យ f ′(x)> 1 > 0, ∀x ∈ D ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតជានិច្ចេលី (−∞,−1) និងេលី (−1,+∞) េហយីគា្ម នបរមាេធៀបេឡយី ។

ង . ផ្ចិតឆ្លុះ និងសង់្រកាប ៖
្របសព្វៃនអាសីុមតូតគឺ I(−1,−3) ។ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ៖

f (−2− x)+ f (x) =−2− x−2− 1
−2− x+1

+ x−2− 1
x+1

=−6 = 2(−3)

ដូចេនះ I(−1,−3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ។
តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

្រកាបតំណាង (C) ៖

x

y

O

x =−1

y = x−2

I(−1,−3)
(0,−3)
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លហំាត់ទី ៤៣

អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 1 េដាយ f (x) =
x2 + x−1

x−1
និងមាន្រកាប (C) ។

ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+
c

x−1
។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

ឃ . បងា្ហ ញថា្របសព្វអាសីុមតូត I(1,3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) រចួសង់្រកាប (C) ។

ង . ពិភាក�អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឫសសមីការ x2 +(1−m)x+m−1 = 0 តាមតៃម្ល m ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 − x+2x−2+1

x−1
= x+2+

1
x−1

=⇒ a = 1, b = 2, c = 1 ។

ខ . អាសីុមតូត ៖
• lim

x→1−
f (x) =−∞, lim

x→1+
f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→±∞

1
x−1

= 0 =⇒ (d) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

គ . អេថរភាព ៖

f ′(x) = 1− 1
(x−1)2 =

(x−1)2 −1
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) =
−1
−1

= 1 ្រតង់ x = 0 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (2) = 2+2+
1
1
= 5 ្រតង់ x = 2 ។

តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

55

+∞+∞

ឃ . ផ្ចិតឆ្លុះ និង្រកាប (C) ៖
I(1,3) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ៖ f (2− x)+ f (x) = (2− x+2+ 1

1−x)+(x+2+ 1
x−1) = 6 = 2(3) ។

ដូចេនះ I(1,3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ។
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x

y

O

x = 1

y = x+2

I(1,3)

(0,1)

(2,5)

ង . ពិភាក�ឫសសមីការ ៖
x2 +(1−m)x+m−1 = 0 ⇐⇒ f (x) = m ៖
• m < 1 ៖ មានឫសពីរេផ្សងគា្ន x1 < 0 < x2 < 1 ។
• m = 1 ៖ មានឫសឌុប x = 0 ។
• 1 < m < 5 ៖ គា្ម នឫសក្នុង R ។
• m = 5 ៖ មានឫសឌុប x = 2 ។
• m > 5 ៖ មានឫសវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន 1 < x1 < 2 < x2 ។

លហំាត់ទី ៤៤

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R\{2} េដាយ f (x) =
x2 − x−1

x−2
។

េយងីតាង (C)ជា្រកាបរបស់វាេលីត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ −∞ និង្រតង់ +∞ ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . ១ . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល្រគប់ x ̸= 2 េគបាន f (x) = ax+b+

c
x−2

។

២ . េគតាង (d) ជាបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x+1 ។ បងា្ហ ញថា (d) ជាអាសីុមតូតៃន (C) ្រតង់ ±∞ និង
សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (d) ។

៣ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ −∞ និង +∞ ៖

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x2
(

1− 1
x −

1
x2

)
x
(
1− 2

x

) = lim
x→−∞

x =−∞ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2
(

1− 1
x −

1
x2

)
x
(
1− 2

x

) = lim
x→+∞

x =+∞ ។

មយង៉េទៀត ្រតង់ x = 2 ៖

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

x2 − x−1
x−2

=
1

0−
=−∞, lim

x→2+
f (x) = lim

x→2+

x2 − x−1
x−2

=
1

0+
=+∞

នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរភាព ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R\{2} ៖

f ′(x) =
(2x−1)(x−2)− (x2 − x−1)(1)

(x−2)2 =
x2 −4x+3
(x−2)2 =

(x−1)(x−3)
(x−2)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ (x−1)(x−3) = 0 ⇐⇒ x = 1 ឬ x = 3 ។
េដាយ (x−2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 2 នាឱំ្យសញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យេលី (x−1)(x−3) ៖

• f ′(x)> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,1)∪ (3,+∞) =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត ។
• f ′(x)< 0 ⇐⇒ x ∈ (1,2)∪ (2,3) =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត ។

• ្រតង់ x = 1, f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបគឺ f (1) =
12 −1−1

1−2
= 1 ។

• ្រតង់ x = 3, f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ f (3) =
32 −3−1

3−2
= 5 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

55

+∞+∞

គ . ១ . រកចំនួនពិត a,b,c ៖
េធ្វីវធីិែចកពហុធាភាគយក x2 − x−1 នឹងភាគែបង x−2 ៖

x2 − x−1 = (x+1)(x−2)+1 =⇒ f (x) = x+1+
1

x−2

ដូចេនះ a = 1, b = 1, c = 1 ។
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២ . អាសីុមតូតេ្រទត (d) និងទីតាងំេធៀប ៖
គណនាលីមីតផលដក ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x+1)] = lim
x→±∞

1
x−2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (d) : y = x+1 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតង់ −∞ និង +∞ ។
ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (d)តាមសញញ ៃន f (x)− yd =

1
x−2

៖

• x ∈ (2,+∞) =⇒ 1
x−2

> 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលីអាសីុមតូត (d) ។

• x ∈ (−∞,2) =⇒ 1
x−2

< 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមអាសីុមតូត (d) ។

៣ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d) ៖

x

y

O

x = 2

y = x+1

I(2,3)

(1,1)

(3,5)

លហំាត់ទី ៤៥

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x2 − x−3

x+1
និងតាង (C)ជា្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x) = x−2− 1
x+1

។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

ឃ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃន f ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖
អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា x+1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸=−1 ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = R\{−1} ។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x) = x−2− 1
x+1

៖
ត្រម�វភាគែបង ៖

x−2− 1
x+1

=
(x−2)(x+1)−1

x+1
=

x2 − x−2−1
x+1

=
x2 − x−3

x+1
= f (x)

ដូចេនះ f (x) = x−2− 1
x+1

ពិត្របាកដែមន ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖
គណនាលីមីតផលដក ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x−2)] = lim
x→±∞

(
− 1

x+1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

ឃ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃន f ៖
• លីមីត និងអាសីុមតូតឈរ ៖ lim

x→±∞
f (x) =±∞ ។

lim
x→−1−

f (x) = +∞ និង lim
x→−1+

f (x) =−∞ =⇒ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C)

។
• េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−1 ៖

f ′(x) = 1−
(
− 1
(x+1)2

)
= 1+

1
(x+1)2 > 0, ∀x ∈ R\{−1}

នាឱំ្យអនុគមន៍ f េកីនជានិច្ចេលីចេនា្ល ះ (−∞,−1) និង (−1,+∞) ្រពមទាងំគា្ម នតៃម្លបរមាេធៀបេឡយី ។

តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

្រកាបតំណាង (C) ៖

x

y

O

x =−1

y = x−2

(0,−3)
I(−1,−3)
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លហំាត់ទី ៤៦

េគមានអនុគមន៍ f (x) = (x+2)(x−2)
1− x

=
x2 −4
1− x

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

ខ . ែចកពហុធាេដីម្បសីរេសរ f (x)ជាទ្រមង់ ax+b+
c

1− x
។

គ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
ឃ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតជានិច្ចេលីែដនកំណត់របស់វា ។

ង . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ 1− x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1 =⇒ D = R\{1} ។

ខ . f (x) =
−x2 +4

x−1
=

−(x2 −1)+3
x−1

=−(x+1)+
3

x−1
= −x−1− 3

1− x
។

គ . អាសីុមតូត ៖
• lim

x→1−
f (x) =−∞, lim

x→1+
f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (−x−1)] = 0 =⇒ (d) : y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ឃ . េដរេីវ ៖

f ′(x) =−1− 3
(x−1)2 =−

(
1+

3
(x−1)2

)
<−1 < 0, ∀x ̸= 1

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី (−∞,1) និងេលី (1,+∞)ជានិច្ច និងគា្ម នបរមាេធៀបេឡយី ។
ង . តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− −

+∞+∞

−∞

+∞

−∞−∞
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x

y

O

x = 1

y =−x−1

I(1,−2)

(0,−4)

2−2

លហំាត់ទី ៤៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 + x+4
x+1

និងមាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ និងេដរេីវ f ′(x) ។
ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

គ . រកតៃម្លបរមាេធៀប និងសង់តារាងអេថរភាព ។

ឃ . បងា្ហ ញថា I(−1,−1)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។
សរេសរ f (x) = x+

4
x+1

នាឱំ្យ ៖

f ′(x) = 1− 4
(x+1)2 =

(x+1)2 −4
(x+1)2 =

(x+3)(x−1)
(x+1)2

ខ . អាសីុមតូត ៖
• lim

x→−1±
f (x) =±∞ =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− x] = lim
x→±∞

4
x+1

= 0 =⇒ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។
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គ . f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−3 ឬ x = 1 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−3) =−3+
4
−2

= −5 ្រតង់ x =−3 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (1) = 1+
4
2
= 3 ្រតង់ x = 1 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −3 −1 1 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−5−5

−∞

+∞

33

+∞+∞

ឃ . ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ f (−2− x)+ f (x) = (−2− x+ 4
−1−x)+(x+ 4

x+1) =−2 = 2(−1) =⇒ I(−1,−1) ជាផ្ចិតឆ្លុះ ។

x

y

O

x =−1

y = x

I(−1,−1)

(−3,−5)

(1,3)

លហំាត់ទី ៤៨

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x2 +3x+6
x+2

កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ̸=−2 និងមានែខ្សេកាង (C) ។
ក . សិក�អេថរភាព និងរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
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ខ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x0 = 1 ។ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ
A រវាង (T ) និងអាសីុមតូតេ្រទត ។

គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា S ៃនរូបប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C), អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . អេថរភាព និងអាសីុមតូត ៖
f (x) = x+1+

4
x+2

។
lim

x→−2±
f (x) =±∞ =⇒ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

lim
x→±∞

[ f (x)− (x+1)] = 0 =⇒ (d) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

f ′(x) = 1− 4
(x+2)2 =

x(x+4)
(x+2)2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−4 ឬ x = 0 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−4) =−4+1+
4
−2

= −5 ្រតង់ x =−4 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (0) = 0+1+
4
2
= 3 ្រតង់ x = 0 ។

តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −4 −2 0 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−5−5

−∞

+∞

33

+∞+∞

ខ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x0 = 1 និងចំណុច A ៖
គណនា f (1) = 1+1+

4
3
=

10
3
និង f ′(1) = 1− 4

9
=

5
9
។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

y = f ′(1)(x−1)+ f (1) =
5
9
(x−1)+

10
3

=
5
9

x− 5
9
+

30
9

=⇒ y =
5
9

x+
25
9

រក្របសព្វ A ជាមួយអាសីុមតូតេ្រទត y = x+1 ៖
x+1 =

5
9

x+
25
9

⇐⇒ 4
9

x =
16
9

=⇒ x = 4 =⇒ y = 4+1 = 5

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វគឺ A(4,5) ។

គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា S ៖
ចំេពាះ x ∈ [1,2] ្រកាប (C) េនខាងេលីអាសីុមតូតេ្រទត (d) ៖

S =
∫ 2

1
[ f (x)−(x+1)]dx =

∫ 2

1

4
x+2

dx = 4[ln |x+2|]21 = 4(ln4− ln3) = 4ln
4
3

≈ 1.15 (ឯកតាៃផ្ទ)



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

477

លហំាត់ទី ៤៩

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) =
x2 −5x+7

x−2
មាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ ។
ខ . កំណត់ចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x−2

។

គ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទត ។

ឃ . សិក�អេថរភាព សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2} ។
លីមីត ៖ lim

x→±∞
f (x) =±∞, lim

x→2−
f (x) =−∞, lim

x→2+
f (x) = +∞ ។

ខ . f (x) =
x2 −2x−3x+6+1

x−2
= x−3+

1
x−2

=⇒ a = 1, b =−3, c = 1 ។

គ . អាសីុមតូតឈរ ៖ x = 2 ; អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y = x−3 ។

ឃ . f ′(x) = 1− 1
(x−2)2 =

(x−1)(x−3)
(x−2)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (1) = 1−3−1 = −3 ្រតង់ x = 1 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (3) = 3−3+1 = 1 ្រតង់ x = 3 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−3−3

−∞

+∞

11

+∞+∞



478 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

x

y

O

x = 2

y = x−3

I(2,−1)

(1,−3)

(3,1)

លហំាត់ទី ៥០

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់្រគប់ x ̸= 2 េដាយ f (x) =
x2 −3x−4

x−2
មាន្រកាប (C) ។

ក . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
ខ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីែដនកំណត់របស់វាជានិច្ច ។
គ . រកចំណុច្របសព្វរវាង (C)ជាមួយអ័ក្សកូអរេដាេន និងផ្ចិតឆ្លុះ I ។

ឃ . សង់តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 −2x− x+2−6

x−2
= x−1− 6

x−2
៖

• lim
x→2−

f (x) = +∞, lim
x→2+

f (x) =−∞ =⇒ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x−1)] = 0 =⇒ (d) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ខ . f ′(x) = 1+
6

(x−2)2 > 1 > 0,∀x ̸= 2 នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (−∞,2) និងេលី (2,+∞) ជានិច្ច និង
គា្ម នបរមាេធៀបេឡយី ។

គ . ្របសព្វអ័ក្ស ៖
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• ្របសព្វ (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y =
−4
−2

= 2 គឺចំណុច (0,2) ។
• ្របសព្វ (Ox) ៖ y = 0 ⇐⇒ x2 −3x−4 = 0 ⇐⇒ (x−4)(x+1) = 0 =⇒ x =−1,x = 4 ។

ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ ្របសព្វអាសីុមតូតគឺ I(2,1) ។
តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

x

y

O

x = 2

y = x−1

I(2,1)
(0,2)

−1 4

លហំាត់ទី ៥១

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x2 −4
x−1

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតឈរ, អាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
ខ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់របស់វា ។

គ . រកចំណុចកាត់អ័ក្ស និងផ្ចិតឆ្លុះ I(1,2) រចួសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។
f (x) = x+1− 3

x−1
នាឱំ្យ ៖

• lim
x→1−

f (x) = +∞, lim
x→1+

f (x) =−∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x+1)] = 0 =⇒ y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ខ . f ′(x) = 1+
3

(x−1)2 =
x2 −2x+4
(x−1)2 > 0,∀x ̸= 1 នាឱំ្យ f េកីនជានិច្ចេលី (−∞,1) និងេលី (1,+∞) ។

គ . កាត់អ័ក្ស ៖ (0,4),(2,0),(−2,0) ។ ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,2) ។

x

y

O

x = 1

y = x+1

I(1,2)

(0,4)

2−2

លហំាត់ទី ៥២

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x2 − x+9
x−1

កំណត់េលី R\{1} និងមាន្រកាប (C) ។
ក . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀប ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x(x−1)+9

x−1
= x+

9
x−1

៖
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• lim
x→1±

f (x) =±∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− x] = 0 =⇒ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ខ . f ′(x) = 1− 9
(x−1)2 =

(x−1)2 −9
(x−1)2 =

(x+2)(x−4)
(x−1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−2) =−2+
9
−3

= −5 ្រតង់ x =−2 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (4) = 4+
9
3
= 7 ្រតង់ x = 4 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 1 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−5−5

−∞

+∞

77

+∞+∞

គ . ផ្ចិតឆ្លុះ I(1,1) ។ ្រកាបកាត់អ័ក្ស (Oy) ្រតង់ (0,−9) ។

x

y

O

x = 1

y = x

I(1,1)

(−2,−5)

(4,7)
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លហំាត់ទី ៥៣

េគមានអនុគមន៍ f (x) = x2 +3x−3
x−1

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតឈរ, អាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀប ។

គ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។
f (x) = x+4+

1
x−1

នាឱំ្យ ៖

• lim
x→1±

f (x) =±∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x+4)] = 0 =⇒ (d) : y = x+4 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ខ . f ′(x) = 1− 1
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) = 0+4−1 = 3 ្រតង់ x = 0 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (2) = 2+4+1 = 7 ្រតង់ x = 2 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

33

−∞

+∞

77

+∞+∞

គ . f (x)− (x+4) =
1

x−1
៖

• េលី (1,+∞) ៖ (C)ស្ថិតេនខាងេលីអាសីុមតូតេ្រទត ។
• េលី (−∞,1) ៖ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមអាសីុមតូតេ្រទត ។

ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,5) ។
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x

y

O
x = 1

y = x+4

I(1,5)

(0,3)

(2,7)

លហំាត់ទី ៥៤

េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) =
x2 −4x+8

x−2
មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) រកបរមាេធៀប និងសង់តារាងអេថរភាព ។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង (C)ជាមួយអ័ក្ស (Oy) និងផ្ចិតឆ្លុះ I ៃន្រកាប (C) ។

ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T1) និង (T2) េទនឹង្រកាប (C) ែដល្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (∆) : y =−3x+1 ។

ង . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះទាងំពីរក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . អាសីុមតូត ៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{2} ។ សរេសរ f (x) = x−2+

4
x−2

៖

• lim
x→2−

f (x) =−∞, lim
x→2+

f (x) = +∞ =⇒ x = 2 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x−2)] = lim
x→±∞

4
x−2

= 0 =⇒ (d) : y = x−2 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទត ។

ខ . េដរេីវ និងអេថរភាព ៖
f ′(x) = 1− 4

(x−2)2 =
(x−2)2 −4
(x−2)2 =

x(x−4)
(x−2)2 ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 4 ៖
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• អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) = 0−2+
4
−2

= −4 ្រតង់ x = 0 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (4) = 4−2+
4
2
= 4 ្រតង់ x = 4 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−4−4

−∞

+∞

44

+∞+∞

គ . ចំណុចកាត់អ័ក្ស និងផ្ចិតឆ្លុះ ៖

• ្របសព្វ (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y =−4 គឺចំណុច (0,−4) ។
• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ ចំណុច្របសព្វរវាងអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតគឺ I(2,0) ។
ពិតណាស់ ៖ f (4− x)+ f (x) = (2− x− 4

x−2)+(x−2+ 4
x−2) = 0 = 2(0) ។

ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹង (∆) : y =−3x+1 ៖
េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រត�វេស្មីនឹង −3 ៖

f ′(x0) =−3 ⇐⇒ 1− 4
(x0 −2)2 =−3 ⇐⇒ 4

(x0 −2)2 = 4 ⇐⇒ (x0−2)2 = 1 ⇐⇒ x0 = 1 ឬ x0 = 3

• ចំេពាះ x0 = 1 =⇒ y0 = f (1) = 1−2+
4
−1

=−5 ៖

(T1) : y =−3(x−1)−5 =⇒ (T1) : y =−3x−2

• ចំេពាះ x0 = 3 =⇒ y0 = f (3) = 3−2+
4
1
= 5 ៖

(T2) : y =−3(x−3)+5 =⇒ (T2) : y =−3x+14

ង . ្រកាបតំណាង (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖
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x

y

O

x = 2

y = x−2
(T1) (T2)

I(2,0)

(0,−4)

(4,4)

A(1,−5)

B(3,5)

លហំាត់ទី ៥៥

េគឱ្យអនុគមន៍ y = fm(x) =
mx2 +3mx+2m+1

x+2
(m ̸= 0) មាន្រកាប (Cm) ។

ក . បងា្ហ ញថា្រកាប (Cm) ែតងែតមានអាសីុមតូតឈរមួយជានិច្ច្រគប់តៃម្ល m ។
ខ . បងា្ហ ញថាសមីការអាសុីមតូតេ្រទតៃន (Cm) អាចសរេសរជា y = m(x+ 1) រចួបងា្ហ ញថាអាសីុមតូតេ្រទតេនះ

កាត់តាមចំណុចនឹងមួយជានិច្ច្រគប់តៃម្ល m ។

គ . ចំេពាះ m = 1 សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C1) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−2} ។
ភាគែបងេស្មីសូន្យ្រតង់ x =−2 ។ ជំនួស x =−2 ចូលភាគយក ៖

m(−2)2 +3m(−2)+2m+1 = 4m−6m+2m+1 = 1 ̸= 0, ∀m

េដាយភាគយកេស្មី 1 ̸= 0 ជានិច្ច េនាះ lim
x→−2±

fm(x) =±∞ ្រគប់តៃម្ល m ។
ដូចេនះ ្រកាប (Cm) ែតងែតមានបនា្ទ ត់ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរជានិច្ច្រគប់ m ។

ខ . ែចកពហុធាភាគយកនឹងភាគែបង ៖
mx2 +3mx+2m+1 = (mx+m)(x+2)+1
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នាឱំ្យ ៖
fm(x) = mx+m+

1
x+2

= m(x+1)+
1

x+2

េដាយ lim
x→±∞

[ fm(x)−m(x+1)] = lim
x→±∞

1
x+2

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ (dm) : y = m(x+1) ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (Cm)

។
ពិនិត្យចំណុចនឹង ៖ ឱ្យ x+1 = 0 ⇐⇒ x =−1 =⇒ y = m(0) = 0 (ឯករាជ្យពី m) ។
ដូចេនះ អាសីុមតូតេ្រទត (dm) ែតងែតកាត់តាមចំណុចនឹង A(−1,0) ជានិច្ច្រគប់តៃម្ល m ។

គ . ចំេពាះ m = 1 ៖
អនុគមន៍កា្ល យជា f (x) = x+1+

1
x+2

=
x2 +3x+3

x+2
៖

• អាសីុមតូត ៖ x =−2 (ឈរ) និង y = x+1 (េ្រទត) ។
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 1

(x+2)2 =
(x+2)2 −1
(x+2)2 =

(x+1)(x+3)
(x+2)2 ៖

– អតិបរមាេធៀប ៖ f (−3) =−3+1−1 = −3 ្រតង់ x =−3 ។
– អប្បបរមាេធៀប ៖ f (−1) =−1+1+1 = 1 ្រតង់ x =−1 ។

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−2,−1) ។
តារាងអេថរភាព (m = 1) ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −3 −2 −1 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−3−3

−∞

+∞

11

+∞+∞

x

y

O

x =−2

y = x+1

I(−2,−1)

(−3,−3)

(−1,1)

A(−1,0)
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លហំាត់ទី ៥៦

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x−2
x−1

មាន្រកាប (C) និងមានបនា្ទ ត់ពីរ (L1) : y = 2x+1 និង (L2) : y = 2x−7 ។
ក . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C)ជាមួយបនា្ទ ត់ (L1) និង (L2) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។
បំែបក ៖ f (x) = x+3+

1
x−1

៖

• lim
x→1±

f (x) =±∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x+3)] = 0 =⇒ (d) : y = x+3 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

ខ . េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 1
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) =
−2
−1

= 2 ្រតង់ x = 0 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (2) = 2+3+1 = 6 ្រតង់ x = 2 ។

ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,4) ។
តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

22

−∞

+∞

66

+∞+∞

គ . ្របសព្វជាមួយ (L1) និង (L2) ៖
• ្របសព្វ (C) និង (L1) : y = 2x+1 ៖

x2 +2x−2
x−1

= 2x+1 ⇐⇒ x2 +2x−2 = (2x+1)(x−1) = 2x2 − x−1 ⇐⇒ x2 −3x+1 = 0
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∆ = 9−4 = 5 > 0 =⇒ x =
3±

√
5

2
។

កាត់ (L1) ្រតង់ពីរចំណុច A

(
3−

√
5

2
,4−

√
5

)
និង B

(
3+

√
5

2
,4+

√
5

)
។

• ្របសព្វ (C) និង (L2) : y = 2x−7 ៖
x2 +2x−2

x−1
= 2x−7 ⇐⇒ x2 +2x−2 = 2x2 −9x+7 ⇐⇒ x2 −11x+9 = 0

∆ = 121−36 = 85 > 0 =⇒ x =
11±

√
85

2
។

x

y

O

I(1,4)

(0,2)

(2,6)

លហំាត់ទី ៥៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +3x+1
x+1

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x+1

។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទត និងសិក�ទីតាងំេធៀប ។
គ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះនីមួយៗៃនែដនកំណត់ ។

ឃ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 + x+2x+2−1

x+1
= x+2− 1

x+1
=⇒ a = 1, b = 2, c =−1 ។
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ខ . អាសីុមតូតឈរ ៖ x =−1 ; អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y = x+2 ។
ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+2) =− 1

x+1
៖

• េលី (−1,+∞) ៖ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមអាសីុមតូតេ្រទត ។
• េលី (−∞,−1) ៖ (C)ស្ថិតេនខាងេលីអាសីុមតូតេ្រទត ។

គ . f ′(x) = 1+
1

(x+1)2 > 1 > 0,∀x ̸=−1 នាឱំ្យ f េកីនជានិច្ចេលី (−∞,−1) និងេលី (−1,+∞) ។

ឃ . ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−1,1) ។ កាត់អ័ក្ស (Oy) ្រតង់ (0,1) ។

x

y

O

I(−1,1)
(0,1)

លហំាត់ទី ៥៨

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 + x+1
x+3

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x+3

។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

ឃ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 +3x−2x−6+7

x+3
= x−2+

7
x+3

=⇒ a = 1, b =−2, c = 7 ។

ខ . អាសីុមតូតឈរ ៖ x =−3 ; អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y = x−2 ។
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គ . f ′(x) = 1− 7
(x+3)2 =

(x+3)2 −7
(x+3)2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−3±

√
7 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−3−
√

7) =−5−2
√

7 ≈−10.29 ្រតង់ x =−3−
√

7 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (−3+

√
7) =−5+2

√
7 ≈ 0.29 ្រតង់ x =−3+

√
7 ។

ឃ . ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−3,−5) ។

x

y

O

I(−3,−5)

លហំាត់ទី ៥៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x+3
x+1

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតឈរ, អាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀប ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។
f (x) = x+1+

2
x+1

=⇒ x =−1 (ឈរ) និង y = x+1 (េ្រទត) ។
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ខ . f ′(x) = 1− 2
(x+1)2 =

(x+1)2 −2
(x+1)2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−1±

√
2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−1−
√

2) =−2
√

2 ≈−2.83 ្រតង់ x =−1−
√

2 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (−1+

√
2) = 2

√
2 ≈ 2.83 ្រតង់ x =−1+

√
2 ។

គ . ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−1,0) ។

x

y

O

I(−1,0)

លហំាត់ទី ៦០

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 −2x
x−1

ចំេពាះ x ̸= 1 មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x−1

។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

គ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍េកីនជានិច្ច និងសង់្រកាប (C) ។
ឃ . ពិភាក�ឫសសមីការ x2 − (2+m)x+m = 0 តាមតៃម្ល m ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 −2x+1−1

x−1
=

(x−1)2 −1
x−1

= x−1− 1
x−1

=⇒ a = 1, b =−1, c =−1 ។

ខ . អាសីុមតូតឈរ ៖ x = 1 ; អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y = x−1 ។

គ . f ′(x) = 1+
1

(x−1)2 > 0,∀x ̸= 1 =⇒ f េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់ ។
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ឃ . x2 − (2+m)x+m = 0 ⇐⇒ x2 −2x = m(x−1) ⇐⇒ f (x) = m ៖
េដាយបនា្ទ ត់េដក y = m ែតងែតកាត់ែខ្នងទាងំពីរៃន្រកាប (C) ជានិច្ច្រគប់ m ∈ R នាឱំ្យសមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន
ជានិច្ច្រគប់តៃម្ល m ។

លហំាត់ទី ៦១

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = −x2 +4x
x−1

ចំេពាះ x ̸= 1 មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x−1

។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

គ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា f ជាអនុគមន៍ចុះជានិច្ច និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
−(x2 −4x+3)+3

x−1
=

−(x−1)(x−3)+3
x−1

=−x+3+
3

x−1
=⇒ a =−1, b = 3, c = 3 ។

ខ . អាសីុមតូតឈរ ៖ x = 1 ; អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y =−x+3 ។

គ . f ′(x) =−1− 3
(x−1)2 < 0,∀x ̸= 1 =⇒ f ចុះដាច់ខាតជានិច្ចេលីែដនកំណត់ ។ ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(1,2) ។

លហំាត់ទី ៦២

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +4x+1
x+2

ចំេពាះ x ̸=−2 មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x+2

។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
(x+2)2 −3

x+2
= x+2− 3

x+2
=⇒ a = 1, b = 2, c =−3 ។

ខ . អាសីុមតូតឈរ ៖ x =−2 ; អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y = x+2 ។

គ . f ′(x) = 1+
3

(x+2)2 > 0,∀x ̸=−2 =⇒ f េកីនជានិច្ចេលីែដនកំណត់ ។ ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−2,0) ។
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លហំាត់ទី ៦៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 −2x+6
x+1

ចំេពាះ x ̸=−1 មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c ែដល f (x) = ax+b+

c
x+1

។

ខ . រកអាសីុមតូតឈរ, អាសីុមតូតេ្រទត និងតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
x2 + x−3x−3+9

x+1
= x−3+

9
x+1

=⇒ a = 1, b =−3, c = 9 ។

ខ . អាសីុមតូត ៖ x =−1 (ឈរ) និង y = x−3 (េ្រទត) ។
f ′(x) = 1− 9

(x+1)2 =
(x+4)(x−2)

(x+1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−4) =−4−3−3 = −10 ្រតង់ x =−4 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (2) = 2−3+3 = 2 ្រតង់ x = 2 ។

គ . ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−1,−4) ។ សមីការ f (x) = m មានឫស ២ កាលណា m <−10 ឬ m > 2 ។

លហំាត់ទី ៦៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x+5
x+1

ចំេពាះ x ̸=−1 មាន្រកាប (C) ។
ក . រក m,n, p ែដល f (x) = mx+n+

p
x+1

។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេ្រទត និងតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) =
(x+1)2 +4

x+1
= x+1+

4
x+1

=⇒ m = 1, n = 1, p = 4 ។

ខ . អាសីុមតូត ៖ x =−1 (ឈរ) និង y = x+1 (េ្រទត) ។
f ′(x) = 1− 4

(x+1)2 =
(x+3)(x−1)

(x+1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−3) =−3+1−2 = −4 ្រតង់ x =−3 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (1) = 1+1+2 = 4 ្រតង់ x = 1 ។
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គ . ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ I(−1,0) ។

លហំាត់ទី ៦៥

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 + x+2
x−1

ចំេពាះ x ̸= 1 មាន្រកាប (C) ។
ក . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . កំណត់តៃម្ល a េដីម្បឱី្យសមីការ f (x) = a មានឫសពីរ 1 < x1 < x2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . f (x) = x+2+
4

x−1
=⇒ x = 1 (ឈរ) និង y = x+2 (េ្រទត) ។

ខ . f ′(x) = 1− 4
(x−1)2 =

(x+1)(x−3)
(x−1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−1) =−1+2−2 = −1 ្រតង់ x =−1 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (3) = 3+2+2 = 7 ្រតង់ x = 3 ។

គ . េដីម្បឱី្យសមីការ f (x) = a មានឫសពីរធំជាង 1 លុះ្រតាែតបនា្ទ ត់ y = a កាតែ់ខ្នងខាងសា្ត ៃំន្រកាប (C) ្រតង់ពីរចំណុច
េផ្សងគា្ន ែដលត្រម�វឱ្យ a > 7 ។

លហំាត់ទី ៦៦

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x+
4

x−1
ចំេពាះ x ̸= 1 មាន្រកាប (C) ។

ក . រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ x2 − (m+1)x+m+4 = 0 គា្ម នឫសក្នុង R ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . អាសីុមតូត ៖ x = 1 (ឈរ) និង y = x (េ្រទត) ។

ខ . f ′(x) = 1− 4
(x−1)2 =

(x+1)(x−3)
(x−1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−1) =−1−2 = −3 ្រតង់ x =−1 ។
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• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (3) = 3+2 = 5 ្រតង់ x = 3 ។
គ . សមីការ x2 − (m + 1)x + m + 4 = 0 ⇐⇒ f (x) = m ។ ែផ្អកតាមតារាងអេថរភាព សមីការគា្ម នឫសលុះ្រតាែត

−3 < m < 5 ។

លហំាត់ទី ៦៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
x+1

(x ̸=−1) មាន្រកាប (C) ។
ក . រក a,b,c េដាយដឹងថា្រកាប (C)កាត់តាមចំណុច A(0,1) និងមានបរមាេធៀប្រតង់ចំណុច B(1,0) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C)តាមតៃម្ល a,b,c ែដលរកេឃញី ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រក a,b,c ៖

• (C)កាត់តាម A(0,1) =⇒ f (0) =
c
1
= 1 =⇒ c = 1 ។

• (C)កាត់តាម B(1,0) =⇒ f (1) =
a+b+1

2
= 0 =⇒ a+b+1 = 0 =⇒ b =−a−1 ។

• មានបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 =⇒ f ′(1) = 0 ៖

f ′(x) =
(2ax+b)(x+1)− (ax2 +bx+ c)

(x+1)2 =
ax2 +2ax+b− c

(x+1)2

f ′(1) = 0 ⇐⇒ a(1)+2a(1)+b−1 = 0 ⇐⇒ 3a+b = 1 ។ ជំនួស b =−a−1 ៖ 3a−a−1 = 1 ⇐⇒
2a = 2 =⇒ a = 1 =⇒ b =−2 ។

ដូចេនះ a = 1, b =−2, c = 1 នាឱំ្យ f (x) =
x2 −2x+1

x+1
=

(x−1)2

x+1
។

ខ . បំែបក ៖ f (x) = x−3+
4

x+1
៖

• អាសីុមតូត ៖ x =−1 (ឈរ) និង y = x−3 (េ្រទត) ។
• f ′(x) =

(x+3)(x−1)
(x+1)2 ៖ អតិបរមា f (−3) =−8, អប្បបរមា f (1) = 0 ។

លហំាត់ទី ៦៨ & ៦៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
x+2

(x ̸=−2) មាន្រកាប (C) ។

ក . រក a,b,c េដាយដឹងថា្រកាប (C)កាត់អ័ក្ស (Oy) ្រតង់ A
(

0,
3
2

)
និងមានចំណុចបរមាេធៀប្រតង់ B(−1,0) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C)តាមតៃម្ល a,b,c ែដលរកេឃញី ។
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គ . ពិភាក�ឫសសមីការ f (x) = m តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉្រត m ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រក a,b,c ៖

• កាត់ A
(

0,
3
2

)
=⇒ f (0) =

c
2
=

3
2

=⇒ c = 3 ។

• កាត់ B(−1,0) =⇒ f (−1) =
a(−1)2 +b(−1)+3

1
= 0 ⇐⇒ a−b+3 = 0 =⇒ b = a+3 ។

• បរមាេធៀប្រតង់ x =−1 =⇒ f ′(−1) = 0 ៖

f ′(x) =
(2ax+b)(x+2)− (ax2 +bx+3)

(x+2)2 =
ax2 +4ax+2b−3

(x+2)2

f ′(−1) = 0 ⇐⇒ a−4a+2b−3 = 0 ⇐⇒ −3a+2(a+3)−3 = 0 ⇐⇒ −a+3 = 0 =⇒ a = 3 ។
ទាញបាន ៖ b = 3+3 = 6 ។

ដូចេនះ a = 3, b = 6, c = 3 នាឱំ្យ f (x) =
3x2 +6x+3

x+2
=

3(x+1)2

x+2
។

ខ . បំែបក ៖ f (x) = 3x+
3

x+2
៖

• អាសីុមតូត ៖ x =−2 (ឈរ) និង y = 3x (េ្រទត) ។
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 3− 3

(x+2)2 =
3(x+3)(x+1)

(x+2)2 ៖

– អតិបរមាេធៀប ៖ f (−3) = 3(−3)+
3
−1

= −12 ្រតង់ x =−3 ។

– អប្បបរមាេធៀប ៖ f (−1) = 3(−1)+
3
1
= 0 ្រតង់ x =−1 ។

គ . ពិភាក�ឫសសមីការ f (x) = m ៖
• m <−12 ឬ m > 0 ៖ មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។
• m =−12 ៖ មានឫសឌុប x =−3 ; m = 0 ៖ មានឫសឌុប x =−1 ។
• −12 < m < 0 ៖ គា្ម នឫសក្នុង R ។

លហំាត់ទី ៧០

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +ax+b
x−1

ចំេពាះ x ̸= 1 មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ ។
ក . កំណត់តៃម្ល a និង b េដាយដឹងថា្រកាប (C)មានចំណុចអតិបរមា្រតង់ x = 0 េស្មីនឹង 1 ។
ខ . សិក�អេថរភាព និងរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)តាមតៃម្ល a,b ែដលរកេឃញី ។
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គ . បងា្ហ ញថា្របសព្វអាសីុមតូត I(1,3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) និងសង់្រកាប (C) ។

ឃ . ពិភាក�អត្ថិភាព និងសញញ ៃនឫសសមីការ x2 +(1−m)x+m−1 = 0 តាមតៃម្លប៉ារ៉ាែម៉្រត m ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . កំណត់តៃម្ល a និង b ៖
• អតិបរមា្រតង់ x = 0 េស្មីនឹង 1 =⇒ f (0) = 1 ៖

f (0) =
0+0+b

0−1
=−b = 1 =⇒ b =−1

• េដរេីវៃន f (x) ៖

f ′(x) =
(2x+a)(x−1)− (x2 +ax+b)

(x−1)2 =
x2 −2x−a−b

(x−1)2

លក្ខខណ្ឌ បរមា្រតង់ x = 0 =⇒ f ′(0) = 0 ៖
−a−b
(−1)2 = 0 ⇐⇒ −a−b = 0 =⇒ a =−b =−(−1) = 1

ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a = 1, b =−1 នាឱំ្យ f (x) =
x2 + x−1

x−1
។

ខ . អេថរភាព និងអាសីុមតូត ៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1} ។ បំែបក ៖ f (x) = x+2+

1
x−1

៖

• lim
x→1−

f (x) =−∞, lim
x→1+

f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→±∞

1
x−1

= 0 =⇒ (d) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 1
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) = 1 ្រតង់ x = 0 ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (2) = 2+2+1 = 5 ្រតង់ x = 2 ។

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

55

+∞+∞
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គ . ផ្ចិតឆ្លុះ និង្រកាប (C) ៖
f (2− x)+ f (x) = (2− x+2+ 1

1−x)+(x+2+ 1
x−1) = 6 = 2(3) =⇒ I(1,3) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ។

x

y

O

x = 1

y = x+2

I(1,3)

(0,1)

(2,5)

ឃ . ពិភាក�ឫសសមីការ ៖
x2 +(1−m)x+m−1 = 0 ⇐⇒ f (x) = m ៖
• m < 1 ៖ មានឫសពីរេផ្សងគា្ន x1 < 0 < x2 < 1 ។
• m = 1 ៖ មានឫសឌុប x = 0 ។
• 1 < m < 5 ៖ គា្ម នឫសក្នុង R ។
• m = 5 ៖ មានឫសឌុប x = 2 ។
• m > 5 ៖ មានឫសវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន 1 < x1 < 2 < x2 ។

លហំាត់ទី ៧១

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 −6x
x2 −6x+5

មាន្រកាបតំណាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ ។
ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

ខ . គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ និងទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព សង់តារាងអេថរភាព និងរកចំណុចបរមាេធៀបៃន f ។

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ x = 3 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) និងសង់្រកាប (C) ។

ង . ពិភាក�ឫសសមីការ (1−m)x2 −6(1−m)x−5m = 0 តាមតៃម្ល m ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . ែដនកំណត់ ៖
ភាគែបង x2 −6x+5 = 0 ⇐⇒ (x−1)(x−5) = 0 ⇐⇒ x = 1 ឬ x = 5 ។
ដូចេនះ D = R\{1,5}= (−∞,1)∪ (1,5)∪ (5,+∞) ។

ខ . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

• lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2

x2 = 1 =⇒ (d) : y = 1 ជាសមីការអាសីុមតូតេដក ។
• lim

x→1−
f (x) =−∞, lim

x→1+
f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរទីមួយ ។

• lim
x→5−

f (x) = +∞, lim
x→5+

f (x) =−∞ =⇒ x = 5 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរទីពីរ ។

គ . អេថរភាព ៖
បំែប្លង ៖ f (x) =

(x2 −6x+5)−5
x2 −6x+5

= 1− 5
x2 −6x+5

។
គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =−5
(
− 2x−6
(x2 −6x+5)2

)
=

10(x−3)
(x2 −6x+5)2

ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x−3 = 0 ⇐⇒ x = 3 ៖

f (3) = 1− 5
9−18+5

= 1− 5
−4

= 1+
5
4
=

9
4

(អប្បបរមាេធៀបក្នុងចេនា្ល ះ (1,5))

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 3 5 +∞

− − 0 + +

11

−∞

+∞

9
4
9
4

+∞

−∞

11

ឃ . អ័ក្សឆ្លុះ និង្រកាប (C) ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន 6− x ∈ D េហយី ៖

f (6− x) =
(6− x)2 −6(6− x)

(6− x)2 −6(6− x)+5
=

36−12x+ x2 −36+6x
36−12x+ x2 −36+6x+5

=
x2 −6x

x2 −6x+5
= f (x)

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 3 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។
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x

y

O

x = 1 x = 5

y = 1

(
3, 9

4

)
6

ង . ពិភាក�ឫសសមីការ ៖
សមីការ (1−m)x2 −6(1−m)x−5m = 0 ⇐⇒ x2 −6x−m(x2 −6x+5) = 0 ⇐⇒ f (x) = m ៖
• m < 1 ៖ បនា្ទ ត់កាត់្រកាប្រតង់ពីរចំណុចេនែខ្នងខាងេ្រក =⇒ មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។
• m = 1 ៖ អាសុីមតូតេដក គា្ម ន្របសព្វ =⇒ គា្ម នឫស ។
• 1 < m <

9
4
៖ គា្ម ន្របសព្វ =⇒ គា្ម នឫសក្នុង R ។

• m =
9
4
៖ ប៉ះ្រតង់កំពូលអប្បបរមា =⇒ មានឫសឌុប x = 3 ។

• m >
9
4
៖ កាត់ែខ្នងកណា្ត ល្រតង់ពីរចំណុច =⇒ មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ក្នុង (1,5) ។

លហំាត់ទី ៧២

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ax2 +bx+ c
(x−2)2 ចំេពាះ x ̸= 2 មាន្រកាប (C) ។

ក . កំណត់ a,b,c េដាយដឹងថា្រកាប (C)មានអាសីុមតូតេដក y = 1 និងកាតអ់័ក្សអាប់សីុស្រតង់ x = 1 និង x =−3
។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . អាសីុមតូតេដក lim
x→±∞

f (x) = a = 1 =⇒ a = 1 ។
កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ x = 1 និង x =−3 =⇒ x2 +bx+ c = (x−1)(x+3) = x2 +2x−3 ៖
ដូចេនះ a = 1, b = 2, c =−3 នាឱំ្យ f (x) =

x2 +2x−3
(x−2)2 ។
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ខ . អាសីុមតូតឈរ ៖ lim
x→2

f (x) = +∞ =⇒ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។
េដរេីវ ៖

f ′(x) =
(2x+2)(x−2)2 − (x2 +2x−3) ·2(x−2)

(x−2)4 =
−6x+2
(x−2)3

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −6x+2 = 0 ⇐⇒ x =
1
3
៖

f
(

1
3

)
=

1
9 +

2
3 −3(1

3 −2
)2 =

−20
9

25
9

=−4
5

(អប្បបរមាេធៀប)

តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1
3 2 +∞

− 0 + −

11

−4
5−4
5

+∞ +∞

11

គ . ្រកាបតំណាង (C)កាត់ (Oy) ្រតង់
(

0,−3
4

)
និងមានអប្បបរមា្រតង់

(
1
3
,−4

5

)
។

x

y

O( 1
3 ,−

4
5
)

លហំាត់ទី ៧៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 2x2

x2 −4
កំណត់េលី D = R\{−2,2}មាន្រកាប (C) ។

ក . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍គូ និងទាញបញ្ជ ក់នូវអ័ក្សឆ្លុះៃន (C) ។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍គូ ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D = R\{−2,2} =⇒ −x ∈ D េហយី ៖

f (−x) =
2(−x)2

(−x)2 −4
=

2x2

x2 −4
= f (x)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍គូ េហយីអ័ក្សអរេដាេន (Oy)ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

ខ . រកសមីការអាសីុមតូតៃន (C) ៖
• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2

x2 −4
= lim

x→±∞

2
1− 4

x2

= 2

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→−2−

f (x) = +∞ , lim
x→−2+

f (x) =−∞ =⇒ x =−2

lim
x→2−

f (x) =−∞ , lim
x→2+

f (x) = +∞ =⇒ x = 2

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x =−2 និង x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖
• គណនាេដរេីវ ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន ៖

f ′(x) =
(2x2)′(x2 −4)−2x2(x2 −4)′

(x2 −4)2 =
4x(x2 −4)−2x2(2x)

(x2 −4)2 =
−16x

(x2 −4)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −16x = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖

– ចំេពាះ x < 0 (x ̸=−2) =⇒ f ′(x)> 0 នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េកីនេលី (−∞,−2) និង (−2,0) ។
– ចំេពាះ x > 0 (x ̸= 2) =⇒ f ′(x)< 0 នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍ចុះេលី (0,2) និង (2,+∞) ។

• បរមាេធៀប ៖
្រតង់ x = 0 េដរេីវប្តូរសញញ ពី + េទ −នាឱំ្យ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប គឺ f (0) = 0 ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 0 2 +∞

+ + 0 − −

22

+∞

−∞

00

−∞

+∞

22
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• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x =−2 x = 2

y = 2

O(0,0)

លហំាត់ទី ៧៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2

4− x2 ចំេពាះ x ≠±2 មាន្រកាប (C) ។
ក . រកសមីការអាសីុមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកសមីការអាសីុមតូតៃន (C) ៖
• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2

4− x2 = lim
x→±∞

1
4
x2 −1

=−1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→−2−

f (x) =−∞ , lim
x→−2+

f (x) = +∞ =⇒ x =−2

lim
x→2−

f (x) = +∞ , lim
x→2+

f (x) =−∞ =⇒ x = 2

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x =−2 និង x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ៖
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• ភាពគូ/េសស ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D =⇒ −x ∈ D េហយី f (−x) = f (x) នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍គូ និងមានអ័ក្ស
(Oy)ជាអ័ក្សឆ្លុះ ។

• គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
(x2)′(4− x2)− x2(4− x2)′

(4− x2)2 =
2x(4− x2)− x2(−2x)

(4− x2)2 =
8x

(4− x2)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 8x = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖

– ចំេពាះ x < 0 (x ̸=−2) =⇒ f ′(x)< 0 នាឱំ្យ f ចុះេលី (−∞,−2) និង (−2,0) ។
– ចំេពាះ x > 0 (x ̸= 2) =⇒ f ′(x)> 0 នាឱំ្យ f េកីនេលី (0,2) និង (2,+∞) ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 0 េដរេីវប្តូរសញញ ពី − េទ +នាឱំ្យ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប គឺ f (0) = 0 ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ៖
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 0 2 +∞

− − 0 + +

−1−1

−∞

+∞

00

+∞

−∞

−1−1

• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

x =−2 x = 2

y =−1

O(0,0)



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

505

លហំាត់ទី ៧៥

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 2x2 −9x+4
x2 + x−12

=
(2x−1)(x−4)
(x+4)(x−3)

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f និងសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន (C) ។
ខ . រកចំណុចកាត់អ័ក្សកូអរេដាេនៃន្រកាប (C) ។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតៃន (C) ៖
• ែដនកំណត់ ៖ ភាគែបង x2 + x−12 = (x+4)(x−3) ̸= 0 ⇐⇒ x ̸=−4 និង x ̸= 3 ។
ដូចេនះ D = R\{−4,3} ។

• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2 −9x+4
x2 + x−12

= lim
x→±∞

2x2

x2 = 2

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→−4−

f (x) = +∞ , lim
x→−4+

f (x) =−∞ =⇒ x =−4

lim
x→3−

f (x) = +∞ , lim
x→3+

f (x) =−∞ =⇒ x = 3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x =−4 និង x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

ខ . រកចំណុចកាត់អ័ក្សកូអរេដាេន និងអាសីុមតូត ៖

• ្របសព្វនឹងអ័ក្ស (Oy) (x = 0) ៖ y = f (0) =
4

−12
=−1

3
=⇒

(
0,−1

3

)
។

• ្របសព្វនឹងអ័ក្ស (Ox) (y = 0) ៖ (2x−1)(x−4) = 0 ⇐⇒ x =
1
2
ឬ x = 4 ។

ចំណុច្របសព្វគឺ
(

1
2
,0
)
និង (4,0) ។

• ្របសព្វនឹងអាសីុមតូតេដក y = 2 ៖
2x2 −9x+4
x2 + x−12

= 2 ⇐⇒ 2x2 −9x+4 = 2x2 +2x−24 ⇐⇒ 11x = 28 ⇐⇒ x =
28
11

ចំណុច្របសព្វគឺ
(

28
11

,2
)
។

គ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖
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• គណនាេដរេីវ ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគមាន ៖

f ′(x) =
(4x−9)(x2 + x−12)− (2x2 −9x+4)(2x+1)

(x2 + x−12)2

=
(4x3 −5x2 −57x+108)− (4x3 −16x2 − x+4)

(x2 + x−12)2

=
11x2 −56x+104
(x2 + x−12)2

ពិនិត្យ្រតីធាភាគយក 11x2 −56x+104 មាន ∆′ = (−28)2 −11(104) = 784−1144 = −360 < 0 និង a =
11 > 0 ។
នាឱំ្យ 11x2 −56x+104 > 0,∀x ∈ R ។
ដូចេនះ f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D នាឱំ្យ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះនីមួយៗៃនែដនកំណត់ េហយី
គា្ម នបរមាេធៀបេឡយី ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −4 3 +∞

+ + +

22

+∞

−∞

+∞

−∞

22

• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x =−4 x = 3

y = 2

( 1
2 ,0
)

(4,0)(
0,− 1

3

)

( 28
11 ,2

)

លហំាត់ទី ៧៦ & ៨០

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −18x+25
x2 −6x+8

មាន្រកាប (C) ។



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

507

ក . បងា្ហ ញថា f (x) = 3+
1

(x−2)(x−4)
រចួទាញរកអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ x = 3 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន (C) និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . បងា្ហ ញទ្រមង់ f (x) និងទាញរកអាសីុមតូត ៖
• េដាយ x2 −6x+8 = (x−2)(x−4) =⇒ D = R\{2,4} ។
េគមាន ៖

f (x) =
3(x2 −6x+8)+1

x2 −6x+8
= 3+

1
x2 −6x+8

= 3+
1

(x−2)(x−4)
(ពិត)

• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

[
3+

1
(x−2)(x−4)

]
= 3+0 = 3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 3 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→2−

f (x) = +∞ , lim
x→2+

f (x) =−∞ =⇒ x = 2

lim
x→4−

f (x) =−∞ , lim
x→4+

f (x) = +∞ =⇒ x = 4

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 2 និង x = 4 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ៖
• គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
[

3+
1

x2 −6x+8

]′
=− (x2 −6x+8)′

(x2 −6x+8)2 =
−2(x−3)

(x2 −6x+8)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −2(x−3) = 0 ⇐⇒ x = 3 ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖

– ចំេពាះ x < 3 (x ̸= 2) =⇒ f ′(x)> 0 នាឱំ្យ f េកីនេលី (−∞,2) និង (2,3) ។
– ចំេពាះ x > 3 (x ̸= 4) =⇒ f ′(x)< 0 នាឱំ្យ f ចុះេលី (3,4) និង (4,+∞) ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 3 េដរេីវប្តូរសញញ ពី + េទ −នាឱំ្យ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប គឺ ៖

f (3) = 3+
1

(3−2)(3−4)
= 3−1 = 2

• តារាងអេថរភាព ៖



508 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 3 4 +∞

+ + 0 − −

33

+∞

−∞

22

−∞

+∞

33

គ . បងា្ហ ញថា x = 3 ជាអ័ក្សឆ្លុះ និងសង់្រកាប (C) ៖

• ចំេពាះ្រគប់ h ែដល 3+h ∈ D ⇐⇒ 3−h ∈ D េគមាន ៖

f (3+h) = 3+
1

(3+h−2)(3+h−4)
= 3+

1
(1+h)(−1+h)

= 3+
1

h2 −1

f (3−h) = 3+
1

(3−h−2)(3−h−4)
= 3+

1
(1−h)(−1−h)

= 3+
1

h2 −1

េដាយ f (3+h) = f (3−h) ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 3 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។
• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x = 2 x = 4

y = 3

x = 3

(3,2)

(
0, 25

8

)

លហំាត់ទី ៧៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x
x2 +4

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f និងសមីការអាសីុមតូតៃន (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . រកែដនកំណត់ និងសមីការអាសីុមតូត ៖
• េដាយភាគែបង x2 +4 > 0,∀x ∈ R =⇒ D = R ។
្រកាប (C)គា្ម នអាសុីមតូតឈរេឡយី ។

• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 +2x
x2 +4

= lim
x→±∞

1+ 2
x

1+ 4
x2

= 1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងរកតៃម្លបរមាេធៀប ៖
• គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
(2x+2)(x2 +4)− (x2 +2x)(2x)

(x2 +4)2

=
(2x3 +2x2 +8x+8)− (2x3 +4x2)

(x2 +4)2

=
−2x2 +8x+8

(x2 +4)2 =
−2(x2 −4x−4)

(x2 +4)2

• រកឫសៃន f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 −4x−4 = 0 ៖
មាន ∆′ = (−2)2 − (1)(−4) = 4+4 = 8 = (2

√
2)2 > 0 ៖

x1 = 2−2
√

2 ≈−0.83 , x2 = 2+2
√

2 ≈ 4.83

• តៃម្លបរមាេធៀប ៖
– ្រតង់ x1 = 2−2

√
2 េដរេីវប្តូរសញញ ពី − េទ +នាឱំ្យ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប គឺ ៖

f
(

2−2
√

2
)
=

1−
√

2
2

≈−0.21

– ្រតង់ x2 = 2+2
√

2 េដរេីវប្តូរសញញ ពី + េទ −នាឱំ្យ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប គឺ ៖

f
(

2+2
√

2
)
=

1+
√

2
2

≈ 1.21

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ៖
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2−2
√

2 2+2
√

2 +∞

− 0 + 0 −

11

1−
√

2
2

1−
√

2
2

1+
√

2
2

1+
√

2
2

11
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• ចំណុច្របសព្វសំខាន់ៗ ៖
– កាត់ (Ox) ៖ x2 +2x = 0 =⇒ O(0,0) និង (−2,0) ។
– កាត់អាសីុមតូតេដក y = 1 ៖ x2 +2x = x2 +4 ⇐⇒ 2x = 4 ⇐⇒ x = 2 =⇒ (2,1) ។

• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

y = 1

(−2,0)

(2,1)

(
2−2

√
2, 1−

√
2

2

)

(
2+2

√
2, 1+

√
2

2

)

លហំាត់ទី ៧៨ & ៨២

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 −1
(x+2)2 កំណត់េលី R\{−2}មាន្រកាប (C) ។

ក . រកសមីការអាសីុមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកសមីការអាសីុមតូតៃន (C) ៖
• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 −1
x2 +4x+4

= lim
x→±∞

1− 1
x2

1+ 4
x +

4
x2

= 1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖
េដាយ lim

x→−2
(x2 −1) = 3 > 0 និង (x+2)2 > 0,∀x ̸=−2 េនាះ ៖

lim
x→−2−

f (x) = +∞ , lim
x→−2+

f (x) = +∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងរកតៃម្លបរមាេធៀបៃន f ៖
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• គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
2x(x+2)2 − (x2 −1) ·2(x+2)

(x+2)4 =
2x(x+2)−2(x2 −1)

(x+2)3

=
2x2 +4x−2x2 +2

(x+2)3 =
4x+2
(x+2)3 =

2(2x+1)
(x+2)3

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2(2x+1) = 0 ⇐⇒ x =−1
2
។

• ទិសេដអេថរភាព ៖
សញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យេលីផលគុណ (2x+1)(x+2) ៖
– ចំេពាះ x ∈ (−∞,−2) ៖ 2x+1 < 0 និង x+2 < 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– ចំេពាះ x ∈

(
−2,−1

2

)
៖ 2x+1 < 0 និង x+2 > 0 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

– ចំេពាះ x ∈
(
−1

2
,+∞

)
៖ 2x+1 > 0 និង x+2 > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x =−1
2
េដរេីវប្តូរសញញ ពី − េទ +នាឱំ្យ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប គឺ ៖

f
(
−1

2

)
=

(
−1

2

)2 −1(
−1

2 +2
)2 =

1
4 −1(3

2

)2 =
−3

4
9
4

= −1
3

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ៖
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1
2 +∞

+ − 0 +

11

+∞ +∞

−1
3−1
3

11

• ចំណុចកាត់អ័ក្សកូអរេដាេន ៖
– កាត់ (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y =−1

4
=⇒

(
0,−1

4

)
។

– កាត់ (Ox) ៖ x2 −1 = 0 =⇒ (−1,0) និង (1,0) ។
– កាត់ y = 1 ៖ x2 −1 = x2 +4x+4 ⇐⇒ 4x =−5 ⇐⇒ x =−5

4
=⇒

(
−5

4
,1
)
។

• សង់្រកាប (C) ៖
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x

y

O

x =−2

y = 1

(
− 1

2 ,−
1
3

)
(−1,0)

(1,0)
(
0,− 1

4

)
(
− 5

4 ,1
)

លហំាត់ទី ៧៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = −x2 −2x+3
x2 +3x+2

=
−(x+3)(x−1)
(x+1)(x+2)

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន (C) ។

ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតៃន (C) ៖
• ែដនកំណត់ ៖ ភាគែបង x2 +3x+2 = (x+1)(x+2) ̸= 0 ⇐⇒ x ̸=−2 និង x ̸=−1 ។
ដូចេនះ D = R\{−2,−1} ។

• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

−x2 −2x+3
x2 +3x+2

= lim
x→±∞

−x2

x2 =−1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→−2−

f (x) = +∞ , lim
x→−2+

f (x) =−∞ =⇒ x =−2

lim
x→−1−

f (x) =−∞ , lim
x→−1+

f (x) = +∞ =⇒ x =−1

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x =−2 និង x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។
ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖

• គណនាេដរេីវ ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគមាន ៖

f ′(x) =
(−2x−2)(x2 +3x+2)− (−x2 −2x+3)(2x+3)

(x2 +3x+2)2
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=
(−2x3 −8x2 −10x−4)− (−2x3 −7x2 +9)

(x2 +3x+2)2

=
−x2 −10x−13
(x2 +3x+2)2 =

−(x2 +10x+13)
(x2 +3x+2)2

• រកឫស និងបរមាេធៀប ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 +10x+13 = 0 មាន ∆′ = 52 −13 = 12 = (2

√
3)2 > 0 ៖

x1 =−5−2
√

3 ≈−8.46 , x2 =−5+2
√

3 ≈−1.54

– ្រតង់ x1 =−5−2
√

3 េដរេីវប្តូរសញញ ពី − េទ +នាឱំ្យ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប គឺ ៖

f (x1) = −8+4
√

3 ≈−1.07

– ្រតង់ x2 =−5+2
√

3 េដរេីវប្តូរសញញ ពី + េទ −នាឱំ្យ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប គឺ ៖

f (x2) = −8−4
√

3 ≈−14.93

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −5−2
√

3 −2 −5+2
√

3 −1 +∞

− 0 + + 0 − −

−1−1

−8+4
√

3−8+4
√

3

+∞

−∞

−8−4
√

3−8−4
√

3

−∞

+∞

−1−1

• ចំណុច្របសព្វសំខាន់ៗ ៖
– កាត់ (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y =

3
2
= 1.5 =⇒ (0,1.5) ។

– កាត់ (Ox) ៖ y = 0 ⇐⇒ −(x+3)(x−1) = 0 =⇒ (−3,0) និង (1,0) ។
– កាត់អាសីុមតូតេដក y =−1 ៖ −x2 −2x+3

x2 +3x+2
=−1 ⇐⇒ x+5 = 0 ⇐⇒ x =−5 =⇒ (−5,−1) ។

• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x =−2 x =−1

y =−1

x1

x2

(0,1.5)(−3,0) (1,0)

(−5,−1)
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លហំាត់ទី ៨១

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −12x+10
x2 −4x+3

= 3+
1

(x−1)(x−3)
មាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន (C) ។

ខ . រកតៃម្លបរមាេធៀប និងអ័ក្សឆ្លុះៃន (C) ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតៃន (C) ៖
• ែដនកំណត់ ៖ ភាគែបង x2 −4x+3 = (x−1)(x−3) ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1 និង x ̸= 3 ។
ដូចេនះ D = R\{1,3} ។

• អាសីុមតូតេដក ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

[
3+

1
(x−1)(x−3)

]
= 3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 3 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

lim
x→1−

f (x) = +∞ , lim
x→1+

f (x) =−∞ =⇒ x = 1

lim
x→3−

f (x) =−∞ , lim
x→3+

f (x) = +∞ =⇒ x = 3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 1 និង x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

ខ . រកតៃម្លបរមាេធៀប និងអ័ក្សឆ្លុះៃន (C) ៖

• គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) =
[

3+
1

x2 −4x+3

]′
=− (x2 −4x+3)′

(x2 −4x+3)2 =
−(2x−4)

(x2 −4x+3)2 =
−2(x−2)

(x2 −4x+3)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −2(x−2) = 0 ⇐⇒ x = 2 ។
• ទិសេដអេថរភាព ៖

– ចំេពាះ x < 2 (x ̸= 1) =⇒ f ′(x)> 0 នាឱំ្យ f េកីនេលី (−∞,1) និង (1,2) ។
– ចំេពាះ x > 2 (x ̸= 3) =⇒ f ′(x)< 0 នាឱំ្យ f ចុះេលី (2,3) និង (3,+∞) ។

• បរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 2 េដរេីវប្តូរសញញ ពី + េទ −នាឱំ្យ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប គឺ ៖

f (2) = 3+
1

(2−1)(2−3)
= 3−1 = 2
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• អ័ក្សឆ្លុះ ៖ ចំេពាះ្រគប់ h ែដល 2+h ∈ D ⇐⇒ 2−h ∈ D េគមាន ៖

f (2+h) = 3+
1

(1+h)(−1+h)
= 3+

1
h2 −1

= f (2−h)

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 2 ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

គ . សង់តារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ៖
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ + 0 − −

33

+∞

−∞

22

−∞

+∞

33

• ចំណុច្របសព្វសំខាន់ៗ ៖
– កាត់ (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y =

10
3

≈ 3.33 =⇒
(

0,
10
3

)
។

– កាត់ (Ox) ៖ 3x2 −12x+10 = 0 =⇒ x =
6±

√
6

3
។

• សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x = 1 x = 3

y = 3

x = 2

(2,2)

(
0, 10

3

)

លហំាត់ទី ៨៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −6x
x2 + x−2

=
3x(x−2)

(x−1)(x+2)
មាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន (C) ។
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ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ៖
• ែដនកំណត់ ៖
អនុគមន៍មានន័យកាលណាភាគែបងខុសពីសូន្យ ៖

x2 + x−2 ̸= 0 ⇐⇒ (x−1)(x+2) ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1 និង x ̸=−2

ដូចេនះ D = R\{−2,1}= (−∞,−2)∪ (−2,1)∪ (1,+∞) ។
• អាសីុមតូតេដក ៖
គណនាលីមីត្រតង់អនន្ត ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

3x2 −6x
x2 + x−2

= lim
x→±∞

3x2

x2 = 3

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 3 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)កាលណា x →±∞ ។
• អាសីុមតូតឈរ ៖

- ្រតង់ x →−2 ៖ ភាគយក 3(−2)2 −6(−2) = 24 ̸= 0

lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

3x(x−2)
(x−1)(x+2)

=
24

(−3)(0−)
= +∞

lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

3x(x−2)
(x−1)(x+2)

=
24

(−3)(0+)
=−∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។
- ្រតង់ x → 1 ៖ ភាគយក 3(1)2 −6(1) =−3 ̸= 0

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

3x(x−2)
(x−1)(x+2)

=
−3

(0−)(3)
= +∞

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

3x(x−2)
(x−1)(x+2)

=
−3

(0+)(3)
=−∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។
ខ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖

• គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគមាន ៖

f ′(x) =
(3x2 −6x)′(x2 + x−2)− (3x2 −6x)(x2 + x−2)′

(x2 + x−2)2

=
(6x−6)(x2 + x−2)− (3x2 −6x)(2x+1)

(x2 + x−2)2
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=
(6x3 −18x+12)− (6x3 −9x2 −6x)

(x2 + x−2)2

=
9x2 −12x+12
(x2 + x−2)2 =

3(3x2 −4x+4)
(x2 + x−2)2

ពិនិត្យ្រតីធាភាគយក 3x2 −4x+4 ៖
មាន ∆′ = (−2)2 −3(4) = 4−12 =−8 < 0 និងេមគុណ a = 3 > 0 ។
នាឱំ្យ 3x2 −4x+4 > 0,∀x ∈ R ។
មយង៉េទៀត ភាគែបង (x2 + x−2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។
ដូចេនះ f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។

• ទិសេដអេថរភាព ៖
េដាយ f ′(x) > 0,∀x ∈ D នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ េកីនដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះនីមួយៗៃនែដនកំណត់គឺ
(−∞,−2), (−2,1) និង (1,+∞) ។
អនុគមន៍គា្ម នតៃម្លបរមាេធៀបេឡយី ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 1 +∞

+ + +

33

+∞

−∞

+∞

−∞

33

• ចំណុច្របសព្វ និងធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖
– ្របសព្វនឹងអ័ក្ស (Ox) ៖ y = 0 ⇐⇒ 3x(x−2) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2 =⇒ O(0,0) និង A(2,0) ។
– ្របសព្វនឹងអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ y = 0 =⇒ O(0,0) ។
– ្របសព្វនឹងអាសីុមតូតេដក y = 3 ៖

f (x)= 3 ⇐⇒ 3x2 −6x
x2 + x−2

= 3 ⇐⇒ 3x2−6x= 3(x2+x−2) ⇐⇒ −6x= 3x−6 ⇐⇒ x=
2
3

ដូចេនះ ្រកាប (C)កាត់អាសីុមតូតេដក្រតង់ចំណុច B
(

2
3
,3
)
។

– តៃម្លពិេសសមួយចំនួន ៖
x =−3 =⇒ f (−3) =

45
4

= 11.25 ; x =−4 =⇒ f (−4) = 7.2 ;

x =−1 =⇒ f (−1) =−9
2
=−4.5 ; x = 3 =⇒ f (3) = 0.9 ; x = 4 =⇒ f (4) =

4
3
≈ 1.33 ។

• សង់្រកាប (C) ៖
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x

y

O

x =−2 x = 1

y = 3

O(0,0)A(2,0)

B
( 2

3 ,3
)

លហំាត់ទី ៨៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2

x2 + x−2
=

x2

(x−1)(x+2)
មាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ និងសមីការអាសីុមតូតទាងំអស់ៃន (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) រកបរមាេធៀប និងសង់តារាងអេថរភាព ។

គ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−2,1} ។
អាសីុមតូតេដក ៖ lim

x→±∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ។

អាសីុមតូតឈរ ៖ x =−2 និង x = 1 ។
ខ . េដរេីវ ៖

f ′(x) =
2x(x2 + x−2)− x2(2x+1)

(x2 + x−2)2 =
x2 −4x

(x2 + x−2)2 =
x(x−4)

(x2 + x−2)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 4 ៖

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) = 0 ្រតង់ x = 0 ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (4) =
16

16+4−2
=

16
18

=
8
9
្រតង់ x = 4 ។
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តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 0 1 4 +∞

+ + 0 − − 0 +

11

+∞

−∞

00

−∞

+∞

8
9
8
9

11

គ . ្រកាបតំណាង (C) ៖

x

y

O

x =−2 x = 1

y = 1

(0,0)

(
4, 8

9

)
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ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ២ ៖ អនុគមន៍អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល

ក. ចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ក ខ ក ក ក ក ក ក ក ក
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
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ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = ex − x−1 និងមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x) ។

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា ទាញថា f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ រចួគណនាតៃម្លបរមាេធៀបេនាះ។ ចូរ
គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ d : y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C)កាលណា x →−∞ ។

ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច P ៃន (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ្រតង់ចំណុចេនះ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។

ង . សង់ (C) និងបនា្ទ ត់ d និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P ។ (យក ln2 ≈ 0.7)

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ៖

• កាលណា x →+∞ ៖ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
(

ex

x −1− 1
x

)
=+∞ េ្រពាះ lim

x→+∞
ex

x =+∞ និង lim
x→+∞

1
x = 0 ។

• កាលណា x →−∞ ៖ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(ex − x−1) = 0− (−∞)−1 =+∞ េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0 ។

ខ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ និងគូសតារាងអេថរភាព ៖
• េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េគបាន f ′(x) = (ex − x−1)′ = ex −1 ។
• សញញ f ′(x) ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex − 1 = 0 ⇐⇒ x = 0 ។ - េបី x < 0 =⇒ f ′(x) < 0 ( f ចុះដាច់ខាតេលី

(−∞,0)) ។
- េបី x > 0 =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞)) ។

• បរមាេធៀប ៖ f ′(x) ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 0 នាឱំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀបគឺ f (0) = e0−0−1 = 0
។

• តារាងអេថរភាពៃន f ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞
00

+∞+∞

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d : y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ៖
• ពិនិត្យផលដក ៖ f (x)− (−x−1) = (ex − x−1)+ x+1 = ex ។
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• លីមីត ៖ lim
x→−∞

[ f (x)− (−x−1)] = lim
x→−∞

ex = 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d : y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង −∞ ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ េដាយ ex > 0,∀x =⇒ f (x)− yd > 0 េនាះ្រកាប (C) េនេលីបនា្ទ ត់ d ជានិច្ច ។
ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច P ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ៖

• បនា្ទ ត់ y = x មានេមគុណ្របាប់ទិស m = 1 ។
• បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹង y = x ⇐⇒ f ′(xP) = 1 ⇐⇒ exP −1 = 1 ⇐⇒ exP = 2 ⇐⇒ xP = ln2 ≈ 0.7 ។
• អរេដាេន ៖ yP = f (ln2) = eln2 − ln2−1 = 2− ln2−1 = 1− ln2 ≈ 0.3 ។
ដូចេនះ ចំណុច P មានកូអរេដាេន P(ln2,1− ln2)≈ P(0.7,0.3) ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (TP) ៖ y = 1 · (x− ln2)+1− ln2 = x+1−2ln2 ≈ x−0.386 ។
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ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d និងបនា្ទ ត់ប៉ះ TP ក្នុងត្រម�យរមួគា្ន ៖

d : y =−x−1 y = x

(TP)

O(0,0)

P(ln2,1− ln2)

−1

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

4

5

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ d : y =−x−1 y =−x−1

ចំណុចអប្បបរមាេធៀប O(0,0) (0,0)
ចំណុចប៉ះ P P(ln2,1− ln2) (0.693,0.307)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P y = x+1−2ln2 y ≈ x−0.386
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លហំាត់ទី ២

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x−1+
2
ex និងមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក . កំណត់លីមីតៃន f (x)កាលណា x →+∞ ។ បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ d : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x) =
xex − ex +2

ex រចួទាញរកលីមីតៃន f (x)កាលណា x →−∞ ។

គ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ។

ង . តាម្រកាហ្វកិ កំណត់ចំនួនឫសៃនសមីការ f (x) = 2 រចួអមឫសទាងំេនាះេដាយចំនួនគត់ពីរតគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត្រតង់ +∞ និងអាសីុមតូតេ្រទត d ៖
• lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

(
x−1+ 2

ex

)
=+∞ េ្រពាះ lim

x→+∞
(x−1) = +∞ និង lim

x→+∞
2
ex = 0 ។

• lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

2
ex = 0 =⇒ d : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x−1) = 2
ex > 0,∀x =⇒ ្រកាប (C) េនេលីបនា្ទ ត់ d ជានិច្ច ។

ខ . ទ្រមង់្របភាគៃន f (x) និងលីមីត្រតង់ −∞ ៖
• f (x) = x−1+ 2

ex =
(x−1)ex+2

ex = xex−ex+2
ex (ពិត) ។

• គណនាលីមីត ៖ lim
x→−∞

(xex − ex +2) = 0−0+2 = 2 និង lim
x→−∞

ex = 0+ ។
ដូចេនះ lim

x→−∞
f (x) =

2
0+

=+∞ ។

គ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1−2e−x = ex−2
ex ។

• សញញ ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex − 2 = 0 ⇐⇒ x = ln2 ≈ 0.693 ។ - េបី x < ln2 =⇒ f ′(x) < 0 ( f ចុះ); េបី
x > ln2 =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីន) ។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (ln2) = ln2−1+ 2
2 = ln2 ≈ 0.693 ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

− 0 +

+∞+∞
ln2ln2

+∞+∞

ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ្រតង់ x0 = 0 ៖ f (0) = 1, f ′(0) = 1−2 =−1 =⇒ (T ) : y =−1(x−0)+1 ⇐⇒ y =−x+1
។
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ង . កំណត់ចំនួនឫសៃន f (x) = 2 និងអមេដាយចំនួនគត់ពីរតគា្ន ៖ េដាយ min f = ln2 ≈ 0.693 < 2 េហយី f → +∞
សងខាង េនាះបនា្ទ ត់ y = 2 កាត្់រកាប (C) ្រតង់ពីរចំណុចេផ្សងគា្ន x1 < ln2 < x2 (សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ) ៖ -
f (−1) = 2e−2 ≈ 3.44 > 2 និង f (0) = 1 < 2 =⇒ −1 < x1 < 0 ។
- f (2) = 1+ 2

e2 ≈ 1.27 < 2 និង f (3) = 2+ 2
e3 ≈ 2.10 > 2 =⇒ 2 < x2 < 3 ។
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ច . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ៖

d : y = x−1

y = 2

(T )

(0,1)

M(ln2, ln2)

x1

x2

(C)

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

5

6

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ d : y = x−1 y = x−1

ចំណុចអប្បបរមាេធៀប M(ln2, ln2) (0.693,0.693)

្របសព្វអ័ក្ស (Oy) (0,1) (0,1)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x = 0 (T ) : y =−x+1 y =−x+1

ឫសទីមួយៃន f (x) = 2 x1 ∈ (−1,0) x1 ≈−0.584

ឫសទីពីរៃន f (x) = 2 x2 ∈ (2,3) x2 ≈ 2.843
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R\{0} េដាយ f (x) =
ex

x
និងមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក . គណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x), lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ ទាញរកអាសុីមតូតៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា និងសិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានអប្បបរមាមួយ។ គណនាតៃម្លអប្បបរមាេនះ
េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់អាប់សីុស x0 = 1 ជាបនា្ទ ត់្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។

ឃ . សង់្រកាប (C) ។ េ្របី្រកាប (C) ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ ex −mx = 0 មានឫស។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងទាញរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ៖
• lim

x→+∞
ex

x =+∞ (រូបមន្ត្រគឹះ) ។
• lim

x→−∞
ex

x = 0
−∞ = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞ ។

• lim
x→0+

ex

x = 1
0+ =+∞ និង lim

x→0−
ex

x = 1
0− =−∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ អប្បបរមា និងតារាងអេថរភាព ៖
• f ′(x) = (ex)′x−ex(x)′

x2 = (x−1)ex

x2 ។
• េដាយ ex > 0 និង x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 េនាះសញញ ៃន f ′(x) គឺតាម (x−1) ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1 ។ f ′(x)< 0 េលី (−∞,0)∪ (0,1) ( f ចុះ) និង f ′(x)> 0 េលី (1,+∞) ( f េកីន) ។
• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = e1

1 = e ≈ 2.718 ។
• តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− − 0 +

00
−∞

+∞
ee

+∞+∞

គ . បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x0 = 1 ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ៖ f ′(1) = 0 =⇒ (T ) : y = f ′(1)(x−1)+ f (1) = e (ជាបនា្ទ តេ់ដក
្រសបនឹងអ័ក្ស Ox) ។

ឃ . ពិភាក�ឫសៃនសមីការ ex−mx = 0 ៖ ចំេពាះ x ̸= 0 សមីការសមមូលនឹង ex

x = m ⇐⇒ f (x) = m ។ តាម្រកាប និង
តារាងអេថរភាព ៖ - េបី m < 0 ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C) ែខ្នង x < 0 ្រតង់មួយចំណុច =⇒ មានឫសអវជិ្ជមានមួយ ។
- េបី 0 ≤ m < e ៖ បនា្ទ ត់ y = m មិនកាត់ (C) េឡយី =⇒ គា្ម នឫស ។
- េបី m = e ៖ បនា្ទ ត់ y = e ប៉ះ (C) ្រតង់ (1,e) =⇒ មានឫសឌុប x = 1 ។
- េបី m > e ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C) ែខ្នង x > 0 ្រតង់ពីរចំណុច =⇒ មានឫសវជិ្ជមានពីរ ។
សន្និដា្ឋ ន ៖សមីការមានឫសលុះ្រតាែត m < 0 ឬ m ≥ e ។
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ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

y = eM(1,e)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R\{0} (−∞,0)∪ (0,+∞)

អាសីុមតូតឈរ x = 0 (អ័ក្ស Oy) x = 0

អាសីុមតូតេដកខាង −∞ y = 0 (អ័ក្ស Ox) y = 0

ចំណុចអប្បបរមាេធៀប M(1,e) (1,2.718)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x = 1 y = e (្រសបនឹងអ័ក្ស Ox) y ≈ 2.718
លក្ខខណ្ឌ ex −mx = 0 មានឫស m < 0 ឬ m ≥ e m ∈ (−∞,0)∪ [2.718,+∞)
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អនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = (2x+1)e−2x េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតកាលណា x ខិតជិត −∞ និង +∞ រចួទាញសមីការអាសីុមតូតេដកៃន (C) ។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ រចួគូសតារាងអេថរភាព។

គ . រកចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ។ សិក�សញញ ៃន f ។

ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A ។ សង់្រកាប (C) បនា្ទ តអ់ាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ
T ក្នុងត្រម�យែតមួយ។

ង . េដាយេ្របី្រកាប (C) ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ (2x+1)e−2x = m មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងទាញរកអាសីុមតូតេដក ៖

• lim
x→+∞

(2x+1)e−2x = lim
x→+∞

(
2x
e2x +

1
e2x

)
= 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

• lim
x→−∞

(2x+1)e−2x = (−∞)(+∞) =−∞ ។

ខ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ និងគូសតារាងអេថរភាព ៖
• f ′(x) = 2e−2x +(2x+1)(−2e−2x) =−4xe−2x ។
• េដាយ e−2x > 0,∀x េនាះសញញ f ′(x) គឺតាម −4x ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
េបី x < 0 =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីន); េបី x > 0 =⇒ f ′(x)< 0 ( f ចុះ) ។

• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ f (0) = (2(0)+1)e0 = 1 ។
• តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞
11

00

គ . រកចំណុច្របសព្វ A និងសិក�សញញ ៃន f (x) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ 2x+1 = 0 ⇐⇒ x =−1
2 =⇒ A

(
−1

2 ,0
) ។

សញញ ៃន f (x) គឺតាម (2x+1) ៖ f (x)< 0 េលី (
−∞,−1

2

)
, f
(
−1

2

)
= 0, f (x)> 0 េលី (

−1
2 ,+∞

) ។
ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ្រតង់ A ៖ f ′

(
−1

2

)
= 2e ≈ 5.44 =⇒ (T ) : y = 2e

(
x+ 1

2

)
= 2ex+ e ≈ 5.437x+2.718 ។

ង . កំណត់ m េដីម្បឱី្យ (2x+1)e−2x = m មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ៖សមីការសមមូលនឹង f (x) = m ។ តាមតារាងអេថរភាព
f េកីនពី −∞ េទ 1 េហយីចុះេទជិត 0 ខាងសា្ត ។ំ ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C) ្រតង់ពីរចំណុចេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែត
0 < m < 1 ។
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ច . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ៖

(T )

A
(
− 1

2 ,0
)

M(0,1)

(C)
x

y

O−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
អាសីុមតូតេដកខាង +∞ y = 0 (អ័ក្ស Ox) y = 0

ចំណុចអតិបរមាេធៀប M(0,1) (0,1)

្របសព្វអ័ក្ស Ox A
(
−1

2 ,0
)

(−0.5,0)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A (T ) : y = 2ex+ e y ≈ 5.437x+2.718

លក្ខខណ្ឌ ឫសពីរេផ្សងគា្ន 0 < m < 1 m ∈ (0,1)
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េគកំណត់អនុគមន៍ f េលី R\{0} េដាយ f (x) =
ex

ex −1
មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក . កំណតច់ំនួនពិត a និង b ែដល f (x) = a+
b

ex −1
ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 ។ េដាយេ្របទី្រមង់េនះ ចូរគណនាលីមីត

lim
x→+∞

f (x) រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានេដរេីវចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 េហយីគណនា f ′(x) ។ សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f រចួគូសតារាង
អេថរភាព េហយីគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ ។

គ . រកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) និងសមីការបនា្ទ ត់ T ប៉ះេទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចអាប់សីុស 1 ។

ឃ . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ក្នុងត្រម�យែតមួយ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . កំណត់ a,b និងគណនាលីមីត្រតង់ +∞ ៖ f (x) = (ex−1)+1
ex−1 = 1+ 1

ex−1 =⇒ a = 1 និង b = 1 ។
lim

x→+∞
f (x) = 1+0 = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . ភាពមានេដរេីវ គណនា f ′(x) អេថរភាព និងលីមីតចុងែដនកំណត់ ៖
• f មានេដរេីវេលី R\{0} េដាយភាគែបង ex −1 ̸= 0 ។
• f ′(x) =− (ex−1)′

(ex−1)2 =− ex

(ex−1)2 < 0,∀x ̸= 0 ។
ដូចេនះ f ចុះដាច់ខាតេលី (−∞,0) និងចុះដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។ គា្ម នបរមាេធៀបេឡយី។

• លីមីត ៖ lim
x→−∞

f (x) = 0 ; lim
x→0−

f (x) =−∞ ; lim
x→0+

f (x) = +∞ ; lim
x→+∞

f (x) = 1 ។

• តារាងអេថរភាពៃន f ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− −

00
−∞

+∞
11

គ . អាសីុមតូតទាងំអស់ និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ្រតង់ x = 1 ៖ - អាសីុមតូតឈរ ៖ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ។
- អាសីុមតូតេដក ៖ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ខាង −∞ និង y = 1 ខាង +∞ ។
- បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x0 = 1 ៖ f (1) = e

e−1 ≈ 1.582, f ′(1) =− e
(e−1)2 ≈−0.921 ៖

(T ) : y =− e
(e−1)2 x+

e2

(e−1)2 ≈−0.921x+2.503
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ឃ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ៖

y = 1

y = 0

x = 0

(T )

M
(
1, e

e−1

)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R\{0} (−∞,0)∪ (0,+∞)

អាសីុមតូតឈរ x = 0 (អ័ក្ស Oy) x = 0

អាសីុមតូតេដកខាង −∞ y = 0 (អ័ក្ស Ox) y = 0

អាសីុមតូតេដកខាង +∞ y = 1 y = 1

ចំណុចប៉ះ M M
(

1,
e

e−1

)
(1,1.582)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M y =− e
(e−1)2 x+

e2

(e−1)2 y ≈−0.921x+2.503
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លហំាត់ទី ៦

ក . តាង g(x) = (x−1)ex+1 ចំេពាះ x ∈R ។ គណនា g′(x) ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន g េដាយមិនចាបំាចគ់ណនា
លីមីត រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី R ។

ខ . អនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = (x−2)ex+x េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗)
។
a . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

b . រកអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតវា។
c . គណនា f ′(x) ។ េ្របីលទ្ធផលសំណួរ (a) សិក�សញញ ៃន f ′(x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។
d . បងា្ហ ញថា ្រកាប (C) មានចំណុចរបត់មួយែដល្រត�វគណនាកូអរេដាេន េហយី្រតង់ចំណុចរបត់េនះ ្រកាប

(C)មានបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។
e . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់េនាះ ក្នុងត្រម�យែតមួយ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សិក�អនុគមន៍ជំនួយ g(x) = (x−1)ex +1 ៖
• េដរេីវ ៖ g′(x) = 1 · ex +(x−1)ex = xex ។
• សញញ ៖ g′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 (េ្រពាះ ex > 0) ។ g′(x)< 0 េលី (−∞,0) និង g′(x)> 0 េលី (0,+∞) ។
• អប្បបរមាេធៀប ៖ ្រតង់ x = 0 គឺ g(0) = (0−1)e0 +1 =−1+1 = 0 ។
• តារាងអេថរភាពៃន g ៖

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

• ទាញរកសញញ ៃន g(x) ៖ េដាយ g(0) = 0 ជាតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាត េនាះ g(x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (េហយី
g(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0) ។

ខ . សិក�អនុគមន៍ f (x) = (x−2)ex + x ៖
a . គណនាលីមីត ៖ - lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(xex −2ex + x) = 0−0+(−∞) =−∞ (េដាយ lim

x→−∞
xex = 0) ។

- lim
x→+∞

f (x) = (+∞)(+∞)+(+∞) = +∞ ។

b . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖ lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

(x−2)ex = 0 =⇒ d : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទត
ខាង −∞ ។
ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− x = (x − 2)ex មានសញញ ដូច (x − 2) ៖ - េបី x < 2 =⇒ (C) េនេ្រកាម d ; េបី
x = 2 =⇒ (C)កាត់ d ្រតង់ K(2,2) ; េបី x > 2 =⇒ (C) េនេលី d ។

c . គណនា f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖ f ′(x) = 1 · ex +(x−2)ex +1 = (x−1)ex +1 = g(x) ។
េដាយ g(x)≥ 0 េនាះ f ′(x)≥ 0,∀x ∈ R (េស្មីសូន្យែត្រតង់ x = 0) =⇒ f េកីនដាច់ខាតេលី R ។
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞
+∞+∞

0

−2

d . ចំណុចរបត់ និងបនា្ទ ត់ប៉ះេផ្តក ៖ f ′′(x) = g′(x) = xex ។ f ′′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
េដាយ f ′′ ប្តូរសញញ ពី (−) េទ (+) ្រតង់ x = 0 េនាះចំណុច I(0, f (0)) = I(0,−2)ជាចំណុចរបតៃ់ន្រកាប (C)

។
្រតង់ I(0,−2) េមគុណ្របាប់ទិសគឺ f ′(0) = g(0) = 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ I មានសមីការ y = −2 (ជាបនា្ទ ត់
េដក ្រសបនឹងអ័ក្ស Ox) ។
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គ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូតេ្រទត d និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់ ៖

d : y = x y =−2

I(0,−2)

K(2,2)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ d : y = x y = x

ចំណុចរបត់ I(0,−2) (0,−2)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់ I y =−2 (្រសបនឹងអ័ក្ស Ox) y =−2
ចំណុច្របសព្វជាមួយ d K(2,2) (2,2)
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លហំាត់ទី ៧

េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) =
ex −1
ex +1

មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូត។

ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ។

ឃ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះេនាះ។

ង . សង់្រកាប (C) េគឱ្យ e ≈ 2.7 និង e−1 ≈ 0.36 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីតចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ ex +1 > 0,∀x ∈ R =⇒ D = R ។
• lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
1−e−x

1+e−x = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។
• lim

x→−∞
f (x) = 0−1

0+1 =−1 =⇒ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞ ។

ខ . េដរេីវ សិក�សញញ និងបរមាេធៀប ៖
• f ′(x) = ex(ex+1)−(ex−1)ex

(ex+1)2 = 2ex

(ex+1)2 ។
• េដាយ ex > 0 និង (ex +1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះ f ′(x)> 0,∀x ∈ R ។
• ដូចេនះ f េកីនដាច់ខាតេលី R េហយីគា្ម នបរមាេធៀបេឡយី។

គ . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R =⇒ −x ∈ R ៖

f (−x) =
e−x −1
e−x +1

=
1
ex −1
1
ex +1

=
1− ex

1+ ex =−ex −1
ex +1

=− f (x)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េសស េហយីគល់ត្រម�យ O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

ឃ . តារាងអេថរភាព និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះ ៖
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−1−1
11

0

0

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ O(0,0) ៖ f ′(0) = 2e0

(e0+1)2 =
2
4 = 1

2 ៖

(T ) : y = f ′(0)(x−0)+ f (0) =
1
2

x
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ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ៖
• តៃម្លពិេសស ៖ f (1) = e−1

e+1 ≈ 1.7
3.7 ≈ 0.46 និង f (−1)≈−0.46 ។

y = 1

y =−1

(T )

O(0,0)
(1,0.46)

(−1,−0.46)
(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេដកខាង −∞ y =−1 y =−1

អាសីុមតូតេដកខាង +∞ y = 1 y = 1

ផ្ចិតឆ្លុះ O(0,0) (0,0)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះ (T ) : y =
1
2

x y = 0.5x



538 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

លហំាត់ទី ៨

េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) =
ex +1
ex −1

មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . រកែដនកំណត់ គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូត។

ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ។

ឃ . បនា្ទ ត់ (T1) : y = 3 កាត់ែខ្សេកាង (C) ្រតង់ M ។ គណនាកូអរេដាេនៃន M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង (C)

្រតង់ចំណុច M ។

ង . គូសតារាងអេថរភាពៃន f និងសង់្រកាប (C) ។ (េគឱ្យ e ≈ 2.7 និង e−1 ≈ 0.36)

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីតចុងែដន និងអាសីុមតូត ៖
• ex −1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 0 =⇒ D = R\{0}= (−∞,0)∪ (0,+∞) ។
• lim

x→+∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

• lim
x→−∞

f (x) = 0+1
0−1 =−1 =⇒ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞ ។

• lim
x→0+

f (x) = 2
0+ =+∞ និង lim

x→0−
f (x) = 2

0− =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . េដរេីវ សិក�សញញ និងបរមាេធៀប ៖ f ′(x) = ex(ex−1)−(ex+1)ex

(ex−1)2 = −2ex

(ex−1)2 < 0,∀x ̸= 0 ។
ដូចេនះ f ចុះដាច់ខាតេលី (−∞,0) និងចុះដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។ គា្ម នបរមាេធៀបេឡយី។

គ . ភាពេសស និងផ្ចិតឆ្លុះ ៖ f (−x) = e−x+1
e−x−1 = 1+ex

1−ex =− ex+1
ex−1 =− f (x)នាឱំ្យ f ជាអនុគមនេ៍សស េហយីគល់ O(0,0)

ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

ឃ . កូអរេដាេន M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M ៖ - ឱ្យ f (x) = 3 ⇐⇒ ex+1
ex−1 = 3 ⇐⇒ ex +1 = 3ex −3 ⇐⇒ 2ex =

4 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln2 ។
ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វគឺ M(ln2,3)≈ M(0.7,3) ។
- េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(ln2) = −2(2)

(2−1)2 =−4 ។
- សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (TM) ្រតង់ M ៖

(TM) : y =−4(x− ln2)+3 =−4x+4ln2+3 ≈−4x+5.77

ង . តារាងអេថរភាពៃន f ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− −

−1−1
−∞

+∞
11
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ច . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (TM) ៖

y = 1

y =−1

x = 0

y = 3

(TM)

M(ln2,3)

O

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R\{0} (−∞,0)∪ (0,+∞)

អាសីុមតូតឈរ x = 0 (អ័ក្ស Oy) x = 0

អាសីុមតូតេដកខាង −∞ y =−1 y =−1

អាសីុមតូតេដកខាង +∞ y = 1 y = 1
ចំណុច M M(ln2,3) (0.693,3)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M (TM) : y =−4x+4ln2+3 y ≈−4x+5.77
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េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

លហំាត់ទី ៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x2e−x មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f ។
ខ . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូត។

គ . បងា្ហ ញថាសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះែខ្សេកាង (C) ្រតង់អាប់សីុស x = 2 ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស។

ឃ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

ង . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ៃន f ៖ អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x =⇒ D = R ។
ខ . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូត ៖

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2

ex = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។
• lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
x2e−x = (+∞)(+∞) = +∞ ។

គ . បនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ x = 2 ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ៖
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 2xe−x + x2(−e−x) = x(2− x)e−x ។
• ្រតង់ x = 2 ៖ f ′(2) = 2(2−2)e−2 = 0 ។
• េមគុណ្របាប់ទិសេស្មីសូន្យ នាឱំ្យបនា្ទ ត់ប៉ះ (L)មានសមីការ ៖

(L) : y = f (2) = 22e−2 =
4
e2 ≈ 0.541

សមីការមានរាង y = const ដូចេនះបនា្ទ ត់ (L)ជាបនា្ទ ត់េដក ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស (Ox) ។
ឃ . សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀប ៖ េដាយ e−x > 0,∀x េនាះសញញ f ′(x) គឺតាម x(2−x) ៖ - f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

ឬ x = 2 ។
- េបី x ∈ (−∞,0)∪ (2,+∞) =⇒ f ′(x)< 0 ( f ចុះ) ។
- េបី x ∈ (0,2) =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីន) ។
- អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ f (0) = 0 ។
- អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ f (2) = 4

e2 ≈ 0.541 ។

ង . តារាងអេថរភាពៃន f ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

− 0 + 0 −
+∞+∞

00

4
e2
4
e2

00
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ច . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖

(L) : y = 4
e2

O(0,0)

M
(

2, 4
e2

)
(C)

x

y

O−2 −1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេដកខាង +∞ y = 0 (អ័ក្ស Ox) y = 0

ចំណុចអប្បបរមាេធៀប O(0,0) (0,0)

ចំណុចអតិបរមាេធៀប M
(

2,
4
e2

)
(2,0.541)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M (L) : y =
4
e2 y ≈ 0.541
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ y = f (x) = x−2+e1−x តាងេដាយ្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . រកែដនកំណត់ D f និងគណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូត។

ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C)ជាមួយបនា្ទ ត់ L កាត់តាមគល់ត្រម�យ េហយី្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត។

ឃ . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីតចុងែដន និងអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D f = R ។
• lim

x→+∞
f (x) = +∞ និង lim

x→+∞
[ f (x)− (x− 2)] = lim

x→+∞
e1−x = 0 =⇒ d : y = x− 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង

+∞ ។
• lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(x−2+ e1−x) = +∞ (េ្រពាះ e1−x →+∞ េលឿនជាង x →−∞) ។

ខ . េដរេីវ សិក�សញញ និងបរមាេធៀប ៖
• f ′(x) = 1− e1−x ។
• f ′(x) = 0 ⇐⇒ e1−x = 1 ⇐⇒ 1− x = 0 ⇐⇒ x = 1 ។ - េបី x < 1 =⇒ 1− x > 0 =⇒ e1−x > 1 =⇒

f ′(x)< 0 ( f ចុះ) ។
- េបី x > 1 =⇒ 1− x < 0 =⇒ e1−x < 1 =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីន) ។

• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = 1−2+ e0 =−1+1 = 0 ។

គ . ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និងបនា្ទ ត់ L កាត់តាមគល់ត្រម�យ ្រសបនឹង d ៖
• បនា្ទ ត់ L កាត់តាម O(0,0) និង្រសបនឹង d : y = x−2 មានសមីការ L : y = x ។
• ពិនិត្យផលដក ៖ f (x)− x = (x−2+ e1−x)− x = e1−x −2 ។
• f (x)−x = 0 ⇐⇒ e1−x = 2 ⇐⇒ 1−x = ln2 ⇐⇒ x = 1− ln2 ≈ 1−0.7 = 0.3 ។ - េបី x < 1− ln2 =⇒

e1−x > 2 =⇒ f (x)− x > 0 នាឱំ្យ (C) េនេលី L ។
- េបី x > 1− ln2 =⇒ e1−x < 2 =⇒ f (x)− x < 0 នាឱំ្យ (C) េនេ្រកាម L ។
- េបី x = 1− ln2 នាឱំ្យ (C)កាត់ L ្រតង់ P(1− ln2,1− ln2)≈ P(0.3,0.3) ។

ឃ . តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− 0 +

+∞+∞
00

+∞+∞
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ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូតេ្រទត d និងបនា្ទ ត់ L ៖

d : y = x−2

L : y = x

M(1,0)

P

(C)

x

y

O−2 −1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

3

4

5

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D f = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ d : y = x−2 y = x−2

ចំណុចអប្បបរមាេធៀប M(1,0) (1,0)
បនា្ទ ត់កាត់តាមគល់្រសប d L : y = x y = x
្របសព្វរវាង (C) និង L P(1− ln2,1− ln2) (0.307,0.307)
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លហំាត់ទី ១១

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

1+ ex មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីត f កាលណា x →−∞ និង x →+∞ ។
ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ ។ សិក�ទីតាងំ្រកាប (C) េធៀបនឹង (d1)

។
គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េគបាន f (x) = x−2+

4
1+ ex ។

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។ សិក�ទីតាងំ្រកាប (C) េធៀបនឹង (d2)
។

ង . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុស x = 0 ។

ច . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞ ៖
• កាលណា x →−∞ ៖ lim

x→−∞
ex = 0 =⇒ lim

x→−∞
4ex

1+ex =
0
1 = 0 ។

ដូចេនះ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x+2−0) =−∞ ។
• កាលណា x →+∞ ៖ lim

x→+∞
4ex

1+ex = lim
x→+∞

4
e−x+1 = 4 ។

ដូចេនះ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x+2−4) = +∞ ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (d1) និងទីតាងំេធៀប ៖

• lim
x→−∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

1+ex

)
= 0 =⇒ (d1) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+2) =− 4ex

1+ex < 0,∀x ∈ Rនាឱំ្យ្រកាប (C) េនេ្រកាមបនា្ទ ត់ (d1)ជានិច្ច ។

គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព f (x) = x−2+
4

1+ ex ៖

f (x) = x+2− 4ex

1+ ex = x+2− 4(ex +1)−4
1+ ex = x+2−4+

4
1+ ex = x−2+

4
1+ ex (ពិត)

ឃ . អាសីុមតូតេ្រទត (d2) និងទីតាងំេធៀប ៖
• lim

x→+∞
[ f (x)− (x−2)] = lim

x→+∞
4

1+ex = 0 =⇒ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x−2) = 4
1+ex > 0,∀x ∈ Rនាឱំ្យ្រកាប (C) េនេលីបនា្ទ ត់ (d2)ជានិច្ច ។

ង . សិក�អេថរភាពៃន f និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ x = 0 ៖

• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 4ex(1+ex)−4ex(ex)
(1+ex)2 = 1− 4ex

(1+ex)2 =
(1+ex)2−4ex

(1+ex)2 = (ex−1)2

(1+ex)2 ។
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• សញញ ៖ f ′(x)≥ 0,∀x ∈ R េដាយ f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex −1 = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
ដូចេនះ f េកីនដាច់ខាតេលី R ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞
+∞+∞

0

0

• បនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ x = 0 ៖ f (0) = 0+2− 4
2 = 0 និង f ′(0) = 0 ៖

(L) : y = f ′(0)(x−0)+ f (0) =⇒ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស Ox)
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ច . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ៖

d1 : y = x+2

d2 : y = x−2

(L) : y = 0

O(0,0)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ (d1) : y = x+2 y = x+2

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ (d2) : y = x−2 y = x−2
ចំណុចរបត់ O(0,0) (0,0)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់ (L) : y = 0 (អ័ក្ស Ox) y = 0
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លហំាត់ទី ១២

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េដាយ f (x) = x− ex −1
ex +1

មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់
(O,⃗ i, j⃗) ។
ក . a . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា f (x) = x−1+

2
1+ ex = x+1− 2ex

1+ ex ។
b . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

c . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+1 និង (d2) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។
d . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d1),(d2) ។

ខ . បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េសស ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។

គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុចអាប់សីុសេស្មសូីន្យ។ សង់្រកាប (C),(d1),(d2),(L) ក្នុងត្រម�យ
ែតមួយ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . បំែលងកេន�ម លីមីត និងអាសីុមតូតេ្រទត ៖
a . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមភាព ៖ - f (x) = x− (ex+1)−2

ex+1 = x−1+ 2
1+ex (ពិត) ។

- f (x) = x− 2ex−(ex+1)
ex+1 = x+1− 2ex

1+ex (ពិត) ។
b . គណនាលីមីត ៖ lim

x→−∞
f (x) =−∞ និង lim

x→+∞
f (x) = +∞ ។

c . អាសីុមតូតេ្រទត ៖ - lim
x→−∞

[ f (x)− (x+1)] = lim
x→−∞

(
− 2ex

1+ex

)
= 0 =⇒ (d1) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត

ខាង −∞ ។
- lim

x→+∞
[ f (x)− (x−1)] = lim

x→+∞
2

1+ex = 0 =⇒ (d2) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

d . ទីតាងំេធៀប ៖ - f (x)− (x+1) =− 2ex

1+ex < 0 =⇒ (C) េនេ្រកាម (d1)ជានិច្ច ។
- f (x)− (x−1) = 2

1+ex > 0 =⇒ (C) េនេលី (d2)ជានិច្ច ។
ខ . ភាពេសស និងអេថរភាពៃន f ៖

• ភាពេសស ៖ f (−x) =−x− e−x−1
e−x+1 =−x−

(
− ex−1

ex+1

)
=−

(
x− ex−1

ex+1

)
=− f (x) នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េសស

និងមាន O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះ ។
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 2ex

(1+ex)2 =
(1+ex)2−2ex

(1+ex)2 = e2x+1
(1+ex)2 > 0,∀x ∈ R ។

• ដូចេនះ f េកីនដាច់ខាតេលី R ។
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞
+∞+∞

0

0
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គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ x = 0 ៖ f (0) = 0, f ′(0) = 1+1
(1+1)2 =

2
4 = 1

2 =⇒ (L) : y = 1
2x ។
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ឃ . សង់្រកាប (C),(d1),(d2),(L) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ៖

d1 : y = x+1

d2 : y = x−1

(L)

O(0,0)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ (d1) : y = x+1 y = x+1

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ (d2) : y = x−1 y = x−1

ផ្ចិតឆ្លុះ O(0,0) (0,0)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះ (L) : y =
1
2

x y = 0.5x
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លហំាត់ទី ១៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

ex +2
មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក . គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+ 2 និង (d2) : y = x− 2 ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន (C) ។ សិក�ទីតាងំ្រកាប (C)

េធៀបនឹង (d1),(d2) ។

គ . សិក�អេថរភាពៃន f ។ គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ L ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច
A(ln2, ln2) ។

ឃ . សង់្រកាប (C),(d1),(d2) និង L ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖ - lim
x→−∞

4ex

ex+2 = 0 =⇒ lim
x→−∞

f (x) =−∞ ។
- lim

x→+∞
4ex

ex+2 = 4 =⇒ lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (d1),(d2) និងទីតាងំេធៀប ៖

• lim
x→−∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

ex+2

)
= 0 =⇒ (d1) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

ទីតាងំ ៖ f (x)− (x+2) =− 4ex

ex+2 < 0 =⇒ (C) េនេ្រកាម (d1)ជានិច្ច ។
• សរេសរ f (x) = x+2− 4(ex+2)−8

ex+2 = x−2+ 8
ex+2 ។

lim
x→+∞

[ f (x)− (x−2)] = lim
x→+∞

8
ex+2 = 0 =⇒ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

ទីតាងំ ៖ f (x)− (x−2) = 8
ex+2 > 0 =⇒ (C) េនេលី (d2)ជានិច្ច ។

គ . អេថរភាព តារាងអេថរភាព និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A(ln2, ln2) ៖

• f ′(x) = 1− 4ex(ex+2)−4ex(ex)
(ex+2)2 = 1− 8ex

(ex+2)2 =
(ex+2)2−8ex

(ex+2)2 = (ex−2)2

(ex+2)2 ≥ 0 ។
• f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex −2 = 0 ⇐⇒ x = ln2 ≈ 0.693 ។
ដូចេនះ f េកីនដាច់ខាតេលី R ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

+ 0 +

−∞−∞
+∞+∞

ln2

ln2

• បនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ A(ln2, ln2) ៖ េដាយ f ′(ln2) = 0 នាឱំ្យ ៖

(L) : y = f ′(ln2)(x− ln2)+ f (ln2) =⇒ y = ln2 ≈ 0.693 (បនា្ទ ត់េដក)
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ឃ . សង់្រកាប (C),(d1),(d2) និង (L) ៖

d1 : y = x+2

d2 : y = x−2

(L) : y = ln2

A(ln2, ln2)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ (d1) : y = x+2 y = x+2

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ (d2) : y = x−2 y = x−2
ចំណុចរបត់ A A(ln2, ln2) (0.693,0.693)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A (L) : y = ln2 y ≈ 0.693
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លហំាត់ទី ១៤

A . អនុគមន៍ h(x) = 1+ex(1−x) កំណត់ ∀x ∈R ។ េដាយពំុបាចគ់ណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ ចូរសិក�សញញ
ៃន h(x) េលី R ។

B . អនុគមន៍ y = f (x) = 2+ x(1+ ex)មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់។
ខ . បំភ្លឺថា y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។
គ . សិក�អេថរភាពៃន f និងទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត y = x+2 ។
ឃ . សង់្រកាប (C) េលីត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។

ដំេណាះ្រសាយ

A . សិក�សញញ ៃន h(x) = 1+ ex(1− x) ៖

• េដរេីវ ៖ h′(x) = ex(1− x)+ ex(−1) =−xex ។
• សញញ h′(x) ៖ h′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។ h′(x)> 0 េលី (−∞,0) និង h′(x)< 0 េលី (0,+∞) ។
• តៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត ៖ ្រតង់ x = 0 គឺ h(0) = 1+ e0(1−0) = 2 ។
• ភាពជាបន្ត និងសញញ ៃន h(x) ៖ - េលី (−∞,0] អនុគមនេ៍កីនពី 1 េទ 2 នាឱំ្យ h(x)> 0 ជានិច្ចេលីចេនា្ល ះេនះ
។
- េលី [0,+∞) អនុគមន៍ចុះពី 2 េទ −∞ េនាះសមីការ h(x) = 0 មានឫសែតមួយគត់ α ≈ 1.28 ។
សន្និដា្ឋ ន ៖ h(x)> 0 េលី (−∞,α) ; h(α) = 0 ; h(x)< 0 េលី (α,+∞) ។

B . សិក�អនុគមន៍ f (x) = 2+ x(1+ ex) = x+2+ xex ៖
ក . គណនាលីមីត ៖ - lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(x+2+ xex) =−∞ (េដាយ lim

x→−∞
xex = 0) ។

- lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។
ខ . អាសុីមតូតេ្រទតខាង −∞ ៖ lim

x→−∞
[ f (x)− (x+ 2)] = lim

x→−∞
xex = 0 =⇒ d : y = x+ 2 ជាអាសុីមតូតេ្រទត

ខាង −∞ ។
គ . ទីតាងំេធៀប និងអេថរភាព ៖ - ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+ 2) = xex មានសញញ ដូច x ៖ េបី x < 0 =⇒ (C)

េនេ្រកាម d ; េបី x = 0 =⇒ (C)កាត់ d ្រតង់ (0,2) ; េបី x > 0 =⇒ (C) េនេលី d ។
- េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1+(1+ ex)+ xex = 2+(x+1)ex > 0,∀x ∈ R =⇒ f េកីនជានិច្ចេលី R ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞
+∞+∞

0

2
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C . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេ្រទត d ៖

d : y = x+2

(0,2)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ d : y = x+2 y = x+2

្របសព្វអ័ក្ស (Oy) (0,2) (0,2)

ទីតាងំេធៀបជាមួយ d (C) េនេ្រកាម d េលី (−∞,0) កាត់ d ្រតង់ (0,2)
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លហំាត់ទី ១៥

ក . អនុគមន៍ h កំណត់េលី R េដាយ h(x) = e2x −2x−1 ។ បញ្ជ ក់ថា e2x ≥ 2x+1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ខ . f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = (x+ 1)(e−2x + 1) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R និងមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូ

ណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
a . គណនា f ′(x) និង f ′(0) ។ បញ្ជ ក់ថា f ′(x) និង h(x)មានសញញ ដូចគា្ន ចំេពាះ្រគប់ x ≠ 0 ។
b . គណនា f (0), lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

c . បងា្ហ ញថា f (x) = x+1+
( x

ex

)( 1
ex

)
+
( 1

ex

)2 ។ បងា្ហ ញថា (D) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞
។

d . សិក�ទីតាងំរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) ។
e . បនា្ទ ត់ (∆) មួយ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (D) េហយីប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ M ។ កំណត់កូអរេដាេន M និងសរេសរ
សមីការ (∆) ។

f . សង់បនា្ទ ត់ (D),(∆) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (េគឱ្យ e ≈ 2.7) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . បញ្ជ ក់ថា e2x ≥ 2x+1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖
• េដរេីវ ៖ h′(x) = 2e2x −2 = 2(e2x −1) ។
• សញញ ៖ h′(x) = 0 ⇐⇒ e2x = 1 ⇐⇒ x = 0 ។ h′(x)< 0 េលី (−∞,0) និង h′(x)> 0 េលី (0,+∞) ។
• អប្បបរមាដាច់ខាត ៖ ្រតង់ x = 0 គឺ h(0) = e0 −0−1 = 0 ។
• េដាយ h(0) = 0 ជាតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាត េនាះ h(x)≥ 0 =⇒ e2x −2x−1 ≥ 0 =⇒ e2x ≥ 2x+1,∀x ∈ R
។

ខ . សិក�អនុគមន៍ f (x) = (x+1)(e−2x +1) ៖
a . គណនា f ′(x) និងេ្របៀបេធៀបសញញ ជាមួយ h(x) ៖

f ′(x) = 1 · (e−2x +1)+(x+1)(−2e−2x) = e−2x +1− (2x+2)e−2x

= 1− (2x+1)e−2x = e−2x(e2x −2x−1) = e−2xh(x)

f ′(0) = e0h(0) = 1 ·0 = 0 ។
េដាយ e−2x > 0,∀x ∈R េនាះ f ′(x) និង h(x)មានសញញ ដូចគា្ន ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 (េពាលគឺ f ′(x)> 0,∀x ̸= 0)
។

b . លីមីត និងតារាងអេថរភាព ៖ - f (0) = (0+1)(e0 +1) = 1(2) = 2 ។
- lim

x→−∞
f (x) = (−∞)(+∞) =−∞ ; lim

x→+∞
f (x) = (+∞)(0+1) = +∞ ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞
+∞+∞

0

2
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c . ទ្រមង់ពនា្ល ត និងអាសីុមតូតេ្រទត (D) ៖ f (x) = (x+1)e−2x+x+1 = x+1+ x
e2x +

1
e2x = x+1+

( x
ex

)( 1
ex

)
+( 1

ex

)2 ។
េដាយ lim

x→+∞
x
ex = 0 និង lim

x→+∞
1
ex = 0 នាឱំ្យ lim

x→+∞
[ f (x)− (x+1)] = 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។
d . ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+1) = (x+1)e−2x មានសញញ ដូច (x+1) ៖ - េបី x <−1 =⇒ (C) េនេ្រកាម (D)

; េបី x =−1 =⇒ (C)កាត់ (D) ្រតង់ (−1,0) ; េបី x >−1 =⇒ (C) េនេលី (D) ។
e . ចំណុចប៉ះM និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រសបនឹង (D) ៖ - បនា្ទ ត់ (∆) ្រសបនឹង (D) : y= x+1 ⇐⇒ f ′(xM)= 1
៖

1− (2xM +1)e−2xM = 1 ⇐⇒ (2xM +1)e−2xM = 0 ⇐⇒ 2xM +1 = 0 ⇐⇒ xM =−1
2

- អរេដាេន ៖ yM = f
(
−1

2

)
=
(
−1

2 +1
)
(e1 +1) = e+1

2 ≈ 2.7+1
2 = 1.85 ។

ដូចេនះ M
(
−1

2 ,
e+1

2

)
≈ M(−0.5,1.85) ។ - សមីការ (∆) ៖ y = 1

(
x+ 1

2

)
+ e+1

2 = x+ e+2
2 ≈ x+2.35 ។
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គ . សង់បនា្ទ ត់ (D),(∆) និង្រកាប (C) ៖

(D) : y = x+1

(∆)

M

(0,2)

−1

(C)

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

5

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ (D) : y = x+1 y = x+1
ចំណុចប៉ះ M M

(
−1

2 ,
e+1

2

)
(−0.5,1.859)

បនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រសប (D) (∆) : y = x+ e+2
2 y ≈ x+2.359

្របសព្វជាមួយ (D) (−1,0) (−1,0)

លហំាត់ទី ១៦

A . f ជាអនុគមនក៍ំណតេ់លី R េដាយ f (x) = (1−x)ex−1 ។ គណនា f ′(x) ។សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍
f (េដាយមិនចាបំាច់គណនាលីមីត្រតង់ −∞ និង +∞ ) ។ ទាញរកសញញ ៃន f (x) ។

B . g ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ g(x) = (2− x)ex +2− x ។
ក . គណនា lim

x→−∞
g(x) និង lim

x→+∞
g(x) ។ គណនា g′(x) ។ េដាយេ្របីលទ្ធផលែដលបានេនសំណួរទី (១)

ចូរសិក�សញញ ៃន g′(x) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន g ។
ខ . បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (C)តាងអនុគមន៍ g មានបនា្ទ ត់ (D) : y = 2−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតកាលណា x ខិត

េទ −∞ ។ បញ្ជ ក់ទីតាងំៃនែខ្សេកាង (C) េធៀបនឹង (D) ។
គ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ែដល្រសបនឹង (D) ។
ឃ . រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង (C) ។
ង . សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។ (ឯកតាេលីអ័ក្សេស្មី 1cm) ។
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ដំេណាះ្រសាយ

ក. សិក�អនុគមន៍ជំនួយ f (x) = (1− x)ex −1 េលី R ៖

• េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េគបាន ៖
f ′(x) =−ex +(1− x)ex = (−1+1− x)ex =−xex

• សញញ f ′(x) ៖ េដាយ ex > 0,∀x ∈ R េនាះសញញ f ′(x)អា្រស័យនឹង −x ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ −x = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
– x < 0 =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីនដាច់ខាតេលី (−∞,0)) ។
– x > 0 =⇒ f ′(x)< 0 ( f ចុះដាច់ខាតេលី (0,+∞)) ។

• តារាងអេថរភាពៃន f ៖ (្រតង់ x = 0 =⇒ f (0) = (1−0)e0 −1 = 0)

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

00

• ទាញរកសញញ ៃន f (x) ៖ តាមតារាងអេថរភាព អនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀបេស្មី 0 ្រតង់ x = 0 ។
ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R : f (x)≤ 0 េហយី f (x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។

ខ. សិក�អនុគមន៍ g(x) = (2− x)ex +2− x េលី R ៖

ក . គណនាលីមីត េដរេីវ និងតារាងអេថរភាពៃន g ៖
• lim

x→−∞
g(x) = lim

x→−∞
(2ex − xex +2− x) = 0−0+2− (−∞) = +∞ េ្រពាះ lim

x→−∞
ex = 0, lim

x→−∞
xex = 0 ។

• lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(2− x)(ex +1) = (−∞)(+∞) =−∞ ។
• េដរេីវ ៖ g′(x) =−ex +(2− x)ex −1 = (1− x)ex −1 = f (x) ។
• សញញ g′(x) ៖តាមសំណួរទី ១ េគបាន g′(x) = f (x)≤ 0,∀x ∈ R និង g′(0) = 0 ។
ដូចេនះ g ចុះដាច់ខាតេលី R ។

• តារាងអេថរភាពៃន g ៖ (g(0) = (2−0)e0 +2−0 = 4)

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 −
+∞+∞

−∞−∞

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (D) និងទីតាងំេធៀប ៖
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• ផលដក ៖ g(x)− (2− x) = (2− x)ex ។
• លីមីត ៖ lim

x→−∞
[g(x)− (2− x)] = lim

x→−∞
(2ex − xex) = 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = 2− x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ េដាយ ex > 0,∀x េនាះសញញ ៃនផលដកអា្រស័យេលី 2− x ៖

– េបី x < 2 =⇒ g(x)− yD > 0 =⇒ (C) េនេលី (D) ។
– េបី x = 2 =⇒ g(2) = 0 = yD(2) =⇒ (C)កាត់ (D) ្រតង់ចំណុច (2,0) ។
– េបី x > 2 =⇒ g(x)− yD < 0 =⇒ (C) េនេ្រកាម (D) ។

គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រសបនឹង (D) : y =−x+2 ៖ បនា្ទ ត់ (∆) ∥ (D) ⇐⇒ g′(x0) =−1 ⇐⇒ (1−x0)ex0 −1 =
−1 ⇐⇒ (1− x0)ex0 = 0 ⇐⇒ x0 = 1 ។
អរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖ y0 = g(1) = (2−1)e1 +2−1 = e+1 ≈ 3.72 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ៖ y =−1(x−1)+ e+1 ⇐⇒ y =−x+ e+2 ។

ឃ . ចំណុចរបត់ៃន្រកាប (C) ៖ េដរេីវទីពីរ ៖ g′′(x) = f ′(x) =−xex ។
g′′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ។ ចំេពាះ x < 0 =⇒ g′′(x)> 0 (េប៉ាង) និង x > 0 =⇒ g′′(x)< 0 (ផត) ។
េដាយ g′′(x) ប្តូរសញញ ្រតង់ x = 0 េនាះចំណុច I(0,g(0)) = I(0,4)ជាចំណុចរបត់ៃន (C) ។
(្រតង់ I(0,4)មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក y = 4 េ្រពាះ g′(0) = 0) ។
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ង . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (D) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ៖

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

(D) : y = 2− x(∆) : y =−x+ e+2

y = 4

(C)

I(0,4)

(2,0)

M(1,e+1)

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ Dg = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ (D) : y =−x+2 y =−x+2

ចំណុចរបត់ I(0,4) (0,4)

បនា្ទ ត់ប៉ះេដក្រតង់ I y = 4 y = 4

បនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ∥ (D) (∆) : y =−x+ e+2 y ≈−x+4.72

ចំណុចប៉ះៃន (∆) M(1,e+1) (1,3.72)

្របសព្វអ័ក្ស Ox និង (D) (2,0) (2,0)



560 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

លហំាត់ទី ១៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−1+2e−x មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត អាសុីមតូតេ្រទត L1 និងបងា្ហ ញអប្បបរមា ៖
• លីមីត ៖

– lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x−1+2e−x) = +∞−1+0 =+∞ េ្រពាះ lim
x→+∞

e−x = 0 ។
– lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
e−x(xex − ex +2) = (+∞)(0−0+2) = +∞ េ្រពាះ lim

x→−∞
xex = 0, lim

x→−∞
ex = 0 ។

• អាសីុមតូតេ្រទត L1 ៖ lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

2e−x = 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ L1 : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង +∞ ។
(េដាយ 2e−x > 0,∀x =⇒ (C)ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ L1 ជានិច្ច) ។

• អប្បបរមា្រតង់ x = ln2 ៖
– េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1−2e−x ។
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2e−x = 1 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln2 ។
– េដរេីវទីពីរ ៖ f ′′(x) = 2e−x > 0,∀x ∈ Rនាឱំ្យ f មានអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = ln2 ។
– តៃម្លអប្បបរមា ៖ f (ln2) = ln2−1+2e− ln2 = ln2−1+2

(1
2

)
= ln2 ≈ 0.693 ។

ខ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ L2 ្រតង់ A(0,1) ៖
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

− 0 +

+∞+∞
ln2ln2

+∞+∞

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ L2 ្រតង់ A(0,1) ៖ ្រតង់ x = 0 =⇒ f (0) = 0−1+2(1) = 1 =⇒ A(0,1) ∈ (C) ។
េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(0) = 1−2e0 = 1−2 =−1 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ L2 ៖ y = f ′(0)(x−0)+ f (0) ⇐⇒ y =−1(x)+1 ⇐⇒ y =−x+1 ។

គ . គណនា្រកលាៃផ្ទ S ៃនែផ្នកប្លង់ ៖ ែផ្នកប្លង់កំណតេ់ដាយ្រកាប (C)អាសីុមតូតេ្រទត L1 និងបនា្ទ តឈ់រ x = 0,x = 1 ៖
េដាយ (C) េនេលីបនា្ទ ត់ L1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [0,1] េគបាន ៖

S =
∫ 1

0
[ f (x)− (x−1)]dx =

∫ 1

0
2e−x dx =

[
−2e−x]1

0 =−2e−1 − (−2e0) = 2− 2
e
=

2(e−1)
e

តៃម្ល្របែហល ៖ S ≈ 2− 2
2.718 ≈ 1.264 ឯកតាៃផ្ទ ។
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គ . សង់បនា្ទ ត់ L1,L2 និង្រកាប (C) ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

3

4

5

L1 : y = x−1

L2 : y =−x+1

(C)

A(0,1)

M(ln2, ln2)

ln2

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D f = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ L1 : y = x−1 y = x−1

ចំណុចអប្បបរមាេធៀប M(ln2, ln2) (0.693,0.693)

ចំណុចកាត់អ័ក្ស Oy A(0,1) (0,1)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A L2 : y =−x+1 y =−x+1

្រកលាៃផ្ទរវាង (C) និង L1 S = 2(e−1)
e ≈ 1.264 ឯកតាៃផ្ទ
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េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ex និង g(x) = ln(x+ 1)+ 1 មាន្រកាបតាងេរៀងគា្ន េដាយ (C1) និង (C2) ក្នុងត្រម�យអរតូ
ណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា (C1) និង (C2)មានចំណុចរមួ A(0,1) ៖

• ចំេពាះអនុគមន៍ f ៖ f (0) = e0 = 1 =⇒ A(0,1) ∈ (C1) ។
• ចំេពាះអនុគមន៍ g ៖ g(0) = ln(0+1)+1 = ln1+1 = 0+1 = 1 =⇒ A(0,1) ∈ (C2) ។

ដូចេនះ ែខ្សេកាង (C1) និង (C2)មានចំណុចរមួ A(0,1) ។

ខ . គណនា f ′(0),g′(0) និងទាញថា (C1) និង (C2) ប៉ះគា្ន ្រតង់ A ៖
• េដរេីវៃន f េលី R ៖ f ′(x) = ex =⇒ f ′(0) = e0 = 1 ។
• េដរេីវៃន g េលី (−1,+∞) ៖ g′(x) = 1

x+1 =⇒ g′(0) = 1
0+1 = 1 ។

េដាយ f (0) = g(0) = 1 និង f ′(0) = g′(0) = 1 េនាះ្រកាប (C1) និង (C2) មានបនា្ទ ត់ប៉ះរមួគា្ន ែតមួយ្រតង់ចំណុច
A(0,1) ។
ដូចេនះ ែខ្សេកាង (C1) និង (C2) ប៉ះគា្ន ្រតង់ចំណុច A(0,1) ។

គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះរមួ (T ) និងទីតាងំេធៀប ៖សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះរមួ (T ) ្រតង់ A(0,1) ៖
(T ) : y = f ′(0)(x−0)+ f (0) ⇐⇒ y = 1(x)+1 ⇐⇒ y = x+1

កំណត់សមា្គ ល់អំពីទីតាងំេធៀប ៖

• ចំេពាះ (C1) ៖ តាមវសិមភាពមូលដា្ឋ ន ex ≥ x+1,∀x ∈ R (េស្មីគា្ន ែត្រតង់ x = 0) នាឱំ្យ (C1) ស្ថិតេនេលី (T )
ជានិច្ច ។

• ចំេពាះ (C2) ៖ តាមវសិមភាព ln(x+1)≤ x,∀x >−1 ⇐⇒ ln(x+1)+1 ≤ x+1 នាឱំ្យ (C2)ស្ថិតេនេ្រកាម
(T )ជានិច្ច ។

• េហតុេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះរមួ (T ) ខណ្ឌ ែចកែខ្សេកាងទាងំពីរ េដាយ (C1) េនខាងេលី (T ) េហយី (C2) េនខាងេ្រកាម
(T ) េហយី្រកាបទាងំពីរប៉ះគា្ន ្រតង់ចំណុច A(0,1) ែតមួយគត់ ។
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សង់្រកាប (C1),(C2) និងបនា្ទ ត់ប៉ះរមួ (T ) ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

x =−1

(T ) : y = x+1

(C1)

(C2)

A(0,1)

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗ ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត កំណត់សមា្គ ល់
អនុគមន៍ទី ១ f (x) = ex ែដនកំណត់ D f = R
អនុគមន៍ទី ២ g(x) = ln(x+1)+1 ែដនកំណត់ Dg = (−1,+∞)

អាសីុមតូតឈរៃន (C2) x =−1 កាលណា x →−1+

អាសីុមតូតេដកៃន (C1) y = 0 កាលណា x →−∞
ចំណុចប៉ះរមួ A(0,1) ជាចំណុចរមួៃន (C1) និង (C2)

បនា្ទ ត់ប៉ះរមួ (T ) : y = x+1 េមគុណ្របាប់ទិស m = 1

ទីតាងំេធៀប (C1) េនេលី (T ), (C2) េនេ្រកាម (T ) ប៉ះគា្ន ែត្រតង់ A(0,1)
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លហំាត់ទី ១៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = 4− x−2e−x មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
(កំណត់សមា្គ ល់ ៖ តាមសំណួរ ក.ឃ f (x) = 4ex−xex−2

ex និងសំណួរ ខ.គ f (x) = 0 មានឫសក្នុង [−1,0] បញ្ជ ក់ថាេមគុណៃន e−x គឺ 2) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក. សិក�អំពីលីមីត អាសុីមតូត និងទ្រមង់សមមូល ៖
ក . lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
(4− x−2e−x) =−∞−0 =−∞ េ្រពាះ lim

x→+∞
e−x = 0 ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (D) : y =−x+4 ៖
lim

x→+∞
[ f (x)− (−x+4)] = lim

x→+∞
(−2e−x) = 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y =−x+4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង +∞ ។
គ . ទីតាងំេធៀបៃន (C) និង (D) ៖

ផលដក f (x)− yD =−2e−x < 0,∀x ∈ R េ្រពាះ e−x > 0 ។
ដូចេនះ ្រកាប (C)ស្ថិតេនេ្រកាមបនា្ទ ត់អាសីុមតូត (D)ជានិច្ច ។

ឃ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទ្រមង់្របភាគ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖

f (x) = 4− x− 2
ex =

(4− x)ex −2
ex =

4ex − xex −2
ex (ពិត)

ង . គណនា lim
x→−∞

f (x) ៖
េដាយេ្របី lim

x→−∞
xex = 0 និង lim

x→−∞
ex = 0+ េគបាន ៖

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

4ex − xex −2
ex =

0−0−2
0+

=−∞

ខ. សិក�អេថរភាព បនា្ទ ត់ប៉ះ និងឫសៃនសមីការ ៖

ក . េដរេីវ អេថរភាព និងអតិបរមា ៖
• f ′(x) =−1−2(−e−x) =−1+2e−x ។
• f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2e−x = 1 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln2 ≈ 0.693 ។
• x < ln2 =⇒ f ′(x)> 0 ( f េកីន) ; x > ln2 =⇒ f ′(x)< 0 ( f ចុះ) ។
• តៃម្លអតិបរមា ៖ f (ln2) = 4− ln2−2e− ln2 = 4− ln2−1 = 3− ln2 ≈ 2.307 ។
• តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

+ 0 −

−∞−∞
3− ln23− ln2

−∞−∞
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ខ . បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុច A ែដលមានអាប់សីុស x = 0 ៖
• អរេដាេន ៖ f (0) = 4−0−2e0 = 2 =⇒ A(0,2) ។
• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(0) =−1+2e0 = 1 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (TA) ៖ y = 1(x−0)+2 ⇐⇒ y = x+2 ។

គ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 0 មានឫសែតមួយគត់ β ∈ [−1,0] ៖
• អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកីនដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះ [−1,0] ។
• f (−1) = 4− (−1)−2e1 = 5−2e ≈ 5−5.436 =−0.436 < 0 ។
• f (0) = 2 > 0 ។

េដាយ f (−1)× f (0)< 0 តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល សមីការ f (x) = 0 មានឫសពិតែតមួយគត់ β ∈ [−1,0] (តៃម្ល
្របែហល β ≈−0.27) ។
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សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត (D) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (TA) ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

(D) : y =−x+4(TA) : y = x+2

(C)

A(0,2)
M(ln2,3− ln2)

β

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D f = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ (D) : y =−x+4 y =−x+4

ចំណុចអតិបរមាេធៀប M(ln2,3− ln2) (0.693,2.307)

ចំណុចប៉ះ A េលីអ័ក្ស Oy A(0,2) (0,2)

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A (TA) : y = x+2 y = x+2

ឫសៃនសមីការ f (x) = 0 β ∈ [−1,0] β ≈−0.27

ទីតាងំេធៀប (C) េនេ្រកាម (D)ជានិច្ច ∀x ∈ R
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លហំាត់ទី ២០

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

ex+3 មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C) នឹងបនា្ទ ត់ d1 : y = x+2 ៖
• lim

x→−∞
f (x) =−∞ (េ្រពាះ lim

x→−∞
ex = 0) ; lim

x→+∞
f (x) = +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞
4ex

ex+3 = 4) ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+2) =− 4ex

ex+3 < 0,∀x ∈ R =⇒ (C) េនេ្រកាម d1 ជានិច្ច ។
មយង៉េទៀត lim

x→−∞
[ f (x)− (x+2)] = 0 =⇒ d1 : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

ខ . ្រសាយបំភ្លឺេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ៖

• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 12ex

(ex+3)2 =
(ex+3)2−12ex

(ex+3)2 =
(

ex−3
ex+3

)2 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

• អេថរភាព ៖ េដាយ f ′(x) =
(

ex−3
ex+3

)2
≥ 0,∀x ∈ R េហយី f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = ln3 =⇒ f េកីនដាច់ខាតេលី

R ។
• តៃម្ល្រតង់ x = ln3 គឺ f (ln3) = ln3 ។
• តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln3 +∞
+ 0 +

−∞−∞
+∞+∞

គ . បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតង់ I(ln3, ln3) និងទីតាងំេធៀប ៖
• េដាយ f ′(ln3) = 0 េនាះបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ជាបនា្ទ ត់េដកមានសមីការ ៖ d2 : y = ln3 ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ េបី x < ln3 =⇒ f (x)< ln3 ((C) េនេ្រកាម d2) ; េបី x > ln3 =⇒ f (x)> ln3 ((C) េនេលី

d2) ។ ្រកាប (C) ឆ្លងកាត់បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតង់ចំណុច I(ln3, ln3)នាឱំ្យ I ជាចំណុចរបត់ៃន (C) ។

ឃ . បនា្ទ ត់ប៉ះ d3 ្រតង់ x = 0 និងផ្ចិតឆ្លុះ I ៖

• ្រតង់ x = 0 =⇒ f (0) = 1 និង f ′(0) =
(1−3

1+3

)2
= 1

4 ។ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 : y = 1
4x+1 ។

• ផ្ចិតឆ្លុះ ៖ ចំណុច I(ln3, ln3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) េ្រពាះ f (ln3+X)+ f (ln3−X) = 2ln3,∀X ∈ R ។
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សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ d1,d2,d3 ៖

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

d1 : y = x+2

y = x−2

d2 : y = ln3

d3 : y = 1
4 x+1

(C)
(0,1)

I(ln3, ln3)

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D f = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ d1 : y = x+2 y = x+2

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ y = x−2 y = x−2

ចំណុចរបត់ & ផ្ចិតឆ្លុះ I(ln3, ln3) (1.099,1.099)

បនា្ទ ត់ប៉ះេដក្រតង់ I d2 : y = ln3 y ≈ 1.10

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x = 0 d3 : y = 1
4x+1 y = 0.25x+1

ចំណុចប៉ះ្រតង់ Oy (0,1) (0,1)
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លហំាត់ទី ២១

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x+ 1−3ex

1+ex មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ទ្រមង់សមមូល លីមីត្រតង់ −∞ និងអាសីុមតូត d1 ៖

• ទ្រមង់សមមូល ៖ 1−3ex

1+ex = (1+ex)−4ex

1+ex = 1− 4ex

1+ex =⇒ f (x) = x+1− 4ex

1+ex ។

• លីមីត ៖ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x+1− 4ex

1+ ex

)
=−∞ (េ្រពាះ lim

x→−∞
ex = 0) ។

• អាសីុមតូតេ្រទត d1 ៖ lim
x→−∞

[ f (x)− (x+1)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

1+ ex

)
= 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+1) =− 4ex

1+ex < 0,∀x ∈ R =⇒ (C) េនេ្រកាម d1 ជានិច្ច ។

ខ . លីមីត្រតង់ +∞ និងអាសីុមតូត d2 : y = x−3 ៖

• lim
x→+∞

1−3ex

1+ ex =−3 =⇒ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x−3) = +∞ ។
• អាសីុមតូតេ្រទត d2 ៖ f (x)− (x−3) = 4

1+ex =⇒ lim
x→+∞

[ f (x)− (x−3)] = 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d2 : y = x−3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង +∞ ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x−3) = 4
1+ex > 0,∀x ∈ R =⇒ (C) េនេលីបនា្ទ ត់ d2 ជានិច្ច ។

គ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1− 4ex

(1+ex)2 =
(1+ex)2−4ex

(1+ex)2 =
(

ex−1
1+ex

)2 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
• អេថរភាព ៖ f ′(x)≥ 0,∀x ∈ R េហយី f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 នាឱំ្យ f េកីនដាច់ខាតេលី R ។
• ្រតង់ x = 0 =⇒ f (0) =−1 ។ ចំណុច I(0,−1)ជាចំណុចរបត់ និងផ្ចិតឆ្លុះ មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក y =−1 ។
• តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞
+ 0 +

−∞−∞
+∞+∞
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សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូត d1,d2 ៖

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

d1 : y = x+1

d2 : y = x−3y =−1

(C)

I(0,−1)

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D f = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ d1 : y = x+1 y = x+1

អាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ d2 : y = x−3 y = x−3

ចំណុចរបត់ & ផ្ចិតឆ្លុះ I(0,−1) (0,−1)

បនា្ទ ត់ប៉ះេដក្រតង់ I y =−1 y =−1

ទីតាងំេធៀប (C) េនេ្រកាម d1 និងេនេលី d2 (C) េនចេនា្ល ះអាសីុមតូតទាងំពីរ
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ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ៣ ៖ អនុគមន៍េលាការតី

ក. ចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
ក ក ក ក ក ក ក ក ក ក
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ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១

គណនាតៃម្លៃនកេន�មខាងេ្រកាម ៖
ក . A = eln7 ខ . B = ln(ex−2) គ . C = ln(e7x)

ដំេណាះ្រសាយ

ក . A = eln7 ៖
តាមរូបមន្ត្រគឹះៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល និងេលាការតីេនែពរ elnu = u (ចំេពាះ u > 0) ៖

A = eln7 = 7 =⇒ A = 7

ខ . B = ln(ex−2) ៖
តាមរូបមន្ត ln(eu) = u (ចំេពាះ្រគប់ u ∈ R) ៖

B = ln(ex−2) = x−2 =⇒ B = x−2

គ . C = ln(e7x) ៖
អនុវត្តរូបមន្ត ln(eu) = u េដាយ u = 7x ៖

C = ln(e7x) = 7x =⇒ C = 7x

លហំាត់ទី ២

សង់្រកាបៃនអនុគមន៍ ៖
ក . y = 3− lnx

ខ . y = ln(x−3)

គ . y = ln(2+ ex)

ដំេណាះ្រសាយ
ក . y = 3− lnx ៖

១. ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
២. លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

• lim
x→0+

(3− lnx) = 3− (−∞) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ។
• lim

x→+∞
(3− lnx) =−∞ ។
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៣. េដរេីវ ៖ y′ =−1
x
< 0,∀x > 0 =⇒ អនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី (0,+∞)។

៤. ចំណុច្របសព្វ ៖

• ្របសព្វអ័ក្ស (Ox) ៖ 3− lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 3 ⇐⇒ x = e3 ≈ 20.09 ។
• ចំណុចងាយ ៖ េបី x = 1 =⇒ y = 3 ; េបី x = e ≈ 2.72 =⇒ y = 2 ។

x

y

O

x = 0

(1,3)

(e,2)
(C)

ខ . y = ln(x−3) ៖
១. ែដនកំណត់ ៖ x−3 > 0 ⇐⇒ D = (3,+∞) ។
២. លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
• lim

x→3+
ln(x−3) =−∞ =⇒ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→+∞

ln(x−3) = +∞ ។

៣. េដរេីវ ៖ y′ =
1

x−3
> 0,∀x > 3 =⇒ អនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (3,+∞)។

៤. ចំណុច្របសព្វ ៖ y = 0 ⇐⇒ x−3 = 1 ⇐⇒ x = 4 ។ ្រកាបកាត់អ័ក្ស (Ox) ្រតង់ (4,0)។

x

y

O

x = 3

(4,0)

(3+ e,1) (C)

គ . y = ln(2+ ex) ៖
១. ែដនកំណត់ ៖ េដាយ ex > 0,∀x ∈ R =⇒ 2+ ex > 2 > 0 =⇒ D = R ។
២. លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
• lim

x→−∞
ln(2+ ex) = ln(2+0) = ln2 =⇒ y = ln2 ≈ 0.69 ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞។
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• lim
x→+∞

ln(2+ ex) = +∞ ។
• រកអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ៖

y = ln[ex(1+2e−x)] = x+ ln(1+2e−x) =⇒ lim
x→+∞

[y− x] = lim
x→+∞

ln(1+2e−x) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞។

៣. េដរេីវ ៖ y′ =
ex

2+ ex > 0,∀x ∈ R =⇒ អនុគមន៍េកីនជានិច្ចេលី R។
៤. ចំណុចកាត់អ័ក្ស Oy ៖ x = 0 =⇒ y = ln(2+1) = ln3 ≈ 1.10។

x

y

O

y = ln2

y = x

(0, ln3)

(C)

លហំាត់ទី ៣

គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
ក . lim

x→+∞
x−5 lnx ខ . lim

x→+∞

1+ lnx
x2

គ . lim
x→0+

x lnx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . L1 = lim
x→+∞

x−5 lnx ៖
សរេសរេឡងីវញិជាផលេធៀប ៖ L1 = lim

x→+∞

lnx
x5 ។

តាមលីមីត្រគឹះៃនេលាការតីេនែពរ lim
x→+∞

lnx
xn = 0 (ចំេពាះ n > 0) េដាយ n = 5 > 0 ៖

L1 = lim
x→+∞

lnx
x5 = 0 =⇒ L1 = 0

ខ . L2 = lim
x→+∞

1+ lnx
x2 ៖

បំែបកជាពីរ្របភាគ ៖

L2 = lim
x→+∞

(
1
x2 +

lnx
x2

)
េដាយ lim

x→+∞

1
x2 = 0 និង lim

x→+∞

lnx
x2 = 0 នាឱំ្យ ៖

L2 = 0+0 = 0 =⇒ L2 = 0
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គ . L3 = lim
x→0+

x lnx ៖

េនះជារូបមន្តលីមីត្រគឹះសំខាន់ៃនអនុគមន៍េលាការតីេនែពរ (តាង t =
1
x
→+∞ =⇒ x lnx =− ln t

t
→ 0) ៖

L3 = lim
x→0+

x lnx = 0 =⇒ L3 = 0

លហំាត់ទី ៤

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
ក . y =

√
x lnx ខ . y = x3

√
lnx គ . y = ln(x+

√
1+ x2)

ដំេណាះ្រសាយ

ក . y =
√

x lnx (កំណត់ចំេពាះ x > 0) ៖
អនុវត្តរូបមន្តផលគុណ (uv)′ = u′v+uv′ ៖

y′ = (
√

x)′ lnx+
√

x(lnx)′ =
1

2
√

x
lnx+

√
x · 1

x
=

lnx
2
√

x
+

1√
x
=

lnx+2
2
√

x

ខ . y = x3
√

lnx (កំណត់ចំេពាះ x ≥ 1) ៖

y′ = (x3)′
√

lnx+ x3(
√

lnx)′ = 3x2
√

lnx+ x3 · (lnx)′

2
√

lnx
= 3x2

√
lnx+

x2

2
√

lnx
=

x2(6lnx+1)
2
√

lnx

គ . y = ln(x+
√

1+ x2) (កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R) ៖
អនុវត្តរូបមន្ត (lnu)′ =

u′

u
៖

u′ = 1+
2x

2
√

1+ x2
= 1+

x√
1+ x2

=

√
1+ x2 + x√

1+ x2

y′ =
u′

u
=

x+
√

1+ x2
√

1+ x2

x+
√

1+ x2
=

1√
1+ x2

លហំាត់ទី ៥

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

ក . y = ln
(

ex

ex +1

)
ខ . y = x lnx− x គ . y = x2 ln

(
1
x2

)

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . y = ln
(

ex

ex +1

)
៖

េ្របីលក្ខណៈេលាការតីបំែប្លងមុននឹងេធ្វីេដរេីវ ៖
y = ln(ex)− ln(ex +1) = x− ln(ex +1)

េធ្វីេដរេីវ ៖

y′ = 1− ex

ex +1
=

ex +1− ex

ex +1
=

1
ex +1

ខ . y = x lnx− x ៖

y′ = (x)′ lnx+ x(lnx)′− (x)′ = 1 · lnx+ x · 1
x
−1 = lnx+1−1 = lnx

គ . y = x2 ln
(

1
x2

)
(កំណត់ចំេពាះ x ̸= 0) ៖

បំែប្លងកេន�ម ៖ ln(x−2) =−2ln |x| =⇒ y =−2x2 ln |x| ។
េធ្វីេដរេីវ ៖

y′ =−2
[
(x2)′ ln |x|+ x2(ln |x|)′

]
=−2

[
2x ln |x|+ x2 · 1

x

]
=−2(2x ln |x|+ x) = −2x(2ln |x|+1)

លហំាត់ទី ៦

សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = 2x− x lnx ។

ដំេណាះ្រសាយ
១. ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។

២. លីមីតចុងែដនកំណត់ ៖

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(2x− x lnx) = 0−0 = 0 (្រកាបខិតជិតគល់ O(0,0))។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x(2− lnx) = +∞(2−∞) =−∞ ។

• ពិនិត្យទិសេដអនន្ត ៖ lim
x→+∞

f (x)
x

= lim
x→+∞

(2− lnx) = −∞ =⇒ ្រកាបមានែខ្នងប៉ារ៉ាបូលែបរេទរកអ័ក្ស (Oy)

ខាងេ្រកាម។

៣. េដរេីវ និងទិសេដអេថរភាព ៖

f ′(x) = 2−
[

lnx+ x · 1
x

]
= 2− lnx−1 = 1− lnx

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1− lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ≈ 2.72
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• ចំេពាះ x ∈ (0,e) f ′(x)> 0 =⇒ f េកីន។
• ចំេពាះ x ∈ (e,+∞) f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះ។

• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ ៖ f (e) = 2e− e lne = 2e− e = e ≈ 2.72 ។ ចំណុចកំពូលគឺ S(e,e)។

៤. តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

0

ee

−∞−∞

៥. ចំណុច្របសព្វអ័ក្ស ៖

• ្របសព្វអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ x(2− lnx) = 0 ⇐⇒ lnx = 2 ⇐⇒ x = e2 ≈ 7.39 ។ ចំណុច A(e2,0)។
• បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ B(1,2) ៖ f ′(1) = 1−0 = 1 =⇒ (T )y−2 = 1(x−1) ⇐⇒ y = x+1។

៦. សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

y = x+1

y = e
S(e,e)

A(e2,0)

B(1,2)
(C)

លហំាត់ទី ៧

ក . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) =−2ln |x|+ x−2 ។

ខ . ្រកាប (C) កាត់អ័ក្ស Ox ្រតង់ ៣ ចំណុច P,Q,R មានអាប់សីុស p,q,r េរៀងគា្ន (p < q < r)។ បញ្ជ ក់ថា p ∈
(−1,0), q ∈ (0,1), r ∈ (5,6)។

ដំេណាះ្រសាយ
១. ែដនកំណត់ ៖ |x|> 0 ⇐⇒ x ̸= 0 =⇒ D = R∗ = (−∞,0)∪ (0,+∞) ។

២. លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
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• lim
x→0

f (x) =−2(−∞)+0−2 =+∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→−∞

f (x) =−2(+∞)−∞−2 =−∞ ; lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
(

1− 2lnx
x

− 2
x

)
=+∞(1−0−0) = +∞។

៣. េដរេីវ និងទិសេដអេថរភាព ៖

f ′(x) =−2
x
+1 =

x−2
x

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x−2 = 0 ⇐⇒ x = 2

សញញ េដរេីវ ៖

• េលី (−∞,0)x < 0 និង x−2 < 0 =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f េកីន។
• េលី (0,2)x > 0 និង x−2 < 0 =⇒ f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះ។
• េលី (2,+∞)x > 0 និង x−2 > 0 =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f េកីន។

• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ ៖ f (2) =−2ln2+2−2 =−2ln2 ≈−1.39 ។

៤. តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ − 0 +

−∞−∞

+∞ +∞

−2ln2−2ln2

+∞+∞

៥. បញ្ជ ក់អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វ ៖

• េលី (−1,0) f (−1) =−2ln1−1−2 =−3 < 0 និង lim
x→0−

f (x) = +∞ > 0 =⇒ ∃p ∈ (−1,0) ែដល f (p) = 0។

• េលី (0,1) lim
x→0+

f (x) = +∞ > 0 និង f (1) = 0+1−2 =−1 < 0 =⇒ ∃q ∈ (0,1) ែដល f (q) = 0។

• េលី (5,6) f (5) = −2ln5+ 3 ≈ −2(1.609) + 3 = −0.22 < 0 និង f (6) = −2ln6+ 4 ≈ −2(1.792) + 4 =

+0.42 > 0 =⇒ ∃r ∈ (5,6) ែដល f (r) = 0។

៦. សង់្រកាប (C) ៖
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x

y

O

x = 0

(2,−2ln2)

P
Q R

(C)

ដំេណាះ្រសាយលហំាត់អនុវត្តន៍្រគឹះបែន្ថម (លហំាត់ ៨, ៩, ១០)

លហំាត់ទី ៨

េរាងច្រកឧស�ហកម្មមួយបានទិញម៉ាសុីនហា្វ ក់តៃម្ល 250$ េហយីមានអ្រតាតៃម្លថយចុះ 25% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ េតីបី
ឆា្ន េំ្រកាយ ម៉ាសុីនហា្វ ក់េនះ នឹងមានតៃម្លប៉ុនា្ម ន?

ដំេណាះ្រសាយ

• ទិន្នន័យ ៖
– តៃម្លទិញដំបូង ៖ V0 = 250$

– អ្រតារលំស់តៃម្ល្របចាឆំា្ន ំ ៖ r = 25% = 0.25

– រយៈេពល ៖ t = 3 ឆា្ន ំ
• រូបមន្តរលំស់តៃម្ល (Exponential Decay) ៖

V (t) =V0(1− r)t

• គណនាតៃម្លេ្រកាយរយៈេពល ៣ ឆា្ន ំ ៖
V (3) = 250 · (1−0.25)3 = 250 · (0.75)3

េដាយ (0.75)3 = 0.421875 េគបាន ៖
V (3) = 250×0.421875 = 105.46875 ដុលា្ល រ≈ 105.47 ដុលា្ល រ

េសចក្តីសន្និដា្ឋ ន ៖ បីឆា្ន េំ្រកាយ ម៉ាសុីនហា្វ ក់េនាះនឹងមានតៃម្ល្របែហល ៖
V (3)≈ 105.47 ដុលា្ល រ
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លហំាត់ទី ៩

បាក់េតរមីួយ្របេភទបំែបកខ្លួនេដាយមានេមគុណអ្រតាកំេណីន k = 0.872 ែដល t គិតជាៃថ្ង។ េបីេដីមដំបូងមាន
បាក់េតរចីំនួន 9 េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នៃថ្ង េទីបចំនួនបាក់េតរេីកីនដល់ 738?

ដំេណាះ្រសាយ

• ទិន្នន័យ ៖

– ចំនួនបាក់េតរេីដីម ៖ N0 = 9

– េមគុណអ្រតាកំេណីន ៖ k = 0.872 ក្នុងមួយៃថ្ង
– ចបប់កំេណីនបាក់េតរ ី ៖ N(t) = N0ekt = 9e0.872t

– ចំនួនបាក់េតរេីគាលេដ ៖ N(t) = 738

• េដាះ្រសាយសមីការរក t ៖

9e0.872t = 738 ⇐⇒ e0.872t =
738
9

= 82

បំពាក់េលាការតីេនែពរេលីអង្គទាងំពីរ ៖

0.872t = ln(82) =⇒ t =
ln(82)
0.872

េដាយ ln(82)≈ 4.406719 េគបាន ៖

t ≈ 4.406719
0.872

≈ 5.053577 ៃថ្ង≈ 5 ៃថ្ង

េសចក្តីសន្និដា្ឋ ន ៖ រយៈេពល្របែហល ៥ ៃថ្ង េទីបចំនួនបាក់េតរេីកីនដល់ 738 ៖

t ≈ 5.05 ៃថ្ង≈ 5 ៃថ្ង

លហំាត់ទី ១០

េនទី្រក�ងមួយកាលពី 10ឆា្ន មុំន មាន្របជាជនចំនួន 45600នាក់ េហយីចំនួន្របជាជនមានការេកីនេឡងីេដាយអ្រតា
មួយេថរជាេរៀងរាល់ឆា្ន ។ំ េបីបច្ចុប្បន្នមាន្របជាជនចំនួន 64800 នាក់ រកអ្រតាកំេណីនៃនចំនួន្របជាជន្របចាឆំា្ន កំ្នុង
ទី្រក�ងេនះ។

ដំេណាះ្រសាយ

• ទិន្នន័យ ៖
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– ចំនួន្របជាជនកាលពី ១០ ឆា្ន មុំន (t = 0) ៖ P0 = 45600 នាក់
– ចំនួន្របជាជនបច្ចុប្បន្ន (t = 10 ឆា្ន )ំ ៖ P(10) = 64800 នាក់

• រូបមន្តកំេណីន្របចាឆំា្ន ំ ៖
P(t) = P0(1+ r)t

• េដាះ្រសាយសមីការរកអ្រតា r ៖

45600(1+ r)10 = 64800 ⇐⇒ (1+ r)10 =
64800
45600

=
648
456

=
27
19

នាឱំ្យ ៖

1+ r =
(

27
19

) 1
10

≈ (1.4210526)0.1 ≈ 1.035783

r ≈ 1.035783−1 = 0.035783 = 3.58% ក្នុងមួយឆា្ន ំ

• ចំណាំ ៖ ្របសិនេបីសន្មតតាមម៉ូែដលកំេណីនអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យលជាប់ P(t) = P0ekt ៖

e10k =
27
19

=⇒ 10k = ln
(

27
19

)
≈ 0.351398 =⇒ k ≈ 0.03514 = 3.51% ក្នុងមួយឆា្ន ំ

េសចក្តីសន្និដា្ឋ ន ៖ អ្រតាកំេណីនៃនចំនួន្របជាជន្របចាឆំា្ន កំ្នុងទី្រក�ងេនះគឺ ៖

r ≈ 3.58% ក្នុងមួយឆា្ន ំ (ម៉ូែដល្របចាឆំា្ន )ំ ឬ k ≈ 3.51% ក្នុងមួយឆា្ន ំ (ម៉ូែដលអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល)

លហំាត់អនុវត្តន៍ជំពូកទី ៤

លហំាត់ទី ១

រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
ក . y =

√
x2 −2

√
x2 −1+

√
x−3+2

√
x−4

ខ . y = log2

(
21−x −2x+1

2x −1

)

ដំេណាះ្រសាយ

ក . y =
√

x2 −2
√

x2 −1+
√

x−3+2
√

x−4 ៖
លក្ខខណ្ឌ អត្ថិភាពៃនរ៉ាឌីកាល់ខាងក្នុង ៖{

x2 −1 ≥ 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞)

x−4 ≥ 0 ⇐⇒ x ≥ 4
=⇒ x ≥ 4

ពិនិត្យកេន�មេ្រកាមរ៉ាឌីកាល់ធំ ៖
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• x2 −2
√

x2 −1 = (x2 −1)−2
√

x2 −1+1 = (
√

x2 −1−1)2 ≥ 0,∀x ≥ 4 ។
• x−3+2

√
x−4 = (x−4)+2

√
x−4+1 = (

√
x−4+1)2 ≥ 0,∀x ≥ 4 ។

លក្ខខណ្ឌ ទាងំអស់េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ x ≥ 4 ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = [4,+∞) ។

ខ . y = log2

(
21−x −2x+1

2x −1

)
៖

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែតកេន�មក្នុងេលាការតីវជិ្ជមានដាច់ខាត ៖

21−x −2x+1
2x −1

> 0

១. ពិនិត្យភាគែបង ៖ 2x −1 = 0 ⇐⇒ 2x = 1 ⇐⇒ x = 0 ។
- េបី x > 0 =⇒ 2x −1 > 0 ។
- េបី x < 0 =⇒ 2x −1 < 0 ។
២. ពិនិត្យភាគយក ៖តាង g(x) = 21−x −2x+1 េលី R ។
g′(x) =−(ln2)21−x −2 < 0,∀x =⇒ g(x)ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី R។
សេង្កតេឃញី g(1) = 20 −2(1)+1 = 1−2+1 = 0 នាឱំ្យ x = 1 ជាឫសែតមួយគត់ៃន g(x) = 0។
- ចំេពាះ x < 1 =⇒ g(x)> 0 ។
- ចំេពាះ x > 1 =⇒ g(x)< 0 ។
៣. តារាងសញញ ៃនផលេធៀប ៖

x

ភាគយក
ភាគែបង
ផលេធៀប

−∞ 0 1 +∞
+ + 0 −
− 0 + +

− + 0 −

ផលេធៀបវជិ្ជមានចំេពាះ x ∈ (0,1) ។
ដូចេនះ ែដនកំណត់គឺ D = (0,1) ។

លហំាត់ទី ២

រកអាសីុមតូតរបស់្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

ក . y =
4x−3
2x+5 ខ . y =

3x2 −7x+15
x−1

គ . y =
2x−1

x2 −7x+10

ដំេណាះ្រសាយ

ក . y =
4x−3
2x+5

៖
- អាសីុមតូតឈរ ៖ ភាគែបង 2x+5 = 0 ⇐⇒ x =−5

2
។
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េដាយ lim
x→− 5

2
±

4x−3
2x+5

=±∞ =⇒ x =−5
2
ជាសមីការអាសីុមតូតឈរ។

- អាសីុមតូតេដក ៖ lim
x→±∞

4x−3
2x+5

= lim
x→±∞

4x
2x

= 2 =⇒ y = 2 ជាសមីការអាសីុមតូតេដក។

ខ . y =
3x2 −7x+15

x−1
៖

- អាសីុមតូតឈរ ៖ ភាគែបង x−1 = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
េដាយ lim

x→1±

3x2 −7x+15
x−1

=±∞ =⇒ x = 1 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរ។
- អាសីុមតូតេ្រទត ៖ ែចកពហុធាភាគយកនឹងភាគែបង ៖

3x2 −7x+15 = (x−1)(3x−4)+11 =⇒ y = 3x−4+
11

x−1

េដាយ lim
x→±∞

[y− (3x−4)] = lim
x→±∞

11
x−1

= 0 =⇒ y = 3x−4 ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទត។

គ . y =
2x−1

x2 −7x+10
=

2x−1
(x−2)(x−5)

៖
- អាសីុមតូតឈរ ៖ ភាគែបងមានឫសពីរគឺ x = 2 និង x = 5 ។
េដាយ lim

x→2±
y =±∞ និង lim

x→5±
y =±∞ =⇒ x = 2 និង x = 5 ជាសមីការអាសីុមតូតឈរទាងំពីរ។

- អាសីុមតូតេដក ៖ ដឺេ្រកភាគយក (1) តូចជាងដឺេ្រកភាគែបង (2) ៖

lim
x→±∞

2x−1
x2 −7x+10

= 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក។

លហំាត់ទី ៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 + x−1
x−1

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកចំនួនពិត a,b,c េដីម្បឱី្យ f (x) = ax+b+

c
x−1

។

ខ . គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរ និងេ្រទតៃន (C) ។

គ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

ឃ . បងា្ហ ញថា I(1,3)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ។ សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។

ង . សិក�តាម្រកាហ្វកិនូវចំនួនឫសៃនសមីការ x2 +(1−m)x+m−1 = 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកចំនួនពិត a,b,c ៖
េធ្វីវធីិែចកពហុធា ៖ x2 + x−1 = (x−1)(x+2)+1 ៖

f (x) = x+2+
1

x−1
=⇒ a = 1, b = 2, c = 1
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ខ . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1}= (−∞,1)∪ (1,+∞) ។
• lim

x→1−
f (x) =−∞ និង lim

x→1+
f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→±∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→±∞

1
x−1

= 0 =⇒ y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត។

គ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖

f ′(x) = 1− 1
(x−1)2 =

(x−1)2 −1
(x−1)2 =

x(x−2)
(x−1)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2 ។

• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ ៖ f (0) = 1 ។
• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ ៖ f (2) = 2+2+1 = 5 ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 2 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

55

+∞+∞

ឃ . ្រសាយបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ I(1,3) ៖
្រត�វ្រសាយថា f (2(1)− x)+ f (x) = 2(3) ⇐⇒ f (2− x)+ f (x) = 6 ៖

f (2− x) = (2− x)+2+
1

(2− x)−1
= 4− x− 1

x−1

f (2− x)+ f (x) =
(

4− x− 1
x−1

)
+

(
x+2+

1
x−1

)
= 6 (ពិត)

ដូចេនះ ចំណុច I(1,3) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។
សង់្រកាប (C) ៖
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x

y

O

x = 1
y = x+2

I(1,3)

(0,1)

(2,5)

(C)

ង . ពិភាក�ឫសតាម្រកាហ្វកិ ៖
សមីការ x2 +(1−m)x+m−1 = 0 ⇐⇒ x2 + x−1−m(x−1) = 0 ។
ចំេពាះ x ̸= 1 ៖

x2 + x−1
x−1

= m ⇐⇒ f (x) = m

ចំនួនឫសៃនសមីការគឺចំនួនចំណុច្របសព្វរវាង (C) និងបនា្ទ ត់េដក y = m ៖

• េបី m < 1 ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C) ្រតង់ ២ ចំណុច =⇒ សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។
• េបី m = 1 ៖ បនា្ទ ត់ y = 1 ប៉ះ (C) ្រតង់កំពូលអតិបរមា =⇒ សមីការមានឫសឌុប x = 0។
• េបី 1 < m < 5 ៖ បនា្ទ ត់ y = m មិនកាត់ (C) េឡយី =⇒ សមីការគា្ម នឫស។
• េបី m = 5 ៖ បនា្ទ ត់ y = 5 ប៉ះ (C) ្រតង់កំពូលអប្បបរមា =⇒ សមីការមានឫសឌុប x = 2។
• េបី m > 5 ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C) ្រតង់ ២ ចំណុច =⇒ សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

លហំាត់ទី ៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 2x2 + x+1
x+1

។
ក . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) ។

ខ . តាម្រកាប រកតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាៃនកេន�ម E =
2cos2 x+ |cosx|+1

|cosx|+1
។

ដំេណាះ្រសាយ
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ក . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប ៖
១. ែដនកំណត់ ៖ D = R\{−1} ។
២. ទ្រមង់កាណូនិច ៖ 2x2 + x+1 = (x+1)(2x−1)+2 =⇒ f (x) = 2x−1+

2
x+1

។
- អាសីុមតូតឈរ ៖ x =−1 េ្រពាះ lim

x→−1±
f (x) =±∞ ។

- អាសីុមតូតេ្រទត ៖ y = 2x−1 េ្រពាះ lim
x→±∞

[ f (x)− (2x−1)] = 0 ។
៣. េដរេីវ ៖

f ′(x) = 2− 2
(x+1)2 =

2[(x+1)2 −1]
(x+1)2 =

2x(x+2)
(x+1)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−2 ឬ x = 0 ។

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (−2) = 2(−2)−1+
2
−1

=−5−2 =−7 ្រតង់ x =−2។

• អប្បបរមាេធៀប ៖ f (0) =−1+2 = 1 ្រតង់ x = 0។
៤. តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1 0 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−7−7

−∞

+∞

11

+∞+∞

៥. សង់្រកាប ៖ ផ្ចិតឆ្លុះ I(−1,−3)ជាចំណុច្របសព្វអាសីុមតូត។

x

y

O

x =−1 y = 2x−1

(−2,−7)

(0,1)

I(−1,−3)
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ខ . រកតៃម្លអតិបរមា និងអប្បបរមាៃន E ៖
តាង t = |cosx| ។ េដាយ 0 ≤ |cosx| ≤ 1 =⇒ t ∈ [0,1] ។
កេន�ម E =

2t2 + t +1
t +1

= f (t) ចំេពាះ t ∈ [0,1] ។
តាមតារាងអេថរភាព េលីចេនា្ល ះ [0,1] អនុគមន៍ f (t)ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត ៖

• អប្បបរមា ៖ Emin = f (0) = 1 (េកីតេឡងីេនេពល |cosx|= 0 ⇐⇒ x =
π
2
+ kπ)។

• អតិបរមា ៖ Emax = f (1) =
2(1)2 +1+1

1+1
=

4
2
= 2 (េកីតេឡងីេនេពល |cosx|= 1 ⇐⇒ x = kπ)។

ដូចេនះ Emin = 1 និង Emax = 2 ។

លហំាត់ទី ៥

អនុគមន៍ f (x) កំណត់ចំេពាះ x ̸=−1 េដាយ f (x) =
9x

(x+1)2 មាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→±∞
f (x) និង lim

x→−1
f (x) ។

ខ . រកតៃម្លបរមាេធៀប រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។
គ . បងា្ហ ញថា (C)មានចំណុចរបត់មួយ រចួរកកូអរេដាេនចំណុចរបត់េនាះ។
ឃ . គណនា f (−4), f (−3), f (−2), f (3) និង f (4) ។

ង . សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖

• lim
x→±∞

9x
(x+1)2 = lim

x→±∞

9x
x2 = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក។

• lim
x→−1

9x
(x+1)2 =

−9
0+

=−∞ =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ។

ខ . បរមាេធៀប និងតារាងអេថរភាព ៖

f ′(x) =
9(x+1)2 −9x ·2(x+1)

(x+1)4 =
9(x+1)[x+1−2x]

(x+1)4 =
9(1− x)
(x+1)3

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1− x = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
តៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ ៖ f (1) =

9(1)
(1+1)2 =

9
4
= 2.25 ។
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

− + 0 −

00

−∞ −∞

9
4
9
4

00

គ . ចំណុចរបត់ ៖
គណនាេដរេីវទីពីរ f ′′(x) ៖

f ′′(x) = 9 · −(x+1)3 − (1− x) ·3(x+1)2

(x+1)6 = 9 · −(x+1)−3(1− x)
(x+1)4 =

9(2x−4)
(x+1)4 =

18(x−2)
(x+1)4

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ x = 2 េហយី f ′′(x) ប្តូរសញញ ឆ្លងកាត់ x = 2 (ពីអវជិ្ជមានេទវជិ្ជមាន)។
ទាញបាន x = 2 ជាអាប់សីុសចំណុចរបត់ ៖ f (2) =

9(2)
(2+1)2 =

18
9

= 2 ។
ដូចេនះ ចំណុចរបត់ៃន្រកាបគឺ J(2,2) ។

ឃ . គណនាតៃម្លពិេសស ៖

• f (−4) =
−36
(−3)2 =−4

• f (−3) =
−27
(−2)2 =−27

4
=−6.75

• f (−2) =
−18
(−1)2 =−18

• f (3) =
27
42 =

27
16

≈ 1.69

• f (4) =
36
52 =

36
25

= 1.44

ង . សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x =−1

(1,2.25) J(2,2)
(C)
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លហំាត់ទី ៦

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 −4x
x2 −4x+3

មាន្រកាប (C) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹងែខ្សេកាង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 4 ។

ឃ . សង់អាសីុមតូត បនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) និងែខ្សេកាង (C) ។

ង . េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C) កំណត់ m េដីម្បឱី្យសមីការ (m−1)x2 −4(m−1)x+3m = 0 មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
ភាគែបង x2 −4x+3 = (x−1)(x−3) = 0 ⇐⇒ x = 1 ឬ x = 3 ។
ែដនកំណត់ ៖ D = R\{1,3} ។

• lim
x→1

f (x) = ∞ និង lim
x→3

f (x) = ∞ =⇒ x = 1 និង x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរទាងំពីរ។

• lim
x→±∞

x2 −4x
x2 −4x+3

= 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
សេង្កត ៖ f (x) = 1− 3

x2 −4x+3
។

f ′(x) =
3(2x−4)

(x2 −4x+3)2 =
6(x−2)

(x2 −4x+3)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 2 ។ តៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ ៖ f (2) =
4−8

4−8+3
=

−4
−1

= 4 ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

− − 0 + +

11

−∞

+∞

44

+∞

−∞

11

គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x = 4 ៖
f (4) =

16−16
16−16+3

= 0 ។
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f ′(4) =
6(4−2)

(16−16+3)2 =
12
9

=
4
3
។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ (T )y−0 =
4
3
(x−4) ⇐⇒ y =

4
3

x− 16
3
។

ឃ . សង់្រកាប (C) ៖ បនា្ទ ត់ឆ្លុះ x = 2 ។

x

y

O

x = 1 x = 3

y = 1

(T )

(2,4)

(4,0)

ង . កំណត់ m តាម្រកាហ្វកិ ៖
សមីការ (m−1)x2 −4(m−1)x+3m = 0 ⇐⇒ m(x2 −4x+3) = x2 −4x ។
ចំេពាះ x ̸= 1,3 ៖ x2 −4x

x2 −4x+3
= m ⇐⇒ f (x) = m ។

តាម្រកាប (C)សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន កាលណាែខ្សបនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C) ្រតង់ ២ ចំណុច ៖

m < 1 ឬ m > 4

(្រតង់ m = 4 មានឫសឌុប x = 2 ; េលី [1,4)គា្ម នឫស)។

លហំាត់ទី ៧

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

ក . y =
ex

x−1
ខ . y = e2x − ex

គ . y =
ex +1
ex −1

ដំេណាះ្រសាយ

ក . y =
ex

x−1
(x ̸= 1) ៖

y′ =
(ex)′(x−1)− ex(x−1)′

(x−1)2 =
ex(x−1)− ex(1)

(x−1)2 =
ex(x−2)
(x−1)2
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ខ . y = e2x − ex ៖

y′ = (2x)′e2x − ex = 2e2x − ex = ex(2ex −1)

គ . y =
ex +1
ex −1

(x ̸= 0) ៖

y′ =
ex(ex −1)− (ex +1)ex

(ex −1)2 =
e2x − ex − e2x − ex

(ex −1)2 =
−2ex

(ex −1)2

លហំាត់ទី ៨

គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
ក . y = x−1− lnx ខ . y = ln

(
x−3
x+2

)
គ . y = x2 lnx− x2

2

ដំេណាះ្រសាយ

ក . y = x−1− lnx (x > 0) ៖

y′ = 1− 1
x
=

x−1
x

ខ . y = ln
(

x−3
x+2

)
= ln(x−3)− ln(x+2) (x ∈ (−∞,−2)∪ (3,+∞)) ៖

y′ =
1

x−3
− 1

x+2
=

(x+2)− (x−3)
(x−3)(x+2)

=
5

(x−3)(x+2)

គ . y = x2 lnx− x2

2
(x > 0) ៖

y′ = 2x lnx+ x2 · 1
x
− x = 2x lnx+ x− x = 2x lnx

លហំាត់ទី ៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = ex − x−1 កំណត់េលី Rមាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x) ។

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របសវ់ា ទាញថា f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ រចួគណនាតៃម្លបរមាេធៀបេនាះ។ គូស
តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d)y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)កាលណា x →−∞ ។

ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច P ៃន (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ្រតង់ចំណុចេនះ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់ y = x ។
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ង . សង់ (C) និង (d) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P (េគឱ្យ ln2 = 0.7) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖

• lim
x→+∞

(ex − x−1) = lim
x→+∞

ex
(

1− x
ex −

1
ex

)
=+∞(1−0−0) = +∞ ។

• lim
x→−∞

(ex − x−1) = 0− (−∞)−1 =+∞ ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
f ′(x) = ex −1 ។
f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex = 1 ⇐⇒ x = 0 ។
• េបី x < 0 =⇒ ex < 1 =⇒ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ ។
• េបី x > 0 =⇒ ex > 1 =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។
• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ ៖ f (0) = e0 −0−1 = 0 ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

00

+∞+∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ៖
ពិនិត្យផលដក ៖

lim
x→−∞

[ f (x)− (−x−1)] = lim
x→−∞

[ex − x−1+ x+1] = lim
x→−∞

ex = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (d)y =−x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង −∞ ។

ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច P ៖
បនា្ទ ត់ y = x មានេមគុណ្របាប់ទិស m = 1 ។
បនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ្រតង់ P(x0,y0) ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x លុះ្រតាែត ៖

f ′(x0) = 1 ⇐⇒ ex0 −1 = 1 ⇐⇒ ex0 = 2 ⇐⇒ x0 = ln2 ≈ 0.7

អរេដាេនៃនចំណុច P គឺ ៖
y0 = f (ln2) = eln2 − ln2−1 = 2− ln2−1 = 1− ln2 ≈ 1−0.7 = 0.3

ដូចេនះ កូអរេដាេនៃនចំណុច P គឺ ៖ P(ln2,1− ln2)≈ P(0.7,0.3) ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P គឺ ៖ y− (1− ln2) = 1(x− ln2) ⇐⇒ y = x+1−2ln2 ≈ x−0.4 ។
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ង . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ P ៖

x

y

O

(d) : y =−x−1

y = x+1−2ln2

O(0,0)
P(ln2,1− ln2)

(C)

លហំាត់ទី ១០

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x−1+
2
ex កំណត់េលី Rមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) ។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) ែដលមានសមីការ y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f (x)អាចសរេសរជា f (x) =
xex − ex +2

ex ទាញរកលីមីតៃន f (x)កាលណា x →−∞ ។

គ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 0 ។

ង . សង់ែខ្សេកាង (C) បនា្ទ ត់ (T ) និងបនា្ទ ត់ (d) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។

ច . តាម្រកាហ្វកិ កំណត់ចំនួនឫសៃនសមីការ f (x) = 2 រចួរកឫសទាងំពីរេនាះេដាយចំនួនគត់ពីរតគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងអាសីុមតូតខាង +∞ ៖
lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

(
x−1+2e−x)=+∞−1+0 =+∞ ។

ពិនិត្យផលដក ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

2
ex = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (d)y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។

ខ . ទ្រមង់្របភាគ និងលីមីតខាង −∞ ៖

f (x) = x−1+
2
ex =

(x−1)ex +2
ex =

xex − ex +2
ex
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កាលណា x →−∞ ៖ xex → 0 និង ex → 0 នាឱំ្យភាគយកខិតជិត 2 > 0 េហយីភាគែបង ex → 0+ ៖

lim
x→−∞

f (x) =
2

0+
=+∞

គ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
f ′(x) = 1−2e−x =

ex −2
ex ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln2 ≈ 0.7 ។
• េបី x < ln2 =⇒ ex < 2 =⇒ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ ។
• េបី x > ln2 =⇒ ex > 2 =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។
• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = ln2 គឺ ៖

f (ln2) = ln2−1+
2

eln2 = ln2−1+
2
2
= ln2 ≈ 0.7

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

− 0 +

+∞+∞

ln2ln2

+∞+∞

ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ x = 0 ៖

• អរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖ y0 = f (0) = 0−1+
2
e0 =−1+2 = 1 =⇒ A(0,1) ។

• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(0) = 1−2e0 = 1−2 =−1 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖ y−1 =−1(x−0) ⇐⇒ (T ) : y =−x+1 ។

ង . សង់ែខ្សេកាង (C) បនា្ទ ត់ (T ) និងបនា្ទ ត់ (d) ៖

x

y

O

(d) : y = x−1

(T ) : y =−x+1

y = 2

(ln2, ln2)(0,1)

(C)
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ច . កំណត់ចំនួនឫសៃនសមីការ f (x) = 2 តាម្រកាហ្វកិ ៖
ចំនួនឫសៃនសមីការ f (x) = 2 គឺជាចំនួនចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់េដក y = 2 ។

• េដាយសារតៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ f (ln2) = ln2 ≈ 0.7 < 2 េហយី lim
x→±∞

f (x) =+∞ េនាះបនា្ទ ត់ y = 2កាត់ (C)

្រតង់ ២ ចំណុចេផ្សងគា្ន នាឱំ្យសមីការមាន ឫសពីរេផ្សងគា្ន x1 < ln2 < x2 ។
• ចំេពាះឫសទីមួយ x1 ៖

f (0) = 1 < 2 និង f (−1) =−1−1+2e = 2e−2 ≈ 3.44 > 2 ។
េដាយ f (0)< 2 < f (−1)នាឱំ្យឫសទីមួយស្ថិតេនចេនា្ល ះ ៖

−1 < x1 < 0 (ចំនួនគត់ពីរតគា្ន គឺ −1 និង 0)

• ចំេពាះឫសទីពីរ x2 ៖
f (2) = 2−1+2e−2 = 1+ 2

e2 ≈ 1+0.27 = 1.27 < 2 ។
f (3) = 3−1+2e−3 = 2+ 2

e3 > 2 ។
េដាយ f (2)< 2 < f (3)នាឱំ្យឫសទីពីរស្ថិតេនចេនា្ល ះ ៖

2 < x2 < 3 (ចំនួនគត់ពីរតគា្ន គឺ 2 និង 3)

លហំាត់ទី ១១

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) កំណតេ់លី (0,+∞) េដាយ f (x) = ax+b+
lnx
x
។ កំណតច់ំនួនពិត a និង b េដីម្បឱី្យែខ្សេកាង

(C)តាង f (x)កាត់តាមចំណុច A(1,0) េហយីបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) ្រតង់ A ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = 2x ។

ដំេណាះ្រសាយ
១. លក្ខខណ្ឌ កាត់តាមចំណុច A(1,0) ៖

្រកាប (C)កាត់តាម A(1,0) ⇐⇒ f (1) = 0 ៖

f (1) = a(1)+b+
ln1
1

= a+b+0 = a+b = 0 ⇐⇒ b =−a (1)

២. លក្ខខណ្ឌ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = 2x ៖
េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ y = 2x គឺ k = 2 ។
បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A(1,0) ្រសបនឹងបនា្ទ ត់េនះ លុះ្រតាែត f ′(1) = 2 ។
គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖

f ′(x) = a+
(lnx)′x− lnx(x)′

x2 = a+
1− lnx

x2

ជំនួស x = 1 ៖

f ′(1) = a+
1− ln1

12 = a+1
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តាមលក្ខខណ្ឌ ៖
a+1 = 2 ⇐⇒ a = 1

ជំនួស a = 1 ចូលក្នុង (1) នាឱំ្យ ៖
b =−1

ដូចេនះ តៃម្លែដល្រត�វរកគឺ a = 1, b =−1 េហយីអនុគមន៍គឺ f (x) = x−1+
lnx
x
។

លហំាត់ទី ១២

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x+ ln
∣∣∣∣x+1

x

∣∣∣∣មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ រចួគណនាលីមីតៃន f (x) ្រតង់ចុងែដនកំណត់ ។

ខ . គណនា f ′(x) រចួសិក�សញញ របស់វា។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

គ . បងា្ហ ញថា (∆)y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) រចួកំណត់ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (∆) ។

ឃ . បងា្ហ ញថា A
(
−1

2
,−1

2

)
ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ។

ង . ឱ្យសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹង (C) ្រតង់ A ។

ច . សង់បនា្ទ ត់ (∆) ែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ និងលីមីត ៖
លក្ខខណ្ឌ ៖ x+1

x
̸= 0 ⇐⇒ x ̸=−1 និង x ̸= 0 ៖

D = R\{−1,0}= (−∞,−1)∪ (−1,0)∪ (0,+∞)

គណនាលីមីត ៖
• lim

x→−1
f (x) =−1+ ln0+ =−∞ =⇒ x =−1 ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→0

f (x) = 0+ ln(+∞) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→±∞

ln
∣∣∣∣x+1

x

∣∣∣∣= ln1 = 0 =⇒ lim
x→−∞

f (x) =−∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
f (x) = x+ ln |x+1|− ln |x| ៖

f ′(x) = 1+
1

x+1
− 1

x
= 1− 1

x(x+1)
=

x2 + x−1
x(x+1)

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 + x−1 = 0 ⇐⇒ x1 =
−1−

√
5

2
≈−1.62, x2 =

−1+
√

5
2

≈ 0.62 ។
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ x1 −1 0 x2 +∞

+ 0 − − − 0 +

−∞−∞

f (x1)f (x1)

−∞

+∞

−∞

−∞ f (x2)f (x2) +∞+∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖
lim

x→±∞
[ f (x)− x] = lim

x→±∞
ln
∣∣∣∣1+ 1

x

∣∣∣∣= 0 =⇒ y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទត។

ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− x = ln
∣∣∣∣1+ 1

x

∣∣∣∣ ៖
• េលី (−∞,−1)∪ (0,+∞)

x+1
x

> 1 =⇒ ln
∣∣∣∣x+1

x

∣∣∣∣> 0 =⇒ (C) េនខាងេលី (∆)។

• េលី (−1,0)−1 < x < 0 =⇒
∣∣∣∣x+1

x

∣∣∣∣= x+1
−x

។ ្រតង់ x =−1
2
េនាះ |x+1|/|x|= 1 =⇒ f (x) = x (កាត់

គា្ន )។

ឃ . បងា្ហ ញថា A
(
−1

2
,−1

2

)
ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ៖

េផ្ទ�ងផា្ទ ត់រូបមន្តផ្ចិតឆ្លុះ f (2a− x)+ f (x) = 2b េដាយ a =−1/2,b =−1/2 =⇒ 2a =−1,2b =−1 ៖

f (−1−x)+ f (x)= (−1−x)+ ln
∣∣∣∣ −x
−1− x

∣∣∣∣+x+ ln
∣∣∣∣x+1

x

∣∣∣∣=−1+ ln
(

x
x+1

· x+1
x

)
=−1+0=−1

ដូចេនះ A
(
−1

2
,−1

2

)
ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន (C) ពិត្របាកដែមន ។

ង . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេទនឹង (C) ្រតង់ A ៖
េមគុណ្របាប់ទិស្រតង់ x =−1

2
គឺ ៖

f ′
(
−1

2

)
=

(
−1

2

)2
+
(
−1

2

)
−1(

−1
2

)(
−1

2 +1
) =

1
4 −

1
2 −1

−1
4

=
−5

4

−1
4

= 5

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A
(
−1

2
,−1

2

)
គឺ ៖

y−
(
−1

2

)
= 5

(
x−
(
−1

2

))
⇐⇒ y+

1
2
= 5x+

5
2

⇐⇒ (TA) : y = 5x+2

ច . សង់បនា្ទ ត់ (∆) ែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A ៖
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x

y

O

x =−1
(∆) : y = x

(TA)

A

លហំាត់ទី ១៣

អនុគមន៍ f (x) កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ f (x) = x+1+
−1+ lnx

x
េហយី (C)ជា្រកាបរបស់វា ។

ក . អនុគមន៍ g(x) កំណតេ់ដាយ g(x) = 2+x2− lnx ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន g(x) (មិនចាបំាចគ់ណនាលីមីត)
រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី (0,+∞) ។

ខ . គណនាលីមីត lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ទាញឱ្យបានថា (C) មានអាសីុមតូតឈរមួយែដលេគនឹងកំណត់
សមីការ ។

គ . សិក�ទំនាក់ទំនង f ′(x) =
g(x)
x2 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆)y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ង . រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វៃន (C)ជាមួយ (∆) រចួបញ្ជ ក់ឱ្យបានចបស់ទីតាងំៃន (C) េធៀបេទនឹង (∆) ។

ច . សង់ែខ្សេកាង (C) និងសមីការអាសីុមតូតរបស់វាក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនែតមួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សិក�អនុគមន៍ជំនួយ g(x) ៖
g′(x) = 2x− 1

x
=

2x2 −1
x

។

g′(x) = 0 ⇐⇒ 2x2 −1 = 0 ⇐⇒ x =

√
2

2
(េ្រពាះ x > 0) ។

តៃម្លអប្បបរមាេធៀប ៖ g

(√
2

2

)
= 2+

1
2
− ln

(√
2

2

)
=

5
2
+

1
2

ln2 > 0 ។

េដាយតៃម្លអប្បបរមាេធៀបវជិ្ជមានដាច់ខាត នាឱំ្យ ៖

g(x)> 0, ∀x ∈ (0,+∞)
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x

g′(x)

g(x)

0
√

2
2

+∞

− 0 +

5
2 +

1
2 ln25

2 +
1
2 ln2

ខ . លីមីតៃន f (x) និងកំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ ៖

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x+1− 1

x
+

lnx
x

)
= 0+1− (+∞)+(−∞) =−∞ ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន y′Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។
• lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

(
x+1− 1

x
+

lnx
x

)
=+∞+1−0+0 = +∞ ។

គ . ទំនាក់ទំនង f ′(x) =
g(x)
x2 និងតារាងអេថរភាពៃន f (x) ៖

f ′(x) = 1+

(1
x

)
x− (−1+ lnx)(1)

x2 = 1+
1+1− lnx

x2 =
x2 +2− lnx

x2 =
g(x)
x2

េដាយ g(x)> 0 និង x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 នាឱំ្យ f ′(x)> 0,∀x > 0 ។
ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆)y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ៖
ពិនិត្យផលដក ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x+1)] = lim
x→+∞

lnx−1
x

= lim
x→+∞

(
lnx
x

− 1
x

)
= 0−0 = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (∆)y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។

ង . ចំណុច្របសព្វ និងទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (∆) ៖

• ចំណុច្របសព្វ ៖ f (x)− (x+1) = 0 ⇐⇒ lnx−1
x

= 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ។
អរេដាេន ៖ y = e+1 ។ ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វគឺ M(e,e+1) ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ េដាយ x > 0 សញញ ៃនផលដកអា្រស័យេលី lnx−1 ៖
– េបី 0 < x < e =⇒ lnx−1 < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (∆) ។
– េបី x = e =⇒ (C)កាត់បនា្ទ ត់ (∆) ្រតង់ចំណុច M(e,e+1) ។
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– េបី x > e =⇒ lnx−1 > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ (∆) ។

ច . សង់ែខ្សេកាង (C) និងអាសីុមតូត ៖

x

y

O

x = 0 (∆) : y = x+1

M(e,e+1)

(C)

លហំាត់ទី ១៤

កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ែដលប៉ះនឹងែខ្សេកាង (H)តាងេដាយ y = x lnx−1 េន្រតង់ចំណុច A(1,−1) ។

ដំេណាះ្រសាយ
តាង f (x) = x lnx−1 កំណត់េលី (0,+∞) ។

១. េផ្ទ�ងផា្ទ ត់កូអរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖ f (1) = 1ln1−1 = 0−1 =−1 (ពិត ចំណុច A(1,−1) ∈ (H))។
២. គណនាេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

f ′(x) = (x)′ lnx+ x(lnx)′− (1)′ = 1 · lnx+ x · 1
x
= lnx+1

ជំនួស x0 = 1 ៖
f ′(1) = ln1+1 = 0+1 = 1

៣. សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖
(L)y− y0 = f ′(x0)(x− x0) ⇐⇒ y− (−1) = 1(x−1) ⇐⇒ y+1 = x−1

(L)y = x−2
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លហំាត់ទី ១៥

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = lnx
x2 មាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ រចួគណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ ទាញរកអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន
្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវៃន f រចួបងា្ហ ញថា f មានអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 1 ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ និងលីមីត ៖
ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។

• lim
x→0+

lnx
x2 =

−∞
0+

=−∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→+∞

lnx
x2 = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖

f ′(x) =

(1
x

)
x2 − (lnx)(2x)

x4 =
x−2x lnx

x4 =
1−2lnx

x3

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1−2lnx = 0 ⇐⇒ lnx =
1
2

⇐⇒ x = e1/2 =
√

e ≈ 1.65 ។
តៃម្លអតិបរមាេធៀប ៖ f (

√
e) =

ln(
√

e)
(
√

e)2 =
1/2

e
=

1
2e

≈ 0.184 ។

x

f ′(x)

f (x)

0
√

e +∞

+ 0 −

−∞

1
2e
1
2e

00

គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x = 1 ៖
f (1) =

ln1
1

= 0 ។
f ′(1) =

1−2ln1
13 = 1 ។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ (d)y−0 = 1(x−1) ⇐⇒ y = x−1 ។

ឃ . សង់្រកាប (C) ៖



602 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

x

y

O

x = 0

(d)

(1,0)

S(
√

e, 1
2e) (C)

លហំាត់ទី ១៦

f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) =
1+2lnx

x2 េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។
ខ . គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f (x)មានអតិបរមាមួយ េហយីគណនាតៃម្លអតិបរមាេនាះ ។

គ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f រចួរកកូអរេដាេនចំណុចរបត់ៃន្រកាប (C) ។

ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ប៉ះេទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដល្រកាប (C)កាត់អ័ក្សអាប់សីុស ។

ង . គណនា f
(

1
2

)
និង f (2) រចួសង់បនា្ទ ត់ (T ) និង្រកាប (C) ។ េដាយេ្របី្រកាប (C) កំណត់តៃម្ល m េដីម្បីឱ្យ

សមីការ 1+2lnx
x2 = m មានឫស (េគឱ្យ ln2 = 0.7) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

• lim
x→0+

1+2lnx
x2 =

−∞
0+

=−∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→+∞

1+2lnx
x2 = lim

x→+∞

(
1
x2 +

2lnx
x2

)
= 0+0 = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក។

ខ . េដរេីវ និងអតិបរមា ៖

f ′(x) =

(2
x

)
x2 − (1+2lnx)(2x)

x4 =
2x−2x−4x lnx

x4 =
−4lnx

x3

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −4lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
• េបី 0 < x < 1 =⇒ lnx < 0 =⇒ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។
• េបី x > 1 =⇒ lnx > 0 =⇒ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ ។
• អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ ៖ f (1) =

1+2ln1
12 = 1 ។
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គ . តារាងអេថរភាព និងចំណុចរបត់ ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

11

00

គណនាេដរេីវទីពីរ f ′′(x) ៖

f ′′(x) =

(
−4

x

)
x3 − (−4lnx)(3x2)

x6 =
−4x2 +12x2 lnx

x6 =
4(3lnx−1)

x4

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 3lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx =
1
3

⇐⇒ x = e1/3 = 3
√

e ≈ 1.40 ។
f ( 3
√

e) =
1+2(1/3)

e2/3 =
5/3
e2/3 =

5

3 3√e2
≈ 0.89 ។

ដូចេនះ ចំណុចរបត់គឺ J
(

3
√

e,
5

3 3√e2

)
≈ J(1.40,0.89) ។

ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ (T ) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចកាត់អ័ក្សអាប់សីុស ៖
រកចំណុច្របសព្វរវាង (C) នឹងអ័ក្ស Ox ៖

f (x) = 0 ⇐⇒ 1+2lnx = 0 ⇐⇒ lnx =−1
2

⇐⇒ x0 = e−1/2 =
1√
e
≈ 0.61 =⇒ M

(
1√
e
,0
)

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

f ′(x0) =
−4ln(e−1/2)

(e−1/2)3
=

−4
(
−1

2

)
e−3/2 = 2e3/2 = 2e

√
e ≈ 8.91

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) គឺ ៖

y−0 = 2e
√

e
(

x− 1√
e

)
⇐⇒ (T ) : y = 2e

√
ex−2e ≈ 8.91x−5.4

ង . គណនាតៃម្ល សង់្រកាប និងពិភាក�ឫសតាម m ៖

• គណនា f
(

1
2

)
និង f (2) េដាយយក ln2 = 0.7 ៖

f
(

1
2

)
=

1+2ln
(1

2

)(1
2

)2 =
1−2ln2

1
4

= 4(1−2(0.7)) = 4(−0.4) = −1.6

f (2) =
1+2ln2

22 =
1+2(0.7)

4
=

2.4
4

= 0.6
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• កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ 1+2lnx
x2 = m មានឫស ៖

ចំនួនឫសៃនសមីការគឺជាចំនួនចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់េដក y = m ។
តាមតារាងអេថរភាព តៃម្លអតិបរមាដាច់ខាតៃន f (x) េលី (0,+∞) គឺ f (1) = 1 េហយី lim

x→0+
f (x) =−∞ ។

ដូេច្នះ សំណំុតៃម្លៃនអនុគមន៍គឺ f ((0,+∞)) = (−∞,1] ។
ដូចេនះ សមីការមានឫសលុះ្រតាែត ៖

m ≤ 1

x

y

O

x = 0

(T )

S(1,1)

( 1√
e ,0)

J

( 1
2 ,−1.6)

(2,0.6)
(C)

លហំាត់ទី ១៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =−x
2
+ ln

(
x−1

x

)
មាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f និងគណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) រចួសិក�សញញ េដាយដឹងថា x(x−1)> 0 ។ គូសតារាងអេថរភាព។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆)y =−x
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) និងសិក�ទីតាងំេធៀប។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូតក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ និងលីមីត ៖
លក្ខខណ្ឌ ៖ x−1

x
> 0 ⇐⇒ D = (−∞,0)∪ (1,+∞) ។

• lim
x→0−

ln
(

x−1
x

)
= ln(+∞) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→1+

ln
(

x−1
x

)
= ln(0+) =−∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→−∞

f (x) = +∞ ; lim
x→+∞

f (x) =−∞ ។
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ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
f (x) =−x

2
+ ln(x−1)− lnx ចំេពាះ x > 1 (ឬ ln(1− x)− ln(−x) ចំេពាះ x < 0) ៖

f ′(x) =−1
2
+

1
x−1

− 1
x
=−1

2
+

1
x(x−1)

=
−x(x−1)+2

2x(x−1)
=

−x2 + x+2
2x(x−1)

=
−(x+1)(x−2)

2x(x−1)

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−1 ឬ x = 2 ។
• េលី (−∞,−1) f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះ។
• េលី (−1,0) f ′(x)> 0 =⇒ f េកីន (អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−1 f (−1) =

1
2
+ ln2)។

• េលី (1,2) f ′(x)> 0 =⇒ f េកីន (អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 f (2) =−1− ln2)។
• េលី (2,+∞) f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 2 +∞

− 0 + + 0 −
+∞+∞

1
2 + ln21
2 + ln2

+∞

−∞

−1− ln2−1− ln2

−∞−∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖
lim

x→±∞

[
f (x)−

(
−x

2

)]
= lim

x→±∞
ln
(

1− 1
x

)
= 0 =⇒ y =−x

2
ជាអាសីុមតូតេ្រទត។

ទីតាងំេធៀប ៖

• x ∈ (−∞,0) =⇒ 1− 1
x
> 1 =⇒ ln

(
x−1

x

)
> 0 =⇒ (C) េនខាងេលី (∆)។

• x ∈ (1,+∞) =⇒ 1− 1
x
< 1 =⇒ ln

(
x−1

x

)
< 0 =⇒ (C) េនខាងេ្រកាម (∆)។

ឃ . សង់្រកាប (C) ៖ ផ្ចិតឆ្លុះ I(1/2,−1/4)។

x

y

O

x = 0x = 1

y =− x
2

(−1, 1
2 + ln2)

(2,−1− ln2)
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លហំាត់ទី ១៨

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 + lnx+1
x

កំណត់ចំេពាះ x > 0 មាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) រចួរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f ′(x)> 0,∀x > 0 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d)y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ និងសិក�ទីតាងំេធៀប។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូតក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
សរេសរ f (x) = x+

lnx
x

+
1
x
េលី (0,+∞) ។

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x+

lnx+1
x

)
=

−∞
0+

=−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x+

lnx
x

+
1
x

)
=+∞+0+0 =+∞ ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖

f ′(x) = 1+

(1
x

)
x− lnx(1)

x2 − 1
x2 = 1+

1− lnx−1
x2 = 1− lnx

x2 =
x2 − lnx

x2

ពិនិត្យភាគយក h(x) = x2 − lnx េលី (0,+∞) ៖
h′(x) = 2x− 1

x
=

2x2 −1
x

= 0 ⇐⇒ x =
1√
2
។

តៃម្លអប្បបរមាៃន h(x) គឺ ៖ h
(

1√
2

)
=

1
2
− ln

(
1√
2

)
=

1+ ln2
2

> 0 ។
ដូចេនះ h(x)> 0,∀x > 0 =⇒ f ′(x)> 0,∀x > 0 ។
អនុគមន៍ f េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖
lim

x→+∞
[ f (x)− x] = lim

x→+∞

lnx+1
x

= 0+0 = 0 =⇒ (d)y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។
ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− x =

lnx+1
x

៖
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• x ∈
(

0,
1
e

)
=⇒ lnx+1 < 0 =⇒ (C) េនខាងេ្រកាម (d)។

• x =
1
e

=⇒ (C)កាត់ (d) ្រតង់ចំណុច
(

1
e
,
1
e

)
។

• x ∈
(

1
e
,+∞

)
=⇒ lnx+1 > 0 =⇒ (C) េនខាងេលី (d)។

ឃ . សង់្រកាប (C) ៖

x

y

O

x = 0
y = x

(1
e ,

1
e )

(1,2)

(C)

លហំាត់ទី ១៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x

េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបសវ់ា ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ្រកាប

(C) ្រតង់ M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ង . កំណតត់ៃម្ល k េដាយេ្រប្ីរកាប (C) េដីម្បឱី្យសមីការ 1− 2lnx
x

= k មានឫស ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់
េដាយ្រកាប (C) អ័ក្ស (Ox) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
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• លីមីត្រតង់ 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
1− 2lnx

x

)
= 1−2 lim

x→0+

(
1
x
· lnx

)

េដាយកាលណា x → 0+ េគបាន 1
x
→+∞ និង lnx →−∞ =⇒ lnx

x
→−∞ ៖

lim
x→0+

f (x) = 1−2(−∞) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ

• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ តាមរូបមន្តលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

lnx
x

= 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1− 2lnx

x

)
= 1−0 = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞

ខ . គណនាេដរេីវ សិក�សញញ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• អនុវត្តរូបមន្ត
(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2 ៖

f ′(x) = 0−2 · (lnx)′ · x− (lnx)(x)′

x2 =−2 ·
1
x · x− lnx

x2 =
2(lnx−1)

x2

• េដាយសារ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េនាះសញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យេលីកេន�ម lnx−1 ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e

– េបី 0 < x < e េនាះ lnx < 1 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះដាច់ខាត) ។
– េបី x > e េនាះ lnx > 1 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីនដាច់ខាត) ។

• អនុគមន៍ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ ៖

f (e) = 1− 2lne
e

= 1− 2
e
≈ 1−0.74 = 0.26

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞ +∞

1− 2
e

1− 2
e

11

គ . រកកូអរេដាេនចំណុច M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖
• ចំណុច្របសព្វ M រវាង (C) និងអាសីុមតូតេដក y = 1 ៖

f (x) = 1 ⇐⇒ 1− 2lnx
x

= 1 ⇐⇒ 2lnx
x

= 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1

ដូេច្នះកូអរេដាេនចំណុច M គឺ M(1,1) ។
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• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M(1,1) គឺ ៖

f ′(1) =
2(ln1−1)

12 =
2(0−1)

1
=−2

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ចំណុច M(1,1) គឺ ៖
y− yM = f ′(1)(x− xM) ⇐⇒ y−1 =−2(x−1) ⇐⇒ y =−2x+3

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 1

(L)

(C)

M(1,1)

(e,1− 2
e )

ង . ពិភាក�ចំនួនឫស និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖

• ពិភាក�ចំនួនឫសៃនសមីការ 1− 2lnx
x

= k តាមតៃម្ល k ៖
ចំនួនឫសៃនសមីការជាចំនួនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់េដក y = k ៖
– េបី k < 1− 2

e
៖ បនា្ទ ត់ y = k មិនកាត់ (C) េទ =⇒ សមីការគា្ម នឫស ។

– េបី k = 1− 2
e
៖ បនា្ទ ត់ y = k ប៉ះ (C) ្រតង់ចំណុចអប្បបរមា =⇒ សមីការមានឫសឌុប x = e ។

– េបី 1− 2
e
< k < 1 ៖ បនា្ទ ត់ y = k កាត់ (C) ្រតង់ ២ ចំណុច =⇒ សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

– េបី k ≥ 1 ៖ បនា្ទ ត់ y = k កាត់ (C) ្រតង់ ១ ចំណុចគត់ =⇒ សមីការមានឫសែតមួយគត់ ។
• គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ ៖
ចំេពាះ x ∈ [1,e] េគមាន 2lnx

x
≥ 0 =⇒ f (x) = 1− 2lnx

x
≤ 1 េហយី f (x) ≥ 1− 2

e
> 0 (្រកាបេនេលី

អ័ក្សអាប់សីុស) ៖

S =
∫ e

1
f (x)dx =

∫ e

1

(
1− 2lnx

x

)
dx =

[
x− (lnx)2]e

1

េ្រពាះ ((lnx)2)′ = 2lnx · (lnx)′ =
2lnx

x
។

S =
(
e− (lne)2)− (1− (ln1)2)= (e−1)− (1−0) = e−2

ជំនួស e ≈ 2.718 េគបាន S = e−2 ≈ 0.72 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។
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លហំាត់ទី ២០

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដក ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C)

្រតង់ M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ង . កំណត់តៃម្ល k េដាយេ្របី្រកាប (C) េដីម្បឱី្យសមីការ 1+ 2
(

lnx
x

)
= k មានឫស ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់

កំណត់េដាយ្រកាប (C)អាសីុមតូតេដក និងបនា្ទ ត់ x = 1,x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• លីមីត្រតង់ 0+ ៖ lim

x→0+

lnx
x

=−∞ =⇒ lim
x→0+

f (x) =−∞ ។

ដូេច្នះ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x

= 0 =⇒ lim
x→+∞

f (x) = 1 ។
ដូេច្នះ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) = 2 ·
1
x · x− lnx

x2 =
2(1− lnx)

x2

• សញញ ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1− lnx = 0 ⇐⇒ x = e ។
– េលីចេនា្ល ះ (0,e) ៖ 1− lnx > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (េកីន) ។
– េលីចេនា្ល ះ (e,+∞) ៖ 1− lnx < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។

• អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ f (e) = 1+
2
e
≈ 1+0.74 = 1.74 ។
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x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞ −∞

1+
2
e

1+
2
e

11

គ . ចំណុច M និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖

• ្របសព្វនឹង y = 1 ៖ 1+
2lnx

x
= 1 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,1) ។

• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(1) =
2(1−0)

1
= 2 ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖
y−1 = 2(x−1) ⇐⇒ y = 2x−1

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

y = 1

(L)

(C)

M(1,1)

(e,1+ 2
e )

ង . ពិភាក�ចំនួនឫស និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖
• ពិភាក�សមីការ f (x) = k ៖

– េបី k > 1+
2
e
៖ សមីការគា្ម នឫស ។

– េបី k = 1+
2
e
៖ សមីការមានឫសឌុប x = e ។

– េបី 1 < k < 1+
2
e
៖ សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

– េបី k ≤ 1 ៖ សមីការមានឫសែតមួយគត់ ។
• គណនាៃផ្ទ្រកឡាេធៀបនឹងអាសីុមតូតេដក y = 1 ចំេពាះ x ∈ [1,e] ៖
េដាយ f (x)≥ 1 េលី [1,e] ៖

S =
∫ e

1
( f (x)−1)dx =

∫ e

1

2lnx
x

dx =
[
(lnx)2]e

1 = (lne)2 − (ln1)2 = 1−0 = 1

ដូេច្នះ S = 1 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(

1− lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបសវ់ា ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

្រកាប (C) ្រតង់ M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ង . កំណត់តៃម្ល k េដាយេ្របី្រកាប (C) េដីម្បឱី្យសមីការ 2
(

1− lnx
x

)
= k មានឫស ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់

កំណត់េដាយ្រកាប (C) អ័ក្ស (Ox) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+
2
(
1− lnx

x

)
= 2(1− (−∞)) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2
(
1− lnx

x

)
= 2(1−0) = 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . គណនាេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• f ′(x) =−2 · 1− lnx
x2 =

2(lnx−1)
x2 ។

• f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ។
• f ′(x)< 0 េលី (0,e) និង f ′(x)> 0 េលី (e,+∞) ។
• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ f (e) = 2

(
1− 1

e

)
= 2− 2

e
≈ 2−0.74 = 1.26 ។

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞ +∞

2− 2
e

2− 2
e

22

គ . ចំណុច M និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖
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• ្របសព្វនឹង y = 2 ៖ 2
(

1− lnx
x

)
= 2 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,2) ។

• f ′(1) =
2(ln1−1)

12 =−2 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ (L) ៖ y−2 =−2(x−1) ⇐⇒ y =−2x+4 ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 2

(L)

(C)

M(1,2)

(e,2− 2
e )

ង . ពិភាក�ឫស និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖
• ពិភាក�សមីការ f (x) = k ៖

– k < 2− 2
e
៖ គា្ម នឫស ។

– k = 2− 2
e
៖ ឫសឌុប x = e ។

– 2− 2
e
< k < 2 ៖ ឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

– k ≥ 2 ៖ ឫសែតមួយគត់ ។
• ៃផ្ទ្រកឡាេលី [1,e] ៖

S =
∫ e

1
2
(

1− lnx
x

)
dx =

[
2x− (lnx)2]e

1 = (2e−1)− (2−0) = 2e−3

ជំនួស e ≈ 2.718 ៖ S = 2e−3 ≈ 2.44 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។

លហំាត់ទី ២២

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) សិក�សញញ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
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គ . រកចំណុច្របសព្វ M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដក ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់
M ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (L) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

ង . កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឱី្យសមីការ 1+2
(

lnx
x

)
= k មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

• lim
x→0+

(
1+ 2lnx

x

)
=−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

(
1+ 2lnx

x

)
= 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖

• f ′(x) =
2(1− lnx)

x2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = e ។

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (e) = 1+
2
e
≈ 1.74 ។

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞ −∞

1+
2
e

1+
2
e

11

គ . ចំណុច M និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ f (x) = 1 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,1) ។
f ′(1) = 2 =⇒ (L) : y−1 = 2(x−1) ⇐⇒ y = 2x−1 ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (L) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

y = 1

(L)

(C)

M(1,1)

(e,1+ 2
e )
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ង . កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឱី្យមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ៖
ែផ្អកតាមតារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) បនា្ទ ត់េដក y = k កាត់្រកាប (C) ្រតង់ពីរចំណុចេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែត ៖

1 < k < 1+
2
e

លហំាត់ទី ២៣

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(

1− lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបសវ់ា ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

្រកាប (C) ្រតង់ M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ង . កំណតត់ៃម្ល k េដីម្បឱី្យសមីការ 2
(

1− lnx
x

)
= k មានឫស ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណតេ់ដាយ្រកាប (C)

អ័ក្ស (Ox) បនា្ទ ត់ x = 1 និង x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = (0,+∞) ។
• lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+
2
(
1− lnx

x

)
= 2(1− (−∞)) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2
(
1− lnx

x

)
= 2(1−0) = 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• f ′(x) =−2 · 1− lnx
x2 =

2(lnx−1)
x2 ។

• េដាយសារ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ។
• f ′(x)< 0 េលី (0,e) និង f ′(x)> 0 េលី (e,+∞) ។
• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ f (e) = 2

(
1− 1

e

)
= 2− 2

e
≈ 1.26 ។
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x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞ +∞

2− 2
e

2− 2
e

22

គ . ចំណុច M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖

• ្របសព្វនឹង y = 2 ៖ 2
(

1− lnx
x

)
= 2 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,2) ។

• f ′(1) =
2(ln1−1)

12 =−2 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ (L) ៖ y−2 =−2(x−1) ⇐⇒ y =−2x+4 ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 2

(L)

(C)

M(1,2)

(e,2− 2
e )

ង . កំណត់តៃម្ល k និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖

• ែផ្អកតាមតារាងអេថរភាព f (x)≥ 2− 2
e
ជានិច្ចនាឱំ្យសមីការ 2

(
1− lnx

x

)
= kមានឫស ⇐⇒ k ≥ 2− 2

e
≈ 1.26

។
• គណនាៃផ្ទ្រកឡាេលី [1,e] ៖

S =
∫ e

1
2
(

1− lnx
x

)
dx =

[
2x− (lnx)2]e

1 = (2e−1)− (2−0) = 2e−3

ជំនួស e ≈ 2.718 ៖ S = 2e−3 ≈ 2.44 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។
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លហំាត់ទី ២៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− lnx
x3 េហយីមានែខ្សេកាង (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e ។ គណនា f ( 3
√

e) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាងែខ្សេកាង (C) និងអាសីុមតូតេដក ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ែដល

ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (T ) និងែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7, 3
√

e ≈ 1.4,
1
3e

≈ 0.12) ។ កំណត់តៃម្ល k
េដីម្បឱី្យវសិមីការ 1− lnx

x3 > k េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• លីមីត្រតង់ 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
1− lnx

x3

)
= 1− lim

x→0+

(
1
x3 · lnx

)
= 1− (+∞)(−∞) = +∞

ដូេច្នះ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ តាមរូបមន្តលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

lnx
xα = 0 (ចំេពាះ α = 3 > 0) ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1− lnx

x3

)
= 1−0 = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
• អនុវត្តរូបមន្តេដរេីវផលែចក ៖

f ′(x) = 0− (lnx)′ · x3 − (lnx)(x3)′

(x3)2 =−
1
x · x

3 −3x2 lnx
x6 =−x2(1−3lnx)

x6 =
3lnx−1

x4

• េដាយសារ x4 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ 3lnx−1 ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 3lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx =
1
3

⇐⇒ x = e1/3 = 3
√

e

– េបី 0 < x < 3
√

e ៖ 3lnx−1 < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។
– េបី x > 3

√
e ៖ 3lnx−1 > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
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• ដូេច្នះ f មានតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 3
√

e គឺ ៖

f ( 3
√

e) = 1− ln(e1/3)

(e1/3)3
= 1−

1
3
e
= 1− 1

3e
≈ 1−0.12 = 0.88

x

f ′(x)

f (x)

0 3
√

e +∞

− 0 +

+∞ +∞

1− 1
3e

1− 1
3e

11

គ . ចំណុច្របសព្វ M និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

• រក M ៖ f (x) = 1 ⇐⇒ 1− lnx
x3 = 1 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,1) ។

• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(1) =
3ln1−1

14 =
0−1

1
=−1 ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ M(1,1) ៖

y−1 =−1(x−1) ⇐⇒ y =−x+2

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (T ) ្រកាប (C) និងេដាះ្រសាយវសិមីការ ៖

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

y = 1

(T )

(C)M(1,1)

( 3
√

e,1− 1
3e)

• កំណត់ k េដីម្បឱី្យ 1− lnx
x3 > k ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

វសិមីការ f (x)> k ចំេពាះ្រគប់ x > 0 មានន័យថា្រកាប (C)ទាងំមូលស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់េដក y = k ។
េដាយសារតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាតៃនអនុគមន៍ f គឺ fmin = 1− 1

3e
េនាះវសិមីការេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0

លុះ្រតាែត ៖

k < fmin ⇐⇒ k < 1− 1
3e
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លហំាត់ទី ២៥

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x−1−2ln
(

1− 1
x

)
និងមាន្រកាប (C) ។

ក . សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f េលីចេនា្ល ះ (1,+∞) ។
ខ . គណនា lim

x→1+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) រចួរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។

គ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ឃ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 3 មានឫសែតមួយគត់េលីចេនា្ល ះ [2,+∞) ។

ង . គណនា្រកឡាៃផ្ទ A ៃនែផ្នកប្លង់ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ (L) : y = x−1 ចំេពាះ 2 ≤ x ≤ 4 (េគឱ្យ
ln2 ≈ 0.7, ln3 ≈ 1.1) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f ៖

• អនុគមន៍មានន័យកាលណា 1− 1
x
> 0 ⇐⇒ x−1

x
> 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,0)∪ (1,+∞) ។ េលីចេនា្ល ះ (1,+∞)

អនុគមន៍ជាប់ និងមានេដរេីវជានិច្ច ។
• សរេសរ f (x) = x−1−2[ln(x−1)− lnx] ៖

f ′(x) = 1−2
(

1
x−1

− 1
x

)
= 1− 2

x(x−1)
=

x(x−1)−2
x(x−1)

=
x2 − x−2
x(x−1)

• េដាយ x2 − x−2 = (x−2)(x+1) េហយីចំេពាះ x > 1 េគបាន x(x−1)> 0 និង x+1 > 0 េនាះ ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x−2 = 0 ⇐⇒ x = 2

– េបី 1 < x < 2 េនាះ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត ។
– េបី x > 2 េនាះ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត ។

• តៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ ៖

f (2) = 2−1−2ln
(

1− 1
2

)
= 1−2ln

(
1
2

)
= 1+2ln2 ≈ 1+2(0.7) = 2.4

ខ . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត ៖

• កាលណា x → 1+ េគបាន 1− 1
x
→ 0+ =⇒ ln

(
1− 1

x

)
→−∞ ៖

lim
x→1+

f (x) = 1−1−2(−∞) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ

• កាលណា x →+∞ េគបាន 1
x
→ 0 =⇒ 1− 1

x
→ 1 =⇒ ln

(
1− 1

x

)
→ 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) = +∞−1−0 =+∞
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• ពិនិត្យលីមីតៃនផលដក f (x)− (x−1) ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

[
−2ln

(
1− 1

x

)]
=−2ln1 = 0

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (L) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

គ . តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖

x

f ′(x)

f (x)

1 2 +∞

− 0 +

+∞ +∞

1+2ln21+2ln2

+∞+∞

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

x = 1 y = x−1
(C)

(2,1+2ln2)

ឃ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 3 មានឫសែតមួយគត់េលី [2,+∞) ៖
• េលីចេនា្ល ះ [2,+∞) អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកីនដាច់ខាត ។
• តៃម្លេនចុងចេនា្ល ះ ៖ f (2) = 1+2ln2 ≈ 2.39 < 3 និង lim

x→+∞
f (x) = +∞ > 3 ។

• េដាយ 3 ∈ [ f (2),+∞[តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល អនុគមន៍ f បេង្កីតបានជាអនុវត្តនម៍ួយទលម់ួយ ដូេច្នះសមីការ
f (x) = 3 មានឫសែតមួយគត់ x0 ∈ [2,+∞) ។

ង . គណនា្រកឡាៃផ្ទ A ៖

• ចំេពាះ្រគប់ x ≥ 2 េគបាន 1− 1
x
< 1 =⇒ ln

(
1− 1

x

)
< 0 =⇒ −2ln

(
1− 1

x

)
> 0 ដូេច្នះ្រកាប (C)ស្ថិតេន

ខាងេលីបនា្ទ ត់ (L)ជានិច្ច ៖

A =
∫ 4

2
[ f (x)− (x−1)]dx =−2

∫ 4

2
ln
(

x−1
x

)
dx = 2

∫ 4

2
[lnx− ln(x−1)]dx
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• ្រពីមីទីវៃន lnu គឺ u lnu−u ៖∫
[lnx− ln(x−1)]dx = [x lnx− x]− [(x−1) ln(x−1)− (x−1)] = x lnx− (x−1) ln(x−1)−1

• ជំនួស្រពំែដនពី 2 ដល់ 4 ៖
[x lnx− (x−1) ln(x−1)]42 = (4ln4−3ln3)− (2ln2−1ln1)

= (8ln2−3ln3)−2ln2 = 6ln2−3ln3

A = 2(6ln2−3ln3) = 12ln2−6ln3

ជំនួស ln2 ≈ 0.7, ln3 ≈ 1.1 ៖

A = 12(0.7)−6(1.1) = 8.4−6.6 = 1.8 =⇒ A = 1.8 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ

លហំាត់ទី ២៦

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ∈ D = (−∞,0)∪ (1,+∞) េដាយ y = f (x) = −x
2
+ ln

(
x−1

x

)
េហយីមាន

ែខ្សេកាង (C) ។
ក . គណនា lim

x→−∞
f (x), lim

x→+∞
f (x), lim

x→0−
f (x) និង lim

x→1+
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរទាងំពីរៃន (C) ។

ខ . គណនា និងសិក�សញញ f ′(x) េដាយដឹងថា x(x− 1) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។ គណនាតៃម្លអប្បបរមា និង
អតិបរមាៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាព ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (L) : y =−x
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ។

ឃ . សង់អាសីុមតូត និងែខ្សេកាង (C) (យក e≈ 2.7, ln2≈ 0.7) ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឱី្យសមីការ−x
2
+ ln

(
x−1

x

)
= a

មានឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូតឈរ ៖
• lim

x→−∞
f (x) =−−∞

2 + ln1 =+∞ ។
• lim

x→+∞
f (x) =−+∞

2 + ln1 =−∞ ។

• កាលណា x → 0− េគបាន x−1
x

→ −1
0−

=+∞ =⇒ lim
x→0−

f (x) = 0+∞ =+∞ ៖

x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ

• កាលណា x → 1+ េគបាន x−1
x

→ 0+

1
= 0+ =⇒ lim

x→1+
f (x) =−1

2 +(−∞) =−∞ ៖

x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ
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ខ . គណនាេដរេីវ តៃម្លបរមា និងតារាងអេថរភាព ៖

• េដរេីវៃន f (x) =−x
2
+ ln(x−1)− lnx ៖

f ′(x) =−1
2
+

1
x−1

− 1
x
=−1

2
+

1
x(x−1)

=
−x(x−1)+2

2x(x−1)
=

−(x2 − x−2)
2x(x−1)

f ′(x) =
−(x−2)(x+1)

2x(x−1)

• េលីែដនកំណត់ D ភាគែបង 2x(x−1)> 0 ជានិច្ច ដូេច្នះសញញ ៃន f ′(x) ដូចសញញ ភាគយក −(x−2)(x+1) ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−1 ឬ x = 2

– ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1) ៖ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។
– ចំេពាះ x ∈ (−1,0) ៖ f ′(x)> 0 (េកីន) ។
– ចំេពាះ x ∈ (1,2) ៖ f ′(x)> 0 (េកីន) ។
– ចំេពាះ x ∈ (2,+∞) ៖ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។

• តៃម្លបរមាេធៀប ៖
– អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−1 ៖ f (−1) =

1
2
+ ln

(
−2
−1

)
=

1
2
+ ln2 ≈ 0.5+0.7 = 1.2 ។

– អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 ៖ f (2) =−1+ ln
(

1
2

)
=−1− ln2 ≈−1−0.7 =−1.7 ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 2 +∞

− 0 + d + 0 −
+∞+∞

1
2 + ln21
2 + ln2

+∞ −∞ −1− ln2−1− ln2

−∞−∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត (L) ៖

lim
x→±∞

[
f (x)−

(
−x

2

)]
= lim

x→±∞
ln
(

x−1
x

)
= ln1 = 0

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (L) : y =−x
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង ±∞ ។

ឃ . សង់្រកាប និងពិភាក�ឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ៖
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x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

x = 1

y =− x
2(C)

(−1, 1
2 + ln2)

(2,−1− ln2)

• ែស្វងរកតៃម្ល a ៖
ឫសអវជិ្ជមានៃនសមីការជាអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) េលីចេនា្ល ះ (−∞,0)ជាមួយបនា្ទ តេ់ដក y = a
។
េលីចេនា្ល ះ (−∞,0) អនុគមន៍ចុះពី +∞ ដល់តៃម្លអប្បបរមា 1

2
+ ln2 រចួេកីនេឡងីេទ +∞ វញិ ។

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ y = a កាត់ែខ្នងខាងេឆ្វង (x < 0) ្រតង់ ២ ចំណុចេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែត ៖

a >
1
2
+ ln2 ≈ 1.2

លហំាត់ទី ២៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ y = f (x) =−x−2+
4ex

ex +1
េហយីមានែខ្សេកាង (C) ក្នុង

ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនា lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)កាលណា x →−∞ និង x →+∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីបងា្ហ ញថា f ′(x)≤ 0 ចំេពាះ្រគបច់ំនួនពិត x ។ គណនា f ′(0), f (0) េហយីសង់តារាង
អេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថាគល់កូអរេដាេន O ជាចំណុចរបត់ និងជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

ឃ . គណនា f (3) េហយីសង់ែខ្សេកាង (C) (យក e3 ≈ 20) ។ េដាះ្រសាយវសិមីការ 4ex

ex +1
≥ x+ 2 េដាយេ្របី

ែខ្សេកាង (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត ៖
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• កាលណា x →−∞ េគបាន ex → 0 =⇒ 4ex

ex +1
→ 0 ៖

lim
x→−∞

f (x) = +∞−2+0 =+∞

េហយី lim
x→−∞

[ f (x)− (−x−2)] = lim
x→−∞

4ex

ex +1
= 0 ៖

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (d1) : y =−x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

• កាលណា x →+∞ េគបាន 4ex

ex +1
=

4
1+ e−x → 4 ៖

lim
x→+∞

f (x) =−∞−2+4 =−∞

ម៉យងេទៀត f (x)− (−x+2) =
4ex

ex +1
−4 =

−4
ex +1

→ 0 ៖
ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (d2) : y =−x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) =−1+
4ex(ex +1)−4ex · ex

(ex +1)2 =−1+
4ex

(ex +1)2 =
−(ex +1)2 +4ex

(ex +1)2

f ′(x) =
−(e2x +2ex +1−4ex)

(ex +1)2 =
−(e2x −2ex +1)

(ex +1)2 =−(ex −1)2

(ex +1)2

• េដាយសារ (ex −1)2 ≥ 0 និង (ex +1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េគទាញបាន ៖
f ′(x)≤ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

• ្រតង់ x = 0 ៖ f ′(0) =−(1−1)2

(1+1)2 = 0 និង f (0) =−0−2+
4(1)
1+1

=−2+2 = 0 ។

• ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី R ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 −
+∞+∞

−∞−∞

0

0

គ . ចំណុចរបត់ និងផ្ចិតឆ្លុះ ៖

• េដរេីវទីពីរ f ′′(x) ៖

f ′′(x) =
(
−1+4ex(ex +1)−2)′ = 4ex(ex +1)−2 −8e2x(ex +1)−3 =

4ex(1− ex)

(ex +1)3

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 1− ex = 0 ⇐⇒ x = 0 េហយី f ′′(x) ប្តូរសញញ ពីវជិ្ជមាន (x < 0) េទអវជិ្ជមាន (x > 0) ្រតង់
x = 0 ដូេច្នះចំណុច O(0,0)ជាចំណុចរបត់ ។



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

625

• េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (−x)+ f (x) ៖

f (−x) = x−2+
4e−x

e−x +1
= x−2+

4
1+ ex

f (−x)+ f (x) = (x−2)+(−x−2)+
4+4ex

1+ ex =−4+4 = 0 = 2 ·0

ដូេច្នះ O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃនែខ្សេកាង (C) ។

ឃ . គណនា f (3)សង់្រកាប និងេដាះ្រសាយវសិមីការ ៖

• f (3) =−3−2+
4e3

e3 +1
≈−5+

4(20)
20+1

=−5+
80
21

=−25
21

≈−1.19 ។

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

y =−x−2

y =−x+2(C)

O(0,0)

(3,−1.19)

• េដាះ្រសាយវសិមីការ 4ex

ex +1
≥ x+2 ៖

វសិមីការសមមូលនឹង ៖

−x−2+
4ex

ex +1
≥ 0 ⇐⇒ f (x)≥ 0

តាម្រកាប (C) និងតារាងអេថរភាព f (x)≥ 0 កាលណាែខ្សេកាងស្ថិតេនខាងេលី ឬកាតអ់័ក្សអាប់សីុស ែដល្រត�វ
នឹង x ≤ 0 ។
ដូេច្នះសំណំុចេម្លីយៃនវសិមីការគឺ S = (−∞,0] ។

លហំាត់ទី ២៨

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតច់ំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) =−x− 4lnx
x
េហយីមានែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនា lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។
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ខ . បងា្ហ ញថា (L) : y =−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និង (L) ។

គ . បងា្ហ ញថាេដរេីវ f ′(x) < 0 េបីដឹងថា x2 + 4− 4lnx > 0 ចំេពាះ x > 0 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ បនា្ទ ត់
(D) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (L) ។ រកកូអរេដាេនៃន A និងសមីការបនា្ទ ត់ (D) ។

ឃ . សង់ (L),(D) និង (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
4
e
≈ 1.5) ។ េគតាង S(a) ជា្រកឡាៃផ្ទកំណត់េដាយ

្រកាប (C) និងអាសីុមតូត (L) ចំេពាះ 1 ≤ x ≤ a ។ រកតៃម្ល a េដីម្បឱី្យ S(a) = 2 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូតឈរ ៖
• lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+

(
−x−4 · lnx

x

)
= 0−4(−∞) = +∞ ៖

x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
−x− 4lnx

x

)
=−∞−0 =−∞ ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (L) និងទីតាងំេធៀប ៖

• lim
x→+∞

[ f (x)− (−x)] = lim
x→+∞

(
−4lnx

x

)
= 0 =⇒ (L) : y =−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

• ពិនិត្យសញញ ៃន f (x)− (−x) =−4lnx
x

េលី (0,+∞) ៖
– េបី 0 < x < 1 ៖ lnx < 0 =⇒ f (x)− (−x)> 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី (L) ។
– េបី x = 1 ៖ f (1)− (−1) = 0 =⇒ (C)កាត់ (L) ្រតង់ចំណុច (1,−1) ។
– េបី x > 1 ៖ lnx > 0 =⇒ f (x)− (−x)< 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (L) ។

គ . េដរេីវ តារាងអេថរភាព និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (D) ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) =−1−4 ·
1
x · x− lnx

x2 =−1− 4(1− lnx)
x2 =

−x2 −4+4lnx
x2 =−x2 +4−4lnx

x2

• េដាយ x2 +4−4lnx > 0 និង x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េគបាន ៖

f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី (0,+∞)

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

−
+∞ +∞

−∞−∞
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• បនា្ទ ត់ (D) ្រសបនឹង (L) : y =−x មានន័យថាេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −1 ៖

f ′(xA) =−1 ⇐⇒ −
x2

A +4−4lnxA

x2
A

=−1 ⇐⇒ 4−4lnxA = 0 ⇐⇒ lnxA = 1 ⇐⇒ xA = e

• អរេដាេន ៖ yA = f (e) =−e− 4lne
e

=−e− 4
e
≈−2.7−1.5 =−4.2 ៖

A
(

e,−e− 4
e

)

• សមីការបនា្ទ ត់ (D) ៖

y− yA =−1(x− xA) ⇐⇒ y−
(
−e− 4

e

)
=−(x− e) ⇐⇒ y =−x− 4

e

ឃ . សង់្រកាប និងគណនាតៃម្ល a ៖

x

y

O 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

(L)

(D)
(C)

A(e,−e− 4
e )

• គណនាតៃម្ល a ៖
ចំេពាះ x ∈ [1,a] (េដាយ a > 1) ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (L) ៖

S(a) =
∫ a

1
[−x− f (x)]dx =

∫ a

1

4lnx
x

dx =
[
2(lnx)2]a

1 = 2(lna)2 −0 = 2(lna)2

S(a) = 2 ⇐⇒ 2(lna)2 = 2 ⇐⇒ (lna)2 = 1 ⇐⇒ lna = 1 (េ្រពាះ a > 1) ⇐⇒ a = e
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លហំាត់ទី ២៩

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ (d) ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M(1,0) ។ សង់ (d) និង (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក
√

e ≈ 1.6,
1
2e

≈ 0.2) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+

(
1
x2 · lnx

)
= (+∞)(−∞) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

lnx
x2 = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖

• f ′(x) =
(lnx)′ · x2 − (lnx)(x2)′

(x2)2 =
1
x · x

2 −2x lnx
x4 =

x(1−2lnx)
x4 =

1−2lnx
x3 ។

• េដាយ x3 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1−2lnx = 0 ⇐⇒ lnx =
1
2

⇐⇒ x = e1/2 =
√

e

– េបី 0 < x <
√

e ៖ 1−2lnx > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (េកីន) ។
– េបី x >

√
e ៖ 1−2lnx < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។

• ដូេច្នះ f មានតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត្រតង់ x =
√

e គឺ ៖

f (
√

e) =
ln(e1/2)

(
√

e)2 =
1
2
e
=

1
2e

≈ 0.184

x

f ′(x)

f (x)

0
√

e +∞

+ 0 −

−∞ −∞

1
2e
1
2e

00

គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) និងសង់្រកាប ៖
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• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(1) =
1−2ln1

13 =
1−0

1
= 1 ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) ្រតង់ M(1,0) ៖
y−0 = 1(x−1) ⇐⇒ y = x−1

x

y

O 1 2 3 4 5

−1

1

2

(d)

(C)

M(1,0)

(
√

e, 1
2e)

លហំាត់ទី ៣០

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x

េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . រក lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→0+
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ឃ . គណនា្រកឡាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប (C)អាសីុមតូតេដក និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

• lim
x→0+

f (x) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖ f ′(x) =
2(lnx−1)

x2 ។ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = e ។ អប្បបរមា f (e) = 1− 2
e
≈ 0.26 ។

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞ +∞

1− 2
e

1− 2
e

11
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គ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 1
(C)

(1,1)

(e,1− 2
e )

ឃ . គណនា្រកឡាៃផ្ទែផ្នកប្លង់ ៖
ចំេពាះ x ∈ [1,e] ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមអាសីុមតូតេដក y = 1 ៖

S =
∫ e

1
[1− f (x)]dx =

∫ e

1

2lnx
x

dx =
[
(lnx)2]e

1 = (lne)2 − (ln1)2 = 1−0 = 1

ដូេច្នះ S = 1 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។

លហំាត់ទី ៣១

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2+
lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ I រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដក ។ សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក
e ≈ 2.7,e0.5 ≈ 1.65) ។

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប (C)អាសីុមតូតេដក និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e0.5 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• lim

x→0+
f (x) = 2+ lim

x→0+

(
1
x2 · lnx

)
= 2+(+∞)(−∞) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = 2+ lim
x→+∞

lnx
x2 = 2+0 = 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដក ។
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ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖

• f ′(x) = 0+
1
x · x

2 − (lnx)(2x)
x4 =

x(1−2lnx)
x4 =

1−2lnx
x3 ។

• េដាយ x3 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1−2lnx = 0 ⇐⇒ lnx =
1
2

⇐⇒ x = e0.5 =
√

e ≈ 1.65

– េបី 0 < x < e0.5 ៖ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– េបី x > e0.5 ៖ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

• អតិបរមាេធៀប ៖ f (e0.5) = 2+
0.5
e

= 2+ 1
2e ≈ 2+0.18 = 2.18 ។

x

f ′(x)

f (x)

0 e0.5 +∞

+ 0 −

−∞ −∞

2+
1
2e

2+
1
2e

22

គ . ចំណុច្របសព្វ I និងសង់្រកាប (C) ៖

• f (x) = 2 ⇐⇒ 2+
lnx
x2 = 2 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ I(1,2) ។

x

y

O 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

y = 2 (C)

I(1,2)

(e0.5,2+ 1
2e)

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ ៖
ចំេពាះ x ∈ [1,e0.5] ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ y = 2 ៖

S =
∫ e0.5

1
[ f (x)−2]dx =

∫ e0.5

1

lnx
x2 dx

អនុវត្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ៖ តាង u = lnx =⇒ du =
dx
x
និង dv =

dx
x2 =⇒ v =−1

x
៖∫ lnx

x2 dx =− lnx
x

−
∫ (

− 1
x2

)
dx =− lnx+1

x
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S =

[
− lnx+1

x

]e0.5

1
=−0.5+1

e0.5 −
(
−0+1

1

)
= 1− 1.5

e0.5 ≈ 1− 1.5
1.65

= 1− 10
11

=
1
11

≈ 0.091

ដូេច្នះ S = 1− 1.5√
e
≈ 0.09 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។

លហំាត់ទី ៣២

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី I = (0,+∞) េដាយ f (x) =
x+ lnx

x2 ។
A . េគឱ្យអនុគមន៍ h កំណត់េលី I េដាយ h(x) = −x+1−2lnx ។ គណនា h(1) និងសិក�អេថរភាពៃន h(x)

(មិនត្រម�វឱ្យគណនាលីមីតចុងែដន) ។

B . ក . គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតង់ 0+ និង្រតង់ +∞ ។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f ។
គ . បងា្ហ ញថាេនេលី I, f ′(x) មានសញញ ដូច h(x) ។
ឃ . ទាញយកអេថរភាពៃន f េលី I រចួសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

A . សិក�អនុគមន៍ជំនួយ h(x) ៖
• h(1) =−1+1−2ln1 = 0−0 = 0 ៖ h(1) = 0 ។

• េដរេីវ ៖ h′(x) =−1− 2
x
=

−x−2
x

=−x+2
x

។
• ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េគបាន x+2 > 0 និង x > 0 =⇒ h′(x)< 0 ជានិច្ច ។
ដូេច្នះ h ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។

• ទាញរកសញញ ៃន h(x) ៖
– េបី 0 < x < 1 េនាះ h(x)> h(1) = 0 =⇒ h(x)> 0 ។
– េបី x > 1 េនាះ h(x)< h(1) = 0 =⇒ h(x)< 0 ។

B . សិក�អនុគមន៍ f (x) ៖
ក . គណនាលីមីត ៖

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
1
x +

lnx
x2

)
= lim

x→0+
x+lnx

x2 ៖

េដាយ x+ lnx →−∞ និង x2 → 0+ េនាះ lim
x→0+

f (x) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1
x +

lnx
x2

)
= 0+0 = 0 =⇒ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖

f ′(x) =
(x+ lnx)′ · x2 − (x+ lnx)(x2)′

x4 =

(
1+ 1

x

)
x2 −2x(x+ lnx)

x4
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f ′(x) =
x2 + x−2x2 −2x lnx

x4 =
x(−x+1−2lnx)

x4 =
−x+1−2lnx

x3 =
h(x)
x3

គ . សញញ ៃន f ′(x) ៖
េដាយ x3 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ I = (0,+∞) េគទាញបាន ៖

f ′(x)មានសញញ ដូច h(x) េលីចេនា្ល ះ I

ឃ . អេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖
• f ′(x) = 0 ⇐⇒ h(x) = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
• េលី (0,1) ៖ f ′(x)> 0 =⇒ f េកីនដាច់ខាត ។
• េលី (1,+∞) ៖ f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះដាច់ខាត ។
• អតិបរមាេធៀប ៖ f (1) =

1+ ln1
12 = 1 ។

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞ −∞

11

00

x

y

O 1 2 3 4 5

−1

1

2

(C)

(1,1)

α ≈ 0.57

លហំាត់ទី ៣៣

ក . េគមានអនុគមន៍ g កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ g(x) = x2 + lnx ។
១ . បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) រចួគណនា g(1) ។
២ . ទាញបញ្ជ ក់ថា ៖ េបី x ≥ 1 េនាះ x2 + lnx ≥ 1 េហយីេបី 0 < x ≤ 1 េនាះ x2 + lnx ≤ 1 ។
៣ . កំណត់សញញ ៃនកេន�ម x2 + lnx−1 កាលណា x ∈ (0,+∞) ។

ខ . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី (0,+∞) េដាយ f (x) = x+1− lnx
x
និងមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(O,⃗ i, j⃗) ។
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១ . សិក�លីមីតៃន f ្រតង់ 0+ និង +∞ (េដាយដឹងថា lim
x→+∞

lnx
x

= 0) ។

២ . បងា្ហ ញថាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
x2 + lnx−1

x2 ។
៣ . េ្របីលទ្ធផលសំណួរ a សិក�សញញ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
៤ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x+1 ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។ សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និង ∆

បញ្ជ ក់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ I រចួសង់ ∆ និង (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សិក�អនុគមន៍ g(x) = x2 + lnx ៖

១ . g′(x) = 2x+
1
x
=

2x2 +1
x

។ េដាយ x > 0 =⇒ g′(x) > 0 ជានិច្ច ដូេច្នះ g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី
(0,+∞) ។
គណនា g(1) = 12 + ln1 = 1+0 = 1 ៖ g(1) = 1 ។

២ . េដាយ g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត ៖
• េបី x ≥ 1 =⇒ g(x)≥ g(1) ⇐⇒ x2 + lnx ≥ 1 ។
• េបី 0 < x ≤ 1 =⇒ g(x)≤ g(1) ⇐⇒ x2 + lnx ≤ 1 ។

៣ . សញញ ៃន x2 + lnx−1 ៖
• េបី 0 < x < 1 េនាះ x2 + lnx−1 < 0 (សញញ ដក) ។
• េបី x = 1 េនាះ x2 + lnx−1 = 0 ។
• េបី x > 1 េនាះ x2 + lnx−1 > 0 (សញញ បូក) ។

ខ . សិក�អនុគមន៍ f (x) = x+1− lnx
x
៖

១ . លីមីត ៖
• lim

x→0+
f (x) = 0+1− lim

x→0+

(1
x · lnx

)
= 1− (−∞) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x+1− lnx

x

)
=+∞+1−0 =+∞ ។

២ . គណនាេដរេីវ ៖

f ′(x) = 1+0−
1
x · x− lnx

x2 = 1− 1− lnx
x2 =

x2 −1+ lnx
x2 =

x2 + lnx−1
x2

៣ . សញញ f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖ េដាយ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ ភាគយក
x2 + lnx−1 ៖
• f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1 ។
• េលី (0,1) ៖ f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះដាច់ខាត ។
• េលី (1,+∞) ៖ f ′(x)> 0 =⇒ f េកីនដាច់ខាត ។
តៃម្លអប្បបរមាេធៀប ៖ f (1) = 1+1− ln1

1
= 2 ។
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x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞ +∞

22

+∞+∞

៤ . អាសីុមតូតេ្រទត ∆ ទីតាងំេធៀប និងសង់្រកាប ៖
• lim

x→+∞
[ f (x)− (x+1)] = lim

x→+∞

(
− lnx

x

)
= 0 =⇒ ∆ : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ ពិនិត្យ f (x)− (x+1) =− lnx
x
៖

– េលី (0,1) ៖ lnx < 0 =⇒ − lnx
x

> 0 =⇒ (C) េនខាងេលី ∆ ។
– ្រតង់ x = 1 ៖ កាត់គា្ន ្រតង់ចំណុច I(1,2) ។
– េលី (1,+∞) ៖ lnx > 0 =⇒ − lnx

x
< 0 =⇒ (C) េនខាងេ្រកាម ∆ ។

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

∆
(C)

I(1,2)

លហំាត់ទី ៣៤

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី (1,+∞) េដាយ f (x) =−x+4+ ln
(

x+1
x−1

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 1+ និង្រតង់ +∞ ។

ខ . បងា្ហ ញថាេលី (1,+∞) េដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =− x2 +1
(x+1)(x−1)

។សិក�អេថរភាព និងសង់តារាងអេថរ
ភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 : y =−x+4ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x > 1, x+1
x−1

> 1

រចួទាញរកទីតាងំេធៀបរវាង (C) និង d1 ។



636 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុច B េលី (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 មានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −5
3
និងសរេសរសមីការ

បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េនះ ។

ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 (យក ln3 ≈ 1.1 និងដឹងថា្រកាបកាតអ់័ក្សអាប់សីុស្រតង់ x ≈ 4.5)
។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖

• កាលណា x → 1+ េគបាន x+1
x−1

→ 2
0+

=+∞ =⇒ ln
(

x+1
x−1

)
→+∞ ៖

lim
x→1+

f (x) =−1+4+(+∞) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ

• កាលណា x →+∞ េគបាន x+1
x−1

→ 1 =⇒ ln
(

x+1
x−1

)
→ 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) =−∞+4+0 =−∞

ខ . គណនាេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖
• សរេសរ f (x) =−x+4+ ln(x+1)− ln(x−1) ៖

f ′(x) =−1+
1

x+1
− 1

x−1
=−1+

(x−1)− (x+1)
(x+1)(x−1)

=−1− 2
x2 −1

= − x2 +1
(x+1)(x−1)

• េដាយសារចំេពាះ្រគប់ x > 1 េគបាន x2 +1 > 0 និង (x+1)(x−1) = x2 −1 > 0 េនាះ ៖

f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (1,+∞)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះ (1,+∞) ។

x

f ′(x)

f (x)

1 +∞

−
+∞ +∞

−∞−∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត d1 និងទីតាងំេធៀប ៖

• lim
x→+∞

[ f (x)− (−x+4)] = lim
x→+∞

ln
( x+1

x−1

)
= ln1 = 0 =⇒ d1 : y =−x+4 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ។

• ចំេពាះ្រគប់ x > 1 េគមាន x+1
x−1

=
(x−1)+2

x−1
= 1+

2
x−1

> 1 ។
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• េដាយសារ x+1
x−1

> 1 =⇒ ln
(

x+1
x−1

)
> 0 =⇒ f (x)− (−x+4)> 0 ៖

ដូេច្នះ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីអាសីុមតូតេ្រទត d1 ជានិច្ច ។
ឃ . ចំណុច B និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ៖

• េមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −5
3
៖

f ′(x0) =−5
3

⇐⇒ −
x2

0 +1
x2

0 −1
=−5

3
⇐⇒ 3(x2

0 +1) = 5(x2
0 −1)

3x2
0 +3 = 5x2

0 −5 ⇐⇒ 2x2
0 = 8 ⇐⇒ x2

0 = 4 ⇐⇒ x0 = 2 (េ្រពាះ x0 > 1)

• អរេដាេនៃន B ៖ y0 = f (2) =−2+4+ ln
(

3
1

)
= 2+ ln3 ≈ 2+1.1 = 3.1 ៖

B(2,2+ ln3)

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតង់ B ៖

y− (2+ ln3) =−5
3
(x−2) ⇐⇒ y =−5

3
x+

10
3
+2+ ln3 ⇐⇒ y =−5

3
x+

16
3
+ ln3

(តៃម្ល្របែហល ៖ y ≈−1.67x+6.43) ។

ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

3

4

5

x = 1

d1

d2

(C)

B(2,3.1)

[4.5,0]
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R\{0} េដាយ f (x) =
ex

x
និងមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x), lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) រចួទាញរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា និងសិក�សញញ េដរេីវ f ′(x) ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ f មានអប្បបរមាមួយ គណនាតៃម្លអប្បបរមាេនះ
និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតង់អាប់សីុស x0 = 1 ជាបនា្ទ ត់្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ។

ឃ . សង់្រកាប (C) ។ េ្របី្រកាប (C) កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ ex −mx = 0 មានឫស ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត ៖

• lim
x→−∞

ex

x = 0
−∞ = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞ ។

• lim
x→+∞

ex

x =+∞ (លីមីត្រគឹះ) ។
• lim

x→0−
ex

x = 1
0− =−∞ និង lim

x→0+
ex

x = 1
0+ =+∞ ៖

ដូេច្នះ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . េដរេីវ តៃម្លអប្បបរមា និងតារាងអេថរភាព ៖

• េដរេីវ ៖ f ′(x) =
(ex)′ · x− ex(x)′

x2 =
ex · x− ex

x2 =
ex(x−1)

x2 ។
• េដាយ ex > 0 និង x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ x−1 ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x−1 = 0 ⇐⇒ x = 1

– េលី (−∞,0) ៖ x−1 < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។
– េលី (0,1) ៖ x−1 < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។
– េលី (1,+∞) ៖ x−1 > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (េកីន) ។

• េលីចេនា្ល ះ (0,+∞) អនុគមន៍ចុះពី +∞ ដល់ x = 1 រចួេកីនេឡងីេទ +∞ វញិ ដូេច្នះ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប
្រតង់ x = 1 គឺ ៖

f (1) =
e1

1
= e ≈ 2.72

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 1 +∞

− − 0 +

00

−∞

+∞

ee

+∞+∞
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គ . បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x0 = 1 ៖
េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ f ′(1) =

e1(1−1)
12 = 0 ។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y− f (1) = 0(x−1) ⇐⇒ y = e ។
េដាយសារបនា្ទ ត់េនះមានទ្រមង់ y = េថរ េនាះវាជាបនា្ទ ត់េដក្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស (Ox) ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងពិភាក�ឫសសមីការ ex −mx = 0 ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

5

(C)

y = e
(1,e)

• កំណត់តៃម្ល m ៖
សមីការ ex −mx = 0 ៖
– េបី x = 0 ៖ e0 −0 = 1 ̸= 0 ដូេច្នះ x = 0 មិនែមនជាឫសេឡយី ។
– ចំេពាះ x ̸= 0 ៖ ex −mx = 0 ⇐⇒ ex

x
= m ⇐⇒ f (x) = m ។

ឫសៃនសមីការជាអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់េដក y = m ៖
– ចំេពាះ x < 0 ៖ តៃម្លៃន f (x)ស្ថិតក្នុងចេនា្ល ះ (−∞,0) ដូេច្នះបនា្ទ ត់ y = m ែតងែតកាត់ (C) ្រតង់មួយចំណុច
ជានិច្ច កាលណា m < 0 ។

– ចំេពាះ x > 0 ៖ តៃម្លៃន f (x)ស្ថិតក្នុងចេនា្ល ះ [e,+∞) ដូេច្នះបនា្ទ ត់ y = m កាត់ (C)កាលណា m ≥ e ។
– ចំេពាះ 0 ≤ m < e ៖ បនា្ទ ត់ y = m មិនកាត់្រកាប (C) េឡយី ។
ដូចេនះ សមីការមានឫសលុះ្រតាែត ៖

m < 0 ឬ m ≥ e ⇐⇒ m ∈ (−∞,0)∪ [e,+∞)
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = (2x+1)e−2x េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗)
។
ក . គណនាលីមីតៃន f កាលណា x →−∞ និង x →+∞ រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន (C) ។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) សិក�សញញ f ′(x) និងគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . រកចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស (Ox) ។ សិក�សញញ ៃន f (x) ។

ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A ។ សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T )
ក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

ង . េដាយេ្របី្រកាប (C) ចូរកំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ (2x+1)e−2x = m មានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(2x+1)e−2x = (−∞)(+∞) =−∞ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
2x
e2x +

1
e2x

)
= 0+0 = 0 (តាមលីមីត្រគឹះ lim

u→+∞
u
eu = 0) ៖

ដូេច្នះ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
• អនុវត្តរូបមន្ត (uv)′ = u′v+uv′ ៖

f ′(x) = (2x+1)′ · e−2x +(2x+1)(e−2x)′ = 2e−2x +(2x+1)(−2e−2x)

f ′(x) = 2e−2x[1− (2x+1)] = 2e−2x(−2x) = −4xe−2x

• េដាយសារ e−2x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ −4x ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ −4x = 0 ⇐⇒ x = 0

– េបី x < 0 ៖ −4x > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– េបី x > 0 ៖ −4x < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

• អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 0 គឺ ៖
f (0) = (2(0)+1)e0 = 1 ·1 = 1

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

11

00
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គ . ចំណុច្របសព្វ A និងសិក�សញញ ៃន f (x) ៖

• f (x) = 0 ⇐⇒ (2x+1)e−2x = 0 ⇐⇒ 2x+1 = 0 ⇐⇒ x =−1
2
៖

ដូេច្នះចំណុច្របសព្វនឹងអ័ក្សអាប់សីុសគឺ A
(
−1

2
,0
)
។

• េដាយ e−2x > 0 ជានិច្ច េនាះសញញ f (x) ដូចសញញ 2x+1 ៖
– េបី x <−1

2
៖ f (x)< 0 (្រកាបេនខាងេ្រកាមអ័ក្ស Ox) ។

– េបី x =−1
2
៖ f (x) = 0 ។

– េបី x >−1
2
៖ f (x)> 0 (្រកាបេនខាងេលីអ័ក្ស Ox) ។

ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) និងសង់្រកាប (C) ៖

• េមគុណ្របាប់ទិស្រតង់ A
(
−1

2
,0
)
៖

f ′
(
−1

2

)
=−4

(
−1

2

)
e−2(−1/2) = 2e1 = 2e ≈ 5.44

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ A ៖

y−0 = 2e
(

x+
1
2

)
⇐⇒ y = 2ex+ e

x

y

O−1 1 2 3 4

−1

1

2

(T )

(C)

A(−1
2 ,0)

(0,1)

ង . កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ៖
សមីការ (2x+1)e−2x = m មានឫសជាអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់េដក y = m ៖
តាមតារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ៖
• កាលណា x ∈ (−∞,0) ៖ f (x) េកីនពី −∞ ដល់ 1 ។
• កាលណា x ∈ (0,+∞) ៖ f (x) ចុះពី 1 ដល់ 0 (មិនប៉ះ 0) ។

ដូេច្នះ បនា្ទ តេ់ដក y = mកាតែ់ខ្សេកាង (C) ្រតង់ពីរចំណុចេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែត mស្ថិតេនចេនា្ល ះតៃម្លអប្បបរមាខាងចុង
0 និងតៃម្លអតិបរមា 1 ៖

0 < m < 1
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េគកំណត់អនុគមន៍ f េលី R\{0} េដាយ f (x) =
ex

ex −1
និងមាន្រកាប (C) ។

ក . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 េគអាចសរេសរ f (x) = 1+
1

ex −1
។ គណនាលីមីត lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→−∞
f (x)

រចួទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានេដរេីវចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 គណនា f ′(x) សិក�ទិសេដអេថរភាព គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដន
និងគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . រកអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) និងសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 1 ។

ឃ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សរេសរបំែប្លង f (x) និងគណនាលីមីត ៖
• សរេសរ ៖

f (x) =
(ex −1)+1

ex −1
=

ex −1
ex −1

+
1

ex −1
= 1+

1
ex −1

• កាលណា x →+∞ េគបាន ex →+∞ =⇒ 1
ex −1

→ 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) = 1+0 = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞

• កាលណា x →−∞ េគបាន ex → 0 =⇒ ex

ex −1
→ 0

0−1
= 0 ៖

lim
x→−∞

f (x) = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
• ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 ភាគែបង ex −1 ̸= 0 ដូេច្នះ f មានេដរេីវជានិច្ច ៖

f ′(x) =
(

1+
1

ex −1

)′
=− (ex −1)′

(ex −1)2 = − ex

(ex −1)2

• េដាយសារ ex > 0 និង (ex −1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 េនាះ ៖

f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,0)∪ (0,+∞)

ដូេច្នះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលីចេនា្ល ះ (−∞,0) និងេលី (0,+∞) ។
• លីមីត្រតង់ 0 ៖

– កាលណា x → 0− េគបាន ex −1 → 0− =⇒ lim
x→0−

f (x) =−∞ ។
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– កាលណា x → 0+ េគបាន ex −1 → 0+ =⇒ lim
x→0+

f (x) = +∞ ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− −

00

−∞

+∞

11

គ . អាសីុមតូតឈរ និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ x = 1 ៖

• េដាយ lim
x→0±

f (x) =±∞ េនាះ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x = 1 ៖

y0 = f (1) =
e

e−1
≈ 2.718

1.718
≈ 1.58

f ′(1) =− e
(e−1)2 ≈− 2.718

(1.718)2 ≈−0.92

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

y− e
e−1

=− e
(e−1)2 (x−1) ⇐⇒ y =− e

(e−1)2 x+
e2

(e−1)2

ឃ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

y = 1 (C)

(T )

(1, e
e−1)
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ក . តាង g(x) = (x−1)ex +1 ចំេពាះ x ∈R ។ គណនា g′(x) គូសតារាងអេថរភាពៃន g (មិនបាចគ់ណនាលីមីត)
រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) េលី R ។

ខ . អនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = (x−2)ex+x េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗)
។
១ . គណនាលីមីត lim

x→−∞
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។

២ . រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) និងសិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតេនាះ ។
៣ . គណនា f ′(x) េ្របីលទ្ធផលែផ្នក a សិក�សញញ f ′(x) រចួគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។
៤ . បងា្ហ ញថា្រកាប (C)មានចំណុចរបតម់ួយែដល្រត�វគណនាកូអរេដាេន េហយី្រតង់ចំណុចរបតេ់នះ បនា្ទ ត់ប៉ះ

្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ។
៥ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចរបត់ក្នុងត្រម�យែតមួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សិក�អនុគមន៍ g(x) = (x−1)ex +1 ៖
• េដរេីវ ៖ g′(x) = 1 · ex +(x−1)ex = xex ។
• េដាយ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះ g′(x)មានសញញ ដូច x ៖

g′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

– េបី x < 0 ៖ g′(x)< 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍ចុះ ។
– េបី x > 0 ៖ g′(x)> 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍េកីន ។

• អប្បបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 0 គឺ g(0) = (0−1)e0 +1 =−1+1 = 0 ។

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

• ទាញរកសញញ g(x) ៖ េដាយសារតៃម្លអប្បបរមាៃន g គឺ 0 េនាះ ៖

g(x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (េស្មី 0 ⇐⇒ x = 0)

ខ . សិក�អនុគមន៍ f (x) = (x−2)ex + x ៖
១ . គណនាលីមីត ៖

• កាលណា x →−∞ េគបាន (x−2)ex = xex −2ex → 0 ៖
lim

x→−∞
f (x) = 0+(−∞) =−∞
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• កាលណា x →+∞ េគបាន (x−2)ex →+∞ ៖
lim

x→+∞
f (x) = +∞+(+∞) = +∞

២ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖
• lim

x→−∞
[ f (x)− x] = lim

x→−∞
(x−2)ex = 0 ៖

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (∆) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ ពិនិត្យ f (x)− x = (x−2)ex េដាយ ex > 0 ៖
– េបី x < 2 ៖ x−2 < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (∆) ។
– េបី x = 2 ៖ (C)កាត់ (∆) ្រតង់ចំណុច (2,2) ។
– េបី x > 2 ៖ x−2 > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី (∆) ។

៣ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
f ′(x) = 1 · ex +(x−2)ex +1 = (x−1)ex +1 = g(x)

តាមលទ្ធផលសំណួរ a េគបាន f ′(x) = g(x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (េស្មី 0 ្រតង់ចំណុចេទាល x = 0) ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី R ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

−2

៤ . ចំណុចរបត់ និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបអ័ក្ស Ox ៖
• f ′′(x) = g′(x) = xex ។
• f ′′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 េហយី f ′′(x) ប្តូរសញញ ពីអវជិ្ជមាន (x < 0) េទវជិ្ជមាន (x > 0) ្រតង់ x = 0 ដូេច្នះ
្រកាប (C)មានចំណុចរបត់្រតង់ x = 0 ៖

y0 = f (0) = (0−2)e0 +0 =−2 =⇒ I(0,−2)ជាចំណុចរបត់

• េមគុណ្របាប់ទិស្រតង់ចំណុចរបត់គឺ f ′(0) = g(0) = 0 ដូេច្នះបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ I មានសមីការ ៖

y− (−2) = 0(x−0) ⇐⇒ y =−2 ជាបនា្ទ ត់េដក្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស (Ox)

៥ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖
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x

y

O−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

4 ∆

y =−2

(C)

I(0,−2)

(2,2)

លហំាត់ទី ៣៩

កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ែដលប៉ះនឹងែខ្សេកាង (H)តាង y = x lnx−1 េន្រតង់ចំណុច A(1,−1) ។

ដំេណាះ្រសាយ

• អនុគមន៍ y = f (x) = x lnx−1 មានែដនកំណត់ D = (0,+∞) ។

• េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំណុច A(1,−1) ៖

f (1) = 1 · ln1−1 = 0−1 =−1 =⇒ A(1,−1) ∈ (H)

• គណនាេដរេីវ f ′(x)តាមរូបមន្ត (uv)′ = u′v+uv′ ៖

f ′(x) = (x)′ lnx+ x(lnx)′−0 = 1 · lnx+ x · 1
x
= lnx+1

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់អាប់សីុស xA = 1 គឺ ៖
f ′(1) = ln1+1 = 0+1 = 1

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ចំណុច A(1,−1) កំណត់េដាយរូបមន្ត ៖
y− yA = f ′(xA)(x− xA) ⇐⇒ y− (−1) = 1(x−1)

y+1 = x−1 ⇐⇒ y = x−2
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លហំាត់ទី ៤០

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណតៃ់ន f រចួគណនាលីមីត lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ ទាញរកអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដក
ៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវៃន f រចួបងា្ហ ញថា f មានអតិបរមា្រតង់ x =
√

e ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M(1,0) ។ សង់ (d) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ
(យក √

e ≈ 1.6,
1
2e

≈ 0.2) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកែដនកំណត់ គណនាលីមីត និងទាញរកសមីការអាសីុមតូត ៖

• អនុគមន៍ f (x) = lnx
x2 មានន័យកាលណា x > 0 ដូេច្នះែដនកំណត់គឺ D = (0,+∞) ។

• គណនាលីមីត្រតង់ 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
1
x2 · lnx

)

េដាយ lim
x→0+

1
x2 =+∞ និង lim

x→0+
lnx =−∞ នាឱំ្យ (+∞)(−∞) =−∞ ៖

lim
x→0+

f (x) =−∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

• គណនាលីមីត្រតង់ +∞ ៖ តាមរូបមន្តលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

lnx
xn = 0 (ចំេពាះ n = 2 > 0) ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

lnx
x2 = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞

ខ . គណនាេដរេីវ បងា្ហ ញតៃម្លអតិបរមា និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• គណនាេដរេីវតាមរូបមន្ត
(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2 ៖

f ′(x) =
(lnx)′ · x2 − (lnx)(x2)′

(x2)2 =
1
x · x

2 −2x lnx
x4 =

x−2x lnx
x4 =

1−2lnx
x3

• េដាយសារ x > 0 =⇒ x3 > 0 ជានិច្ច េនាះសញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យេលីកេន�ម 1−2lnx ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1−2lnx = 0 ⇐⇒ lnx =
1
2

⇐⇒ x = e1/2 =
√

e

– ចំេពាះ 0 < x <
√

e ៖ 1−2lnx > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីនដាច់ខាត) ។
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– ចំេពាះ x >
√

e ៖ 1−2lnx < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះដាច់ខាត) ។
េដាយ f ′(x) ប្តូរសញញ ពីវជិ្ជមាន (+) េទអវជិ្ជមាន (−) ្រតង់ x =

√
e នាឱំ្យ f មានតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត្រតង់

x =
√

e គឺ ៖

f (
√

e) =
ln(

√
e)

(
√

e)2 =
1
2
e
=

1
2e

≈ 0.184

x

f ′(x)

f (x)

0
√

e +∞

+ 0 −

−∞ −∞

1
2e
1
2e

00

គ . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) និងសង់្រកាប (C) ៖
• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) ្រតង់ចំណុច M(1,0) គឺ ៖

f ′(1) =
1−2ln1

13 =
1−0

1
= 1

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (d) កំណត់េដាយរូបមន្ត y− yM = f ′(xM)(x− xM) ៖
y−0 = 1(x−1) ⇐⇒ (d) : y = x−1

x

y

O 1 2 3 4 5

−1

1

2

(d)

(C)

M(1,0)

(
√

e, 1
2e)

លហំាត់ទី ៤១

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) =
1+2lnx

x2 េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។
ខ . គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f (x)មានអតិបរមាមួយ េហយីគណនាតៃម្លអតិបរមាេនាះ ។
គ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f រចួរកកូអរេដាេនចំណុចរបត់ៃន្រកាប (C) ។
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ឃ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ប៉ះេទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដល (C)កាត់អ័ក្សអាប់សីុស ។

ង . គណនា f
(

1
2

)
និង f (2) រចួសង់បនា្ទ ត់ (T ) និង្រកាប (C) ។ េដាយេ្របី្រកាប (C) កំណត់តៃម្ល m េដីម្បីឱ្យ

សមីការ 1+2lnx
x2 = m មានឫស (យក ln2 ≈ 0.7) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+

(
1
x2 +2 lnx

x2

)
=+∞+2(−∞) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1
x2 +2 lnx

x2

)
= 0+0 = 0 =⇒ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . េដរេីវ និងតៃម្លអតិបរមា ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) =
(1+2lnx)′ · x2 − (1+2lnx)(x2)′

x4 =
2
x · x

2 −2x(1+2lnx)
x4

f ′(x) =
2x−2x−4x lnx

x4 =
−4x lnx

x4 = −4lnx
x3

• េដាយ x3 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ − lnx ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1

– េបី 0 < x < 1 ៖ lnx < 0 =⇒ f ′(x)> 0 (េកីន) ។
– េបី x > 1 ៖ lnx > 0 =⇒ f ′(x)< 0 (ចុះ) ។

• អតិបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 1 គឺ ៖

f (1) =
1+2ln1

12 =
1+0

1
= 1

គ . តារាងអេថរភាព និងចំណុចរបត់ ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞ −∞

11

00
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• េដរេីវទីពីរ f ′′(x) ៖

f ′′(x) =−(4lnx)′ · x3 −4lnx ·3x2

x6 =−
4
x · x

3 −12x2 lnx
x6 =−4x2(1−3lnx)

x6 =
4(3lnx−1)

x4

• f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 3lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx =
1
3

⇐⇒ x = e1/3 = 3
√

e ≈ 1.44 ។
• អរេដាេនចំណុចរបត់ ៖

f (e1/3) =
1+2

(1
3

)
(e1/3)2

=
5
3

e2/3 =
5

3 3√e2
≈ 0.86

ដូេច្នះចំណុចរបត់គឺ I
(

e1/3,
5

3e2/3

)
។

ឃ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ចំណុច្របសព្វនឹងអ័ក្ស Ox ៖

• f (x) = 0 ⇐⇒ 1+2lnx = 0 ⇐⇒ lnx =−1
2

⇐⇒ x0 = e−1/2 =
1√
e
≈ 0.61 ។

• េមគុណ្របាប់ទិស ៖

f ′(e−1/2) =−
4
(
−1

2

)
(e−1/2)3

=
2

e−3/2 = 2e3/2 = 2e
√

e ≈ 2(2.72)(1.65)≈ 8.9

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

y−0 = 2e3/2
(

x− e−1/2
)

⇐⇒ y = 2e3/2x−2e

ង . គណនាតៃម្ល សង់្រកាប និងពិភាក�ឫស ៖

• f
(

1
2

)
=

1+2ln(1/2)
(1/2)2 = 4(1−2ln2)≈ 4(1−1.4) =−1.6 ។

• f (2) =
1+2ln2

4
≈ 1+1.4

4
= 0.6 ។

x

y

O 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

(C)

(1,1)

( 1√
e ,0)

(1
2 ,−1.6)

(2,0.6)



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

651

• ពិភាក�ឫសៃនសមីការ f (x) = m ៖
ែផ្អកតាមតារាងអេថរភាព និង្រកាប (C) ៖
– េបី m > 1 ៖ សមីការគា្ម នឫស ។
– េបី m = 1 ៖ សមីការមានឫសឌុប x = 1 ។
– េបី 0 < m < 1 ៖ សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។
– េបី m ≤ 0 ៖ សមីការមានឫសែតមួយគត់ ។
ដូេច្នះសមីការមានឫសលុះ្រតាែត m ≤ 1 ⇐⇒ m ∈ (−∞,1] ។

លហំាត់ទី ៤២

េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =−x
2
+ ln

(
x−1

x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។

ក . រកែដនកំណត់ គណនាលីមីតចុងែដន រចួទាញរកអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) សិក�សញញ f ′(x) (ដឹងថា x(x−1)> 0) និងគូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ L : y =−x
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) និងសិក�ទីតាងំេធៀប ។

ឃ . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប (C) រចួកំណតត់ៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ −x
2
+ ln

(
x−1

x

)
= m មានឫសអវជិ្ជមានពីរ

េផ្សងគា្ន (យក ln2 ≈ 0.7) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកែដនកំណត់ គណនាលីមីតចុងែដន និងទាញរកអាសីុមតូតឈរ ៖

• អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x−1
x

> 0 និង x ̸= 0 ៖
សញញ ៃន x−1

x
វជិ្ជមានកាលណា x ∈ (−∞,0)∪ (1,+∞) ។

ដូេច្នះែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = (−∞,0)∪ (1,+∞) ។
• គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដន ៖

– lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[
− x

2 + ln
( x−1

x

)]
=−−∞

2 + ln1 =+∞+0 =+∞ ។
– lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

[
− x

2 + ln
( x−1

x

)]
=−+∞

2 + ln1 =−∞+0 =−∞ ។

– កាលណា x → 0− េគបាន x−1
x

→ −1
0−

=+∞ =⇒ ln
(

x−1
x

)
→+∞ ៖

lim
x→0−

f (x) = 0+(+∞) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

– កាលណា x → 1+ េគបាន x−1
x

→ 0+

1
= 0+ =⇒ ln

(
x−1

x

)
→−∞ ៖

lim
x→1+

f (x) =−1
2
+(−∞) =−∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)



652 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ខ . គណនាេដរេីវ សិក�សញញ និងគូសតារាងអេថរភាព ៖

• សរេសរ f (x) =−x
2
+ ln(x−1)− lnx (ចំេពាះ x > 1 ឬ x < 0 ែដល x−1

x > 0) ៖

f ′(x) =−1
2
+

1
x−1

− 1
x
=−1

2
+

x− (x−1)
x(x−1)

=−1
2
+

1
x(x−1)

f ′(x) =
−x(x−1)+2

2x(x−1)
=

−(x2 − x−2)
2x(x−1)

=
−(x−2)(x+1)

2x(x−1)

• េដាយសារ x(x−1)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈D េនាះភាគែបង 2x(x−1)> 0ជានិច្ច ។ ដូេច្នះសញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យ
េលីកេន�មភាគយក −(x−2)(x+1) =−x2 + x+2 ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −(x−2)(x+1) = 0 ⇐⇒ x =−1 ឬ x = 2

– ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1) ៖ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។
– ចំេពាះ x ∈ (−1,0) ៖ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– ចំេពាះ x ∈ (1,2) ៖ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– ចំេពាះ x ∈ (2,+∞) ៖ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

• តៃម្លបរមាេធៀប ៖
– អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x =−1 គឺ f (−1) =−−1

2
+ ln

(
−2
−1

)
=

1
2
+ ln2 ≈ 0.5+0.7 = 1.2 ។

– អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ f (2) =−2
2
+ ln

(
1
2

)
=−1− ln2 ≈−1−0.7 =−1.7 ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 2 +∞

− 0 + d + 0 −
+∞+∞

1
2 + ln21
2 + ln2

+∞ −∞ −1− ln2−1− ln2

−∞−∞

គ . បងា្ហ ញអាសីុមតូតេ្រទត និងសិក�ទីតាងំេធៀប ៖
• គណនាលីមីតៃនផលដក ៖

lim
x→±∞

[
f (x)−

(
−x

2

)]
= lim

x→±∞
ln
(

x−1
x

)
= lim

x→±∞
ln
(

1− 1
x

)
= ln1 = 0

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (L) : y =−x
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)ខាង ±∞ ។

• សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និង (L) ៖
ពិនិត្យសញញ ៃន f (x)−

(
−x

2

)
= ln

(
1− 1

x

)
៖

– ចំេពាះ x ∈ (1,+∞) ៖ 1
x
> 0 =⇒ 1− 1

x
< 1 =⇒ ln

(
1− 1

x

)
< 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់

(L) ។
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– ចំេពាះ x ∈ (−∞,0) ៖ 1
x
< 0 =⇒ 1− 1

x
> 1 =⇒ ln

(
1− 1

x

)
> 0 =⇒ (C) ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់

(L) ។
ឃ . សង់អាសីុមតូត និង្រកាប (C) រចួកំណត់តៃម្ល m ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

x = 1

y =− x
2(C)

(−1, 1
2 + ln2)

(2,−1− ln2)

• កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការមានឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ៖
សមីការ −x

2
+ ln

(
x−1

x

)
= m មានឫសជាអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ តេ់ដក y = m ។

េដីម្បឱី្យសមីការមានឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែតបនា្ទ ត់ y = mកាតែ់ខ្នងខាងេឆ្វងៃន្រកាប (C) (្រតង់ចេនា្ល ះ
x < 0) បានពីរចំណុចេផ្សងគា្ន ។
ែផ្អកតាមតារាងអេថរភាព េលីចេនា្ល ះ (−∞,0) អនុគមន៍ f (x) មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = −1 គឺ f (−1) =
1
2
+ ln2 ≈ 1.2 េហយីេកីនេទ +∞ ទាងំសងខាង ។

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ y = m កាត់្រកាប្រតង់ពីរចំណុចែដលមានអាប់សីុសអវជិ្ជមាន លុះ្រតាែត ៖

m >
1
2
+ ln2 ≈ 1.2

លហំាត់ទី ៤៣

ក . អនុគមន៍ g(x) = 2x2− lnx+1 កំណតច់ំេពាះ x > 0 ។ គណនា g′(x) គូសតារាងអេថរភាពៃន g (េដាយមិនបាច់
គណនាលីមីតចុងែដន) រចួទាញរកសញញ ៃន g(x) ។

ខ . េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) = 2x+
lnx
x
ចំេពាះ x > 0មាន្រកាប (C) តំណាងក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(O,⃗ i, j⃗) (ឯកតា 1cm) ។
១ . គណនាេដរេីវ f ′(x) បងា្ហ ញថា f ′(x) =

g(x)
x2 រចួទាញរកទិសេដអេថរភាពៃន f (x) ។

២ . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f (x) ។
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៣ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y = 2x ជាសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀប
នឹង (D) ។

៤ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ែដល្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)តាងអនុគមន៍ f ។
៥ . បងា្ហ ញថា្រកាប (C) កាត់អ័ក្សអាប់សីុសេនចេនា្ល ះ [0.5,0.6] ។ គណនា f

(
1
2

)
និង f (2) រចួសង់្រកាប

(C), បនា្ទ ត់ (T ) និង (D) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (េគឱ្យ ln2 = 0.7 និង ln0.6 =−0.5) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សិក�អនុគមន៍ g(x) = 2x2 − lnx+1 េលី (0,+∞) ៖

• េដរេីវ ៖ g′(x) = 4x− 1
x
=

4x2 −1
x

។
• េដាយ x > 0 េនាះ ៖

g′(x) = 0 ⇐⇒ 4x2 −1 = 0 ⇐⇒ x2 =
1
4

⇐⇒ x =
1
2

– េបី 0 < x <
1
2
៖ g′(x)< 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍ចុះ ។

– េបី x >
1
2
៖ g′(x)> 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍េកីន ។

• អប្បបរមាដាច់ខាត្រតង់ x =
1
2
គឺ ៖

g
(

1
2

)
= 2

(
1
4

)
− ln

(
1
2

)
+1 =

1
2
+ ln2+1 =

3
2
+ ln2 ≈ 1.5+0.7 = 2.2 > 0

x

g′(x)

g(x)

0 1
2 +∞

− 0 +

3
2 + ln23
2 + ln2

• េដាយសារតៃម្លអប្បបរមា g
(

1
2

)
=

3
2
+ ln2 > 0 េគទាញបាន ៖

g(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,+∞)

ខ . សិក�អនុគមន៍ f (x) = 2x+
lnx
x
៖

១ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងទិសេដអេថរភាព ៖

f ′(x) = (2x)′+
(

lnx
x

)′
= 2+

1
x · x− lnx(1)

x2 = 2+
1− lnx

x2 =
2x2 − lnx+1

x2 =
g(x)
x2
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េដាយសារ g(x)> 0 (តាមសំណួរ a) និង x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 នាឱំ្យ ៖

f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,+∞)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞)ជានិច្ច ។
២ . គណនាលីមីតចុងែដន និងតារាងអេថរភាព ៖

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
2x+

lnx
x

)
= 0+(−∞) = −∞ (េ្រពាះ lim

x→0+
lnx
x =−∞) ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន (C) ។
• lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

(
2x+

lnx
x

)
=+∞+0 = +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞
lnx
x = 0) ។

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

៣ . បងា្ហ ញអាសីុមតូតេ្រទត (D) : y = 2x និងសិក�ទីតាងំេធៀប ៖
• ពិនិត្យផលដក ៖

lim
x→+∞

[ f (x)−2x] = lim
x→+∞

lnx
x

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = 2x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)−2x =

lnx
x
មានសញញ ដូច lnx (េ្រពាះ x > 0) ៖

– េបី 0 < x < 1 =⇒ lnx < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D) ។
– េបី x = 1 =⇒ f (1) = 2 = yD(1) =⇒ (C)កាត់បនា្ទ ត់ (D) ្រតង់ចំណុច (1,2) ។
– េបី x > 1 =⇒ lnx > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ (D) ។

៤ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រសបនឹង (D) : y = 2x ៖
បនា្ទ ត់ (T ) ∥ (D) ⇐⇒ f ′(x0) = 2 ៖

2+
1− lnx0

x2
0

= 2 ⇐⇒ 1− lnx0

x2
0

= 0 ⇐⇒ 1− lnx0 = 0 ⇐⇒ x0 = e

អរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖ y0 = f (e) = 2e+
lne
e

= 2e+
1
e
≈ 2(2.7)+0.37 = 5.77 ។

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) គឺ ៖

y−
(

2e+
1
e

)
= 2(x− e) ⇐⇒ (T ) : y = 2x+

1
e
≈ 2x+0.37

៥ . បងា្ហ ញឫសក្នុង [0.5,0.6] គណនាតៃម្ល និងសង់្រកាប ៖
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• េលីចេនា្ល ះ [0.5,0.6] អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកីនដាច់ខាត ៖

f (0.5) = 2(0.5)+
ln(1/2)

0.5
= 1−2ln2 ≈ 1−2(0.7) =−0.4 < 0

f (0.6) = 2(0.6)+
ln0.6
0.6

= 1.2+
−0.5
0.6

≈ 1.2−0.83 =+0.37 > 0

េដាយសារ f (0.5) · f (0.6) < 0 តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល ែខ្សេកាង (C) កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ចំណុច
មួយែដលមានអាប់សីុស α ∈ [0.5,0.6] ។

• គណនាតៃម្ល ៖

f
(

1
2

)
=−0.4, f (2) = 2(2)+

ln2
2

= 4+
0.7
2

= 4.35

x

y

O 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

5

(D)(T )

(C)

(1,2)

M(e,2e+ 1
e )

α

លហំាត់ទី ៤៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយ y = f (x) =
x2 + lnx+1

x
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) រចួរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) រចួបងា្ហ ញថា f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ។ សង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន (C) ខាង +∞ ។ គណនា f (2) រចួសង់ែខ្សេកាង (C) និង
បនា្ទ ត់ (d) (យក ln2 ≈ 0.7) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូតឈរ ៖

• សរេសរ ៖ f (x) = x+
lnx+1

x
។
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• លីមីត្រតង់ 0+ ៖ lim
x→0+

f (x) = 0+ lim
x→0+

(
1
x
· (lnx+1)

)
= (+∞)(−∞) =−∞ ៖

ដូេច្នះ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ lim
x→+∞

lnx+1
x

= 0 =⇒ lim
x→+∞

f (x) = +∞+0 =+∞ ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) =
(x2 + lnx+1)′ · x− (x2 + lnx+1) ·1

x2 =

(
2x+ 1

x

)
x− x2 − lnx−1

x2

f ′(x) =
2x2 +1− x2 − lnx−1

x2 =
x2 − lnx

x2

• ពិនិត្យកេន�ម x2 − lnx េលី (0,+∞) ៖
តាង ϕ(x) = x2 − lnx =⇒ ϕ ′(x) = 2x− 1

x
=

2x2 −1
x

។
ϕ ′(x) = 0 ⇐⇒ x =

1√
2

=⇒ ϕmin = ϕ
(

1√
2

)
=

1
2
− ln

(
1√
2

)
=

1
2
+

1
2

ln2 > 0 ។
ដូេច្នះ x2 − lnx > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 នាឱំ្យ ៖

f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,+∞)

ដូចេនះ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞ −∞

+∞+∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត (d) និងសង់្រកាប ៖

• lim
x→+∞

[ f (x)− x] = lim
x→+∞

( lnx+1
x

)
= 0 =⇒ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

• គណនា f (2) =
22 + ln2+1

2
=

5+0.7
2

= 2.85 ។
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x

y

O 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

3

4

(d)

(C)

(2,2.85)

លហំាត់ទី ៤៥

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x

េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . រក lim

x→0+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) ។ រកអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប (C)អាសីុមតូតេដក និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = (0,+∞) ។
• លីមីត្រតង់ 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
1− 2lnx

x

)
= 1−2 lim

x→0+

(
1
x
· lnx

)

េដាយកាលណា x → 0+ េគបាន 1
x
→+∞ និង lnx →−∞ =⇒ lnx

x
→−∞ ៖

lim
x→0+

f (x) = 1−2(−∞) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)
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• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ តាមរូបមន្តលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

lnx
x

= 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1− 2lnx

x

)
= 1−0 = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞

ខ . គណនាេដរេីវ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• គណនាេដរេីវៃន f (x) = 1−2
(

lnx
x

)
៖

f ′(x) = 0−2 · (lnx)′ · x− (lnx)(x)′

x2 =−2 ·
1
x · x− lnx

x2 =
2(lnx−1)

x2

• េដាយសារ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េនាះសញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យេលីកេន�ម lnx−1 ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e

– េបី 0 < x < e ៖ lnx < 1 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះដាច់ខាត) ។
– េបី x > e ៖ lnx > 1 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីនដាច់ខាត) ។

• អនុគមន៍ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ ៖

f (e) = 1− 2lne
e

= 1− 2
e
≈ 1−0.74 = 0.26

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞ +∞

1− 2
e

1− 2
e

11

គ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 1
(C)

(1,1)

(e,1− 2
e )
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ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ ៖
ចំេពាះ x ∈ [1,e] ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមអាសីុមតូតេដក y = 1 (េ្រពាះ lnx ≥ 0 =⇒ 1− 2lnx

x
≤ 1) ៖

S =
∫ e

1
[1− f (x)]dx =

∫ e

1

2lnx
x

dx =
[
(lnx)2]e

1 = (lne)2 − (ln1)2 = 1−0 = 1

ដូេច្នះ S = 1 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។

លហំាត់ទី ៤៦

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) រចួកំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងេដកៃន (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) សិក�សញញ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ D : y = 1 រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C)

្រតង់ A ។

ឃ . គណនា f
(

1
2

)
សង់បនា្ទ ត់ (L)អាសីុមតូត និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e≈ 2.7,

2
e
≈ 0.7, ln2≈ 0.7)

។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = (0,+∞) ។
• លីមីត្រតង់ 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

[
1+2

(
lnx
x

)]
= 1+2(−∞) =−∞

នាឱំ្យ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ តាមរូបមន្តលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

lnx
x

= 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
1+2

(
lnx
x

)]
= 1+2(0) = 1

នាឱំ្យ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ សិក�សញញ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• គណនាេដរេីវៃន f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
៖

f ′(x) = 0+2 · (lnx)′ · x− (lnx)(x)′

x2 = 2 ·
1
x · x− lnx

x2 =
2(1− lnx)

x2
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• េដាយសារ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េនាះសញញ ៃន f ′(x) ដូចគា្ន នឹងសញញ ៃន 1− lnx ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1− lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e

– េបី 0 < x < e ៖ 1− lnx > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីនដាច់ខាត) ។
– េបី x > e ៖ 1− lnx < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះដាច់ខាត) ។

• អនុគមន៍ f មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ ៖

f (e) = 1+2
(

lne
e

)
= 1+

2
e
≈ 1+0.74 = 1.74

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞ −∞

1+
2
e

1+
2
e

11

គ . ចំណុច្របសព្វ A និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖
• សមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វរវាង (C) និងបនា្ទ ត់ D : y = 1 ៖

f (x) = 1 ⇐⇒ 1+
2lnx

x
= 1 ⇐⇒ 2lnx

x
= 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1

ដូេច្នះកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វគឺ A(1,1) ។
• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ A(1,1) ៖

f ′(1) =
2(1− ln1)

12 = 2(1−0) = 2

• សមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ A ៖

y− yA = f ′(xA)(x− xA) ⇐⇒ y−1 = 2(x−1) ⇐⇒ (L) : y = 2x−1

ឃ . គណនា f
(1

2

) និងសង់បនា្ទ ត់ (L) ្រពមទាងំ្រកាប (C) ៖
• គណនាតៃម្ល f (1

2

) ៖
f
(

1
2

)
= 1+2

(
ln(1/2)

1/2

)
= 1+4(− ln2) = 1−4ln2 ≈ 1−4(0.7) =−1.8
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x

y

O 1 2 3 4 5 6

−1

1

2

3

y = 1

(L)

(C)

A(1,1)

(1
2 ,−1.8)

(e,1+ 2
e )

លហំាត់ទី ៤៧

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(

1− lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) សិក�សញញ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . កំណតកូ់អរេដាេនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដក រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ M
។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e ≈ 2.7,
2
e
≈ 0.7) ។

ង . កំណត់តៃម្ល k េដីម្បីឱ្យសមីការ 2
(

1− lnx
x

)
= k មានឫស និងគណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណត់េដាយ (C) អ័ក្ស Ox

បនា្ទ ត់ x = 1,x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = (0,+∞) ។
• លីមីត្រតង់ 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

2
(

1− lnx
x

)
= 2(1− (−∞)) = +∞

នាឱំ្យ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

• លីមីត្រតង់ +∞ ៖ តាមរូបមន្តលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

lnx
x

= 0 ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2
(

1− lnx
x

)
= 2(1−0) = 2
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នាឱំ្យ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ សិក�សញញ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• េដរេីវ ៖

f ′(x) = 2

(
−

1
x · x− lnx

x2

)
=

2(lnx−1)
x2

• េដាយសារ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e

– េបី 0 < x < e ៖ lnx < 1 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។
– េបី x > e ៖ lnx > 1 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។

• តៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ ៖

f (e) = 2
(

1− lne
e

)
= 2− 2

e
≈ 2−0.74 = 1.26

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞ +∞

2− 2
e

2− 2
e

22

គ . ចំណុច្របសព្វ M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ៖
• សមីការអាប់សីុស្របសព្វនឹងអាសីុមតូតេដក y = 2 ៖

f (x) = 2 ⇐⇒ 2
(

1− lnx
x

)
= 2 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,2)

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ M(1,2) ៖

f ′(1) =
2(ln1−1)

12 =−2

• សមីការបនា្ទ ត់ (L) ៖

y−2 =−2(x−1) ⇐⇒ (L) : y =−2x+4

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យែតមួយ ៖
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យ

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 2

(L)

(C)

M(1,2)

(e,2− 2
e )

ង . កំណត់តៃម្ល k និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖

• កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឱី្យសមីការ 2
(

1− lnx
x

)
= k មានឫស ៖

ែផ្អកតាមតារាងអេថរភាព តៃម្លៃនអនុគមន៍ f (x) េលី (0,+∞) គឺ f (x)≥ 2− 2
e
ជានិច្ច ។

ដូេច្នះសមីការ f (x) = k មានឫសលុះ្រតាែត ៖

k ≥ 2− 2
e
≈ 1.26

• គណនាៃផ្ទ្រកឡាកំណត់េដាយ (C) អ័ក្ស Ox បនា្ទ ត់ x = 1,x = e ៖
េលីចេនា្ល ះ [1,e] េគបាន f (x)≥ 2− 2

e
> 0 នាឱំ្យ្រកាបស្ថិតេនខាងេលីអ័ក្ស Ox ៖

S =
∫ e

1
2
(

1− lnx
x

)
dx = 2

∫ e

1

(
1− lnx

x

)
dx = 2

[
x− 1

2
(lnx)2

]e

1

S = 2
((

e− 1
2

)
− (1−0)

)
= 2

(
e− 3

2

)
= 2e−3

ជំនួស e ≈ 2.718 េគបាន S = 2e−3 ≈ 2.44 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ ។

លហំាត់ទី ៤៨

េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) =
ex −1
ex +1

មាន្រកាប (C) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។

ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

ឃ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួរកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ផ្ចិតឆ្លុះេនាះ ។
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ង . សង់្រកាប (C) (យក e ≈ 2.7,e−1 ≈ 0.36) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
• េដាយសារ ex +1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះែដនកំណត់គឺ D = R ។
• កាលណា x →−∞ េគបាន ex → 0 ៖

lim
x→−∞

f (x) =
0−1
0+1

=−1 =⇒ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞

• កាលណា x →+∞ េគបាន ex −1
ex +1

=
1− e−x

1+ e−x → 1−0
1+0

= 1 ៖

lim
x→+∞

f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞

ខ . េដរេីវ និងបរមាេធៀប ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) =
(ex −1)′(ex +1)− (ex −1)(ex +1)′

(ex +1)2 =
ex(ex +1)− ex(ex −1)

(ex +1)2 =
2ex

(ex +1)2

• េដាយ ex > 0 និង (ex +1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េគបាន ៖
f ′(x)> 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

ដូេច្នះ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី R េហយីគា្ម នតៃម្លបរមាេធៀបេឡយី ។
គ . អនុគមន៍េសស និងផ្ចិតឆ្លុះ ៖

• ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R =⇒ −x ∈ R ៖

f (−x) =
e−x −1
e−x +1

=
1
ex −1
1
ex +1

=
1−ex

ex

1+ex

ex

=
1− ex

1+ ex =−ex −1
ex +1

=− f (x)

ដូេច្នះ f ជាអនុគមន៍េសសនាឱំ្យគល់កូអរេដាេន O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះ ៃន្រកាប (C) ។

ឃ . តារាងអេថរភាព និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ O(0,0) ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+

−1−1

11

0

0
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• េមគុណ្របាប់ទិស្រតង់ O(0,0) ៖ f ′(0) =
2e0

(e0 +1)2 =
2(1)

(1+1)2 =
2
4
= 1

2 ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ O(0,0) ៖

y−0 =
1
2
(x−0) ⇐⇒ y =

1
2

x

ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

y =−1

y = 1

(T )

(C)

O(0,0) (1,0.46)
(−1,−0.46)

លហំាត់ទី ៤៩

េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) =
ex +1
ex −1

មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងសមីការអាសីុមតូតៃន (C) ។

ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

គ . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស និងបញ្ជ ក់ផ្ចិតឆ្លុះ ។

ឃ . បនា្ទ ត់ (T ) : y = 3 កាត់ែខ្សេកាង (C) ្រតង់ M ។ គណនាកូអរេដាេនៃន M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង (C)

្រតង់ចំណុច M ។

ង . គូសតារាងអេថរភាពៃន f និងសង់្រកាប (C) (យក e ≈ 2.7,e−1 ≈ 0.36) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

• អនុគមន៍មានន័យកាលណា ex −1 ̸= 0 ⇐⇒ ex ̸= 1 ⇐⇒ x ̸= 0 ៖
ែដនកំណត់គឺ D = R\{0}= (−∞,0)∪ (0,+∞) ។

• លីមីត្រតង់ ±∞ ៖



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

667

– lim
x→−∞

f (x) =
0+1
0−1

=−1 =⇒ y =−1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង −∞ ។

– lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

1+ e−x

1− e−x =
1+0
1−0

= 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

• លីមីត្រតង់ 0 ៖
– lim

x→0−
f (x) =

2
0−

=−∞ និង lim
x→0+

f (x) =
2

0+
=+∞ ៖

ដូេច្នះ x = 0 (អ័ក្ស Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . េដរេីវ និងបរមាេធៀប ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) =
(ex +1)′(ex −1)− (ex +1)(ex −1)′

(ex −1)2 =
ex(ex −1)− ex(ex +1)

(ex −1)2 = − 2ex

(ex −1)2

• េដាយ ex > 0 និង (ex −1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 េគបាន ៖

f ′(x)< 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−∞,0)∪ (0,+∞)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី (−∞,0) និងេលី (0,+∞) េហយីគា្ម នតៃម្លបរមាេធៀបេឡយី ។
គ . អនុគមន៍េសស និងផ្ចិតឆ្លុះ ៖

• ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 =⇒ −x ̸= 0 ៖

f (−x) =
e−x +1
e−x −1

=
1
ex +1
1
ex −1

=
1+ ex

1− ex =−ex +1
ex −1

=− f (x)

ដូេច្នះ f ជាអនុគមន៍េសសនាឱំ្យគល់កូអរេដាេន O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះ ៃន្រកាប (C) ។

ឃ . ចំណុច M និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M ៖

• រក M ៖ f (x) = 3 ⇐⇒ ex +1
ex −1

= 3 ⇐⇒ ex +1 = 3ex −3 ⇐⇒ 2ex = 4 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln2 ៖
ដូេច្នះកូអរេដាេនចំណុច M គឺ M(ln2,3) ។

• េមគុណ្របាប់ទិស ៖

f ′(ln2) =− 2eln2

(eln2 −1)2 =− 2(2)
(2−1)2 =−4

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M(ln2,3) ៖
y−3 =−4(x− ln2) ⇐⇒ y =−4x+4ln2+3

(តៃម្ល្របែហល ៖ y ≈−4x+5.77) ។

ង . តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖
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េគឱ្យអនុគមន៍ f ែដល y = f (x) = x2e−x មាន្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f ។
ខ . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងរកសមីការអាសីុមតូត ។

គ . បងា្ហ ញថាសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះែខ្សេកាង (C) ្រតង់អាប់សីុស x = 2 ្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ។

ឃ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

ង . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
ខ . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត ៖

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x2e−x = (+∞)(+∞) = +∞ ។
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• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2

ex = 0 (តាមលីមីត្រគឹះ lim
x→+∞

xn

ex = 0) ៖
ដូេច្នះ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

គ . បនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ x = 2 ៖
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 2xe−x − x2e−x = x(2− x)e−x ។
• ្រតង់ x = 2 ៖ f ′(2) = 2(2−2)e−2 = 0 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) គឺ ៖

y− f (2) = 0(x−2) ⇐⇒ y = 4e−2 =
4
e2 ≈ 0.54

បនា្ទ ត់េនះមានទ្រមង់ y = េថរ ដូេច្នះវា្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស (Ox) ។

ឃ . េដរេីវ សញញ និងបរមាេធៀប ៖
• េដាយ e−x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ x(2− x) ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2

– េបី x < 0 ឬ x > 2 ៖ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។
– េបី 0 < x < 2 ៖ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។

• តៃម្លបរមាេធៀប ៖
– អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ f (0) = 02e0 = 0 ។
– អតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 2 គឺ f (2) =

4
e2 ≈ 0.54 ។

ង . តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖

x
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f (x)
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លហំាត់ទី ៥១

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−2+ e1−x តាងេដាយ្រកាប (C) ។
ក . រកែដនកំណត់ D គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ រចួបញ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូត ។

ខ . រកេដរេីវ សិក�សញញ f ′(x) និងបរមាេធៀបៃន f ។

គ . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C)ជាមួយបនា្ទ ត់ (L)កាត់តាមគលត់្រម�យ េហយី្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត ។

ឃ . គូសតារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• lim

x→−∞
f (x) =−∞−2+ e+∞ =+∞ (េ្រពាះ e1−x →+∞) ។

• lim
x→+∞

f (x) = +∞−2+ e−∞ =+∞+0 =+∞ ។
• ពិនិត្យ lim

x→+∞
[ f (x)− (x−2)] = lim

x→+∞
e1−x = 0 ៖

ដូេច្នះបនា្ទ ត់ (∆) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

ខ . េដរេីវ សញញ និងបរមាេធៀប ៖
• f ′(x) = 1− e1−x ។
• f ′(x) = 0 ⇐⇒ e1−x = 1 ⇐⇒ 1− x = 0 ⇐⇒ x = 1 ។

– េបី x < 1 ៖ 1− x > 0 =⇒ e1−x > 1 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។
– េបី x > 1 ៖ 1− x < 0 =⇒ e1−x < 1 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។

• អប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ ៖
f (1) = 1−2+ e1−1 =−1+1 = 0

គ . ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និងបនា្ទ ត់ (L) ៖
• បនា្ទ ត់ (L) កាត់តាមគល់ O(0,0) និង្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត y = x− 2 (េមគុណ្របាប់ទិស m = 1) មាន
សមីការគឺ (L) : y = x ។

• ពិនិត្យផលដក f (x)− x =−2+ e1−x ៖
f (x)− x = 0 ⇐⇒ e1−x = 2 ⇐⇒ 1− x = ln2 ⇐⇒ x = 1− ln2 ≈ 1−0.7 = 0.3

– េបី x < 1− ln2 ៖ e1−x > 2 =⇒ f (x)− x > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី (L) ។
– េបី x = 1− ln2 ៖ (C)កាត់ (L) ្រតង់ចំណុច (1− ln2,1− ln2) ។
– េបី x > 1− ln2 ៖ e1−x < 2 =⇒ f (x)− x < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (L) ។

ឃ . តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

1+ ex មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីត f (x)កាលណា x →−∞ និង x →+∞ ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)កាលណា x →−∞ រចួសិក�ទីតាងំេធៀប ។

គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េគបាន f (x) = x−2+
4

1+ ex ។

ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)កាលណា x →+∞ រចួសិក�ទីតាងំេធៀប ។

ង . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុស x = 0 ។

ច . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖
• lim

x→−∞
f (x) =−∞+2−0 =−∞ (េ្រពាះ ex → 0) ។

• lim
x→+∞

f (x) = +∞+2−4 =+∞ (េ្រពាះ 4ex

1+ ex → 4) ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (d1)ខាង −∞ និងទីតាងំេធៀប ៖
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• lim
x→−∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

1+ex

)
= 0 =⇒ (d1) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

• េដាយសារ − 4ex

1+ ex < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (d1)ជានិច្ច ។

គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់កេន�មៃន f (x) ៖

f (x) = x+2− 4ex

1+ ex = x+2− 4(ex +1−1)
1+ ex = x+2−4+

4
1+ ex = x−2+

4
1+ ex

ឃ . អាសីុមតូតេ្រទត (d2)ខាង +∞ និងទីតាងំេធៀប ៖

• lim
x→+∞

[ f (x)− (x−2)] = lim
x→+∞

4
1+ex = 0 =⇒ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

• េដាយសារ 4
1+ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ (d2)ជានិច្ច ។

ង . អេថរភាព និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ x = 0 ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) = 1− 4ex(1+ ex)−4e2x

(1+ ex)2 = 1− 4ex

(1+ ex)2 =
(1+ ex)2 −4ex

(1+ ex)2 =
(ex −1)2

(ex +1)2

• េដាយសារ (ex −1)2 ≥ 0 និង (ex +1)2 > 0 េនាះ f ′(x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (េស្មី 0 ⇐⇒ x = 0) ។
ដូេច្នះ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី R ។

• ្រតង់ x = 0 ៖ f (0) = 0+2− 4(1)
1+1

= 2−2 = 0 និង f ′(0) = 0 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) គឺ ៖

y−0 = 0(x−0) ⇐⇒ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស Ox)

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

0

ច . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ៖
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េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) = x− ex −1
ex +1

មាន្រកាបក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . ១ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា f (x) = x−1+

2
1+ ex = x+1− 2ex

1+ ex ។

២ . គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។
៣ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+1 និង (d2) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។
៤ . សិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និងបនា្ទ ត់ (d1),(d2) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍េសស និងសិក�អេថរភាពៃន f ។

គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប្រតង់ចំណុចមានអាប់សីុស x = 0 រចួសង់្រកាប (C),(d1),(d2),(L) ក្នុង
ត្រម�យែតមួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ១ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់កេន�ម ៖

f (x) = x− (ex +1)−2
ex +1

= x−1+
2

1+ ex

f (x) = x− 2ex − (ex +1)
ex +1

= x− 2ex

ex +1
+1 = x+1− 2ex

1+ ex

សមភាពទាងំពីរ្រត�វបានេផ្ទ�ងផា្ទ ត់រចួរាល់ ។
២ . គណនាលីមីត ៖

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x+1− 2ex

1+ex

)
=−∞+1−0 =−∞ ។
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• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x−1+ 2

1+ex

)
=+∞−1+0 =+∞ ។

៣ . អាសីុមតូតេ្រទត ៖
• lim

x→−∞
[ f (x)− (x+1)] = lim

x→−∞

(
− 2ex

1+ex

)
= 0 =⇒ (d1) : y = x+1 ខាង −∞ ។

• lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

2
1+ex = 0 =⇒ (d2) : y = x−1 ខាង +∞ ។

៤ . ទីតាងំេធៀប ៖
• f (x)− (x+1) =− 2ex

1+ ex < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (d1)ជានិច្ច ។

• f (x)− (x−1) =
2

1+ ex > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី (d2)ជានិច្ច ។

ខ . អនុគមន៍េសស និងអេថរភាព ៖

• f (−x) =−x− e−x −1
e−x +1

=−x− 1− ex

1+ ex =−x+
ex −1
ex +1

=−
(

x− ex −1
ex +1

)
=− f (x) ៖

ដូេច្នះ f ជាអនុគមន៍េសស និងមាន O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះ ។
• េដរេីវ ៖

f ′(x) = 1− 2ex

(1+ ex)2 =
(ex +1)2 −2ex

(ex +1)2 =
e2x +1
(ex +1)2 > 0

ដូេច្នះ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី R ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

គ . បនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ x = 0 និងសង់្រកាប ៖

• f (0) = 0 និង f ′(0) =
e0 +1

(e0 +1)2 =
2
4
= 1

2 ៖

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ (L) : y =
1
2

x ។
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x

y

O−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

d1

d2

(L)

(C)

O(0,0)

លហំាត់ទី ៥៤

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x+2− 4ex

ex +2
មាន្រកាប (C) ។

ក . គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d1) : y = x+ 2 និង (d2) : y = x− 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។ សិក�ទីតាងំ្រកាប
(C) េធៀបនឹង (d1),(d2) ។

គ . សិក�អេថរភាព គូសតារាងអេថរភាព និងសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A(ln2, ln2) ។

ឃ . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖
• lim

x→−∞
f (x) =−∞+2−0 =−∞ (េ្រពាះ ex → 0) ។

• lim
x→+∞

f (x) = +∞+2−4 =+∞ (េ្រពាះ 4ex

ex +2
→ 4) ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖

• lim
x→−∞

[ f (x)− (x+2)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

ex+2

)
= 0 =⇒ (d1) : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

• សរេសរ f (x) = x+2− 4(ex +2−2)
ex +2

= x+2−4+
8

ex +2
= x−2+

8
ex +2

៖
lim

x→+∞
[ f (x)− (x−2)] = lim

x→+∞
8

ex+2 = 0 =⇒ (d2) : y = x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។
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• ទីតាងំេធៀប ៖
– f (x)− (x+2) =− 4ex

ex +2
< 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម (d1)ជានិច្ច ។

– f (x)− (x−2) =
8

ex +2
> 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី (d2)ជានិច្ច ។

គ . អេថរភាព និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A(ln2, ln2) ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) = 1− 4ex(ex +2)−4ex · ex

(ex +2)2 = 1− 8ex

(ex +2)2 =
(ex +2)2 −8ex

(ex +2)2 =
(ex −2)2

(ex +2)2

• f ′(x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (េស្មី 0 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln2) ។
ដូេច្នះ f ជាអនុគមនេ៍កីនដាច់ខាតេលី R ។

• ្រតង់ A(ln2, ln2) ៖

f (ln2) = ln2+2− 4(2)
2+2

= ln2+2−2 = ln2

f ′(ln2) =
(2−2)2

(2+2)2 = 0

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ A គឺ ៖

y− ln2 = 0(x− ln2) ⇐⇒ y = ln2 ≈ 0.69 (បនា្ទ ត់េដក្រសបអ័ក្ស Ox)

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

ln2

ln2

ឃ . សង់្រកាប (C) បនា្ទ ត់ (d1),(d2) និង (L) ៖
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x

y

O−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

d1

d2

(L)

(C)

A(ln2, ln2)

លហំាត់ទី ៥៥

A . អនុគមន៍ h(x) = 1+ex(1−x) កំណត់ ∀x ∈R ។ េដាយពំុបាចគ់ណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ ចូរសិក�សញញ
ៃន h(x) េលី R ។

B . អនុគមន៍ y = f (x) = 2+ x(1+ ex)មាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ ។
ខ . បំភ្លឺថា y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។
គ . សិក�អេថរភាពៃន f េដាយេ្របីលទ្ធផលៃនសំណួរ A ។
ឃ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃនែខ្សេកាង (C)ជាមួយអាសីុមតូតេ្រទត y = x+2 ។
ង . សង់្រកាប (C) េលីត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ ។

ដំេណាះ្រសាយ

A . សិក�សញញ ៃនអនុគមន៍ h(x) = 1+ ex(1− x) េលី R ៖

• គណនាេដរេីវ h′(x)តាមរូបមន្តផលគុណ ៖

h′(x) = 0+(ex)′(1− x)+ ex(1− x)′ = ex(1− x)+ ex(−1) = ex(1− x−1) = −xex

• េដាយសារ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះសញញ ៃន h′(x) ដូចសញញ ៃន −x ៖
h′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

– េបី x < 0 ៖ −x > 0 =⇒ h′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– េបី x > 0 ៖ −x < 0 =⇒ h′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។
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• អនុគមន៍ h មានតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 0 គឺ ៖
h(0) = 1+ e0(1−0) = 1+1(1) = 2

• េលីចេនា្ល ះ (−∞,0] ៖ h េកីនពី 1 (េ្រពាះ lim
x→−∞

ex(1− x) = 0) ដល់ 2 > 0 ដូេច្នះ h(x)> 0 ជានិច្ច ។
• េលីចេនា្ល ះ [0,+∞) ៖ h ជាប់ និងចុះដាច់ខាតពី 2 េទ −∞ ។
េដាយ h(1) = 1+e1(0) = 1 > 0 និង h(2) = 1+e2(−1) = 1−e2 ≈ 1−7.39 =−6.39 < 0 តាម្រទឹស្តីបទ
តៃម្លកណា្ត ល មានចំនួនពិតែតមួយគត់ α ∈ (1,2) (តៃម្ល្របែហល α ≈ 1.28) ែដលេធ្វីឱ្យ h(α) = 0 ។

• សន្និដា្ឋ នសញញ ៃន h(x) ៖
h(x)> 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,α)

h(x) = 0 ចំេពាះ x = α ≈ 1.28
h(x)< 0 ចំេពាះ x ∈ (α,+∞)

x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 α +∞

+ 0 − −

11

22

−∞−∞

α

0

B . សិក�អនុគមន៍ f (x) = 2+ x(1+ ex) = x+2+ xex ៖
ក . គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ ៖

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x+2+ xex) =−∞+2+0 = −∞ (េដាយ lim
x→−∞

xex = 0) ។
• lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
[2+ x(1+ ex)] = 2+(+∞)(+∞) = +∞ ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ៖
ពិនិត្យផលដក ៖ lim

x→−∞
[ f (x)− (x+2)] = lim

x→−∞
xex = 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d : y = x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ ។
(សមា្គ ល់ ៖ ក្នុង្របធានេដីមមានការ្រចឡំសរេសរខាង +∞ ែតតាមការគណនាពិត្របាកដគឺខាង −∞ េ្រពាះ
lim

x→−∞
xex = 0) ។

គ . សិក�អេថរភាពៃន f ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ f ′(x) = [x+2+ xex]′ = 1+0+(ex + xex) = 1+(x+1)ex +1
ឬ f ′(x) = 2+(x+1)ex ។

• ពិនិត្យតៃម្លអប្បបរមាៃន k(x) = 2+(x+1)ex ៖
k′(x) = (x+2)ex = 0 ⇐⇒ x =−2 នាឱំ្យ k(−2) = 2− e−2 ≈ 1.86 > 0 ។
ដូេច្នះ f ′(x)≥ 2− e−2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី Rជានិច្ច ។

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞
+∞+∞

0

2
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ឃ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន (C)ជាមួយអាសីុមតូតេ្រទត d : y = x+2 ៖
ពិនិត្យសញញ ៃនផលដក ៖ f (x)− (x+2) = xex ។
េដាយសារ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះសញញ ៃនផលដកអា្រស័យេលី x ៖
• េបី x < 0 =⇒ f (x)− yd < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d ។
• េបី x = 0 =⇒ f (0)− yd(0) = 0 =⇒ (C)កាត់បនា្ទ ត់ d ្រតង់ចំណុច (0,2) ។
• េបី x > 0 =⇒ f (x)− yd > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ d ។

ង . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេ្រទត d ៖

d : y = x+2

(0,2)

(C)

(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖
ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ D = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ d : y = x+2 y = x+2

្របសព្វអ័ក្ស (Oy) (0,2) (0,2)

ទីតាងំេធៀបជាមួយ d (C) េនេ្រកាម d េលី (−∞,0) កាត់ d ្រតង់ (0,2)

លហំាត់ទី ៥៦

A . f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ f (x) = (1− x)ex − 1 ។ គណនា f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f

(េដាយមិនចាបំាច់គណនាលីមីត្រតង់ −∞ និង +∞) ។ ទាញរកសញញ ៃន f (x) ។
B . g ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ g(x) = (2− x)ex +2− x ។
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ក . គណនា lim
x→−∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x) ។ គណនា g′(x) ។ េដាយេ្របីលទ្ធផលែដលបានេនសំណួរទី (A)

ចូរសិក�សញញ ៃន g′(x) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន g ។
ខ . បងា្ហ ញថាែខ្សេកាង (C)តាងអនុគមន៍ g មានបនា្ទ ត់ (D) : y = 2−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតកាលណា x ខិត

េទ −∞ ។ បញ្ជ ក់ទីតាងំៃនែខ្សេកាង (C) េធៀបនឹង (D) ។
គ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ែដល្រសបនឹង (D) ។
ឃ . រកកូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង (C) ។
ង . សង់ែខ្សេកាង (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។ (ឯកតាេលីអ័ក្សេស្មី 1cm) ។

ដំេណាះ្រសាយ

A . សិក�អនុគមន៍ f (x) = (1− x)ex −1 ៖
• េដរេីវ ៖

f ′(x) = (1− x)′ex +(1− x)(ex)′−0 =−ex +(1− x)ex = ex(−1+1− x) = −xex

• េដាយសារ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ Rនាឱំ្យ f ′(x)មានសញញ ដូច −x ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

– េបី x < 0 ៖ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។
– េបី x > 0 ៖ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ ។

• តៃម្លអតិបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 0 គឺ ៖
f (0) = (1−0)e0 −1 = 1(1)−1 = 0

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

00

• ទាញរកសញញ ៃន f (x) េលី R ៖
េដាយសារតៃម្លអតិបរមាដាច់ខាតៃន f គឺេស្មសូីន្យ េនាះ្រគបត់ៃម្លទាងំអសៃ់ន f (x) សុទ្ធែតតូចជាង ឬេស្មសូីន្យ
៖

f (x)≤ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (េស្មី 0 ⇐⇒ x = 0)

B . សិក�អនុគមន៍ g(x) = (2− x)ex +2− x េលី R ៖
ក . គណនាលីមីត េដរេីវ និងតារាងអេថរភាពៃន g ៖

• lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(2ex−xex+2−x) = 0−0+2− (−∞) = +∞ េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→−∞

xex = 0

។
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• lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(2− x)(ex +1) = (−∞)(+∞) = −∞ ។
• េដរេីវ ៖ g′(x) =−ex +(2− x)ex −1 = (1− x)ex −1 = f (x) ។
• សញញ g′(x) ៖តាមសំណួរទី (A) េគបាន g′(x) = f (x)≤ 0,∀x ∈ R និង g′(0) = 0 ។
ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី R ។

• តារាងអេថរភាពៃន g ៖ (g(0) = (2−0)e0 +2−0 = 4)
x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 −
+∞+∞

−∞−∞

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត (D) និងបញ្ជ ក់ទីតាងំេធៀប ៖
• ផលដក ៖ g(x)− (2− x) = (2− x)ex ។
• លីមីត ៖ lim

x→−∞
[g(x)− (2− x)] = lim

x→−∞
(2− x)ex = lim

x→−∞
(2ex − xex) = 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = 2− x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ េដាយ ex > 0,∀x ∈ R េនាះសញញ ៃនផលដកអា្រស័យេលី 2− x ៖
– េបី x < 2 =⇒ g(x)− yD > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ (D) ។
– េបី x = 2 =⇒ g(2) = 0 = yD(2) =⇒ (C)កាត់ (D) ្រតង់ចំណុច (2,0) ។
– េបី x > 2 =⇒ g(x)− yD < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D) ។

គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រសបនឹង (D) : y =−x+2 ៖
បនា្ទ ត់ (∆) ∥ (D) ⇐⇒ g′(x0) =−1 ⇐⇒ (1− x0)ex0 −1 =−1 ⇐⇒ (1− x0)ex0 = 0 ។
េដាយ ex0 > 0 =⇒ 1− x0 = 0 ⇐⇒ x0 = 1 ។
អរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖ y0 = g(1) = (2−1)e1 +2−1 = e+1 ≈ 3.72 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ៖ y =−1(x−1)+ e+1 ⇐⇒ (∆) : y =−x+ e+2 ។

ឃ . កូអរេដាេនៃនចំណុចរបត់របស់ែខ្សេកាង (C) ៖
េដរេីវទីពីរ ៖ g′′(x) = f ′(x) =−xex ។
g′′(x) = 0 ⇐⇒ −xex = 0 ⇐⇒ x = 0 ។
ចំេពាះ x < 0 =⇒ g′′(x)> 0 (េប៉ាងេឡងីេលី) និងចំេពាះ x > 0 =⇒ g′′(x)< 0 (ផតចុះេ្រកាម) ។
េដាយ g′′(x) ប្តូរសញញ ្រតង់ x = 0 េនាះចំណុច I(0,4) ជាចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង (C) ។
(្រតង់ I(0,4)មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក y = 4 េ្រពាះ g′(0) = 0) ។

ង . សង់ែខ្សេកាង (C) បនា្ទ ត់ (D) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ៖
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x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

(D) : y = 2− x

(∆) : y =−x+ e+2

y = 4

(C)

I(0,4)

(2,0)

M(1,e+1)

តារាងសេង្ខបធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖
ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេនពិត តៃម្ល្របែហល
ែដនកំណត់ Dg = R (−∞,+∞)

អាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ (D) : y =−x+2 y =−x+2

ចំណុចរបត់ I(0,4) (0,4)

បនា្ទ ត់ប៉ះេដក្រតង់ I y = 4 y = 4

បនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ∥ (D) (∆) : y =−x+ e+2 y ≈−x+4.72

ចំណុចប៉ះៃន (∆) M(1,e+1) (1,3.72)

្របសព្វអ័ក្ស Ox និង (D) (2,0) (2,0)

លហំាត់ទី ៥៧

f ជាអនុគមន៍ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 1+2
(

lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ A រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) : y = 1 ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ (L) ែដល

ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ A ។

ឃ . គណនា f
(

1
2

)
។ សង់បនា្ទ ត់ (L) អាសុីមតូត និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ ។ (េគយក e = 2.7,

2
e
=

0.7, ln2 = 0.7)
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ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖
• ្រតង់ x → 0+ ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

[
1+2

(
lnx
x

)]
េដាយ lim

x→0+
lnx =−∞ និង lim

x→0+
1
x =+∞ =⇒ lim

x→0+
lnx
x =−∞ ។

ដូចេនះ lim
x→0+

f (x) =−∞ ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន y′Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។
• ្រតង់ x →+∞ ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
1+2

(
lnx
x

)]
តាមរូបមន្តលីមីតមូលដា្ឋ ន lim

x→+∞
lnx
x = 0 នាឱំ្យ lim

x→+∞
f (x) = 1+2(0) = 1 ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C)ខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) សិក�សញញ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,+∞) ៖

f ′(x) =
[

1+2
(

lnx
x

)]′
= 2 · (lnx)′ · x− lnx · (x)′

x2 = 2 ·
1
x · x− lnx

x2 =
2(1− lnx)

x2

• សិក�សញញ ៃន f ′(x) ៖
េដាយ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 នាឱំ្យសញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យេលីកេន�ម (1− lnx) ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1− lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ។
– f ′(x)> 0 ⇐⇒ 1− lnx > 0 ⇐⇒ lnx < 1 ⇐⇒ 0 < x < e (អនុគមន៍េកីន) ។
– f ′(x)< 0 ⇐⇒ 1− lnx < 0 ⇐⇒ lnx > 1 ⇐⇒ x > e (អនុគមន៍ចុះ) ។
្រតង់ x = e អនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប ៖

f (e) = 1+2
(

lne
e

)
= 1+

2
e
≈ 1+0.7 = 1.7

• តារាងអេថរភាពៃន f ៖
x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞

1+ 2
e1+ 2
e

11
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គ . កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ A និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ A ៖
• សមីការអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង (C) និង (D) : y = 1 ៖

f (x) = 1 ⇐⇒ 1+2
(

lnx
x

)
= 1 ⇐⇒ 2

(
lnx
x

)
= 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1

ជំនួស x = 1 ចូលសមីការ (D)នាឱំ្យ y = 1 ។
ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វគឺ A(1,1) ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A(1,1) ៖
េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ ៖

f ′(1) =
2(1− ln1)

12 =
2(1−0)

1
= 2

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (L)មានទ្រមង់ ៖
(L) : y− yA = f ′(xA)(x− xA) ⇐⇒ y−1 = 2(x−1) ⇐⇒ y = 2x−1

ឃ . គណនា f
(1

2

) និងសង់បនា្ទ ត់ (L)អាសីុមតូត និង្រកាប (C) ៖
• គណនា f

(1
2

) ៖
f
(

1
2

)
= 1+2

(
ln(1/2)

1/2

)
= 1+4(− ln2) = 1−4ln2

េដាយយក ln2 ≈ 0.7 េយងីបាន ៖

f
(

1
2

)
≈ 1−4(0.7) = 1−2.8 = −1.8

• សង់បនា្ទ ត់ (L)អាសីុមតូត និង្រកាប (C) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

3

y = 1

(C)

(L) : y = 2x−1

A(1,1)

E(e,1.74)

e

1+ 2
e

( 1
2 ,−1.8

)
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លហំាត់ទី ៥៨

f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2
(

1− lnx
x

)
េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . គណនា lim
x→0+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ កំណត់អាសីុមតូតឈរនិងអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសិក�សញញ ៃន f ′(x) ។ កំណត់តៃម្លបរមាៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណតកូ់អរេដាេនៃនចំណុច M រវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដករបសវ់ា ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះ

្រកាប (C) ្រតង់ M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L) និង្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (យក e = 2.7,
2
e
= 0.7) ។

ង . កំណត់តៃម្លៃនចំនួនពិត k េដាយេ្របី្រកាប (C) េដីម្បឱី្យសមីការ 2
(

1− lnx
x

)
= k មានឫស ។

គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ែដលកំណត់េដាយ (C) អ័ក្ស (x′Ox) បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖

• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim
x→0+

lnx =−∞ =⇒ lim
x→0+

(
− lnx

x

)
=+∞ ។

នាឱំ្យ lim
x→0+

f (x) = +∞ =⇒ x = 0 (អ័ក្ស y′Oy) ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x = 0 នាឱំ្យ lim

x→+∞
f (x) = 2(1−0) = 2 ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ សិក�សញញ និងសង់តារាងអេថរភាព ៖

• េដរេីវ ៖ ចំេពាះ x > 0 ៖

f ′(x) = 2

(
−

1
x · x− lnx

x2

)
=

2(lnx−1)
x2

• សញញ f ′(x) ៖ សញញ ៃន f ′(x) ដូចសញញ lnx−1 ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ។
– f ′(x)< 0 ⇐⇒ 0 < x < e ( f ចុះ) ៖ f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > e ( f េកីន) ។
្រតង់ x = e អនុគមន៍មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប ៖

f (e) = 2
(

1− 1
e

)
= 2− 2

e
≈ 2−0.7 = 1.3

• តារាងអេថរភាព ៖
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x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞

2− 2
e2− 2
e

22

គ . ចំណុច្របសព្វ M និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (L) ្រតង់ M ៖
• សមីការអាប់សីុស f (x) = 2 ⇐⇒ 2

(
1− lnx

x

)
= 2 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 ។

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វគឺ M(1,2) ។
• េមគុណ្របាប់ទិស f ′(1) = 2(0−1)

1 =−2 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ (L) : y−2 =−2(x−1) ⇐⇒ y =−2x+4 ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (L)អាសីុមតូត និង្រកាប (C) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

y = 2

(C)

(L) : y =−2x+4

M(1,2)

E(e,1.26)

e

2− 2
e

ង . ពិភាក�ឫសតាមតៃម្ល k និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា S ៖
• ចំនួនឫសៃនសមីការ f (x) = k តាម្រកាប (C) ៖

– េបី k < 2− 2
e ៖ សមីការគា្ម នឫស ។

– េបី k = 2− 2
e ៖ សមីការមានឫសែតមួយគត់ x = e ។

– េបី 2− 2
e < k < 2 ៖ សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ។

– េបី k ≥ 2 ៖ សមីការមានឫសែតមួយគត់ ។

ដូចេនះ សមីការមានឫសលុះ្រតាែត k ≥ 2− 2
e
≈ 1.26 ។

• គណនាៃផ្ទ្រកឡា S េលីចេនា្ល ះ [1,e] ៖
េលី [1,e] ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីអ័ក្ស (Ox) េ្រពាះ f (x)≥ 2− 2

e > 0 ៖

S =
∫ e

1
2
(

1− lnx
x

)
dx = 2

∫ e

1
dx−2

∫ e

1

lnx
x

dx = 2[x]e1 −
[
ln2 x

]e
1

S = 2(e−1)− (ln2 e− ln2 1) = 2e−2−1 = 2e−3 ≈ 2.4 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

687

លហំាត់ទី ៥៩

f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− lnx
x3 េហយីមានែខ្សេកាង (C) ។

ក . គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ កំណត់សមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថា f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e ។ គណនា f ( 3
√

e) រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាងែខ្សេកាង (C) និងអាសីុមតូតេដក ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T ) ែដល

ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច M ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (T ) និងែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មួយ (យក e = 2.7, 3
√

e = 1.4,
1
3e

= 0.12) ។
កំណត់តៃម្ល k េដីម្បឱី្យវសិមីការ 1− lnx

x3 > k េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ x > 0 េដាយេ្របីែខ្សេកាង (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងកំណត់សមីការអាសីុមតូត ៖

• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim
x→0+

lnx =−∞ និង lim
x→0+

x3 = 0+ =⇒ lim
x→0+

(
− lnx

x3

)
=+∞ ។

នាឱំ្យ lim
x→0+

f (x) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x3 = 0 =⇒ lim

x→+∞
f (x) = 1−0 = 1 ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . តៃម្លអប្បបរមា និងតារាងអេថរភាព ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) =−
1
x · x

3 − lnx ·3x2

(x3)2 =−x2(1−3lnx)
x6 =

3lnx−1
x4

• សញញ f ′(x) ៖ េដាយ x4 > 0 សញញ f ′(x) ដូចសញញ 3lnx−1 ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ 3lnx−1 = 0 ⇐⇒ lnx = 1

3 ⇐⇒ x = e1/3 = 3
√

e ។
– f ′(x)< 0 ⇐⇒ 0 < x < 3

√
e ( f ចុះ) ៖ f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > 3

√
e ( f េកីន) ។

ដូចេនះ f មានតៃម្លអប្បបរមា្រតង់ x = 3
√

e ៖

f ( 3
√

e) = 1− ln(e1/3)

(e1/3)3
= 1− 1/3

e
= 1− 1

3e
≈ 1−0.12 = 0.88

• តារាងអេថរភាព ៖
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x

f ′(x)

f (x)

0 3
√

e +∞

− 0 +

+∞

1− 1
3e1− 1
3e

11

គ . ចំណុច្របសព្វ M និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ្រតង់ M ៖
• សមីការអាប់សីុស f (x) = 1 ⇐⇒ 1− lnx

x3 = 1 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,1) ។
• េមគុណ្របាប់ទិស f ′(1) = 3ln1−1

14 =−1 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ (T ) : y−1 =−1(x−1) ⇐⇒ y =−x+2 ។

ឃ . សង់បនា្ទ ត់ (T ) ្រកាប (C) និងកំណត់តៃម្ល k ៖

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

y = 1(C)

(T ) : y =−x+2

M(1,1)

E( 3
√

e,0.88)

3
√

e

1− 1
3e

េដាយសារតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាតៃន f (x) េលី (0,+∞) គឺ f ( 3
√

e) = 1− 1
3e នាឱំ្យ ៖

f (x)> k ∀x > 0 ⇐⇒ k < 1− 1
3e

≈ 0.88

លហំាត់ទី ៦០

f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = x−1−2ln
(

1− 1
x

)
និង (C)ជា្រកាបៃន f ។

ក . ចូរសិក�ទិសេដអេថរភាពៃន f ។
ខ . គណនា lim

x→1+
f (x) និង lim

x→+∞
f (x) រចួរកអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ។

គ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f រចួសង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗) ។

ឃ . បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 3 មានឫសែតមួយគត់េលីចេនា្ល ះ [2,+∞) ។
ង . គណនា្រកឡាៃផ្ទ A ែដលេនចេនា្ល ះែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ L : y = x− 1 ្រត�វនឹងចេនា្ល ះ 2 ≤ x ≤ 4 (េគឱ្យ

ln2 = 0.7 និង ln3 = 1.1) ។
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ក . ទិសេដអេថរភាពៃន f ៖
• ែដនកំណត់ ៖ ចំេពាះ x ∈ (1,+∞) កេន�ម 1− 1

x = x−1
x > 0 ជានិច្ច ។

• គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖

f ′(x) = 1−2 ·
(
1− 1

x

)′
1− 1

x

= 1−2 ·
1
x2

x−1
x

= 1− 2
x(x−1)

=
x2 − x−2
x(x−1)

=
(x−2)(x+1)

x(x−1)

• សញញ f ′(x) ៖ ចំេពាះ x > 1 េយងីមាន x(x−1)> 0 និង x+1 > 0 ដូេច្នះសញញ f ′(x)អា្រស័យេលី x−2 ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ x−2 = 0 ⇐⇒ x = 2 ។
– f ′(x)< 0 ⇐⇒ 1 < x < 2 =⇒ f ចុះេលីចេនា្ល ះ (1,2) ។
– f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > 2 =⇒ f េកីនេលីចេនា្ល ះ (2,+∞) ។
្រតង់ x = 2 អនុគមន៍មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប ៖

f (2) = 2−1−2ln
(

1− 1
2

)
= 1−2ln

(
1
2

)
= 1+2ln2 ≈ 1+2(0.7) = 2.4

ខ . គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូត ៖
• អាសីុមតូតឈរ ៖ កាលណា x → 1+ េនាះ 1− 1

x → 0+ =⇒ ln(1−1/x)→−∞ ។
នាឱំ្យ lim

x→1+
f (x) = 0−2(−∞) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• អាសីុមតូតេ្រទត ៖ កាលណា x →+∞ េនាះ 1
x → 0 =⇒ ln(1−1/x)→ ln1 = 0 ។

ពិនិត្យផលដក ៖ lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

[
−2ln

(
1− 1

x

)]
= 0 ។

នាឱំ្យ បនា្ទ ត់ y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

គ . តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖

x

f ′(x)

f (x)

1 2 +∞

− 0 +

+∞

1+2ln21+2ln2

+∞+∞



690 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5
x = 1

y = x−1

(C)

(2,2.4)

ឃ . ្រសាយបញ្ជ ក់ថា សមីការ f (x) = 3 មានឫសែតមួយគត់េលី [2,+∞) ៖
េលីចេនា្ល ះ [2,+∞) អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកីនដាច់ខាត េដាយមាន f (2) = 1+2ln2 ≈ 2.4 និង lim

x→+∞
f (x) = +∞ ។

េដាយសារ 3 ∈ [2.4,+∞)តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត ល សមីការ f (x) = 3 មានឫសែតមួយគត់ α ∈ [2,+∞) ។

ង . គណនា្រកឡាៃផ្ទ A ៖
• េលីចេនា្ល ះ [2,4] េយងីមាន 1− 1

x < 1 =⇒ ln
(
1− 1

x

)
< 0 នាឱំ្យ ៖

f (x)− (x−1) =−2ln
(

1− 1
x

)
= 2ln

(
x

x−1

)
> 0

ដូេច្នះ ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ L : y = x−1 ជានិច្ច ។
• ្រកឡាៃផ្ទ A កំណត់េដាយ ៖

A =
∫ 4

2
[ f (x)− (x−1)]dx = 2

∫ 4

2
[lnx− ln(x−1)]dx

• េដាយសារ ∫ ln t dt = t ln t − t េគបាន ៖
A = 2 [x lnx− x− (x−1) ln(x−1)+(x−1)]42
= 2 [x lnx− (x−1) ln(x−1)−1]42

= 2
[
(4ln4−3ln3−1)− (2ln2−1ln1−1)

]
= 2
[
8ln2−3ln3−1−2ln2+1

]
= 2(6ln2−3ln3) = 12ln2−6ln3

• ជំនួសតៃម្ល ln2 = 0.7 និង ln3 = 1.1 ៖

A = 12(0.7)−6(1.1) = 8.4−6.6 = 1.8 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ
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លហំាត់ទី ៦១

f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ x ∈ D =]−∞,0[∪]1,+∞[ េដាយ y = f (x) = −x
2
+ ln

∣∣∣∣x−1
x

∣∣∣∣ េហយីមានែខ្សេកាង
(C) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞, 0, 1 និង +∞ ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃនែខ្សេកាង (C) ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y =−x
2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C)ខាង −∞ និងខាង +∞ ។ សិក�ទីតាងំេធៀប

ៃនែខ្សេកាង (C) េធៀបនឹង (∆) ។

គ . គណនា f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
ឃ . គណនា f (−1) និង f (2) រចួសង់ែខ្សេកាង (C) និងអាសីុមតូតទាងំអសរ់បសវ់ា ។ កំណតត់ៃម្ល m េដីម្បឱី្យសមីការ

−x
2
+ ln

∣∣∣∣x−1
x

∣∣∣∣= m មានឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូតឈរ ៖

• ្រតង់ ±∞ ៖ lim
x→±∞

∣∣ x−1
x

∣∣= 1 =⇒ lim
x→±∞

ln
∣∣ x−1

x

∣∣= 0 ។
នាឱំ្យ lim

x→−∞
f (x) = +∞ និង lim

x→+∞
f (x) =−∞ ។

• ្រតង់ x → 0− ៖ lim
x→0−

∣∣ x−1
x

∣∣=+∞ =⇒ lim
x→0−

f (x) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x → 1+ ៖ lim
x→1+

∣∣ x−1
x

∣∣= 0+ =⇒ lim
x→1+

f (x) =−∞ =⇒ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖
• អាសីុមតូតេ្រទត ៖ lim

x→±∞

[
f (x)−

(
− x

2

)]
= lim

x→±∞
ln
∣∣ x−1

x

∣∣= 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (∆) : y =−x

2
ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ទាងំខាង −∞ និងខាង +∞ ។

• ទីតាងំេធៀប ៖ ពិនិត្យសញញ ៃន f (x)−
(
− x

2

)
= ln

∣∣1− 1
x

∣∣ ៖
– ចំេពាះ x ∈ (−∞,0) ៖ 1− 1

x > 1 =⇒ ln
(
1− 1

x

)
> 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី ( ) ។

– ចំេពាះ x ∈ (1,+∞) ៖ 0 < 1− 1
x < 1 =⇒ ln

(
1− 1

x

)
< 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម ( ) ។

គ . គណនា f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាព ៖
• េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៖

f ′(x) =−1
2
+

1
x2

x−1
x

=−1
2
+

1
x(x−1)

=
−(x+1)(x−2)

2x(x−1)

• សញញ f ′(x) ៖ េដាយ x(x−1)> 0 េលី D សញញ f ′(x)អា្រស័យេលី −(x+1)(x−2) ៖



692 េមេរៀនទី ៤ ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

– f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−1 ឬ x = 2 ។
– េលី (−∞,−1) ៖ f ′(x)< 0 ( f ចុះ) ៖ េលី (−1,0) ៖ f ′(x)> 0 ( f េកីន) ។
– េលី (1,2) ៖ f ′(x)> 0 ( f េកីន) ៖ េលី (2,+∞) ៖ f ′(x)< 0 ( f ចុះ) ។
តៃម្លបរមា ៖ f (−1) = 1

2 + ln2 ≈ 1.2 (អប្បបរមាេធៀប) ៖ f (2) =−1− ln2 ≈−1.7 (អតិបរមាេធៀប) ។
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 2 +∞

− 0 + + 0 −

+∞+∞
1
2 + ln21
2 + ln2

+∞ −1− ln2−1− ln2

−∞−∞

ឃ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងកំណត់តៃម្ល m ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3
x = 1

(∆) : y =− x
2

(C)

(−1,1.2)

(2,−1.7)

• កំណត់ m េដីម្បឱី្យសមីការមានឫសអវជិ្ជមានពីរេផ្សងគា្ន ៖
ឫសអវជិ្ជមានជាអាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វរវាង (C) េលី (−∞,0) និងបនា្ទ ត់េដក y = m ។
តាម្រកាប បនា្ទ ត់ y = m កាត់ែខ្នង (−∞,0) ្រតង់ពីរចំណុចេផ្សងគា្ន លុះ្រតាែត ៖

m >
1
2
+ ln2 ≈ 1.2

លហំាត់ទី ៦២

f ជាអនុគមន៍ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) =−x−2+
4ex

ex +1
េហយីមានែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យអរតូ

ណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ និង្រតង់ +∞ ។
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ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 : y =−x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ និងបនា្ទ ត់ d2 : y =−x+2 ជាអាសីុមតូ
តេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។

គ . គណនា f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ បងា្ហ ញថាគល់ត្រម�យ O ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូតទាងំពីរ ។ េដាះ្រសាយវសិមីការ 4ex

ex +1
≥ x+2 តាម្រកាប (C) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖
• ្រតង់ x →−∞ ៖ lim

x→−∞
ex = 0 =⇒ lim

x→−∞
f (x) = +∞−2+0 =+∞ ។

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

4ex

ex+1 = 4 =⇒ lim
x→+∞

f (x) =−∞−2+4 =−∞ ។

ខ . អាសីុមតូតេ្រទត ៖
• ខាង −∞ ៖ lim

x→−∞
[ f (x)− (−x−2)] = lim

x→−∞
4ex

ex+1 = 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 : y =−x−2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ។

• ខាង +∞ ៖ lim
x→+∞

[ f (x)− (−x+2)] = lim
x→+∞

(
4ex

ex+1 −4
)
= lim

x→+∞
−4

ex+1 = 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d2 : y =−x+2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

គ . គណនា f ′(x)តារាងអេថរភាព និងផ្ចិតឆ្លុះ ៖

• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖

f ′(x) =−1+
4ex(ex +1)−4ex · ex

(ex +1)2 =−1+
4ex

(ex +1)2 =
−(ex −1)2

(ex +1)2 ≤ 0

f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex = 1 ⇐⇒ x = 0 ។ ដូចេនះ f ចុះដាច់ខាតេលី R ។
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 −

+∞+∞

00 −∞−∞

• បងា្ហ ញថា O(0,0)ជាផ្ចិតឆ្លុះ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖

f (−x)+ f (x)=
(

x−2+
4e−x

e−x +1

)
+

(
−x−2+

4ex

ex +1

)
=−4+

4
ex +1

+
4ex

ex +1
=−4+4= 0= 2(0)

ដូចេនះ គល់ត្រម�យ O(0,0) ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ។
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ឃ . សង់្រកាប (C) និងេដាះ្រសាយវសិមីការ ៖

x

y

O−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

d1 d2

(C)

• េដាះ្រសាយវសិមីការ 4ex

ex+1 ≥ x+2 ⇐⇒ f (x)≥ 0 ៖
តាម្រកាប (C) ែខ្សេកាងស្ថិតេនខាងេលីអ័ក្ស (Ox)កាលណា x ≤ 0 ។
ដូចេនះ សំណំុចេម្លីយៃនវសិមីការគឺ x ∈ (−∞,0] ។

លហំាត់ទី ៦៣

f ជាអនុគមន៍ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x > 0 េដាយ y = f (x) = −x− 4lnx
x

េហយីមានែខ្សេកាង (C) េនក្នុងត្រម�យ
អរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . រកែដនកំណត់ៃន f និងគណនាលីមីតៃន f ្រតង់ចុងែដនកំណត់ ។ រកសមីការអាសុីមតូតឈរ និងអាសីុមតូត

េ្រទតៃន (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុច A េលី (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A ្រសបនឹងអាសីុមតូតេ្រទត ។ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ

េនាះ ។
ឃ . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដលខណ្ឌ េដាយ (C)អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ x = 1, x = a

(a > 1) ។ កំណត់ a េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡាេស្មី 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីត និងអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim

x→0+

(
−4lnx

x

)
=+∞ =⇒ lim

x→0+
f (x) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។



េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

695

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x = 0 =⇒ lim

x→+∞
f (x) =−∞ ។

• អាសីុមតូតេ្រទត ៖ lim
x→+∞

[ f (x)− (−x)] = lim
x→+∞

(
−4lnx

x

)
= 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (L) : y =−x ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

ខ . គណនា f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) =−1−4

(
1
x · x− lnx

x2

)
=

−x2 −4(1− lnx)
x2 =

−x2 +4lnx−4
x2

• តារាងអេថរភាព ៖ អនុគមន៍ f ចុះដាច់ខាតពី +∞ ដល់ −∞ េលី (0,+∞) ៖
x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

−

+∞

−∞−∞

គ . ចំណុច A និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹង (L) ៖
• បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹង (L) : y =−x មានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −1 ៖

f ′(x) =−1 ⇐⇒ −1−4
(

1− lnx
x2

)
=−1 ⇐⇒ 1− lnx = 0 ⇐⇒ x = e

្រតង់ x = e េយងីបាន yA = f (e) =−e− 4lne
e =−e− 4

e ≈−2.7−1.48 =−4.18 ។
ដូចេនះ ចំណុចប៉ះគឺ A

(
e,−e− 4

e

)
។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y−
(
−e− 4

e

)
=−1(x− e) ⇐⇒ y =−x− 4

e
។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖
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x

y

O 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1
(L) : y =−x

(C)

A(e,−4.19)

• គណនាៃផ្ទ្រកឡា S(a) េលី [1,a] (a > 1) ៖
េលី [1,a] បនា្ទ ត់ (L)ស្ថិតេនខាងេលី (C) េ្រពាះ (−x)− f (x) = 4lnx

x > 0 ៖

S(a) =
∫ a

1
[(−x)− f (x)] dx =

∫ a

1

4lnx
x

dx =
[
2ln2 x

]a
1 = 2ln2 a ឯកតាៃផ្ទ

• កំណត់ a េដីម្បឱី្យ S(a) = 2 ៖
2ln2 a = 2 ⇐⇒ ln2 a = 1 ⇐⇒ lna = 1 (េ្រពាះ a > 1) ⇐⇒ a = e

លហំាត់ទី ៦៤

f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) =
lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . រកែដនកំណត់ គណនាលីមីត្រតង់ចុងែដនកំណត់ និងរកសមីការអាសីុមតូតៃន (C) ។

ខ . គណនា f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។
គ . សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុច្របសព្វរវាង (C) នឹងអ័ក្សអាប់សីុស ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ែដនកំណត់ លីមីត និងសមីការអាសីុមតូត ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = (0,+∞) ។
• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim

x→0+
lnx =−∞ =⇒ lim

x→0+
f (x) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x2 = 0 =⇒ lim

x→+∞
f (x) = 0 =⇒ y = 0 (អ័ក្ស Ox) ជាអាសីុមតូតេដក ។
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ខ . គណនា f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) =
1
x · x

2 − lnx ·2x
x4 =

x(1−2lnx)
x4 =

1−2lnx
x3

• សញញ f ′(x) ៖ េដាយ x3 > 0 សញញ f ′(x) ដូចសញញ 1−2lnx ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1−2lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 1

2 ⇐⇒ x =
√

e ។
– f ′(x)> 0 ⇐⇒ 0 < x <

√
e ( f េកីន) ៖ f ′(x)< 0 ⇐⇒ x >

√
e ( f ចុះ) ។

តៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =
√

e គឺ f (
√

e) = 1/2
e =

1
2e

≈ 0.18 ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

0
√

e +∞

+ 0 −

−∞

1
2e
1
2e

00

គ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់្របសព្វនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ៖
• ្របសព្វនឹង (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ M(1,0) ។
• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(1) = 1−2ln1

13 = 1 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ (T ) : y−0 = 1(x−1) ⇐⇒ y = x−1 ។

ឃ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T ) ៖

x

y

O 1 2 3 4 5

−1

1

2

(C)

(T ) : y = x−1

(1,0)

(√
e, 1

2e
)

លហំាត់ទី ៦៥

អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ y = f (x) = x−1+2e−x េហយីមាន្រកាប (C) ។
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ក . រក lim
x→±∞

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L1 ៃន្រកាប (C) ។ បងា្ហ ញថា f មានអប្បបរមា្រតង់ x = ln2 ។

ខ . សង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ L2 ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ចំណុច A(0,1) ។

គ . សង់បនា្ទ ត់ L1,L2 េនក្នុងត្រម�យអរេដាេនែតមួយ (េគឱ្យ ln2 = 0.7) ។

ឃ . គណនា្រកឡាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយអាសីុមតូតេ្រទត L1 ្រកាប (C) បនា្ទ ត់ឈរ x = 0 និង x = 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត អាសុីមតូតេ្រទត និងតៃម្លអប្បបរមា ៖
• ែដនកំណត់ ៖ D = R ។
• lim

x→−∞
f (x) =−∞−1+2(+∞) = +∞ (េ្រពាះ e−x →+∞) ។

• lim
x→+∞

f (x) = +∞−1+0 =+∞ (េ្រពាះ e−x → 0) ។

• lim
x→+∞

[ f (x)− (x−1)] = lim
x→+∞

2e−x = 0 =⇒ (L1) : y = x−1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = 1−2e−x ។

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2e−x = 1 ⇐⇒ e−x =
1
2

⇐⇒ −x =− ln2 ⇐⇒ x = ln2

– េបី x < ln2 ៖ e−x >
1
2

=⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

– េបី x > ln2 ៖ e−x <
1
2

=⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
• ដូចេនះ f មានតៃម្លអប្បបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = ln2 គឺ ៖

f (ln2) = ln2−1+2e− ln2 = ln2−1+2
(

1
2

)
= ln2 ≈ 0.7

ខ . តារាងអេថរភាព និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ L2 ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln2 +∞

− 0 +

+∞+∞

ln2ln2

+∞+∞

• ្រតង់ x = 0 ៖ y0 = f (0) = 0−1+2e0 =−1+2 = 1 =⇒ A(0,1) ។
• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(0) = 1−2e0 = 1−2 =−1 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ L2 ្រតង់ចំណុច A(0,1) គឺ ៖

y−1 =−1(x−0) ⇐⇒ (L2) : y =−x+1
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គ . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត L1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ L2 ៖

x

y

O−1 1 2 3 4 5

1

2

3

4
L1

L2

(C)

(ln2, ln2)

A(0,1)

ឃ . គណនា្រកឡាៃផ្ទែផ្នកប្លង់ ៖
• េលីចេនា្ល ះ [0,1] ែខ្សេកាង (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ L1 : y = x−1 េ្រពាះ f (x)− (x−1) = 2e−x > 0 ចំេពាះ
្រគប់ x ∈ R ។

• ្រកឡាៃផ្ទែដល្រត�វគណនាគឺ ៖

S =
∫ 1

0
[ f (x)− (x−1)] dx =

∫ 1

0
2e−x dx =

[
−2e−x]1

0 =−2e−1 − (−2e0) = 2− 2
e

• េដាយយក e ≈ 2.7 នាឱំ្យ 2
e
≈ 0.74 ៖

S = 2− 2
e
≈ 2−0.74 = 1.26 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ

លហំាត់ទី ៦៦

អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ y = f (x) = 1− 2lnx
x

េហយីមាន្រកាប (C) ។
ក . រក lim

x→+∞
f (x) និង lim

x→0+
f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . សង់្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យែតមួយ (េគឱ្យ e = 2.7,
2
e
= 0.7) ។

ឃ . គណនា្រកឡាៃផ្ទែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ្រកាប (C)អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងសមីការអាសីុមតូត ៖
• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim

x→0+

(
−2lnx

x

)
=+∞ =⇒ lim

x→0+
f (x) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។
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• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

2lnx
x = 0 =⇒ lim

x→+∞
f (x) = 1 =⇒ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនា f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) =−2

(
1
x · x− lnx

x2

)
=

2(lnx−1)
x2

• សញញ f ′(x) ៖ េដាយ x2 > 0 សញញ f ′(x) ដូចសញញ lnx−1 ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ lnx = 1 ⇐⇒ x = e ។
– f ′(x)< 0 ⇐⇒ 0 < x < e ( f ចុះ) ៖ f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > e ( f េកីន) ។
តៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = e គឺ f (e) = 1− 2

e ≈ 1−0.7 = 0.3 (ឬ 0.26) ។
• តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

− 0 +

+∞

1− 2
e1− 2
e

11

គ . សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

y = 1

(C)

(1,1)

E(e,0.26)
1− 2

e

ឃ . គណនា្រកឡាៃផ្ទែផ្នកប្លង់ S ៖
• េលីចេនា្ល ះ [1,e] បនា្ទ ត់អាសីុមតូតេដក y = 1 ស្ថិតេនខាងេលី្រកាប (C) េ្រពាះ 1− f (x) = 2lnx

x ≥ 0 ៖

S =
∫ e

1
[1− f (x)]dx =

∫ e

1

2lnx
x

dx =
[
ln2 x

]e
1 = ln2 e− ln2 1 = 1 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ
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លហំាត់ទី ៦៧

អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x > 0 េដាយ f (x) = 2+
lnx
x2 េហយីមាន្រកាប (C) ។

ក . រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→0+

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរនិងេដកៃន្រកាប (C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) េហយីសង់តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

គ . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង្រកាប (C) និងអាសីុមតូតេដក ។ សង់្រកាប (C) េនក្នុងត្រម�យកូអរេដាេនមួយ
(េគឱ្យ e = 2.7, e0.5 = 1.65) ។

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់កំណត់េដាយ (C)អាសីុមតូតេដក បនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = e0.5 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងសមីការអាសីុមតូត ៖

• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim
x→0+

lnx
x2 =−∞ =⇒ lim

x→0+
f (x) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x2 = 0 =⇒ lim

x→+∞
f (x) = 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកខាង +∞ ។

ខ . គណនា f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖
• គណនាេដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) =
1
x · x

2 − lnx ·2x
x4 =

1−2lnx
x3

• សញញ f ′(x) ៖ េដាយ x3 > 0 សញញ f ′(x) ដូចសញញ 1−2lnx ៖
– f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1−2lnx = 0 ⇐⇒ lnx = 1

2 ⇐⇒ x = e1/2 =
√

e ≈ 1.65 ។
– f ′(x)> 0 ⇐⇒ 0 < x <

√
e ( f េកីន) ៖ f ′(x)< 0 ⇐⇒ x >

√
e ( f ចុះ) ។

តៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x =
√

e គឺ f (
√

e) = 2+ 1/2
e = 2+

1
2e

≈ 2.18 ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

0
√

e +∞

+ 0 −

−∞

2+ 1
2e2+ 1
2e

22

គ . ចំណុច្របសព្វនឹងអាសីុមតូតេដក និងសង់្រកាប (C) ៖
• ្របសព្វនឹង y = 2 ៖ f (x) = 2 ⇐⇒ lnx

x2 = 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ I(1,2) ។
• សង់្រកាប (C) ៖
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x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

y = 2(C)

I(1,2)

(
√

e,2.18)

ឃ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែផ្នកប្លង់ S ៖
• េលីចេនា្ល ះ [1,e0.5] ្រកាប (C)ស្ថិតេនខាងេលីអាសីុមតូតេដក y = 2 េ្រពាះ lnx

x2 ≥ 0 ៖

S =
∫ e0.5

1
[ f (x)−2]dx =

∫ e0.5

1

lnx
x2 dx

តាង u = lnx =⇒ du = dx
x និង dv = dx

x2 =⇒ v =−1
x ៖

S =

[
− lnx

x

]e0.5

1
−
∫ e0.5

1

(
− 1

x2

)
dx =

[
− lnx+1

x

]e0.5

1

S =−0.5+1
e0.5 −

(
−0+1

1

)
= 1− 1.5√

e
≈ 1− 1.5

1.65
≈ 0.09 ឯកតា្រកឡាៃផ្ទ

លហំាត់ទី ៦៨

f ជាអនុគមន៍កំណត់េលី R េដាយ f (x) = 4− x− e−x និងមាន្រកាប (C) ។
A . ក . រក lim

x→+∞
f (x) ។

ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D)មានសមីការ y =−x+4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C) ។
គ . េតីែខ្សេកាង (C) េនេលី ឬេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D) ? ចូរបញ្ជ ក់ ។
ឃ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x, f (x) =

4ex − xex −1
ex ។

ង . រក lim
x→−∞

f (x) (េ្របីលទ្ធផល lim
x→−∞

xex = 0) ។

B . ក . គណនា f ′(x) ។ សិក�អេថរភាពៃន f ។ កំណត់តៃម្លពិតៃនអតិបរមារបស់ f ។
ខ . A ជាចំណុចេនេលីែខ្សេកាង (C) ែដលមានអាប់សីុស 0 ។ កំណតស់មីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង (C) ្រតង់ A

។
គ . បងា្ហ ញថា f (x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ែដលតាងេដាយ β េនក្នុងចេនា្ល ះ [−1,0] (ឬ [−2,0]) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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A . ក . រក lim
x→+∞

f (x) ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(4− x− e−x) = 4− (+∞)−0 = −∞

(េ្រពាះកាលណា x →+∞ េនាះ −x →−∞ និង e−x → 0) ។
ខ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) : y =−x+4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង (C) ៖

ពិនិត្យផលដក ៖
lim

x→+∞
[ f (x)− (−x+4)] = lim

x→+∞
(−e−x) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y =−x+4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង (C)ខាង +∞ ។
គ . បញ្ជ ក់ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ (D) ៖

ផលដក ៖ f (x)− yD =−e−x ។
េដាយសារ e−x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ Rនាឱំ្យ −e−x < 0 ជានិច្ច ។
ដូចេនះ ែខ្សេកាង (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)ជានិច្ចចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

ឃ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់រូបមន្ត f (x) ៖
ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េដាយសារ e−x =

1
ex េគបាន ៖

f (x) = 4− x− e−x = 4− x− 1
ex =

4ex − xex −1
ex

(សមា្គ ល់ ៖ ក្នុង្របធានេដីមមានការ្រចឡវំាយអក្សរជា −2 េលីភាគយក ែតទ្រមង់ពិត្របាកដ្រត�វែតជា −1) ។
ង . រក lim

x→−∞
f (x) ៖

តាមសំណួរ (d) េយងីមាន ៖

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

4ex − xex −1
ex

េដាយ lim
x→−∞

ex = 0+ និង lim
x→−∞

xex = 0 នាឱំ្យភាគយកខិតេទ 4(0)− 0− 1 = −1 < 0 េហយីភាគែបងខិត
ជិត 0+ ៖

lim
x→−∞

f (x) =−∞

B . ក . គណនា f ′(x) សិក�អេថរភាព និងតៃម្លអតិបរមា ៖
• េដរេីវ ៖ f ′(x) = [4− x− e−x]′ =−1− (−e−x) = −1+ e−x ។
• សញញ f ′(x) ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ e−x = 1 ⇐⇒ −x = 0 ⇐⇒ x = 0

– េបី x < 0 =⇒ −x > 0 =⇒ e−x > 1 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– េបី x > 0 =⇒ −x < 0 =⇒ e−x < 1 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

• អតិបរមាដាច់ខាត្រតង់ x = 0 គឺ ៖
f (0) = 4−0− e0 = 4−1 = 3
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• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

33

−∞−∞

ខ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង (C) ្រតង់ចំណុច A (xA = 0) ៖
• កូអរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖ yA = f (0) = 3 =⇒ A(0,3) ។
• េមគុណ្របាប់ទិស ៖ f ′(0) =−1+ e0 = 0 ។
• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y−3 = 0(x−0) ⇐⇒ y = 3 (បនា្ទ ត់ប៉ះេដក) ។

គ . បងា្ហ ញថា f (x) = 0 មានចេម្លីយែតមួយគត់ β ៖
• េលីចេនា្ល ះ (−∞,0] អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកីនដាច់ខាតពី −∞ េទ 3 ។
• េដាយសារ 0∈ (−∞,3]តាម្រទឹស្តីបទតៃម្លកណា្ត លសមីការ f (x) = 0មានចេម្លីយែតមួយគត់ β ∈ (−∞,0)
។

• ពិនិត្យតៃម្ល ៖
f (0) = 3 > 0, f (−1) = 4− (−1)− e1 = 5− e ≈ 5−2.72 = 2.28 > 0

f (−2) = 4− (−2)− e2 = 6− e2 ≈ 6−7.39 =−1.39 < 0

េដាយ f (−2) · f (0)< 0 (និង f (−2) · f (−1)< 0) េនាះឫសែតមួយគត់ β ≈−1.75 ស្ថិតេនក្នុងចេនា្ល ះ
[−2,−1]⊂ [−2,0] ។
(សមា្គ ល់ ៖ ្របធានេដីមដាក់ [−1,0] ែតតាមតៃម្លជាក់ែស្តង f (−1) > 0 ដូចេនះចេនា្ល ះែដលមានការប្តូរ
សញញ គឺ [−2,−1] ឬ [−2,0])* ។

x

y

O−2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

(D)

y = 3

(C)

A(0,3)

β ≈−1.75
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លហំាត់ទី ៦៩

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី I =]0,+∞[ េដាយ f (x) =
x+ lnx

x2 ។
A . hជាអនុគមនក៍ំណតេ់លី I េដាយ h(x) =−x+1−2lnx ។ គណនា h(1) និងសិក�អេថរភាពៃន h(x) េដាយ

មិនបាច់គណនាលីមីតៃន h(x) ្រតង់ 0 និង +∞ េឡយី ។

B . ក . គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតង់ 0 និង +∞ ។
ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) ។
គ . បងា្ហ ញថាេនេលី I, f ′(x) មានសញញ ដូច h(x) ។
ឃ . ទាញរកអេថរភាពៃន f (x) េលី I និងសង់្រកាប (C) ៃន f (x) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

A . សិក�អនុគមន៍ជំនួយ h(x) ៖
• គណនា h(1) ៖

h(1) =−1+1−2ln1 = 0

• េដរេីវៃន h(x) ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

h′(x) =−1− 2
x
=

−x−2
x

< 0 (េ្រពាះ x > 0 =⇒ −x−2 < 0)

ដូចេនះ អនុគមន៍ h ចុះដាច់ខាតេលី I = (0,+∞) ។
• ទាញរកសញញ ៃន h(x) ៖

– េបី 0 < x < 1 =⇒ h(x)> h(1) = 0 (វជិ្ជមាន) ។
– េបី x > 1 =⇒ h(x)< h(1) = 0 (អវជិ្ជមាន) ។

B . សិក�អនុគមន៍ f (x) និងសង់្រកាប ៖
ក . គណនាលីមីត ៖

• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim
x→0+

(x+ lnx) =−∞ និង lim
x→0+

x2 = 0+ នាឱំ្យ lim
x→0+

f (x) =−∞ =⇒ x = 0 ជាអា

សីុមតូតឈរ ។
• ្រតង់ x →+∞ ៖ f (x) = 1

x +
lnx
x2 =⇒ lim

x→+∞
f (x) = 0+0 = 0 =⇒ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដក ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) =

(
1+ 1

x

)
x2 − (x+ lnx)(2x)

x4 =
x2 + x−2x2 −2x lnx

x4 =
x(−x+1−2lnx)

x4 =
h(x)
x3

គ . សញញ ៃន f ′(x) ៖
េដាយសារ x3 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ I នាឱំ្យសញញ ៃន f ′(x) ដូចសញញ ៃន h(x)ទាងំ្រស�ង ៖
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• f ′(x)> 0 ⇐⇒ 0 < x < 1 (អនុគមន៍ f េកីន) ។
• f ′(1) = 0 ្រតង់ x = 1 ។
• f ′(x)< 0 ⇐⇒ x > 1 (អនុគមន៍ f ចុះ) ។

ឃ . តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប (C) ៖
តៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = 1+ln1

12 = 1 ។

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

11

00

x

y

O 1 2 3 4 5

−2

−1

1

(C)

(1,1)

លហំាត់ទី ៧០

A . េគមានអនុគមន៍ g កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ g(x) = x2 + lnx ។
ក . បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) និងគណនា g(1) ។
ខ . ទាញបញ្ជ ក់ថា េបី x ≥ 1 េនាះ x2 + lnx ≥ 1 េហយីេបី 0 < x ≤ 1 េនាះ x2 + lnx ≤ 1 ។
គ . កំណត់សញញ ៃនកេន�ម x2 + lnx−1 ចំេពាះ x ∈ (0,+∞) ។

B . េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី (0,+∞) េដាយ f (x) = x+1− lnx
x
េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណ

រម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ 0 និង +∞ (េដាយដឹងថា lim

x→+∞
lnx
x = 0) ។

ខ . បងា្ហ ញថាេដរេីវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
x2 + lnx−1

x2 ។
គ . េ្របីលទ្ធផលែផ្នក A សិក�សញញ ៃន f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f េលី (0,+∞) ។
ឃ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (∆) : y = x+1 ជាអាសុីមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞ ។ សិក�ទីតាងំេធៀប និងបញ្ជ ក់

កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ I រវាង (C) និង (∆) រចួសង់ (∆) និង (C) ។
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ដំេណាះ្រសាយ

A . សិក�អនុគមន៍ g(x) ៖
ក . េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

g′(x) = 2x+
1
x
=

2x2 +1
x

> 0 (េ្រពាះ x > 0)

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ។
គណនា g(1) = 12 + ln1 = 1+0 = 1 ។

ខ . េដាយសារ g េកីនដាច់ខាតេលី (0,+∞) ៖
• េបី x ≥ 1 =⇒ g(x)≥ g(1) =⇒ x2 + lnx ≥ 1 ។
• េបី 0 < x ≤ 1 =⇒ g(x)≤ g(1) =⇒ x2 + lnx ≤ 1 ។

គ . សញញ ៃនកេន�ម x2 + lnx−1 = g(x)−1 ៖
• េបី 0 < x < 1 =⇒ x2 + lnx−1 < 0 (អវជិ្ជមាន) ។
• េបី x = 1 =⇒ x2 + lnx−1 = 0 ។
• េបី x > 1 =⇒ x2 + lnx−1 > 0 (វជិ្ជមាន) ។

B . សិក�អនុគមន៍ f (x) ៖
ក . លីមីតៃនអនុគមន៍ f ៖

• ្រតង់ x → 0+ ៖ lim
x→0+

(
− lnx

x

)
=+∞ =⇒ lim

x→0+
f (x) = +∞ =⇒ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

lnx
x = 0 =⇒ lim

x→+∞
f (x) = +∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ៖

f ′(x) = 1−
1
x · x− lnx

x2 = 1− 1− lnx
x2 =

x2 + lnx−1
x2

គ . សញញ f ′(x) និងតារាងអេថរភាព ៖
េដាយសារ x2 > 0 សញញ ៃន f ′(x) ដូចសញញ ៃន x2 + lnx−1 (តាមែផ្នក A) ៖
• f ′(x)< 0 ⇐⇒ 0 < x < 1 ( f ចុះ) ៖ f ′(x)> 0 ⇐⇒ x > 1 ( f េកីន) ។
តៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតង់ x = 1 គឺ f (1) = 1+1− ln1

1 = 2 ។
x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

22

+∞+∞

ឃ . អាសីុមតូតេ្រទត ទីតាងំេធៀប និងសង់្រកាប ៖
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• ពិនិត្យផលដក ៖ lim
x→+∞

[ f (x)− (x+1)] = lim
x→+∞

(
− lnx

x

)
= 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (∆) : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ សញញ ៃន f (x)− (x+1) =− lnx

x ៖
– េលី (0,1) ៖ lnx < 0 =⇒ − lnx

x > 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេលី ( ) ។
– េលី (1,+∞) ៖ lnx > 0 =⇒ − lnx

x < 0 =⇒ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម ( ) ។
• ចំណុច្របសព្វ ៖ − lnx

x = 0 ⇐⇒ lnx = 0 ⇐⇒ x = 1 =⇒ I(1,2) ។

x

y

O 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

(∆) : y = x+1

(C)

I(1,2)

លហំាត់ទី ៧១

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R\{−2,2} េដាយ f (x) =
2x2

x2 −4
។

ក . សិក�លីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតង់ −∞,−2,2 និង +∞ ។ បញ្ជ ក់អំពីអាសុីមតូតេដក និងអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប
(C) ។

ខ . គណនាេដរេីវ f ′(x) សិក�សញញ f ′(x) និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . សង់្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត និងរកអាសីុមតូត ៖

• លីមីត្រតង់ ±∞ ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2

x2 = 2 =⇒ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកខាង ±∞

• លីមីត្រតង់ x = 2 ៖
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– lim
x→2−

2x2

x2 −4
=

8
0−

=−∞ ។

– lim
x→2+

2x2

x2 −4
=

8
0+

=+∞ ។

ដូេច្នះ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។
• លីមីត្រតង់ x =−2 ៖

– lim
x→−2−

2x2

x2 −4
=

8
0+

=+∞ ។

– lim
x→−2+

2x2

x2 −4
=

8
0−

=−∞ ។

ដូេច្នះ x =−2 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
• អនុវត្តរូបមន្តេដរេីវផលែចក ៖

f ′(x) =
(2x2)′(x2 −4)−2x2(x2 −4)′

(x2 −4)2 =
4x(x2 −4)−2x2(2x)

(x2 −4)2

f ′(x) =
4x3 −16x−4x3

(x2 −4)2 =
−16x

(x2 −4)2

• េដាយសារ (x2 −4)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េនាះសញញ f ′(x) ដូចសញញ −16x ៖
f ′(x) = 0 ⇐⇒ −16x = 0 ⇐⇒ x = 0

– េបី x < 0 (x ̸=−2) ៖ −16x > 0 =⇒ f ′(x)> 0 (អនុគមន៍េកីន) ។
– េបី x > 0 (x ̸= 2) ៖ −16x < 0 =⇒ f ′(x)< 0 (អនុគមន៍ចុះ) ។

• តៃម្លអតិបរមាេធៀប្រតង់ x = 0 គឺ ៖

f (0) =
2(0)2

02 −4
= 0

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 0 2 +∞

+ + 0 − −

22

+∞ −∞

00

+∞ −∞

22

គ . សង់្រកាប (C) ៖
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y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4
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−1

1
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4

5

y = 2

x =−2 x = 2

(C)

O(0,0)

លហំាត់ទី ៧២

េគមានអនុគមន៍ f កំណតេ់លី R េដាយ f (x) = x+
1−3ex

1+ ex េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗)

។
ក . បងា្ហ ញថា f (x) = x+1− 4ex

1+ ex និងគណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ ។ ្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ d1 : y = x+1 ជា
អាសីុមតូតៃន (C) ្រតង់ −∞ និងសិក�ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និង d1 ។

ខ . គណនាលីមីត f ្រតង់ +∞ ។ ្រសាយបំភ្លឺថាបនា្ទ ត់ d2 : y = x− 3 ជាអាសីុមតូតៃន (C) ្រតង់ +∞ និងសិក�
ទីតាងំេធៀបរវាង (C) និង d2 ។

គ . ១ . គណនាេដរេីវ f ′(x) និងបងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =
(

ex −1
ex +1

)2

។

២ . សិក�អេថរភាពៃន f រចួសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។ សង់្រកាប (C) និងអាសីុមតូត d1,d2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . ទ្រមង់ៃន f (x), លីមីត និងអាសីុមតូត d1 ខាង −∞ ៖

• បងា្ហ ញទ្រមង់ ៖

f (x) = x+
1−3ex

1+ ex = x+
1+ ex −4ex

1+ ex = x+1− 4ex

1+ ex

• គណនាលីមីត ៖ កាលណា x →−∞ េនាះ ex → 0 នាឱំ្យ lim
x→−∞

f (x) =−∞ ។
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• អាសីុមតូត d1 ៖ lim
x→−∞

[ f (x)− (x+1)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

1+ex

)
= 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 : y = x+1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង −∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x+1) =− 4ex

1+ex < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ដូចេនះ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d1 ជានិច្ច ។

ខ . លីមីត និងអាសីុមតូត d2 ខាង +∞ ៖
• សរេសរ ៖ f (x) = x+ −3(1+ex)+4

1+ex = x−3+ 4
1+ex ។

កាលណា x →+∞ េនាះ 4
1+ex → 0 នាឱំ្យ lim

x→+∞
f (x) = +∞ ។

• អាសីុមតូត d2 ៖ lim
x→+∞

[ f (x)− (x−3)] = lim
x→+∞

4
1+ex = 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d2 : y = x−3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C)ខាង +∞ ។
• ទីតាងំេធៀប ៖ f (x)− (x−3) = 4

1+ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ដូចេនះ (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ d2 ជានិច្ច ។

គ . គណនាេដរេីវ តារាងអេថរភាព និងសង់្រកាប ៖
១ . គណនាេដរេីវ f ′(x) ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖

f ′(x) =
[

x+1− 4ex

1+ ex

]′
= 1− 4ex(1+ ex)−4ex · ex

(1+ ex)2 = 1− 4ex

(1+ ex)2

f ′(x) =
(1+ ex)2 −4ex

(1+ ex)2 =
e2x −2ex +1
(1+ ex)2 =

(
ex −1
ex +1

)2

២ . សិក�អេថរភាព និងសង់្រកាប ៖
េដាយសារ f ′(x) =

(
ex−1
ex+1

)2
≥ 0 ្រគប់ x ∈ R និង f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េកីនដាច់ខាត

េលី R ។
្រតង់ x = 0 =⇒ f (0) = 0+1− 4

2 =−1 ។
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

−1
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−3

−2

−1

1

2

3

d1

d2

(C)

(0,−1)

លហំាត់ទី ៧៣

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី (1,+∞) េដាយ f (x) = −x+4+ ln
(

x+1
x−1

)
េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរ

តូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
ក . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ 1 និង្រតង់ +∞ ។

ខ . ្រសាយបំភ្លឺថាេនេលី (1,+∞) េគបានេដរេីវៃន f គឺ f ′(x) =
−(x2 +1)

(x+1)(x−1)
។ សិក�អេថរភាព និងសង់តារាង

អេថរភាពៃន f ។
គ . ១ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 : y =−x+4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតង់ +∞ ។

២ . បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x ∈ (1,+∞) េគមាន x+1
x−1

> 1 រចួទាញរកទីតាងំេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង d1 ។

ឃ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុចេលី (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 មានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី −5
3
និងសរេសរសមីការ

បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េនាះ ។

ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 (យក ln3 ≈ 1.1 និងចំណុចកាត់អ័ក្សអាប់សីុស (4.5,0)) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាលីមីត ៖
• ្រតង់ x → 1+ ៖ lim

x→1+
x+1
x−1 =+∞ =⇒ lim

x→1+
ln
( x+1

x−1

)
=+∞ នាឱំ្យ lim

x→1+
f (x) = +∞ =⇒ x = 1 ជាអាសុី

មតូតឈរ ។
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• ្រតង់ x →+∞ ៖ lim
x→+∞

x+1
x−1 = 1 =⇒ lim

x→+∞
ln
( x+1

x−1

)
= 0 នាឱំ្យ lim

x→+∞
f (x) =−∞ ។

ខ . គណនាេដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
• េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 1 ៖

f ′(x) =−1+

( x+1
x−1

)′
x+1
x−1

=−1+
−2

(x−1)2

x+1
x−1

=−1− 2
(x+1)(x−1)

= − x2 +1
(x+1)(x−1)

• សញញ f ′(x) ៖ ចំេពាះ្រគប់ x > 1 េគមាន x2 +1 > 0 និង (x+1)(x−1)> 0 នាឱំ្យ f ′(x)< 0 ជានិច្ច ។
ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលី (1,+∞) ។

• តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

1 +∞

−

+∞

−∞−∞

គ . អាសីុមតូតេ្រទត និងទីតាងំេធៀប ៖
១ . ពិនិត្យផលដក ៖ lim

x→+∞
[ f (x)− (−x+4)] = lim

x→+∞
ln
( x+1

x−1

)
= 0 ។

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 : y =−x+4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតខាង +∞ ។

២ . េដាយសារ x > 1 =⇒ x+1 > x−1 > 0 =⇒ x+1
x−1

> 1 នាឱំ្យ ln
( x+1

x−1

)
> 0 ។

ដូចេនះ (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ d1 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (1,+∞) ។
ឃ . ចំណុចប៉ះ និងសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ៖

• រកអាប់សីុសៃនចំណុចប៉ះ ៖

f ′(x) =−5
3
⇐⇒ x2 +1

x2 −1
=

5
3
⇐⇒ 3x2+3 = 5x2−5 ⇐⇒ 2x2 = 8 ⇐⇒ x = 2 (េ្រពាះ x > 1)

្រតង់ x = 2 =⇒ y = f (2) =−2+4+ ln
(3

1

)
= 2+ ln3 ≈ 2+1.1 = 3.1 ។

ដូចេនះ ចំណុចប៉ះគឺ B(2,2+ ln3) ។

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y− (2+ ln3) =−5
3(x−2) ⇐⇒ d2 : y =−5

3
x+

16
3
+ ln3 ។

ង . សង់្រកាប (C)អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖
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េម
េរៀ
នទ
ី៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

x

y

O 1 2 3 4 5 6

−2

−1

1

2

3

4

5 x = 1

d2

d1 : y =−x+4

(C)

B(2,3.1)

(4.5,0)

លហំាត់ទី ៧៤

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលី R េដាយ f (x) = x+ 2− 4ex

ex +3
េហយីមាន្រកាប (C) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(O,⃗ i, j⃗) ។
ក . ១ . គណនាលីមីតៃន f ្រតង់ −∞ និង +∞ ។

២ . សិក�ទីតាងំេធៀបៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 : y = x+2 ។

ខ . ១ . ្រសាយបំភ្លឺថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =
(

ex −3
ex +3

)2

។

២ . សិក�អេថរភាពៃន f េលី R និងសង់តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ . ១ . បញ្ជ ក់លក្ខណៈៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េទនឹង (C) ្រតង់ចំណុច I ែដលមានអាប់សីុស x = ln3 ។
២ . សិក�ទីតាងំៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។

ឃ . ១ . បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 េទនឹង (C) ្រតង់ x = 0 មានសមីការ y =
1
4

x+1 ។

២ . េដាយសន្មត់ថាចំណុច I ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) ចូរសង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d1,d2,d3 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . លីមីត និងទីតាងំេធៀបនឹង d1 ៖
១ . lim

x→−∞
ex = 0 =⇒ lim

x→−∞
f (x) =−∞ ។

lim
x→+∞

4ex

ex+3 = 4 =⇒ lim
x→+∞

f (x) = +∞ ។
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២ . ពិនិត្យផលដក ៖ f (x)− (x+2) =− 4ex

ex+3 < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។
ដូចេនះ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d1 ជានិច្ច ។

ខ . េដរេីវ និងតារាងអេថរភាព ៖
១ . េដរេីវ ៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៖

f ′(x) = 1− 4ex(ex +3)−4ex · ex

(ex +3)2 = 1− 12ex

(ex +3)2 =
(ex +3)2 −12ex

(ex +3)2 =

(
ex −3
ex +3

)2

២ . សិក�អេថរភាព ៖ េដាយសារ f ′(x) ≥ 0 ្រគប់ x ∈ R និង f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = ln3 នាឱំ្យ f ជាអនុគមន៍េកីន
ដាច់ខាតេលី R ។
តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln3 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

ln3

ln3

គ . បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតង់ I និងទីតាងំេធៀប ៖
១ . ្រតង់ x = ln3 េគបាន f (ln3) = ln3+2− 4(3)

3+3 = ln3 និង f ′(ln3) = 0 ។
ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 : y = ln3 ជាបនា្ទ ត់េដក្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស ។

២ . េដាយសារ I(ln3, ln3)ជាចំណុចរបត់ ្រកាប (C)កាត់បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតង់ I េដាយ ៖
• ចំេពាះ x < ln3 ៖ (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាម d2 ។
• ចំេពាះ x > ln3 ៖ (C)ស្ថិតេនខាងេលី d2 ។

ឃ . បនា្ទ ត់ប៉ះ d3 និងសង់្រកាប ៖
១ . ្រតង់ x = 0 ៖ f (0) = 0+2− 4

4 = 1 និង f ′(0) =
(1−3

1+3

)2
= 1

4 ។
សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y−1 = 1

4(x−0) ⇐⇒ d3 : y =
1
4

x+1 ។

២ . សង់្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖
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x

y

O−2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

d1

d2 : y = ln3

d3

(C)

I(ln3, ln3)

(0,1)

លហំាត់ទី ៧៥

ម�ន្តរីាជការមា្ន កម់ានអាយុ 30 ឆា្ន បំានយក្របាកច់ំនួន 1000$ េទេផ្ញេីនធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់
សមាស 11% ក្នុងមួយឆា្ន ។ំ េពលចូលនិវត្តន៍អាយុ 60 ឆា្ន ំ េតីគាត់បាន្របាក់សរុបទាងំអស់ចំនួនប៉ុនា្ម ន េបីធនាគារ
ទូទាត់្របាក់ជាបន្តបនា្ទ ប់?

ដំេណាះ្រសាយ

• ទិន្នន័យៃន្របធាន ៖

– ្របាក់េដីមេផ្ញីដំបូង ៖ P = 1000$

– អ្រតាការ្របាក់្របចាឆំា្ន ំ ៖ r = 11% = 0.11

– រយៈេពលេផ្ញី្របាក់ ពីអាយុ 30 ដល់ 60 ឆា្ន ំ ៖ t = 60−30 = 30 ឆា្ន ំ
• រូបមន្តគណនាការ្របាក់សមាសជាបន្តបនា្ទ ប់ (Continuous Compounding) ៖

A = P · ert

ែដល A ជា្របាក់សរុបទាងំអស់ទទួលបានេពលបញ្ចប់កាលកំណត់។
• គណនាតៃម្លជាក់ែស្តង ៖

A = 1000 · e0.11×30 = 1000 · e3.3

េដាយ e3.3 ≈ 27.11263892 េគបាន ៖
A ≈ 1000×27.11263892 = 27112.63892 ដុលា្ល រ≈ 27112.64 ដុលា្ល រ
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េសចក្តីសន្និដា្ឋ ន ៖ េពលចូលនិវត្តន៍េនអាយុ 60 ឆា្ន ំ ម�ន្តីរាជការរូបេនាះនឹងទទួលបាន្របាក់សរុបទាងំអស់ចំនួន ៖

A ≈ 27112.64 ដុលា្ល រ

លហំាត់ទី ៧៦

េនទី្រក�ងមួយកាលពី ២០ ឆា្ន មុំន មាន្របជាជនចំនួន 60000 នាក់ េហយីចំនួន្របជាជនមានការេកីនេឡងីេដាយ
អ្រតាមួយេថរជាេរៀងរាល់ឆា្ន ។ំ េបីបច្ចុប្បន្នមាន្របជាជនចំនួន 150000 នាក់ រកអ្រតាកំេណីនៃនចំនួន្របជាជនក្នុង
ទី្រក�ងេនះ។

ដំេណាះ្រសាយ

• ទិន្នន័យៃន្របធាន ៖
– ចំនួន្របជាជនកាលពី ២០ ឆា្ន មុំន (យកជាេពលេដីម t = 0) ៖ P0 = 60000 នាក់
– ចំនួន្របជាជនបច្ចុប្បន្ន (្រត�វនឹង t = 20 ឆា្ន )ំ ៖ P(20) = 150000 នាក់

• រេបៀបទី ១ ៖ តាមម៉ូែដលកំេណីនអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យលបន្តបនា្ទ ប់ P(t) = P0ekt

P(20) = P0e20k ⇐⇒ 60000e20k = 150000

ស្រម�លអង្គទាងំពីរ ៖

e20k =
150000
60000

=
5
2
= 2.5

បំពាក់េលាការតីេនែពរេលីអង្គទាងំពីរ ៖

20k = ln(2.5) =⇒ k =
ln(2.5)

20
េដាយ ln(2.5)≈ 0.91629 េគបាន ៖

k ≈ 0.91629
20

≈ 0.04581 = 4.58% ក្នុងមួយឆា្ន ំ

• រេបៀបទី ២ ៖ តាមម៉ូែដលកំេណីន្របចាឆំា្ន ដំាច់េដាយែឡក P(t) = P0(1+ r)t

60000(1+ r)20 = 150000 ⇐⇒ (1+ r)20 = 2.5

នាឱំ្យ ៖
1+ r = (2.5)

1
20 ≈ 1.04689 =⇒ r ≈ 0.04689 = 4.69% ក្នុងមួយឆា្ន ំ

េសចក្តីសន្និដា្ឋ ន ៖ អ្រតាកំេណីនៃនចំនួន្របជាជនក្នុងទី្រក�ងេនះគឺ ៖

k ≈ 4.58% ក្នុងមួយឆា្ន ំ (ម៉ូែដលអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល) ឬ r ≈ 4.69% ក្នុងមួយឆា្ន ំ (ម៉ូែដល្របចាឆំា្ន )ំ
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លហំាត់កិច្ចការផ្ទះ សកិ�អនុគមន៍ថា្ន ក់ទី១២

្របធានលំហាត់ ៖

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណតេ់ដាយ f (x) =
x2 −8x+11
x2 −6x+9

។ េគតាង (C)ជាែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ f ក្នុងត្រម�យអរតូ
ណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) ។
១ . រកែដនកំណត់ D f ៃនអនុគមន៍ f ។
២ . រកលីមីត lim

x→±∞
f (x) និង lim

x→3
f (x) រចួទាញបញ្ជ កនូ់វសមីការអាសីុមតូតេដក និងសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

។
៣ . ក . ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D f បងា្ហ ញថា f ′(x) =

2(x+1)
(x−3)3 ។

ខ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f ។

៤ . ែខ្សេកាង (C)កាត់អ័ក្ស (Ox) ្រតង់ពីរចំណុច A និង B និងកាត់អ័ក្ស (Oy) ្រតង់ C ។
ក . គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច A,B និង C ។
ខ . ចូរសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (T1),(T2) និង (T3) ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) េរៀងគា្ន ្រតង់ចំណុច A,B និង C ។

៥ . ចូរសង់ែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T1),(T2) និង (T3) ក្នុងត្រម�យរមួគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយលម្អិត

១ . រកែដនកំណត់ D f ៃនអនុគមន៍ f ៖
អនុគមន៍ f (x) = x2 −8x+11

x2 −6x+9
មានន័យលុះ្រតាែតភាគែបងខុសពីសូន្យ ៖

x2 −6x+9 ̸= 0 ⇐⇒ (x−3)2 ̸= 0 ⇐⇒ x−3 ̸= 0 =⇒ x ̸= 3

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D f = R\{3}= (−∞,3)∪ (3,+∞) ។

២ . រកលីមីត និងទាញបញ្ជ ក់នូវសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប (C) ៖
• លីមីត្រតង់ ±∞ ៖

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 −8x+11
x2 −6x+9

= lim
x→±∞

x2

x2 = 1

េដាយ lim
x→±∞

f (x) = 1 េនាះបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) េនខាង ±∞ ។

• លីមីត្រតង់ x → 3 ៖

lim
x→3

f (x) = lim
x→3

x2 −8x+11
(x−3)2
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េដាយ lim
x→3

(x2 −8x+11) = 32 −8(3)+11 =−4 < 0 និង lim
x→3

(x−3)2 = 0+ េនាះ ៖

lim
x→3

f (x) =
−4
0+

=−∞

េដាយ lim
x→3

f (x) =−∞ េនាះបនា្ទ ត់ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

៣ . ក . បងា្ហ ញថា f ′(x) =
2(x+1)
(x−3)3 ៖

េយងីមាន f (x) =
x2 −8x+11
(x−3)2 មានទ្រមង់ u

v
ែដល u = x2 −8x+11 និង v = (x−3)2 ។

នាឱំ្យ u′ = 2x−8 = 2(x−4) និង v′ = 2(x−3) ។
តាមរូបមន្តេដរេីវផលែចក

(u
v

)′
=

u′v−uv′

v2 េគបាន ៖

f ′(x) =
(2x−8)(x−3)2 − (x2 −8x+11) ·2(x−3)

(x−3)4

=
(x−3)

[
(2x−8)(x−3)−2(x2 −8x+11)

]
(x−3)4

=
2x2 −6x−8x+24−2x2 +16x−22

(x−3)3

=
2x+2
(x−3)3 =

2(x+1)
(x−3)3

ដូចេនះ f ′(x) =
2(x+1)
(x−3)3 ពិត្របាកដែមនចំេពាះ្រគប់ x ∈ D f ។

ខ . គូសតារាងអេថរភាពៃន f ៖
• ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2(x+1)

(x−3)3 = 0 ⇐⇒ 2(x+1) = 0 =⇒ x =−1 ។
•សញញ ៃន f ′(x)អា្រស័យនឹងផលគុណ (x+1)(x−3) េ្រពាះ (x−3)4 > 0 ជានិច្ចចំេពាះ្រគប់ x ̸= 3 ៖
• ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1) ៖ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។
• ចំេពាះ x ∈ (−1,3) ៖ f ′(x)< 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ ។
• ចំេពាះ x ∈ (3,+∞) ៖ f ′(x)> 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីន ។

• ្រតង់ x =−1 េដរេីវ f ′(x) ប្តូរសញញ ពីវជិ្ជមានេទអវជិ្ជមាន នាឱំ្យអនុគមន៍មានតៃម្លអតិបរមាេធៀប ៖

f (−1) =
(−1)2 −8(−1)+11

(−1−3)2 =
1+8+11

16
=

20
16

=
5
4

•តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 3 +∞

+ 0 − +

11

5
4
5
4

−∞ −∞

11
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៤ . ក . គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច A,B និង C ៖
• ចំណុច្របសព្វរវាង (C) នឹងអ័ក្ស (Ox) (y = 0) ៖

f (x) = 0 ⇐⇒ x2 −8x+11
(x−3)2 = 0 ⇐⇒ x2 −8x+11 = 0

∆′ = (−4)2 −1(11) = 16−11 = 5 > 0 =⇒ x = 4±
√

5 (យកទាងំពីរេ្រពាះខុសពី 3) ។
ដូចេនះ A(4−

√
5,0) និង B(4+

√
5,0) ។

• ចំណុច្របសព្វរវាង (C) នឹងអ័ក្ស (Oy) (x = 0) ៖

f (0) =
02 −8(0)+11

(0−3)2 =
11
9

ដូចេនះ C
(

0,
11
9

)
។

ខ . សមីការបនា្ទ ត់ (T1),(T2) និង (T3) ប៉ះនឹងែខ្សេកាង (C) ៖
រូបមន្តទូេទ ៖ y = f ′(x0)(x− x0)+ y0 ។
• ្រតង់ចំណុច A(4−

√
5,0) ៖ x0 = 4−

√
5

x0 +1 = 5−
√

5 និង x0 −3 = 1−
√

5 ។
(1−

√
5)3 = 1−3

√
5+3(5)−5

√
5 = 16−8

√
5 = 8(2−

√
5) ។

f ′(4−
√

5) =
2(5−

√
5)

8(2−
√

5)
=

5−
√

5
4(2−

√
5)

=
(5−

√
5)(2+

√
5)

4(4−5)
=−5+3

√
5

4

ដូចេនះ (T1) : y =−5+3
√

5
4

(x−4+
√

5) ឬ y =−5+3
√

5
4

x+
5+7

√
5

4
។

• ្រតង់ចំណុច B(4+
√

5,0) ៖ x0 = 4+
√

5
x0 +1 = 5+

√
5 និង x0 −3 = 1+

√
5 ។

(1+
√

5)3 = 16+8
√

5 = 8(2+
√

5) ។

f ′(4+
√

5) =
2(5+

√
5)

8(2+
√

5)
=

5+
√

5
4(2+

√
5)

=
(5+

√
5)(2−

√
5)

4(4−5)
=

3
√

5−5
4

ដូចេនះ (T2) : y =
3
√

5−5
4

(x−4−
√

5) ឬ y =
3
√

5−5
4

x+
5−7

√
5

4
។

• ្រតង់ចំណុច C
(

0,
11
9

)
៖ x0 = 0

f ′(0) =
2(0+1)
(0−3)3 =− 2

27

ដូចេនះ (T3) : y =− 2
27

x+
11
9
។
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៥ . សង់ែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ (T1),(T2) និង (T3) ក្នុងត្រម�យរមួគា្ន ៖

y = 1

x = 3

(T1)

(T2)

(T3)

A B

C

M
(
−1, 5

4

)(C)

x

y

O−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

តារាងតៃម្លពិេសស និងធាតុសំខាន់ៗៃន្រកាប (C) ៖

ធាតុសំខាន់ៗ សមីការ / កូអរេដាេន តៃម្ល្របែហល
អាសីុមតូតេដក y = 1 y = 1

អាសីុមតូតឈរ x = 3 x = 3

ចំណុចអតិបរមាេធៀប M M
(
−1,

5
4

)
(−1,1.25)

្របសព្វអ័ក្ស (Ox) ្រតង់ A A(4−
√

5,0) (1.764,0)

្របសព្វអ័ក្ស (Ox) ្រតង់ B B(4+
√

5,0) (6.236,0)

្របសព្វអ័ក្ស (Oy) ្រតង់ C C
(

0,
11
9

)
(0,1.222)

បនា្ទ ត់ប៉ះ (T1) ្រតង់ A y =−5+3
√

5
4

(x−4+
√

5) y ≈−2.927x+5.163

បនា្ទ ត់ប៉ះ (T2) ្រតង់ B y =
3
√

5−5
4

(x−4−
√

5) y ≈ 0.427x−2.663

បនា្ទ ត់ប៉ះ (T3) ្រតង់ C y =− 2
27

x+
11
9

y ≈−0.074x+1.222





ឧបសម្ព័ន្ធឧបសម្ព័ន្ធ
ក ៖តារាងរបូមន្តេដរេីវ (Table of Derivatives)

១. របូមន្ត្របមាណវិធីេលើេដរេីវ (Derivative Operations)
ចំេពាះអនុគមន៍ u = u(x), v = v(x) ែដលមានេដរេីវ និងចំនួនេថរ k,c ∈ R ៖
• (c)′ = 0

• (u± v)′ = u′± v′

• (k ·u)′ = k ·u′

• (u · v)′ = u′v+uv′

•
(

1
v

)′
=− v′

v2 (v ̸= 0)

•
(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2 (v ̸= 0)

• ( f ◦g)′(x) = g′(x) · f ′(g(x))

• (un)′ = nu′un−1 (n ∈ R∗)

២. និយមន័យ និងអត្ថន័យសខំាន់ៗៃនេដរេីវ (Meaning of Derivatives)

1. និយមន័យចំនួនេដរេីវ្រតង់ x0 ៖ f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x− x0
= lim

h→0

f (x0 +h)− f (x0)

h

2. េដរេីវេឆ្វង និងេដរេីវសា្ដ ្ំរតង់ x0 ៖ f ′−(x0) = lim
x→x−0

f (x)− f (x0)

x− x0
, f ′+(x0) = lim

x→x+0

f (x)− f (x0)

x− x0

f មានេដរេីវ្រតង់ x0 ⇐⇒ f ′−(x0) = f ′+(x0) = f ′(x0)។
3. អត្ថន័យធរណីមា្រត ៖ េមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប (C) ្រតង់ x0 គឺ m = f ′(x0) = tanα។
4. អត្ថន័យរូបវទិយ (ចលនា្រតង់) ៖ េល្ប�នខណៈ v(t) = s′(t) និង សំទុះខណៈ a(t) = v′(t) = s′′(t)។

5. អត្ថន័យេសដ្ឋកិច្ច ៖ ៃថ្លេដីម C′(x), ចំណូល R′(x), ចំេណញ P′(x) = R′(x)−C′(x)។
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724 ឧបសម្ព័ន្ធ តារាងរូបមន្ត និងវធីិសា�ស្តគន្លឹះ
ឧប
ស
ម្ព័ន
្ធ
តា
រាង
រូប
មន
្តនិ
ងវ
ធិីសា

�ស
្តគន
្ល ឹះ

៣. តារាងរបូមន្តេដរេីវៃនអនុគមន៍បឋម និងអនុគមន៍បណា្ត ក់

អនុគមន៍បឋម y = f (x) េដរេីវ y′ = f ′(x) េដរេីវៃនអនុគមន៍បណា្ត ក់ u = u(x)

y = c (c ជាចំនួនេថរ) y′ = 0 ---
y = x y′ = 1 y = u =⇒ y′ = u′

y = xn (n ∈ R∗) y′ = nxn−1 (un)′ = nu′un−1

y =
√

x (x > 0) y′ =
1

2
√

x
(
√

u)′ =
u′

2
√

u
(u > 0)

y =
1
x
(x ̸= 0) y′ =− 1

x2

(
1
u

)′
=− u′

u2 (u ̸= 0)

y = ex y′ = ex (eu)′ = u′eu

y = ax (a > 0,a ̸= 1) y′ = ax lna (au)′ = u′au lna

y = lnx (x > 0) y′ =
1
x

(lnu)′ =
u′

u
(u > 0)

y = ln |x| (x ̸= 0) y′ =
1
x

(ln |u|)′ = u′

u
(u ̸= 0)

y = loga x (x > 0,a > 0,a ̸= 1) y′ =
1

x lna
(loga u)′ =

u′

u lna
(u > 0)

y = sinx y′ = cosx (sinu)′ = u′ cosu

y = cosx y′ =−sinx (cosu)′ =−u′ sinu

y = tanx y′ = 1+ tan2 x =
1

cos2 x
(tanu)′ = u′(1+ tan2 u) =

u′

cos2 u
y = cotx y′ =−(1+ cot2 x) =− 1

sin2 x
(cotu)′ =−u′(1+ cot2 u) =− u′

sin2 u

៤. របូមន្តកាត់េដរេីវស្រមាប់អនុគមន៍សនិទាន (Shortcuts for Rational Functions)

1. y =
ax+b
cx+d

=⇒ y′ =

∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣
(cx+d)2 =

ad −bc
(cx+d)2

2. y = ax+b+
c

px+q
=⇒ y′ = a− cp

(px+q)2

3. y =
ax2 +bx+ c

px+q
=⇒ y′ =

apx2 +2aqx+(bq− cp)
(px+q)2

4. y =
ax2 +bx+ c
px2 +qx+ r

=⇒ y′ =

∣∣∣∣∣a b

p q

∣∣∣∣∣x2 +2

∣∣∣∣∣a c

p r

∣∣∣∣∣x+
∣∣∣∣∣b c

q r

∣∣∣∣∣
(px2 +qx+ r)2 =

(aq−bp)x2 +2(ar− cp)x+(br− cq)
(px2 +qx+ r)2
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ខ ៖តារាងរបូមន្ត្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាល្រគឹះ (Primitives & Integrals)

១. តារាងរបូមន្ត្រពីមីទីវ្រគឹះៃនអនុគមន៍ f (x) និងអនុគមន៍បណា្ត ក់ u(x)

ល.រ ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍អេថរ x ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍បណា្ត ក់ u(x)
1

∫
0dx =C

∫
0du =C

2
∫

k dx = kx+C (k េថរ)
∫

k ·u′ dx = ku+C

3
∫

xn dx =
xn+1

n+1
+C (n ̸=−1)

∫
u′un dx =

un+1

n+1
+C (n ̸=−1)

4
∫ 1

x
dx = ln |x|+C (x ̸= 0)

∫ u′

u
dx = ln |u|+C (u ̸= 0)

5
∫ 1√

x
dx = 2

√
x+C (x > 0)

∫ u′√
u

dx = 2
√

u+C (u > 0)

6
∫

ex dx = ex +C
∫

u′eu dx = eu +C

7
∫

ax dx =
ax

lna
+C (a > 0,a ̸= 1)

∫
u′au dx =

au

lna
+C

8
∫

sinxdx =−cosx+C
∫

u′ sinudx =−cosu+C

9
∫

cosxdx = sinx+C
∫

u′ cosudx = sinu+C

10
∫ 1

cos2 x
dx = tanx+C

∫ u′

cos2 u
dx = tanu+C

11
∫ 1

sin2 x
dx =−cotx+C

∫ u′

sin2 u
dx =−cotu+C

២. របូមន្ត្រពីមីទីវទ្រមង់លេីនែអ៊រ ax+b (a ̸= 0)

•
∫
(ax+b)n dx =

1
a
(ax+b)n+1

n+1
+C (n ̸=−1)

•
∫ 1

ax+b
dx =

1
a

ln |ax+b|+C

•
∫ 1

(ax+b)2 dx =− 1
a(ax+b)

+C

•
∫

eax+b dx =
1
a

eax+b +C

•
∫

sin(ax+b)dx =−1
a

cos(ax+b)+C

•
∫

cos(ax+b)dx =
1
a

sin(ax+b)+C

•
∫ 1

cos2(ax+b)
dx =

1
a

tan(ax+b)+C

•
∫ 1

sin2(ax+b)
dx =−1

a
cot(ax+b)+C
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៣. របូមន្ត្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍សនិទានពិេសស (a > 0)

a.
∫ 1

x2 −a2 dx =
1

2a
ln
∣∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣∣+C

b.
∫ 1

a2 − x2 dx =
1

2a
ln
∣∣∣∣a+ x
a− x

∣∣∣∣+C

c.
∫ 1

x2 +a2 dx =
1
a

arctan
(x

a

)
+C

d.
∫ 1√

a2 − x2
dx = arcsin

(x
a

)
+C

e.
∫ 1√

x2 +a2
dx = ln

∣∣∣x+√x2 +a2
∣∣∣+C

f.
∫ 1√

x2 −a2
dx = ln

∣∣∣x+√x2 −a2
∣∣∣+C

៤. របូមន្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក (Integration by Parts)
េបី u(x) និង v(x)ជាអនុគមន៍មានេដរេីវជាប់ េគបានរូបមន្ត ៖∫

udv = u · v−
∫

vdu ឬ
∫ b

a
u(x)v′(x)dx =

[
u(x)v(x)

]b
a −

∫ b

a
u′(x)v(x)dx

ក្ួបនអាទិភាពេ្រជីសេរសី u តាមវធិាន L-I-A-T-E ៖
L I A T E

lnx, loga x arcsin,arctan xn,ពហុធា sinx,cosx ex,ax

៥. កម្មវិធីអាងំេត្រកាលក្នងុការគណនាៃផ្ទ្រកឡានិងមាឌធរណីមា្រត

1. ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ (C) : y = f (x) និងអ័ក្ស Ox េលី [a,b] ៖
S =

∫ b

a
| f (x)|dx (េបី f (x)≥ 0 =⇒ S =

∫ b

a
f (x)dx)

2. ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ (C1) និង (C2) េលី [a,b] ៖
S =

∫ b

a
| f (x)−g(x)|dx

3. មាឌសូលីដបរវិត្តន៍បេង្កីតេដាយរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox េលី [a,b] ៖
V = π

∫ b

a
[ f (x)]2 dx ឬករណីពីរែខ្សេកាង ៖ V = π

∫ b

a

∣∣[ f (x)]2 − [g(x)]2
∣∣ dx



ឧប
ស
ម្ព័ន
្ធ
តា
រាង
រូប
មន
្តនិ
ងវ
ធិីសា

�ស
្តគន
្ល ឹះ

727

គ ៖ លមីីតៃនអនុគមន៍ និងវិធីសា�ស្តគណនារាងមិនកំណត់

១. ្របេភទរាងមិនកំណត់ទាងំ ៧ (The 7 Indeterminate Forms)

ក្នុងគណិតវទិយវភិាគ មានរាងមិនកំណតច់ំនួន ៧ ែដលទាមទារឱ្យមានការបំែប្លងកេន�មមុននឹងគណនាតៃម្លលីមីត
៖ [

0
0

]
,

[∞
∞

]
, [0×∞], [+∞−∞], [1∞], [00], [∞0]

២. វិធីសា�ស្តគន្លឹះេដាះ្រសាយរាងមិនកំណត់នីមួយៗ

រាងមិនកំណត់ វធីិសា�ស្តគន្លឹះ ការពន្យល់ និងបេច្ចកេទស

[
0
0

] •ដាក់ជាផលគុណកតា្ត
• គុណកេន�មឆា្ល ស់ (រ៉ាឌីកាល់)
• េ្របីរូបមន្ត្រតីេកាណមា្រត
• េ្របីវធិានឡូពីតាល់

lim
x→a

P(x)
Q(x)

= lim
x→a

(x−a)P1(x)
(x−a)Q1(x)

រចួស្រម�លកតា្ត រមួ (x−a)

េចាល។
េបីមានរ៉ាឌីកាល់ គុណនឹងកេន�មឆា្ល ស់
(
√

A−
√

B)(
√

A+
√

B) = A−B។

[∞
∞

] •ទាញតួដឺេ្រកខ្ពស់បំផុត
• ែចកភាគយកនិងភាគែបង
• េ្របីវធិានឡូពីតាល់

ទាញអេថរែដលមានស្វ័យគុណធំបំផុតេនភាគយក និង
ភាគែបងជាកតា្ត រមួ រចួស្រម�លេចាល។ េ្របីលក្ខណៈ
lim

x→±∞

k
xn = 0 (n > 0)។

[0×∞] • បំែប្លងេទរាង
[

0
0

]
ឬ
[∞

∞

] សរេសរ f (x) ·g(x) = f (x)
1

g(x)

ឬ g(x)
1

f (x)

រចួេដាះ្រសាយតាមក្បួន[
0
0

]
ឬ
[∞

∞

]
។

[+∞−∞]

• គុណកេន�មឆា្ល ស់
•ទាញតួធំបំផុតជាកតា្ត
• ត្រម�វភាគែបងរមួ

េបីជាកេន�មមានរ៉ាឌីកាល់ គុណនិងែចកនឹងកេន�មឆា្ល ស់។
េបីជាកេន�មពហុធា ទាញតែួដលមានស្វ័យគុណខ្ពសជ់ាងេគជា
កតា្ត រមួ។

[1∞], [00], [∞0]
• េ្របីេលាការតីេនែពរ
• រូបមន្ត y = elny

តាង L = lim f (x)g(x) =⇒ lnL = lim[g(x) ln f (x)] ែដលនាំ
ឱ្យលីមីតធា្ល ក់ចូលរាង [0×∞] រចួទាញយក L = elnL។
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៣. វិធានឡពូីតាល់ (L'Hôpital's Rule)

េបី lim
x→x0

f (x)
g(x)

មានរាងមិនកំណត់
[

0
0

]
ឬ
[∞

∞

]
េហយី f និង g មានេដរេីវេលីចេនា្ល ះេបីកែដលមានផ្ទុក x0 េដាយ

g′(x) ̸= 0 េនាះ ៖

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

សមា្គ ល់ ៖ វធិានេនះក៏េនែតពិតចំេពាះ x → ±∞ ផងែដរ។ ្របសិនេបីលទ្ធផលេដរេីវេលីកទីមួយេនែតជាប់រាង
មិនកំណត់ [0

0

] ឬ [∞
∞
] េគអាចបន្តអនុវត្តវធិានឡូពីតាល់េដរេីវេលីកទីពីរបាន។

៤. លមីីត្រគឹះៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល និងេលាការតីេនែពរ

a. lim
x→0

ex −1
x

= 1

b. lim
x→0

ln(1+ x)
x

= 1

c. lim
x→±∞

(
1+

1
x

)x

= e

d. lim
x→0

(1+ x)
1
x = e

e. lim
x→0

ax −1
x

= lna (a > 0,a ̸= 1)

f. lim
x→+∞

ex

xn =+∞ (n > 0)

g. lim
x→+∞

xn

ex = 0 (n > 0)

h. lim
x→−∞

xnex = 0 (n ∈ N∗)

i. lim
x→+∞

lnx
xn = 0 (n > 0)

j. lim
x→0+

xn lnx = 0 (n > 0)

៥. លមីីត្រគឹះៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត

a. lim
x→0

sinx
x

= 1 ⇐⇒ lim
u→0

sinu
u

= 1

b. lim
x→0

tanx
x

= 1 ⇐⇒ lim
u→0

tanu
u

= 1

c. lim
x→0

1− cosx
x2 =

1
2

d. lim
x→0

1− cosx
x

= 0

e. lim
x→0

arcsinx
x

= 1

f. lim
x→0

arctanx
x

= 1
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ឃ ៖ ជំហានទាងំ្រស�ងៃនការសកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាប (ភាគ ១)
ជំហាន្រគឹះទាងំ ៨ ក្នងុការសកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) ៖

ជំហាន ខ្លឹមសារ សកម្មភាព និងរូបមន្តសំខាន់ៗ

ជំហានទី ១ ែដនកំណត់ (D)

• រកសំណំុតៃម្ល x ែដលេធ្វីឱ្យកេន�ម f (x)មានន័យ។
• ្របភាគសនិទាន P(x)

Q(x)
មានន័យកាលណា Q(x) ̸= 0។

• អនុគមន៍េលាការតី ln(u)មានន័យកាលណា u > 0។
• អនុគមន៍អសនិទាន √

u មានន័យកាលណា u ≥ 0។

ជំហានទី ២ ទិសេដអេថរភាព

• គណនាេដរេីវទីមួយ f ′(x) េដាយេ្របីរូបមន្តេដរេីវ្រតឹម្រត�វ។
• េដាះ្រសាយសមីការ f ′(x) = 0 េដីម្បរីកចំណុចសា្ថ នីយ។
• សិក�សញញ ៃន f ′(x) េលីចេនា្ល ះនីមួយៗៃនែដនកំណត់ ៖
--- េបី f ′(x)> 0 េលី I =⇒ f ជាអនុគមន៍េកីនេលី I (↗)។
--- េបី f ′(x)< 0 េលី I =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះេលី I (↘)។

ជំហានទី ៣ តៃម្លបរមាេធៀប

• េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី + េទ − ្រតង់ x0 =⇒ f មានអតិបរមាេធៀប
M = f (x0)។
• េបី f ′(x) ប្តូរសញញ ពី − េទ + ្រតង់ x0 =⇒ f មានអប្បបរមាេធៀប
m = f (x0)។
• ករណី f ′(x0) = 0 េហយី f ′′(x0)< 0 =⇒ អតិបរមាេធៀប។
• ករណី f ′(x0) = 0 េហយី f ′′(x0)> 0 =⇒ អប្បបរមាេធៀប។

ជំហានទី ៤ លីមីត្រតង់ចុងែដន
និងអាសីុមតូត

•អាសីុមតូតឈរ ៖ េបី lim
x→x0

f (x) =±∞ =⇒ (L) : x = x0 ជាអាសីុមតូត
ឈរ។
•អាសីុមតូតេដក ៖ េបី lim

x→±∞
f (x) = y0 =⇒ (D) : y = y0 ជាអាសីុមតូត

េដក។
•អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េបី lim

x→±∞
[ f (x)− (ax+b)] = 0 =⇒ (∆) : y = ax+b

(a ̸= 0) ជាអាសីុមតូតេ្រទត។ េគអាចរក a,b េដាយែចកពហុធា ឬ
a = lim

x→±∞
f (x)

x និង b = lim
x→±∞

[ f (x)−ax]។
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ឃ ៖ ជំហានទាងំ្រស�ងៃនការសកិ�អេថរភាព និងសង់្រកាប (ភាគ២)
ជំហាន ខ្លឹមសារ សកម្មភាព និងរូបមន្តសំខាន់ៗ

ជំហានទី ៥ តារាងអេថរភាព

• េរៀបចំជួរេដកចំនួន ៣ ៖ ជួរ x, ជួរ f ′(x), និងជួរ f (x)។
• បញ្ចូ លែដនកំណត់, ឫសៃន f ′(x) = 0, សញញ f ′, និង្រព�ញបងា្ហ ញ
ទិសេដអេថរភាព ( f េកីន↗, f ចុះ↘) ្រពមទាងំតៃម្លលីមីត និងតៃម្ល
បរមាេធៀប។
• គូសបនា្ទ ត់ឈរពីរជាន់ (||) ចំេពាះតៃម្ល x ែដលេធ្វីឱ្យអនុគមន៍គា្ម នន័យ។

ជំហានទី ៦ ភាពេប៉ាង ផត និង
ចំណុចរបត់

• គណនាេដរេីវទីពីរ f ′′(x)។
• េបី f ′′(x)> 0 =⇒ ្រកាបមានភាពផត (េងីបេឡងីេលី ∪)។
• េបី f ′′(x)< 0 =⇒ ្រកាបមានភាពេប៉ាង (េកាងចុះេ្រកាម ∩)។
• េបី f ′′(x0) = 0 េហយី f ′′(x) ប្តូរសញញ េពលឆ្លងកាត់
x0 =⇒ I(x0, f (x0))ជាចំណុចរបតៃ់នែខ្សេកាង។

ជំហានទី ៧ ផ្ចិតឆ្លុះ និងអ័ក្សឆ្លុះ

• I(a,b)ជាផ្ចិតឆ្លុះៃន្រកាប (C) លុះ្រតាែត ∀x ∈ D =⇒ 2a−x ∈ D និង ៖

f (2a− x)+ f (x) = 2b

• បនា្ទ ត់ (d) : x = a ជាអ័ក្សឆ្លុះៃន្រកាប (C) លុះ្រតាែត
∀x ∈ D =⇒ 2a− x ∈ D និង ៖

f (2a− x) = f (x)

ជំហានទី ៨ ចំណុចពិេសស និង
ការសង់្រកាប

• រកចំណុច្របសព្វជាមួយអ័ក្ស Ox (y = 0) និងអ័ក្ស Oy (x = 0)។
•សង់ត្រម�យអរតូណរេម៉ (O,⃗ i, j⃗) ឱ្យមានមា្រតដា្ឋ នចបស់លាស់។
• គូសបនា្ទ ត់អាសីុមតូត (បនា្ទ ត់ដាច់ៗ), ចំណុចបរមា, ចំណុចរបត់, និង
ចំណុចជំនួយ។
• គូសែខ្សេកាង (C)ភា្ជ ប់ចំណុចទាងំអស់េដាយរលូន ្រសបតាមទិសេដក្នុង
តារាងអេថរភាព។
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ង ៖ ធរណីមា្រតវិភាគ និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប (Tangents & Analytic Geometry)

១. សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ និងបនា្ទ ត់្រប្រកតីៃនែខ្សេកាង (C) : y = f (x)

1. សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M0(x0,y0) ៖ (T ) : y = f ′(x0)(x− x0)+ y0 (េដាយ y0 = f (x0))

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x0 គឺ m = f ′(x0) = tanα។

2. សមីការបនា្ទ ត់្រប្រកតី (ែកងនឹងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ M0) ៖ (N) : y =− 1
f ′(x0)

(x− x0)+ y0 ( f ′(x0) ̸= 0)

3. បនា្ទ ត់ប៉ះេចញពីចំណុចេ្រក A(xA,yA) ៖ េដាះ្រសាយសមីការ yA = f ′(x0)(xA−x0)+ f (x0)ទាញរក x0។
4. បនា្ទ ត់ប៉ះ្រសប ឬែកងនឹងបនា្ទ ត់ (d) : y = ax+b ៖

• េបី (T ) ∥ (d) =⇒ f ′(x0) = a • េបី (T )⊥ (d) =⇒ f ′(x0) =−1
a

(a ̸= 0)

២. ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C) : y = f (x) និងបនា្ទ ត់ (d) : y = ax+b

េដីម្បសិីក�ទីតាងំេធៀបរវាងែខ្សេកាង (C) និងបនា្ទ ត់ (d) េគ្រត�វពិនិត្យសញញ ៃនផលដក D(x) = f (x)− (ax+b)
៖
• េបី D(x)> 0 ចំេពាះ x ∈ I =⇒ ែខ្សេកាង (C)ស្ថិតេនខាងេលីបនា្ទ ត់ (d) េលីចេនា្ល ះ I។
• េបី D(x)< 0 ចំេពាះ x ∈ I =⇒ ែខ្សេកាង (C)ស្ថិតេនខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (d) េលីចេនា្ល ះ I។
• េបី D(x) = 0 ្រតង់ x = x1 =⇒ ែខ្សេកាង (C)កាតប់នា្ទ ត់ (d) ្រតង់ចំណុច M1(x1, f (x1))។

៣. របូមន្តធរណីមា្រតវិភាគក្នងុប្លង់កអូរេដាេន (O,⃗ i, j⃗)

ចំេពាះចំណុច A(xA,yA), B(xB,yB) និងបនា្ទ ត់ (∆) : Ax+By+C = 0 ៖

a. ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច A និង B ៖
AB =

√
(xB − xA)2 +(yB − yA)2

b. ចំណុចកណា្ត ល I ៃន [AB] ៖
xI =

xA + xB

2
, yI =

yA + yB

2

c. ចមា្ង យពីចំណុច M0(x0,y0) េទ (∆) ៖
d(M0,∆) =

|Ax0 +By0 +C|√
A2 +B2

d. េមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ (AB) ៖
m =

yB − yA

xB − xA
(xA ̸= xB)

e. សមីការបនា្ទ ត់កាត់តាម A មាន m ៖
(d) : y− yA = m(x− xA)

f. មំុ θ រវាងពីរបនា្ទ ត់មានេមគុណ m1,m2 ៖
tanθ =

∣∣∣∣ m1 −m2

1+m1m2

∣∣∣∣ (m1m2 ̸=−1)
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ច ៖ របូមន្ត្រតីេកាណមា្រត និងតារាងតៃម្លមុំពិេសស

១. របូមន្ត្រតីេកាណមា្រត្រគឹះ
• sin2 x+ cos2 x = 1

• 1+ tan2 x =
1

cos2 x

(
x ̸= π

2
+ kπ

)
• 1+ cot2 x =

1
sin2 x

(x ̸= kπ)

• tanx · cotx = 1

• tanx =
sinx
cosx

, cotx =
cosx
sinx

• −1 ≤ sinx ≤ 1, −1 ≤ cosx ≤ 1

២. របូមន្តផលបូក ផលដក មុំឌុប កន្លះមុំ និងបំែប្លងផលគុណ/ផលបូក

a. ផលបូក-ផលដក ៖ sin(a±b) = sinacosb± sinbcosa, cos(a±b) = cosacosb∓ sinasinb

b. មុំឌុប ៖ sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos2 a− sin2 a = 2cos2 a−1 = 1−2sin2 a

c. កន្លះមុំ (បញ្ចុ ះដឺេ្រក) ៖ cos2 a =
1+ cos2a

2
, sin2 a =

1− cos2a
2

, tan2 a =
1− cos2a
1+ cos2a

d. បំែប្លងផលបូកេទផលគុណ ៖ sin p± sinq = 2sin p±q
2 cos p∓q

2 , cos p+ cosq = 2cos p+q
2 cos p−q

2

៣. តារាងតៃម្លអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រតៃនមុំពិេសស

មំុជាដឺេ្រក 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

មុំជារ៉ាដ្យង់ x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

sinx 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2

√
2

2
1
2

0

cosx 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0 −1
2 −

√
2

2
−
√

3
2

−1

tanx 0
√

3
3

1
√

3 ∥ −
√

3 −1 −
√

3
3

0

cotx ∥
√

3 1
√

3
3

0 −
√

3
3

−1 −
√

3 ∥

៤. សញញ តាមកា្រដង់ទាងំ ៤ (Signs by Quadrants) ៖ I (sin,cos, tan,cot > 0); II (sin > 0, េផ្សងេទៀត
< 0); III (tan,cot > 0, េផ្សងេទៀត < 0); IV (cos > 0, េផ្សងេទៀត < 0)



ឯកសារេយាង

1. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា (២០១០-២០២៥) ៖ េសៀវេភសិក�េគាល គណិតវទិយ ថា្ន ក់ទី១២ ក្រមិតខ្ពស,់
នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានីភ្នំេពញ។

2. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា (២០១០-២០២៥) ៖ េសៀវេភសិក�េគាល គណិតវទិយ ថា្ន កទី់១២ ក្រមិតមូលដា្ឋ ន,
នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានីភ្នំេពញ។

3. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា ៖ េសៀវេភ្រគ� គណិតវទិយ ថា្ន ក់ទី១២, នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានី
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