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ថា្ន ក់ទី ១២ • GRADE 12
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អ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦



គណៈកម្មការេរៀបេរៀង និង្រត�តពិនិត្យ

គណៈកម្មការេរៀបេរៀង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

្រត�តពិនិត្យខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន
េរៀបចំខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រចនាគ្រមប និងទំព័រ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រូបភាព និងតារាង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ែកស្រម�លអក្ខរាវរិុទ្ធ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
គណៈកម្មការពិនិត្យចុងេ្រកាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី

េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

េសៀវេភេនះ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងស្រមិតស្រមាងំ ស្រមាប់សិស�នុសិស្សថា្ន ក់ទី១២ ក្នុងការស្វ័យ
សិក� និងេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងសិស្សពូែក

ទូទាងំ្របេទស។

ព័ត៌មានេសៀវេភ

កំែណសាកល្បង© ២០២៦

អាងំេត្រកាលថា្ន ក់ទី១២
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េរៀបេរៀងេដាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ស្រមាប់េបាះពុម្ពផ�យ៖ បណា្ណ គារអង្គរ



េសចក្តីឧទ្ទិស

េសៀវេភ «អាងំេត្រកាល ថា្ន ក់ទី១២» េនះ
សូមឧទ្ទិសជូនចំេពាះ៖
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ែខម េសាភា

ែដលជាកមា្ល ងំចិត្ត និងជា្របភពៃនសុភមង្គលដ៏កក់េក្ត
ក្នុងដំេណីរជីវតិ និងការ្រសាវ្រជាវរបស់ខ្ញុ ំបាទជានិច្ចនិរន្តរ។៍

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



អារម្ភកថា
គណិតវទិយ គឺជាមូលដា្ឋ ន្រគឹះដ៏មានសារៈសំខានប់ំផុត ក្នុងការអភិវឌ្ឍការគិតែបបសមេហតុផល វភិាគសីុជេ្រម និងការេដាះ្រសាយ

បញ្ហ ក្នុងវទិយសា�ស្ត បេច្ចកវទិយ និងជីវភាពរស់េនជាក់ែស្តង។ ក្នុងចំេណាម្របធានបទគណិតវទិយថា្ន ក់ទី១២ «អាងំេត្រកាល» គឺជា
ស្នូលដ៏សំខាន់បំផុតៃនគណិតវភិាគ (Calculus) ែដលសិស�នុសិស្ស្រគប់រូប្រត�វែតកា្ត ប់ឱ្យបានចបស់លាស់ ទាងំ្រទឹស្តី ទាងំវធីិសា�ស្ត
គណនា និងការអនុវត្តជាក់ែស្តង ស្រមាបេ់្រតៀមខ្លួន្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងេ្រជីសេរសី
សិស្សពូែកទូទាងំ្របេទស។

េសៀវេភ «អាងំេត្រកាលថា្ន កទី់១២» មួយកបលេនះ ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងហ្មត់ចត់ និងសម្ូបរែបប ែផ្អកេលកីម្មវធីិសិក�ផ្លូវការ
ៃន្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា េដាយែបងែចកខ្លឹមសារជា ៤ េមេរៀនចម្បងៗ៖

• េមេរៀនទី១ ៖ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់— ពន្យលពី់និយមន័យ្រពីមីទីវ ្រពមីីទីវទូេទ និយមន័យអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
រូបមន្ត្រគឹះ អាងំេត្រកាលៃនអនុគមនស៍្វ័យគុណអនុគមនអិ៍ចស្ប ៉ូណង់ែស្យល អនុគមន្៍រតីេកាណមា្រត វធីិសា�ស្តប្តូរអេថរ វធីិសា�ស្ត
អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក អាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍សនិទាន និងលំហាត់អនុវត្តន៍ច្រម�ះ។

• េមេរៀនទី២ ៖ អាងំេត្រកាលកំណត់ — េផា្ត តេលីនិយមន័យអាងំេត្រកាលកំណត់តាមផលបូក Riemann អត្ថន័យធរណីមា្រត
្រទឹស្តីបទ្រគឹះៃនគណិតវភិាគ លក្ខណៈគន្លឹះៃនអាងំេត្រកាលកំណត់ ្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម ្រពមទាងំវធីិសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាល
កំណត់េដាយប្តូរអេថរ និងេដាយែផ្នក។

• េមេរៀនទី៣ ៖ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ — បងា្ហ ញពីវធីិសា�ស្តគណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអាប់សីុស
ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ និងៃផ្ទ្រកឡាេធៀបនឹងអ័ក្សអ័រេដាេណ អមេដាយគំនូស្រកាប TikZ យ៉ាងចបស់លាស់។

• េមេរៀនទី៤ ៖ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ —សិក�េលីការគណនាមាឌសូលីតបរវិត្តេដាយវធីិសា�ស្តថាស (Disk Method) វធីិសា�ស្ត
្រកវលិ (Washer Method) និងរូបមន្តគណនា្របែវងធ្នូៃនែខ្សេកាង ្រពមទាងំលំហាត់សរុបជំពូកស្រមាប់វាស់ស្ទង់សមត្ថភាព។

េសៀវេភេនះ្រត�វបានរចនាេឡងីយ៉ាងយកចិត្តទុកដាក់ មានរូបភាពគំនូស្រកាហ្វកិគណិតវទិយ TikZ យ៉ាង្រតឹម្រត�វតាមក្ួបនខា្ន ត។

ខ្ញុ ំបាទសង្ឃមឹយ៉ាងមុតមាថំា េសៀវេភេនះនឹងកា្ល យជាមគ្គេទសក៍ និងជាក្រមងឯកសារជំនួយសា្ម រតីដ៏មានតៃម្លបំផុតស្រមាបេ់លាក្រគ�
អ្នក្រគ� និងប្អូនៗសិស�នុសិស្សក្នុងការបេ្រងៀននិងេរៀន។ េទាះបីជាមានការខិតខ្ំរបឹងែ្របងយ៉ាងណាក្តី កេ៏សៀវេភេនះ្របាកដជាមិនអាច
េជៀសផុតពីកំហុសអេចតនាណាមួយេឡយី។ ខ្ញុ ំបាទរង់ចាទំទួលនូវរាល់មតិរះិគន់សា្ថ បនាពីសំណាក់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងមិត្តអ្នកអាន
េដាយក្តីរកីរាយជានិច្ច។

រាជធានីភ្នំេពញ ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦
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េសចក្តីដឹងគុណ

ជាបឋម ខ្ញុ ំបាទ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី សូមលំឱនកាយវាចាចិត្ត ែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជបំផុត ជូនចំេពាះ
េលាកអ្នកមានគុណទាងំពីរ គឺមាតា និងបិតារបស់ខ្ញុ ំ ែដលេលាកទាងំពីរបានពលិកម្ម្រគប់ែបបយ៉ាង ចិញ្ច ឹមបីបាច់ែថរក�
ផ្តល់ភាពកក់េក្ត និងអប់រទូំនា្ម នេ្របៀន្របេដខ្ញុ ំបាទតាងំពីកុមារភាព រហូតេធ្វីឱ្យខ្ញុ ំអាចឈរយ៉ាងរងឹមាេំនេលីវថីិជីវតិមួយ
េនះ។ េបគីា្ម នការលះបង់ និងេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដម៏ហាសាលពីេលាកទាងំពីរេទ េនាះខ្ញុ ំបាទក្៏របែហលជាគា្ម នៃថ្ងេនះេឡយី។

ជាបន្តបនា្ទ ប់ ខ្ញុ ំបាទសូមសែម្តងនូវេសចក្តីេគារពដឹងគុណយ៉ាងេសា្ម ះស្ម័្រគ ជូនចំេពាះេលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងសា�សា្ត
ចារ្យ្រគប់លំដាប់ថា្ន ក់ តាងំពីក្រមិតបឋមសិក� រហូតដល់ថា្ន ក់សាកលវទិយល័យ ែដលបានខិតខំចំណាយកមា្ល ងំកាយចិត្ត
ក្នុងការេផ្ទរនូវចំេណះដឹង និងបណ្តុ ះបណា្ត លរូបខ្ញុឱំ្យកា្ល យជាធនធានមនុស្សមួយរូប្របកបេដាយសមត្ថភាព។ រាលដំ់បូនា្ម ន
ែដលទទួលបានពីេលាក្រគ� អ្នក្រគ� គឺជា្របទីបបំភ្លឺផ្លូវែដលែតងែតចង្អុលបងា្ហ ញឱ្យខ្ញុ ំបាទេដីរេលីកន្លងដ៏្រតឹម្រត�វ។

ជាពិេសសេលីសពីេនះេទេទៀត ខ្ញុ ំបាទសូមែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជ និងេផ្ញជូីននូវេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដធ៏ំេធង
មិនអាចកាត់ៃថ្លបាន ជូនចំេពាះភរយិាជាទី្រសឡាញ់របស់ខ្ញុ ំ គឺេលាក្រសី ែង៉ត សុគនា្ធ ្រពមទាងំកូន្រសីជាទី្រសឡាញ់ ែខម
េសាភា ែដលែតងែតេនែក្បរ ផ្តល់ភាពកក់េក្ត េមីលែថទាំ េលីកទឹកចិត្ត និងលះបង់្រគប់ែបបយ៉ាង េដីម្បីឱ្យខ្ញុ ំបាទមាន
េពលេវលាេពញេលញក្នុងការ្រសាវ្រជាវ និងចង្រកងេសៀវេភមួយកបលេនះេឡងីរហូតទទួលបានេជាគជ័យ។

េសៀវេភ «អាងំេត្រកាល ថា្ន ក់ទី១២» មួយកបលេនះ មិនអាចេលចេចញជារូបរាងេឡងីបានេឡយី ្របសិនេបីគា្ម ន
ការេលីកទឹកចិត្តពីមនុស្សជាេ្រចីនជំុវញិខ្លួនខ្ញុ ំ។ ខ្ញុ ំបាទសូមអរគុណដលមិ់ត្តភក្តិ បងប្អូន និងសហការទីាងំអស់ ែដលែតងែត
ផ្តល់មតិេយាបល់ ជួយែកស្រម�ល និងជួយជំរុញទឹកចិត្តខ្ញុ ំេនក្នុងដំេណីរការៃនការចង្រកងេសៀវេភេនះជាភាសា LATEX។
ជាចុងបញ្ចប់ ខ្ញុ ំបាទសូម្របសិទ្ធពរជ័យ សិរសីួស្តី ជ័យមង្គល ជូនដល់េលាកអ្នកមានគុណ េលាក្រគ� អ្នក្រគ� ភរយិា កូន្រសី
្រពមទាងំមិត្តអ្នកសិក�ទាងំអស់ សូម្របកបេដាយសុខភាពល្អបរបូិរណ៍ ្របាជា្ញ ភ្លឺថា្ល េជាគជ័យ្រគប់ភារកិច្ច និងសេ្រមចបាន
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តារាងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយ

និមិត្តសញញ អត្ថន័យ អានថា / ការេ្របី្របាស់
f (x), g(x) អនុគមន៍ជាប់ (េ្រកាមសញញ អាងំេត្រកាល) អាងំេត្រកង់ (Integrand) កំណត់េលីចេនា្ល ះ I

F(x), G(x) ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x), g(x) អនុគមន៍េដីម (F ′(x) = f (x) ្រគប់ x ∈ I)
c ឬ C ចំនួនេថរអាងំេត្រកាល េថរអាងំេត្រកាលបំពាន (c ∈ R)

dx, du, dt ឌីេផរង់៉ែស្យលៃនអេថរ x, u, t du = u′(x)dx (ក្នុងវធីិប្តូរអេថរ)∫
f (x)dx អាងំេត្រកាលមិនកំណត់ៃន f (x)

∫
f (x)dx = F(x)+ c∫ b

a
f (x)dx អាងំេត្រកាលកំណត់ៃន f (x) ពី a េទ b a ជា្រពំែដនេ្រកាម, b ជា្រពំែដនេលី[

F(x)
]b

a
តៃម្ល្រពីមីទីវ្រតង់្រពំែដន a និង b F(b)−F(a) (រូបមន្ត Newton--Leibniz)∫

udv អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក uv−
∫

vdu (វធិាន ILATE)

∆x ជំហានែបងែចកចេនា្ល ះ [a,b] ∆x =
b−a

n
(្របែវងចេនា្ល ះរងនីមួយៗ)

n

∑
i=1

f (x∗i )∆x ផលបូករម៉ីាន (Riemann Sum) lim
n→+∞

n

∑
i=1

f (x∗i )∆x =
∫ b

a
f (x)dx

S ៃផ្ទ្រកឡាៃនែដនប្លង់ S =
∫ b

a
| f (x)|dx ឬ

∫ b

a
[ f (x)−g(x)]dx

Vx មាឌសូលីតបរវិត្តវលិជំុវញិអ័ក្ស Ox Vx = π
∫ b

a
[ f (x)]2 dx

Vy មាឌសូលីតបរវិត្តវលិជំុវញិអ័ក្ស Oy Vy = π
∫ d

c
[g(y)]2 dy

L ្របែវងធ្នូនាមៃនែខ្សេកាង (Arc length) L =
∫ b

a

√
1+[ f ′(x)]2 dx

favg តៃម្លមធ្យមៃនអនុគមន៍ f េលី [a,b] favg =
1

b−a

∫ b

a
f (x)dx

W ការងារែដលបេង្កីតេដាយកមា្ល ងំ F(x) W =
∫ b

a
F(x)dx (កមា្ល ងំែ្រប្រប�ល)

R, N∗ សំណំុចំនួនពិត និងចំនួនគត់វជិ្ជមាន x ∈ R, n ∈ N∗

[a,b], (a,b) ចេនា្ល ះបិទ និងចេនា្ល ះេបីក a ≤ x ≤ b, a < x < b
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្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១

១ ្រពីមីទីវ

១.១ សញញ ណ និងនិយមន័យ

ឧទាហរណ៍ជាក់ែស្តងក្នុងរូបវទិយ៖
េគទមា្ល កវ់ត្ថុមួយពីទីខ្ពសម់កដី។ េនខណៈេពល t0 = 0 វត្ថុមានេល្ប�ន v(0) = 0 ។ េ្រកាមចលនាធា្ល កេ់សរេីនខណៈ
េពល t េល្ប�នៃនអង្គធាតុគឺ v(t) = gt ែដល g ជាសំទុះទំនាញដី (g ≈ 9.8m/s2) ។
េដីម្បរីកចមា្ង យចរ s(t) េនខណៈេពល t េគដឹងថា v(t) = s′(t) = gt ។
េគេឃញីថា s(t) = 1

2gt2 េ្រពាះ s′(t) =
(1

2gt2)′ = gt = v(t) ។
អនុគមន៍ s(t) = 1

2gt2 េនះេហថា ្រពីមីទីវ (Primitive) ឬ អនុគមន៍េដីម (Antiderivative) ៃនអនុគមន៍
េល្ប�ន v(t) = gt ។

និយមន័យ ១ : ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍និយមន័យ ១ : ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍
អនុគមន៍ F(x) េហថាជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) េលីែដនកំណត់ D លុះ្រតាែតចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន៖

F ′(x) = f (x)

លហំាត់គំរ ូ ១

9
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ក . េគមានអនុគមន៍ F(x) = x3 − x2 + x និង f (x) = 3x2 −2x+1 កំណត់េលី R ។ បងា្ហ ញថា F(x) ជា្រពីមីទីវៃន f (x)
េលី R ។

ខ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = cosx ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាេដរេីវៃន F(x) េលី R៖
F ′(x) = (x3 − x2 + x)′ = 3x2 −2x+1 = f (x)

េដាយ F ′(x) = f (x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ដូចេនះ F(x)ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េលី R ។
ខ . េដាយ (sinx)′ = cosx ចំេពាះ្រគប់ x ∈ Rនាឱំ្យ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) = cosx គឺ៖

F(x) = sinx+ c (c ∈ R)

ជាពិេសស េបីេ្រជីសេរសី c = 0 េនាះ F(x) = sinx ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) = cosx ។

លហំាត់គំរ ូ ២

បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ F(x) = sin2 x−2 ជា្រពីមីទីវៃន f (x) = sin2x ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

ដំេណាះ្រសាយ

អនុគមន៍ F(x) = sin2 x−2 មានេដរេីវេលី R៖
F ′(x) = (sin2 x−2)′ = 2sinx · (sinx)′−0 = 2sinxcosx = sin2x = f (x)

េដាយ F ′(x) = f (x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ដូចេនះអនុគមន៍ F(x) = sin2 x−2 ជា្រពីមីទីវៃន f (x) = sin2x ។

លហំាត់គំរ ូ ៣

អនុគមន៍ F កំណត់េលី (0,+∞) េដាយ F(x) = (x+ 1)e−
1
x ។ បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ F ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) =

x2 + x+1
x2 e−

1
x ។
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ដំេណាះ្រសាយ

អនុវត្តរូបមន្តេដរេីវៃនផលគុណ (uv)′ = u′v+uv′ េលីចេនា្ល ះ (0,+∞)៖

F ′(x) =
[
(x+1)e−

1
x

]′
= (x+1)′e−

1
x +(x+1)

(
e−

1
x

)′
= 1 · e−

1
x +(x+1)

(
−1

x

)′
e−

1
x

= e−
1
x +(x+1)

(
1
x2

)
e−

1
x

=

(
1+

x+1
x2

)
e−

1
x =

(
x2 + x+1

x2

)
e−

1
x = f (x)

េដាយ F ′(x) = f (x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0,+∞) ដូចេនះ F ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f ។

លហំាត់គំរ ូ ៤

បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ក្នុងករណីខាងេ្រកាម៖

ក . F(x) = ex+1 −1−2x+
1
2

x2 , f (x) = ex+1 −2+ x

ខ . F(x) = (x4 +4)3 +3 , f (x) = 12x3(x4 +4)2

គ . F(x) =
3
5
(ex −3)5 +3 , f (x) = 3ex(ex −3)4

ឃ . F(x) = ln(e2x −2x)+
√

2 , f (x) =
2(e2x −1)
e2x −2x

ង . F(x) = sinxcosx , f (x) = cos2x ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . F ′(x) =
(

ex+1 −1−2x+
1
2

x2
)′

= ex+1 −0−2+ x = ex+1 −2+ x = f (x) ។
ដូចេនះ F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េលី R ។

ខ . អនុវត្តរូបមន្ត (un)′ = nu′un−1៖
F ′(x) =

[
(x4 +4)3 +3

]′
= 3(x4 +4)′(x4 +4)2 +0 = 3(4x3)(x4 +4)2 = 12x3(x4 +4)2 = f (x) ។

ដូចេនះ F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េលី R ។
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គ . F ′(x) =
[

3
5
(ex −3)5 +3

]′
=

3
5
·5(ex −3)′(ex −3)4 +0 = 3ex(ex −3)4 = f (x) ។

ដូចេនះ F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េលី R ។

ឃ . អនុវត្តរូបមន្ត (lnu)′ =
u′

u
(េដាយ e2x −2x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R)៖

F ′(x) =
[
ln(e2x −2x)+

√
2
]′
=

(e2x −2x)′

e2x −2x
+0 =

2e2x −2
e2x −2x

=
2(e2x −1)
e2x −2x

= f (x) ។
ដូចេនះ F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េលី R ។

ង . េដាយ F(x) = sinxcosx =
1
2

sin2x េគបាន៖

F ′(x) =
(

1
2

sin2x
)′

=
1
2
· (2cos2x) = cos2x = f (x) ។

ដូចេនះ F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េលី R ។

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េបី F(x) ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) និង G(x) ជា្រពីមីទីវដ៏ៃទេទៀតៃន f (x) េនាះ G(x) = F(x)+ c ែដល c ជាចំនួន
េថរ ។

លហំាត់គំរ ូ ៥

រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = x2 េបីេគដឹងថា F(3) = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

្រពីមីទីវទូេទៃនអនុគមន៍ f (x) = x2 គឺ៖

F(x) =
∫

x2 dx =
x3

3
+ c (c ∈ R)

េដាយេគដឹងថា F(3) = 2 េគបាន៖
33

3
+ c = 2 ⇐⇒ 9+ c = 2 =⇒ c =−7

ដូចេនះ ្រពីមីទីវែដល្រត�វរកគឺ F(x) =
x3

3
−7 ។
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លហំាត់គំរ ូ ៦

ក . េ្របីេដរេីវបងា្ហ ញថាអនុគមន៍ G(x) =
3
2

x2 +4x ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) ែដល្រត�វកំណត់ ។

ខ . ចូរបងា្ហ ញថាអនុគមន៍ F(x) =
1
6
(3x+4)2 គឺជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) ែដរ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាេដរេីវៃន G(x)៖

G′(x) =
(

3
2

x2 +4x
)′

= 3x+4

ដូចេនះ G(x)ជា្រពីមីទីវមួយៃនអនុគមន៍ f (x) = 3x+4 ។
ខ . គណនាេដរេីវៃន F(x)៖

F ′(x) =
[

1
6
(3x+4)2

]′
=

1
6
·2(3x+4) · (3x+4)′ =

1
3
(3x+4) ·3 = 3x+4 = f (x)

េដាយ F ′(x) = f (x) ដូចេនះ F(x) ក៏ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) = 3x+4 ែដរ។
(វធីិមយង៉េទៀត៖ ពនា្ល ត F(x) = 1

6(9x2 +24x+16) = 3
2x2 +4x+ 8

3 = G(x)+ 8
3 ែដលខុសគា្ន ្រតឹមចំនួនេថរ

c = 8
3)។

លហំាត់គំរ ូ ៧

បងា្ហ ញថា អនុគមន៍ F(x) =
x2

x2 +5x
និង G(x) =− 5

x+5
ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) ែតមួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ទាងំពីរគឺ D = R\{−5,0} ។
វធីិទី១ ៖ គណនាេដរេីវៃនអនុគមន៍នីមួយៗ

F(x) =
x2

x(x+5)
=

x
x+5

=⇒ F ′(x) =
(

x
x+5

)′
=

1 · (x+5)− x ·1
(x+5)2 =

5
(x+5)2

G′(x) =
(
− 5

x+5

)′
=−5

(
− 1
(x+5)2

)
=

5
(x+5)2
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េដាយ F ′(x) = G′(x) =
5

(x+5)2 ដូចេនះ F(x) និង G(x)ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) = 5
(x+5)2 ែតមួយ។

វធីិទី២ ៖ គណនាផលដក F(x)−G(x)

F(x)−G(x) =
x

x+5
−
(
− 5

x+5

)
=

x+5
x+5

= 1 (ចំនួនេថរ)

េដាយផលដកៃនអនុគមន៍ទាងំពីរេស្មីនឹងចំនួនេថរ នាឱំ្យ F(x) និង G(x)ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ែតមួយ។

លហំាត់គំរ ូ ៨

ក . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = 2x+1 េបីេគដឹងថា F(2) = 6 ។

ខ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) =− 1
(x+1)2 េបីេគដឹងថា F(1) =−1

2
។

គ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = 1+ sinx េបីេគដឹងថា F(0) = 3 ។

ឃ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = 1
sin2 x

េបីេគដឹងថា F
(π

4

)
= 1 ។

ង . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = 1√
x
េបីេគដឹងថា F(4) =−2 ។

ច . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = x2 +1 េបីេគដឹងថា្រកាបៃន F កាត់តាមចំណុច A
(

1,
π
3

)
។

ឆ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = 1
cos2 x

េបីេគដឹងថា្រកាបៃន F កាត់តាមចំណុច A
(π

4
,0
)
។

ជ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) = x2 − ex េបីេគដឹងថា្រកាបៃន F កាត់តាមចំណុច A(0,1) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . F(x) =
∫
(2x+1)dx = x2 + x+ c

េដាយ F(2) = 6 =⇒ 22 +2+ c = 6 ⇐⇒ 6+ c = 6 =⇒ c = 0
ដូចេនះ F(x) = x2 + x ។

ខ . F(x) =
∫

− 1
(x+1)2 dx =

1
x+1

+ c

េដាយ F(1) =−1
2 =⇒ 1

1+1 + c =−1
2 ⇐⇒ 1

2 + c =−1
2 =⇒ c =−1

ដូចេនះ F(x) =
1

x+1
−1 =− x

x+1
។

គ . F(x) =
∫
(1+ sinx)dx = x− cosx+ c
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េដាយ F(0) = 3 =⇒ 0− cos0+ c = 3 ⇐⇒ −1+ c = 3 =⇒ c = 4
ដូចេនះ F(x) = x− cosx+4 ។

ឃ . F(x) =
∫ 1

sin2 x
dx =−cotx+ c

េដាយ F
(π

4

)
= 1 =⇒ −cot

(π
4

)
+ c = 1 ⇐⇒ −1+ c = 1 =⇒ c = 2

ដូចេនះ F(x) =−cotx+2 ។

ង . F(x) =
∫ 1√

x
dx = 2

√
x+ c

េដាយ F(4) =−2 =⇒ 2
√

4+ c =−2 ⇐⇒ 4+ c =−2 =⇒ c =−6
ដូចេនះ F(x) = 2

√
x−6 ។

ច . ្រកាបៃន F កាត់តាម A
(
1, π

3

)
⇐⇒ F(1) = π

3

F(x) =
∫
(x2 +1)dx =

x3

3
+ x+ c

F(1) = π
3 =⇒ 1

3 +1+ c = π
3 ⇐⇒ 4

3 + c = π
3 =⇒ c = π−4

3

ដូចេនះ F(x) =
x3

3
+ x+

π −4
3

។

ឆ . ្រកាបៃន F កាត់តាម A
(π

4 ,0
)
⇐⇒ F

(π
4

)
= 0

F(x) =
∫ 1

cos2 x
dx = tanx+ c

F
(π

4

)
= 0 =⇒ tan

(π
4

)
+ c = 0 ⇐⇒ 1+ c = 0 =⇒ c =−1

ដូចេនះ F(x) = tanx−1 ។

ជ . ្រកាបៃន F កាត់តាម A(0,1) ⇐⇒ F(0) = 1

F(x) =
∫
(x2 − ex)dx =

x3

3
− ex + c

F(0) = 1 =⇒ 0− e0 + c = 1 ⇐⇒ −1+ c = 1 =⇒ c = 2

ដូចេនះ F(x) =
x3

3
− ex +2 ។

២ អាងំេត្រកាលមិនកំណត់

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េបី F(x)ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េនាះអាេំត្រកាលមិនកំណតៃ់ន f (x) កំណតេ់ដាយ
∫

f (x)dx = F(x)+ c ែដល c

ជាចំនួនេថរ ។



16 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

ជាទូេទ ៣ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ៣ : សមា្គ ល់∫
f (x)dx អានថាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ៃន f (x)dx ែដល

•
∫
ជានិមិត្តសញញ អាេំត្រកាល

• f (x)ជាអនុគមន៍

• dx ជាឌីេផរង់៉ែស្យលៃនអេថរ x ។

លហំាត់គំរ ូ ៩

គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ I =
∫
(4x3 +3x2)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

អនុវត្តលក្ខណៈលីេនែអ៊រៃនអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ េគបាន៖

I =
∫
(4x3 +3x2)dx = 4

∫
x3 dx+3

∫
x2 dx = 4

(
x4

4

)
+3
(

x3

3

)
+ c = x4 + x3 + c

ែដល c ជាចំនួនេថរពិត (c ∈ R) ។

៣ របូមន្ត្រគឹះៃនអាងំេត្រកាលមិនកំណត់

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

ចំេពាះ្រគប់ k ∈ R ែដល k ̸= 0 និង c ∈ R េគបាន

•
∫
[ f (x)±g(x)]dx =

∫
f (x)dx±

∫
g(x)dx

•
∫

kdx = kx+ c

•
∫

xndx =
xn+1

n+1
+ c ែដល n ̸=−1

•
∫ 1√

x
dx = 2

√
x+ c

•
∫

k f (x)dx = k
∫

f (x)dx

•
∫ 1

x2 dx =−1
x
+ c



៣ រូបមន្ត្រគឹះៃនអាងំេត្រកាលមិនកំណត់

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

17

្របតិបត្តិ ១្របតិបត្តិ ១
គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫
(7x6 −5x3 +2x2 +3)dx

ខ .
∫
(7x6 +5x4 −4x3 +8)dx

គ .
∫ (

2x2 − 1
x2 +

2√
x
+2
)

dx

ឃ .
∫
(x2 −2

√
x)dx

ង .
∫
(4x3 −5x2 +3x+2)dx

ច .
∫ ( 1

2x3 −
2
x2 +3

√
x
)

dx

ឆ .
∫ (

2
√

x3 − 1√
x
+
√

2
)

dx

ជ .
∫
(x2 −1)

√
xdx

ឈ .
∫

x3(3x−1)dx

ញ .
∫ 4x4 −3x5 +1

x4 dx

ដ .
∫
(2x−1)

√
xdx

ចេម្លើយខ្លី

ក . x7 − 5
4

x4 +
2
3

x3 +3x+ c

ខ . x7 + x5 − x4 +8x+ c

គ .
2
3

x3 +
1
x
+4

√
x+2x+ c

ឃ .
x3

3
− 4

3
x
√

x+ c

ង . x4 − 5
3

x3 +
3
2

x2 +2x+ c

ច . − 1
4x2 +

2
x
+2x

√
x+ c

ឆ .
4
5

x2√x−2
√

x+
√

2x+ c

ជ .
2
7

x3√x− 2
3

x
√

x+ c

ឈ .
3
5

x5 − 1
4

x4 + c

ញ . 4x− 3
2

x2 − 1
3x3 + c

ដ .
4
5

x2√x− 2
3

x
√

x+ c



18 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៤ អាេំត្រកាលមិនកំណត់ៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ណូង់ែស្យល

ជាទូេទ ៥ជាទូេទ ៥

•
∫

exdx = ex + c , c ∈ R •
∫ 1

x
dx = ln |x|+ c , c ∈ R ែដល x ̸= 0

្របតិបត្តិ ២្របតិបត្តិ ២
គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ (

2ex − 3
x

)
dx

ខ .
∫ (

2ex +
6
x

)
dx

គ .
∫ (ex

2
+

1
x

)
dx

ឃ .
∫ (

ex +
2
x2 −

1
x

)
dx

ង .
∫ ( 3

2x
− 2

x2 +9
√

x
)

dx

ច .
∫ (

ex+1 + x
√

x
)

dx

ឆ .
∫ (ex

4
+

2
3
√

x
+

3
x

)
dx

ជ .
∫ (6−3x−2xex

x

)
dx

ឈ .
∫ (3x2 −2x−1+ xex

x

)
dx

ញ .
∫ (3x+ x2(ex −1)

x2

)
dx

ដ .
∫ (√

x(1− xex +1)

x
3
2

)
dx

ឋ .
∫ (

ex−2 +
1
3x

+ ln2017
)

dx

ចេម្លើយខ្លី
ក . 2ex −3ln |x|+ c

ខ . 2ex +6ln |x|+ c

គ .
1
2

ex + ln |x|+ c

ឃ . ex − 2
x
− ln |x|+ c

ង .
3
2

ln |x|+ 2
x
+6x

√
x+ c

ច . ex+1 +
2
5

x2√x+ c

ឆ .
1
4

ex +3 3√x2 +3ln |x|+ c

ជ . 6ln |x|−3x−2ex + c

ឈ .
3
2

x2 −2x− ln |x|+ ex + c

ញ . 3ln |x|+ ex − x+ c

ដ . 2ln |x|− ex + c

ឋ . ex−2 +
1
3

ln |x|+ x ln2017+ c



៥ អាេំត្រកាលមិនកំណត់ៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
មីីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

19

៥ អាេំត្រកាលមិនកំណត់ៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត

ជាទូេទ ៦ជាទូេទ ៦

•
∫

sinxdx =−cosx+ c , c ∈ R

•
∫

cosxdx = sinx+ c , c ∈ R

•
∫
(1+ tan2 x)dx =

∫ 1
cos2 x

dx = tanx+ c

•
∫
(1+ cot2x)dx =

∫ 1
sinx2x

dx =−cotx+ c

្របតិបត្តិ ៣្របតិបត្តិ ៣
គណនាអាេំត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫
(2cosx+ x)dx

ខ .
∫
(sinx+2)dx

គ .
∫
(3sinx−5cosx)dx

ឃ .
∫ ( 5

2sin2 x
+ x−2

)
dx

ង .
∫ ( 3

cos2 x
− x

2
−1
)

dx

ច .
∫
(7sinx−3cosx)dx

ឆ .
∫ (2

3
cosx+

√
2sinx

)
dx

ជ .
∫
(1− cosx)dx

ឈ .
∫
(2cosx−3sinx)dx

ញ .
∫
(cosx+ sinx+ x)dx

ដ .
∫

tan2 xdx

ឋ .
∫

cot2 xdx

ឌ .
∫
(tanx+ cotx)2dx

ឍ .
∫ ( 3

sin2 x
+

2
cos2 x

)
dx

ណ .
∫ (1+ sin2 x

sin2 x

)
dx

ត .
∫ (1+ cos2 x

cos2 x

)
dx

ថ .
∫ ( 1

cos2 x
+

4
sin2 x

−5
)

dx

ចេម្លើយខ្លី

ក . 2sinx+
x2

2
+ c

ខ . −cosx+2x+ c

គ . −3cosx−5sinx+ c

ឃ . −5
2

cotx+
x2

2
−2x+ c

ង . 3tanx− x2

4
− x+ c

ច . −7cosx−3sinx+ c

ឆ .
2
3

sinx−
√

2cosx+ c

ជ . x− sinx+ c

ឈ . 2sinx+3cosx+ c

ញ . sinx− cosx+
x2

2
+ c

ដ . tanx− x+ c

ឋ . −cotx− x+ c

ឌ . tanx− cotx+ c

ឍ . −3cotx+2tanx+ c

ណ . −cotx+ x+ c

ត . tanx+ x+ c

ថ . tanx−4cotx−5x+ c



20 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៦ អាងំេត្រកាលមិនកំណត់នាឱំ្យេកើតអនុគមន៍្រចាស
្រតីេកាណមា្រត

ជាទូេទ ៧ជាទូេទ ៧

ចំេពាះ a > 0 និងចំនួនេថរ c ∈ R េគបានរូបមន្ត្រគឹះ៖

•
∫ dx√

1− x2
= arcsinx+ c

•
∫ dx

1+ x2 = arctanx+ c

•
∫ dx√

a2 − x2
= arcsin

(x
a

)
+ c

•
∫ dx

a2 + x2 =
1
a

arctan
(x

a

)
+ c

ជាទូេទ េបី u = u(x)ជាអនុគមន៍មានេដរេីវ េគបាន៖

•
∫ u′(x)√

a2 −u2(x)
dx = arcsin

(
u(x)

a

)
+ c •

∫ u′(x)
a2 +u2(x)

dx =
1
a

arctan
(

u(x)
a

)
+ c

លហំាត់គំរ ូ ១០

គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក . I =
∫ dx√

9− x2

ខ . J =
∫ dx

x2 +4

គ . K =
∫ ex

1+ e2x dx

ឃ . L =
∫ x√

1− x4
dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . អនុវត្តរូបមន្ត
∫ dx√

a2 − x2
= arcsin

(x
a

)
+ c ជាមួយ a = 3៖

I =
∫ dx√

32 − x2
= arcsin

(x
3

)
+ c

ខ . អនុវត្តរូបមន្ត
∫ dx

x2 +a2 =
1
a

arctan
(x

a

)
+ c ជាមួយ a = 2៖

J =
∫ dx

x2 +22 =
1
2

arctan
(x

2

)
+ c



៦ អាងំេត្រកាលមិនកំណត់នាឱំ្យេកីតអនុគមន៍្រចាស្រតីេកាណមា្រត

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

21

គ . េដាយ (ex)′ = ex និង e2x = (ex)2 េគបាន៖

K =
∫

(ex)′

1+(ex)2 dx = arctan(ex)+ c

ឃ . េដាយ (x2)′ = 2x =⇒ xdx =
1
2
(x2)′ dx និង x4 = (x2)2 េគបាន៖

L =
1
2

∫
(x2)′√

1− (x2)2
dx =

1
2

arcsin(x2)+ c

្របតិបត្តិ ៤្របតិបត្តិ ៤
គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ dx√

4− x2

ខ .
∫ dx

x2 +9

គ .
∫ dx√

16−25x2

ឃ .
∫ dx

4x2 +9

ង .
∫ 2x

x4 +1
dx

ច .
∫ cosx√

4− sin2 x
dx

ចេម្លើយខ្លី

ក . arcsin
(x

2

)
+ c

ខ .
1
3

arctan
(x

3

)
+ c

គ .
1
5

arcsin
(

5x
4

)
+ c

ឃ .
1
6

arctan
(

2x
3

)
+ c

ង . arctan(x2)+ c

ច . arcsin
(

sinx
2

)
+ c



22 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៧ អាងំេត្រកាលមិនកំណត់េដាយេ្របើអេថរជំនួស

េដីម្បគីណនាអាងំេត្រកាលេដាយេ្របីអេថរជំនួសេគ្រត�វ៖
ក . តាង t = f (x) =⇒ dt = f ′(x)dx

ខ . ជំនួស f (x) េដាយ t និង f ′(x)dx េដាយ dt

គ . រកចេម្លីយអាងំេត្រកាល

ឃ . ជំនួស t េដាយ f (x)

ដូចេនះ េគបានចេម្លីយអាងំេត្រកាលចុងេ្រកាយជាអនុគមន៍ៃន x ។

ជាទូេទ ៨ជាទូេទ ៨

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត c េគបាន

•
∫

k f ′(x)dx = k f (x)+ c

•
∫ f ′(x)√

f (x)
dx = 2

√
f (x)+ c

•
∫

f ′(x)[ f (x)]ndx =
[ f (x)]n+1

n+1
+ c , (n ̸=−1)

•
∫

f ′(x)e f (x)dx = e f (x)+ c

•
∫ f ′(x)

f (x)
dx = ln | f (x)|+ c

•
∫ f ′(x)

[ f (x)]2
dx =− 1

f (x)
+ c

•
∫ f ′(x)

[ f (x)]n
dx = − 1

(n−1)[ f (x)]n−1 + c , (n ̸=

1)

•
∫

f ′(x)sin f (x)dx =−cos f (x)+ c

•
∫

f ′(x)cos f (x)dx = sin f (x)+ c

•
∫ (

1+ tan2 f (x)
)

f ′(x)dx =
∫ f ′(x)

cos2 f (x)
dx =

tan f (x)+ c

•
∫ (

1+ cot2 f (x)
)

f ′(x)dx =
∫ f ′(x)

sin2 f (x)
dx =

−cot f (x)+ c



៧ អាងំេត្រកាលមិនកំណត់េដាយេ្របីអេថរជំនួស

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

23

្របតិបត្តិ ៥្របតិបត្តិ ៥
គណនាអាេំត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫

sin(3x+8)dx

ខ .
∫

x
(
x2 +1

)5
dx

គ .
∫ 2x

x2 +1
dx

ឃ .
∫
(5x+6)2017dx

ង .
∫ 2x

x2 +1
dx

ច .
∫

ex(ex −1)5dx

ឆ .
∫ lnx

x
dx

ជ .
∫

xcosx2dx

ឈ .
∫ 2x

(x2 − ln3)9 dx

ញ .
∫ sin

√
x√

x
dx

ដ .
∫

x2 sinx3dx

ឋ .
∫ cosx√

1+ sinx
dx

ឌ .
∫
(cosx)(1+ sinx)9dx

ឍ .
∫ 1+ cosx

(x+ sinx)4 dx

ណ .
∫

2(x−2)cos(x2 −4x)dx

ចេម្លើយខ្លី

ក . −1
3

cos(3x+8)+ c

ខ .
1
12

(x2 +1)6 + c

គ . ln(x2 +1)+ c

ឃ .
(5x+6)2018

10090
+ c

ង . ln(x2 +1)+ c

ច .
1
6
(ex −1)6 + c

ឆ .
1
2

ln2 x+ c

ជ .
1
2

sinx2 + c

ឈ . − 1
8(x2 − ln3)8 + c

ញ . −2cos
√

x+ c

ដ . −1
3

cosx3 + c

ឋ . 2
√

1+ sinx+ c

ឌ .
1

10
(1+ sinx)10 + c

ឍ . − 1
3(x+ sinx)3 + c

ណ . sin(x2 −4x)+ c



24 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៨ អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក

េគឲ្យអនុគមន៍ពីរ u និង v ែដលមានេដរេីវ u
′ និង v

′ េគបាន

(uv)
′
= u

′
v+ v

′
u

uv =
∫
(uv)

′
dx

=
∫

u
′
dx+

∫
uv

′
dx

=
∫

vdu+
∫

udv ,u
′
dx = du,v

′
dx = dv

=⇒
∫

udv = uv−
∫

vdu េហថារូបមន្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ។

ជាទូេទ ៩ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ៩ : សមា្គ ល់

ចំេពាះរូបមន្ត
∫

udv = uv−
∫

vdu

• P(x).


cos(ax+b)
sin(ax+b)
eax+b

ែដល P(x)ជាពហុធា

េនាះេគតាង u = P(x) និង dv =


cos(ax+b)
sin(ax+b)
eax+b

.dx ។

• េបី P(x).[ln(ax+b)] ែដល P(x)ជាពហុធា
េនាះេគតាង u = ln(ax+b) និង dv = P(x)dx ។



៨ អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

25

្របតិបត្តិ ៦្របតិបត្តិ ៦
គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫

lnxdx

ខ .
∫

xexdx

គ .
∫

x2exdx

ឃ .
∫
(3x+2)exdx

ង .
∫
(1−2x)cos2xdx

ច .
∫
(x−1)sinxdx

ឆ .
∫
(2x−3) lnxdx

ជ .
∫

x
√

x+1dx

ឈ .
∫ 2x√

x−2
dx

ញ .
∫

x2 sinxdx

ដ .
∫

x2 cosxdx

ឋ .
∫

xsin2 xdx

ឌ .
∫

ex sinxdx

ឍ .
∫

ex cosxdx

ណ .
∫

xcos2 xdx

ចេម្លើយខ្លី
ក . x lnx− x+ c

ខ . (x−1)ex + c

គ . (x2 −2x+2)ex + c

ឃ . (3x−1)ex + c

ង .
1−2x

2
sin2x− 1

2
cos2x+ c

ច . (1− x)cosx+ sinx+ c

ឆ . (x2 −3x) lnx− x2

2
+3x+ c

ជ .
2

15
(3x−2)(x+1)

√
x+1+ c

ឈ .
4
3
(x+4)

√
x−2+ c

ញ . (2− x2)cosx+2xsinx+ c

ដ . (x2 −2)sinx+2xcosx+ c

ឋ .
x2

4
− x

4
sin2x− 1

8
cos2x+ c

ឌ .
ex

2
(sinx− cosx)+ c

ឍ .
ex

2
(cosx+ sinx)+ c

ណ .
x2

4
+

x
4

sin2x+
1
8

cos2x+ c



26 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៩ អាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍សនិទាន

ជាទូេទ ១០ជាទូេទ ១០

េគអាចបំែបក្របភាគ P(x)
Q(x)

ជា្របភាគងាយតាមករណី Q(x) ដូចខាងេ្រកាម៖
ក . ករណី Q(x) = (ax+b)(cx+d)(ex+ f )......

P(x)
Q(x)

= A(x)+
A1

ax+b
+

A2

cx+d
+

A3

ex+ f
+ ..... ែដល A1,A2,A3, .....ជាចំនួនពិតេថរ្រត�វកំណត់ ។

ខ . ករណី Q(x) = (ax+b)n

P(x)
Q(x)

= A(x)+
A1

ax+b
+

A2

(ax+b)2 +
A3

(ax+b)3 + .....+
An

(ax+b)n ែដល A1,A2,A3, ..... ជាចំនួនពិតេថរ
្រត�វកំណត់ ។

គ . ករណី Q(x)មានកតា្ត ដឺេ្រកទី២ មិនអាចបំែបកបាន (ax2 +bx+ c) ែដល ∆ = b2 −4ac < 0
P(x)

(dx+ e)(ax2 +bx+ c)
= A(x)+

A1

dx+ e
+

Bx+C
ax2 +bx+ c

ែដល A1,B,C ជាចំនួនពិតេថរ្រត�វកំណត់ ។

• េបីដឺេ្រកៃន P(x) េស្មីរដឺេ្រកៃន Q(x) េនាះ A(x)ជាចំនួនពិតេថរ
• េបីដឺេ្រកៃន P(x) តូចជាងដឺេ្រកៃន Q(x) េនាះ A(x) = 0

• េបីដឺេ្រកៃន P(x) ធំជាងដឺេ្រកៃន Q(x) េនាះ A(x)ជាពហុធា ។

លហំាត់គំរ ូ ១១

គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ x+1

(x−1)(x2 +1)
dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

បំែបកជា្របភាគងាយ៖ x+1
(x−1)(x2 +1)

=
A

x−1
+

Bx+C
x2 +1

ត្រម�វភាគែបងរមួ៖ x+1 = A(x2 +1)+(Bx+C)(x−1) = (A+B)x2 +(−B+C)x+(A−C)

ផ្ទឹមេមគុណ៖


A+B = 0
−B+C = 1
A−C = 1

=⇒ A = 1,B =−1,C = 0

េគបាន៖

I =
∫ ( 1

x−1
− x

x2 +1

)
dx = ln |x−1|− 1

2
ln(x2 +1)+ c = ln

∣∣∣∣ x−1√
x2 +1

∣∣∣∣+ c



៩ អាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍សនិទាន

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

27

្របតិបត្តិ ៧្របតិបត្តិ ៧
គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 1

x2 + x−2
dx

ខ .
∫ 6x+7

(x+2)2 dx

គ .
∫ x+2

x2 −2x
dx

ឃ .
∫ x−1

2x−3
dx

ង .
∫ 2x−3

(x−1)(x−2)
dx

ច .
∫ 1

x2 +3x−4
dx

ឆ .
∫ 3

x2 −4
dx

ជ .
∫ x+2

x3 −2x2 dx

ឈ .
∫ x2 +2

x2 +2x+1
dx

ញ .
∫ x3 + x+1

x2 +2x−3
dx

ដ .
∫ x4

x2 −1
dx

ឋ .
∫ x3

x2 −2x+1
dx

ចេម្លើយខ្លី

ក .
1
3

ln
∣∣∣∣x−1
x+2

∣∣∣∣+ c

ខ . 6ln |x+2|+ 5
x+2

+ c

គ . ln
(x−2)2

|x|
+ c

ឃ .
x
2
+

1
4

ln |2x−3|+ c

ង . ln |(x−1)(x−2)|+ c

ច .
1
5

ln
∣∣∣∣x−1
x+4

∣∣∣∣+ c

ឆ .
3
4

ln
∣∣∣∣x−2
x+2

∣∣∣∣+ c

ជ . ln
∣∣∣∣x−2

x

∣∣∣∣+ 1
x
+ c

ឈ . x−2ln |x+1|− 3
x+1

+ c

ញ .
x2

2
−2x+

3
4

ln |x−1|+ 29
4

ln |x+3|+ c

ដ .
x3

3
+ x+

1
2

ln
∣∣∣∣x−1
x+1

∣∣∣∣+ c

ឋ .
x2

2
+2x+3ln |x−1|− 1

x−1
+ c



28 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ

ី១
្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

១០ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍
្រតីេកាណមា្រត

១០.១ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលផលគុណៃនអនុគមន៍
្រតីេកាណមា្រត

ជាទូេទ ១១ជាទូេទ ១១

• រាង ∫ sinax.cosbxdx េគ្រត�វេ្របីរូបមន្ត sina.cosb =
1
2
[sin(a+b)+ sin(a−b)]

• រាង ∫ cosax.cosbxdx េគ្រត�វេ្របីរូបមន្ត cosa.cosb =
1
2
[cos(a+b)+ cos(a−b)]

• រាង ∫ sinax.sinbxdx េគ្រត�វេ្របីរូបមន្ត sina.sinb =
1
2
[cos(a−b)− cos(a+b)]

ជាទូេទ ១២ជាទូេទ ១២

• ∫ sinaxdx =−1
a

cosax+ c • ∫ cosaxdx =
1
a

sinax+ c

១០.២ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលមានរាង
∫

sinm x.cosn xdx

ជាទូេទ ១៣ជាទូេទ ១៣

ក . ករណីនិទស្សន្តគូមួយ និងមួយេសសៈ េគ្រត�វតាង U េស្មេីគាលមួយណាែដលមាន និទស្សន្តគូ េហយីេ្របីរូបមន្ត
្រគឹះ sin2 x = 1− cos2 x និង cos2 x = 1− sin2 x

ខ . ករណីនិទស្សន្តេសសទាងំពីរៈ េគ្រត�វតាង U េស្មីេគាលមួយណាែដលមាន និទស្សន្តធំជាងេគ េហយីេ្របីរូបមន្ត
្រគឹះ sin2 x = 1− cos2 x និង cos2 x = 1− sin2 x

គ . ករណីនិទស្សន្តគូទាងំពីរៈ េគ្រត�វេ្របីរូបមន្តមំុឌុបៈ sin2 x =
1− cos2x

2
, cos2 x =

1+ cos2x
2

និង sinx.cosx =
sin2x

2
។

១០.៣ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលមានរាង
∫

sinn xdx និង
∫

cosn xdx



១១ វធីិសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍្របភាគសនិទាន

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់
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ជាទូេទ ១៤ជាទូេទ ១៤

ក . ករណីនិទស្សន្ត n េសស េគ្រត�វេ្របីរូបមន្ត្រគឹះ sin2 x = 1− cos2 x និង cos2 x = 1− sin2 x

ខ . ករណីនិទស្សន្ត n គូ េគ្រត�វេ្របីរូបមន្តមំុឌុប sin2 x =
1− cos2x

2
, cos2 x =

1+ cos2x
2

និង sinx.cosx =
sin2x

2
។

១០.៤ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលមានរាង In =
∫

tann xdx និង In =∫
cotn xdx

េគ្រត�វសរេសរ tann x = tann−2 x(1+ tan2 x−1) = tann−2 x(1+ tan2 x)− tann−2 x

េគបាន In =
∫

tann xdx =
∫
[tann−2 x(1+ tan2 x)− tann−2 x]dx =

tann−1 x
n−1

− In−2 រចួអនុវត្តន៍ដែដលចំេពាះ In−2, ....

។ េយងី្រត�វេ្របីវធីិសា�ស្តដែដលចំេពាះ In =
∫

cotn xdx ។

ជាទូេទ ១៥ជាទូេទ ១៥

•
∫

tann x(tanx)
′
dx =

tann+1 x
n+1

+ c •
∫

cotn x(cotx)
′
dx =

cotn+1 x
n+1

+ c

១១ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍្របភាគ
សនិទាន

ជាទូេទ ១៦ជាទូេទ ១៦

ក .
∫ αx+λ

ax+b
dx សរេសរ្របភាគជារាង αx+λ

ax+b
= A+

B
ax+b

ខ .
∫ αx+λ

(ax+b)2 dx សរេសរ្របភាគជារាង αx+λ
(ax+b)2 =

A
ax+b

+
B

(ax+b)2

គ .
∫ αx2 +βx+λ

ax+b
dx សរេសរ្របភាគជារាង αx2 +βx+λ

ax+b
= Ax+B+

C
ax+b

ឃ .
∫ αx2 +βx+λ

(ax+b)2 dx សរេសរ្របភាគជារាង αx2 +βx+λ
(ax+b)2 = A+

B
ax+b

+
C

(ax+b)2

ង .
∫ αx2 +βx+λ

(ax+b)(cx+d)
dx សរេសរ្របភាគជារាង αx2 +βx+λ

(ax+b)(cx+d)
= A+

B
ax+b

+
C

cx+d



30 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

ច .
∫ αx+λ

(ax+b)(cx+d)
dx សរេសរ្របភាគជារាង αx+λ

(ax+b)(cx+d)
=

A
ax+b

+
B

cx+d

ឆ .
∫ k

(ax+b)(cx+d)
dx សរេសរ្របភាគជារាង k

(ax+b)(cx+d)
=

A
ax+b

+
B

cx+d

ជ .
∫ αx3 +βx2 + γx+λ

(ax+b)(cx+d)
dx សរេសរ្របភាគជារាង

αx3 +βx2 + γx+λ
ax+b

= Ax+B+
C

ax+b
+

D
cx+d

។
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សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) — េមេរៀនទី ១

ការែណនា៖ំ ចូរេ្រជីសេរសីចេម្លីយែដល្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក , ខ , គ ឬ ឃ ចំេពាះសំណួរនីមួយៗ
ខាងេ្រកាម៖

១ . អនុគមន៍ F េហថាជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f េលីចេនា្ល ះ I លុះ្រតាែតចំេពាះ្រគប់ x ∈ I៖
F ′(x) = f (x)ក . f ′(x) = F(x)ខ .
F(x) = f ′(x)គ . F ′(x) = f ′(x)ឃ .

២ . េបី F(x)ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េលី I េនាះសំណំុ្រពីមីទីវទាងំអស់ៃន f (x) កំណត់េដាយ៖
F(x) ·Cក . F(x)+C (C ∈ R)ខ .
F ′(x)+Cគ . C−F(x)ឃ .

៣ . កេន�មេដរេីវៃនអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
(∫

f (x)dx
)′
េស្មីនឹង៖

f ′(x)ក . f (x)+Cខ . f (x)គ . F(x)ឃ .

៤ . ចំេពាះ k ̸= 0 ជាចំនួនេថរ រូបមន្ត
∫

k f (x)dx េស្មីនឹង៖

k
∫

f (x)dxក . 1
k

∫
f (x)dxខ .

kx
∫

f (x)dxគ . k+
∫

f (x)dxឃ .

៥ . រូបមន្តលីេនែអ៊រ
∫
[ f (x)−g(x)]dx េស្មីនឹង៖∫

f (x)dx ·
∫

g(x)dxក .
∫

f (x)dx−
∫

g(x)dxខ .∫
f (x)dx∫
g(x)dx

គ . f (x)−g(x)+Cឃ .

៦ . អាងំេត្រកាលៃនឌីេផរង់៉ែស្យល
∫

d(F(x)) េស្មីនឹង៖
F ′(x)+Cក . f (x)ខ . F(x)+Cគ . d( f (x))ឃ .

៧ . ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍េថរ f (x) = 5 គឺ៖

5x+Cក . 5+Cខ . 0គ . 5x2

2
+Cឃ .

៨ . ្រពីមីទីវ F(x) ៃន f (x) = 2x ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ F(1) = 4 គឺ៖
F(x) = x2 +1ក . F(x) = x2 +2ខ . F(x) = x2 +3គ . F(x) = x2 +4ឃ .
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៩ . េបី F(x) = sin(2x)ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េនាះ f (x) េស្មីនឹង៖
cos(2x)ក . 2cos(2x)ខ . −2cos(2x)គ . −1

2
cos(2x)ឃ .

១០ . េបី F(x) = e3x ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េនាះ f (x) េស្មីនឹង៖
1
3

e3xក . e3xខ . 3e3xគ . 3xe3xឃ .

១១ . អនុគមន៍ខាងេ្រកាមណាខ្លះែដល មិនែមនជា្រពីមីទីវៃន f (x) = 2x ?
F(x) = x2 +5ក . F(x) = x2 −7ខ . F(x) = x2គ . F(x) = 2x2 +1ឃ .

១២ . េបី F1(x) និង F2(x)ជា្រពីមីទីវពីរៃនអនុគមន៍ f (x) េលីចេនា្ល ះ I េនាះ F1(x)−F2(x) េស្មីនឹង៖
0ក . C (ចំនួនេថរ)ខ .
f (x)គ . 2 f (x)ឃ .

១៣ . រក្រពីមីទីវ F(x) ៃន f (x) = 3x2 −2x េដាយដឹងថា F(0) = 5 ៖
F(x) = x3 − x2 +5ក . F(x) = x3 − x2 −5ខ .
F(x) = 6x−2+5គ . F(x) = x3 −2x2 +5ឃ .

១៤ . េបី F(x) = ln(x2 +1)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េនាះ f (x) េស្មីនឹង៖
1

x2 +1
ក . 2x

x2 +1
ខ . x

x2 +1
គ . 2x(x2 +1)ឃ .

១៥ . កេន�មអាងំេត្រកាល
∫

f ′(x)dx េស្មីនឹង៖

f ′(x)+Cក . f ′′(x)+Cខ . f (x)+Cគ . f (x)2

2
+Cឃ .

១៦ . ចំេពាះ n ̸=−1 រូបមន្ត
∫

xn dx េស្មីនឹង៖
xn+1

n+1
+Cក . nxn−1 +Cខ . xn

n
+Cគ . xn−1

n−1
+Cឃ .

១៧ . អាងំេត្រកាល
∫

x4 dx េស្មីនឹង៖

4x3 +Cក . x5

5
+Cខ . 5x5 +Cគ . x4

4
+Cឃ .

១៨ . អាងំេត្រកាល
∫
(6x2 −4x+3)dx េស្មីនឹង៖

12x−4+Cក . 3x3 −2x2 +3x+Cខ .
2x3 −2x2 +3x+Cគ . 2x3 −4x2 +3x+Cឃ .

១៩ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

x2 dx ចំេពាះ x ̸= 0 េស្មីនឹង៖
1
x
+Cក . ln(x2)+Cខ . − 2

x3 +Cគ . −1
x
+Cឃ .
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២០ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

x3 dx េស្មីនឹង៖

− 1
2x2 +Cក . − 1

3x2 +Cខ . 1
2x2 +Cគ . − 3

x4 +Cឃ .

២១ . អាងំេត្រកាល
∫ √

xdx (x > 0) េស្មីនឹង៖
1

2
√

x
+Cក . 2

3
x
√

x+Cខ . 3
2

x
√

x+Cគ . 1
3

x
√

x+Cឃ .

២២ . អាងំេត្រកាល
∫ 1√

x
dx (x > 0) េស្មីនឹង៖

√
x+Cក . 1

2
√

x+Cខ . 2
√

x+Cគ . − 1
2x
√

x
+Cឃ .

២៣ . អាងំេត្រកាល
∫

3
√

xdx េស្មីនឹង៖
4
3

x 3
√

x+Cក . 1

3 3√x2
+Cខ . 3

4
3
√

x+Cគ . 3
4

x 3
√

x+Cឃ .

២៤ . អាងំេត្រកាល
∫
(2x+1)3 dx េស្មីនឹង៖

(2x+1)4

8
+Cក . (2x+1)4

4
+Cខ . 6(2x+1)2 +Cគ . (2x+1)4

2
+Cឃ .

២៥ . រូបមន្តទូេទ
∫
(ax+b)n dx (a ̸= 0,n ̸=−1) គឺ៖

(ax+b)n+1

n+1
+Cក . (ax+b)n+1

a(n+1)
+Cខ .

a(ax+b)n+1

n+1
+Cគ . a(n+1)(ax+b)n+1 +Cឃ .

២៦ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

(3x−1)2 dx េស្មីនឹង៖
1

3(3x−1)
+Cក . − 1

3x−1
+Cខ .

− 1
3(3x−1)

+Cគ . − 3
(3x−1)3 +Cឃ .

២៧ . អាងំេត្រកាល
∫ 1√

2x+3
dx េស្មីនឹង៖

2
√

2x+3+Cក . 1
2
√

2x+3+Cខ . 1√
2x+3

+Cគ .
√

2x+3+Cឃ .

២៨ . អាងំេត្រកាល
∫
(x−1)(x+1)dx េស្មីនឹង៖

x3

3
− x+Cក . x3 − x+Cខ . x3

3
+ x+Cគ . 2x+Cឃ .



34 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

២៩ . អាងំេត្រកាល
∫ x2 −2x

x
dx (x ̸= 0) េស្មីនឹង៖

x2 −2x+Cក . x2

2
−2x+Cខ . x2

2
−2+Cគ . x−2+Cឃ .

៣០ . អាងំេត្រកាល
∫ (

x+
1
x

)2

dx េស្មីនឹង៖

x3

3
+2x+

1
x
+Cក . 1

3

(
x+

1
x

)3

+Cខ .

x3

3
+2x− 1

x
+Cគ . x3

3
− 1

x
+Cឃ .

៣១ . អាងំេត្រកាល
∫ x+1√

x
dx (x > 0) េស្មីនឹង៖

2
3

x
√

x−2
√

x+Cក . 3
2

x
√

x+
1
2
√

x+Cខ .

x
√

x+
√

x+Cគ . 2
3

x
√

x+2
√

x+Cឃ .

៣២ . អាងំេត្រកាល
∫
(4x−3)2 dx េស្មីនឹង៖

(4x−3)3

12
+Cក . (4x−3)3

3
+Cខ . (4x−3)3

4
+Cគ . 8(4x−3)+Cឃ .

៣៣ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

(1− x)3 dx េស្មីនឹង៖

− 1
2(1− x)2 +Cក . 1

2(1− x)2 +Cខ . 1
4(1− x)4 +Cគ . − 1

3(1− x)2 +Cឃ .

៣៤ . អាងំេត្រកាល
∫

x
√

xdx (x > 0) េស្មីនឹង៖
5
2

x2√x+Cក . 2
3

x2√x+Cខ . 2
5

x2√x+Cគ . 1
2

x2√x+Cឃ .

៣៥ . អាងំេត្រកាល
∫ (

3
√

x− 1√
x

)
dx េស្មីនឹង៖

2x
√

x+2
√

x+Cក . 3x
√

x−
√

x+Cខ .
9
2

x
√

x− 1
2
√

x+Cគ . 2x
√

x−2
√

x+Cឃ .

៣៦ . អាងំេត្រកាល
∫

ex dx េស្មីនឹង៖

ex +Cក . ex+1 +Cខ . xex−1 +Cគ . ex

x
+Cឃ .

៣៧ . អាងំេត្រកាល
∫

e4x dx េស្មនឹីង៖

4e4x +Cក . 1
4

e4x +Cខ . e4x +Cគ . e4x+1

4x+1
+Cឃ .
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៣៨ . អាងំេត្រកាល
∫

e−3x dx េស្មីនឹង៖

−3e−3x +Cក . 3e−3x +Cខ . −1
3

e−3x +Cគ . 1
3

e−3x +Cឃ .

៣៩ . រូបមន្តទូេទ
∫

eax+b dx (a ̸= 0) េស្មីនឹង៖

aeax+b +Cក . eax+b +Cខ . 1
b

eax+b +Cគ . 1
a

eax+b +Cឃ .

៤០ . អាងំេត្រកាល
∫

3x dx េស្មីនឹង៖
3x

ln3
+Cក . 3x ln3+Cខ . 3x+1

x+1
+Cគ . x3x−1 +Cឃ .

៤១ . រូបមន្ត
∫

ax dx (a > 0,a ̸= 1) េស្មីនឹង៖

ax lna+Cក . ax

lna
+Cខ . ax+1

x+1
+Cគ . ax +Cឃ .

៤២ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

x
dx ចំេពាះ x ̸= 0 េស្មីនឹង៖

− 1
x2 +Cក . lnx+Cខ . ln |x|+Cគ . ex +Cឃ .

៤៣ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

2x−5
dx េស្មីនឹង៖

ln |2x−5|+Cក . 2ln |2x−5|+Cខ .

− 1
(2x−5)2 +Cគ . 1

2
ln |2x−5|+Cឃ .

៤៤ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

1− x
dx េស្មីនឹង៖

− ln |1− x|+Cក . ln |1− x|+Cខ . 1
(1− x)2 +Cគ . ln |x−1|+Cឃ .

៤៥ . រូបមន្តទូេទ
∫ u′(x)

u(x)
dx េស្មីនឹង៖

1
u(x)

+Cក . ln |u(x)|+Cខ . u′(x)2

2
+Cគ . ln |u′(x)|+Cឃ .

៤៦ . អាងំេត្រកាល
∫ 2x

x2 +3
dx េស្មីនឹង៖

1
x2 +3

+Cក . 2ln(x2 +3)+Cខ . ln(x2 +3)+Cគ . x2

x2 +3
+Cឃ .

៤៧ . អាងំេត្រកាល
∫ ex

ex +2
dx េស្មីនឹង៖

1
ex +2

+Cក . ex ln(ex +2)+Cខ . ex

(ex +2)2 +Cគ . ln(ex +2)+Cឃ .
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៤៨ . អាងំេត្រកាល
∫ 3x2 +1

x3 + x−2
dx េស្មីនឹង៖

ln |x3 + x−2|+Cក . 3ln |x3 + x−2|+Cខ .
1

x3 + x−2
+Cគ . (3x2 +1)2

2
+Cឃ .

៤៩ . អាងំេត្រកាល
∫
(ex − e−x)dx េស្មីនឹង៖

ex − e−x +Cក . ex + e−x +Cខ . −ex − e−x +Cគ . 2ex +Cឃ .

៥០ . អាងំេត្រកាល
∫
(ex +1)2 dx េស្មីនឹង៖

e2x +2ex + x+Cក . (ex +1)3

3
+Cខ .

1
2

e2x +2ex + x+Cគ . 1
2

e2x + ex + x+Cឃ .

៥១ . អាងំេត្រកាល
∫

cosxdx េស្មនឹីង៖

−sinx+Cក . sinx+Cខ . −cosx+Cគ . cos2 x
2

+Cឃ .

៥២ . អាងំេត្រកាល
∫

sinxdx េស្មីនឹង៖

−cosx+Cក . cosx+Cខ . −sinx+Cគ . sin2 x
2

+Cឃ .

៥៣ . អាងំេត្រកាល
∫

cos(3x)dx េស្មីនឹង៖

3sin(3x)+Cក . −1
3

sin(3x)+Cខ . 1
3

sin(3x)+Cគ . −sin(3x)+Cឃ .

៥៤ . អាងំេត្រកាល
∫

sin(2x)dx េស្មីនឹង៖
1
2

cos(2x)+Cក . 2cos(2x)+Cខ . −2cos(2x)+Cគ . −1
2

cos(2x)+Cឃ .

៥៥ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

cos2 x
dx េស្មីនឹង៖

tanx+Cក . − tanx+Cខ . cotx+Cគ . −cotx+Cឃ .

៥៦ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

sin2 x
dx េស្មីនឹង៖

cotx+Cក . −cotx+Cខ . tanx+Cគ . − tanx+Cឃ .

៥៧ . អាងំេត្រកាល
∫

tan2 xdx េស្មីនឹង៖

tanx+ x+Cក . tan3 x
3

+Cខ . tanx− x+Cគ . −cotx− x+Cឃ .
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៥៨ . អាងំេត្រកាល
∫

cot2 xdx េស្មីនឹង៖

cotx− x+Cក . −cotx+ x+Cខ . cot3 x
3

+Cគ . −cotx− x+Cឃ .

៥៩ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

cos2(4x)
dx េស្មីនឹង៖

1
4

tan(4x)+Cក . 4tan(4x)+Cខ . −1
4

tan(4x)+Cគ . tan(4x)+Cឃ .

៦០ . អាងំេត្រកាល
∫

cos2 xdx េស្មីនឹង៖
x
2
− sin(2x)

4
+Cក . x

2
+

sin(2x)
4

+Cខ .

cos3 x
3

+Cគ . x+
sin(2x)

2
+Cឃ .

៦១ . អាងំេត្រកាល
∫

sin2 xdx េស្មីនឹង៖
x
2
+

sin(2x)
4

+Cក . sin3 x
3

+Cខ .

x
2
− sin(2x)

4
+Cគ . −cos(2x)

4
+Cឃ .

៦២ . អាងំេត្រកាល
∫

2sinxcosxdx េស្មីនឹង៖

cos(2x)+Cក . 1
2

cos(2x)+Cខ . 2cos(2x)+Cគ . −1
2

cos(2x)+Cឃ .

៦៣ . រូបមន្តទូេទ
∫

cos(ax+b)dx (a ̸= 0) េស្មីនឹង៖
1
a

sin(ax+b)+Cក . −1
a

sin(ax+b)+Cខ . asin(ax+b)+Cគ . sin(ax+b)+Cឃ .

៦៤ . រូបមន្តទូេទ
∫

sin(ax+b)dx (a ̸= 0) េស្មីនឹង៖
1
a

cos(ax+b)+Cក . −1
a

cos(ax+b)+Cខ . −acos(ax+b)+Cគ . −cos(ax+b)+Cឃ .

៦៥ . អាងំេត្រកាល
∫

tanxdx េស្មីនឹង៖

ln |sinx|+Cក . 1
cos2 x

+Cខ . − ln |cosx|+Cគ . ln |cosx|+Cឃ .

៦៦ . អាងំេត្រកាល
∫

cotxdx េស្មីនឹង៖

− ln |sinx|+Cក . − 1
sin2 x

+Cខ . ln |cosx|+Cគ . ln |sinx|+Cឃ .
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៦៧ . អាងំេត្រកាល
∫

sin(3x)cos(x)dx េស្មីនឹង៖

−cos(4x)
8

− cos(2x)
4

+Cក . cos(4x)
8

+
cos(2x)

4
+Cខ .

−cos(4x)
4

− cos(2x)
2

+Cគ . −sin(4x)
8

− sin(2x)
4

+Cឃ .

៦៨ . អាងំេត្រកាល
∫

cos(3x)cos(x)dx េស្មីនឹង៖

−sin(4x)
8

− sin(2x)
4

+Cក . sin(4x)
8

+
sin(2x)

4
+Cខ .

sin(4x)
4

+
sin(2x)

2
+Cគ . cos(4x)

8
+

cos(2x)
4

+Cឃ .

៦៩ . អាងំេត្រកាល
∫

sin(4x)sin(2x)dx េស្មីនឹង៖
sin(2x)

2
− sin(6x)

6
+Cក . −sin(2x)

4
+

sin(6x)
12

+Cខ .

sin(2x)
4

− sin(6x)
12

+Cគ . cos(2x)
4

− cos(6x)
12

+Cឃ .

៧០ . អាងំេត្រកាល
∫
(sinx+ cosx)2 dx េស្មីនឹង៖

x+
1
2

cos(2x)+Cក . (sinx+ cosx)3

3
+Cខ .

x− cos(2x)+Cគ . x− 1
2

cos(2x)+Cឃ .

៧១ . តាមវធីិប្តូរអេថរ តាង u = u(x) េនាះ
∫

f (u(x))u′(x)dx េស្មីនឹង៖∫
f (u)duក .

∫
f ′(u)duខ . f (u)u′(x)+Cគ .

∫
u f (u)duឃ .

៧២ . អាងំេត្រកាល
∫

2x(x2 +1)4 dx េស្មីនឹង៖
(x2 +1)5

10
+Cក . (x2 +1)5

5
+Cខ . (x2 +1)5 +Cគ . 8x(x2 +1)3 +Cឃ .

៧៣ . អាងំេត្រកាល
∫

x
√

x2 +5dx េស្មីនឹង៖
2
3
(x2 +5)

√
x2 +5+Cក . 1

2
(x2 +5)

√
x2 +5+Cខ .

1
3
(x2 +5)

√
x2 +5+Cគ . (x2 +5)

√
x2 +5+Cឃ .

៧៤ . អាងំេត្រកាល
∫ x√

x2 +4
dx េស្មីនឹង៖

2
√

x2 +4+Cក . 1
2

√
x2 +4+Cខ . ln

√
x2 +4+Cគ .

√
x2 +4+Cឃ .
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៧៥ . អាងំេត្រកាល
∫ x

(x2 +1)2 dx េស្មីនឹង៖

− 1
2(x2 +1)

+Cក . 1
2(x2 +1)

+Cខ . − 1
x2 +1

+Cគ . ln(x2 +1)+Cឃ .

៧៦ . អាងំេត្រកាល
∫ lnx

x
dx (x > 0) េស្មីនឹង៖

ln(lnx)+Cក . ln2 x
2

+Cខ . 1
x2 +Cគ . ln2 x+Cឃ .

៧៧ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

x lnx
dx (x > 1) េស្មីនឹង៖

1
ln2 x

+Cក . lnx+Cខ . ln(lnx)+Cគ . − 1
lnx

+Cឃ .

៧៨ . អាងំេត្រកាល
∫ ln3 x

x
dx (x > 0) េស្មីនឹង៖

ln4 x
x

+Cក . 3
ln2 x

x
+Cខ . ln3 x

3
+Cគ . ln4 x

4
+Cឃ .

៧៩ . អាងំេត្រកាល
∫

sin3 xcosxdx េស្មីនឹង៖
sin4 x

4
+Cក . −sin4 x

4
+Cខ . cos4 x

4
+Cគ . 3sin2 x+Cឃ .

៨០ . អាងំេត្រកាល
∫

cos5 xsinxdx េស្មីនឹង៖
cos6 x

6
+Cក . −cos6 x

6
+Cខ . −sin6 x

6
+Cគ . sin6 x

6
+Cឃ .

៨១ . អាងំេត្រកាល
∫

tanx · 1
cos2 x

dx េស្មីនឹង៖

tan2 x+Cក . tan3 x
3

+Cខ . tan2 x
2

+Cគ . ln |cosx|+Cឃ .

៨២ . អាងំេត្រកាល
∫

xex2
dx េស្មីនឹង៖

ex2
+Cក . 2ex2

+Cខ . x2

2
ex2

+Cគ . 1
2

ex2
+Cឃ .

៨៣ . អាងំេត្រកាល
∫ e

√
x

√
x

dx (x > 0) េស្មីនឹង៖

2e
√

x +Cក . 1
2

e
√

x +Cខ . e
√

x +Cគ . √
xe

√
x +Cឃ .

៨៤ . អាងំេត្រកាល
∫ cosx

sin3 x
dx េស្មីនឹង៖

1
2sin2 x

+Cក . − 1
2sin2 x

+Cខ . − 1
3sin2 x

+Cគ . ln |sinx|+Cឃ .
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៨៥ . អាងំេត្រកាល
∫ ex

(ex +1)2 dx េស្មីនឹង៖
1

ex +1
+Cក . ln(ex +1)+Cខ . − 1

ex +1
+Cគ . − ex

ex +1
+Cឃ .

៨៦ . រូបមន្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកគឺ៖∫
udv = uv+

∫
vduក .

∫
udv = u′v−

∫
uv′ dxខ .∫

udv =
uv
2
−
∫

vduគ .
∫

udv = uv−
∫

vduឃ .

៨៧ . អាងំេត្រកាល
∫

xex dx េស្មីនឹង៖

(x−1)ex +Cក . (x+1)ex +Cខ . xex − exគ . x2

2
ex +Cឃ .

៨៨ . អាងំេត្រកាល
∫

xe2x dx េស្មីនឹង៖
2x+1

4
e2x +Cក . 2x−1

4
e2x +Cខ .

(x−1)e2x +Cគ . x2

2
e2x +Cឃ .

៨៩ . អាងំេត្រកាល
∫

xcosxdx េស្មីនឹង៖
xsinx− cosx+Cក . −xsinx+ cosx+Cខ .

xsinx+ cosx+Cគ . x2

2
sinx+Cឃ .

៩០ . អាងំេត្រកាល
∫

xsinxdx េស្មីនឹង៖
xcosx− sinx+Cក . −xcosx− sinx+Cខ .
xcosx+ sinx+Cគ . −xcosx+ sinx+Cឃ .

៩១ . អាងំេត្រកាល
∫

lnxdx (x > 0) េស្មីនឹង៖

x lnx− x+Cក . x lnx+ x+Cខ . 1
x
+Cគ . ln2 x

2
+Cឃ .

៩២ . អាងំេត្រកាល
∫

x lnxdx (x > 0) េស្មីនឹង៖
x2

2
lnx− x2

2
+Cក . x2

2
lnx− x2

4
+Cខ .

x2 lnx− x2 +Cគ . x2

2
lnx+

x2

4
+Cឃ .

៩៣ . អាងំេត្រកាល
∫
(2x+3)ex dx េស្មីនឹង៖

(2x+3)ex +Cក . (2x+5)ex +Cខ .
(2x+1)ex +Cគ . 2ex +Cឃ .
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៩៤ . អាងំេត្រកាល
∫

x2ex dx េស្មីនឹង៖
(x2 +2x+2)ex +Cក . (x2 −2x−2)ex +Cខ .
x3

3
ex +Cគ . (x2 −2x+2)ex +Cឃ .

៩៥ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

x2 −1
dx (|x|> 1) េស្មីនឹង៖

1
2

ln
∣∣∣∣x−1
x+1

∣∣∣∣+Cក . ln |x2 −1|+Cខ .

1
2

ln
∣∣∣∣x+1
x−1

∣∣∣∣+Cគ . −1
x
+Cឃ .

៩៦ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

x2 −9
dx េស្មីនឹង៖

1
3

ln
∣∣∣∣x−3
x+3

∣∣∣∣+Cក . 1
6

ln
∣∣∣∣x−3
x+3

∣∣∣∣+Cខ .

1
6

ln
∣∣∣∣x+3
x−3

∣∣∣∣+Cគ . ln |x2 −9|+Cឃ .

៩៧ . អាងំេត្រកាល
∫ 1

(x−1)(x−2)
dx េស្មីនឹង៖

ln |(x−1)(x−2)|+Cក . ln
∣∣∣∣x−1
x−2

∣∣∣∣+Cខ .

ln
∣∣∣∣x−2
x−1

∣∣∣∣+Cគ . − 1
(x−1)(x−2)

+Cឃ .

៩៨ . អាងំេត្រកាល
∫ 2x+3

x+1
dx េស្មីនឹង៖

2x− ln |x+1|+Cក . x+2ln |x+1|+Cខ .
ln |x+1|+Cគ . 2x+ ln |x+1|+Cឃ .

៩៩ . អាងំេត្រកាល
∫ x2

x−1
dx េស្មីនឹង៖

x2

2
+ x+ ln |x−1|+Cក . x2

2
− x+ ln |x−1|+Cខ .

x2 + x+ ln |x−1|+Cគ . x3

3(x−1)
+Cឃ .

១០០ . អាងំេត្រកាល
∫

x
√

x+1dx (x ≥−1) េស្មីនឹង៖
2
3
(x+1)

3
2 − 2

5
(x+1)

5
2 +Cក . 2

5
(x+1)

5
2 − 2

3
(x+1)

3
2 +Cខ .

1
5
(x+1)5 − 1

3
(x+1)3 +Cគ . 2

5
x

5
2 − 2

3
x

3
2 +Cឃ .
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លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖
ក .

∫
10x

√
5x2 +2dx

ខ .
∫ x2

(x3 +4)2 dx

គ .
∫
−6x(1−2x2)3dx

ឃ .
∫

3
√

x(9+2
√

x3)4dx

ង .
∫ 2x+3
(x2 +3x+1)3 dx

ច .
∫ 4x√

x2 +2
dx

ឆ .
∫ x2 +1√

x3 +3x+1
dx

ជ .
∫

x
√

3+4x2dx

ឈ .
∫ x+1
(x2 +2x−1)2 dx

ញ .
∫ x3

(1− x4)4 dx

ដ .
∫

3e3x
√

1+ e3xdx

ឋ .
∫ ex
√

ex +2
dx

ឌ .
∫ e−2x

(1− e−2x)3 dx

ឍ .
∫

10x2(x3 +1)4dx

ណ .
∫
(x3 +2)(x4 +8x−3)5dx

ត .
∫

2x3
√

(x4 +5)3dx

ថ .
∫ cos2x√

1− sin2x
dx

ទ .
∫

cosx
√

4+3sinxdx

ធ .
∫ 1− sinx

3
√

x+ cosx
dx

ន .
∫

sin
1
2

x.cos3 1
2

xdx

ប .
∫ xcosx+ sinx√

1+ xsinx
dx

ផ .
∫ (
√√

x+1)√
x

dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

43



44 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

២ . គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫

sin2x.cos3xdx

ខ .
∫

sin4x.cos6xdx

គ .
∫

sin7x.cos5xdx

ឃ .
∫

sin9x.cos4xdx

ង .
∫

cos2x.cosxdx

ច .
∫

cos3x.cos5xdx

ឆ .
∫

cos7x.cos3xdx

ជ .
∫

sin5x.sin8xdx

ឈ .
∫

cos8x.cos10xdx

ញ .
∫

sin2 x.cos3 xdx

ដ .
∫

sin6x.sin2xdx

ឋ .
∫

sin4 x.cos3 xdx

ឌ .
∫

sin6 x.cos5 xdx

ឍ .
∫

cos4 x.cos3 xdx

ណ .
∫

sin4 x.cos5 xdx

ត .
∫

sin8 x.cos5 xdx

ថ .
∫

cos6 x.sin5 xdx

ទ .
∫

sin5 x.cos4 xdx

ធ .
∫

cos2 x.sin3 xdx

ន .
∫

cos8 x.sin5 xdx

ប .
∫

sin3 x.cos6 xdx

ផ .
∫

cos3 x.sin6 xdx

ព .
∫

sin5 x.cos7 xdx

ភ .
∫

sin2 x.cos2 xdx

ម .
∫

sin3 x.cos5 xdx

យ .
∫

sin3 x.cos7 xdx

រ .
∫

cos2 x.sin4 xdx

ល .
∫

sin3 x.cos7 xdx

វ .
∫

cos3 x.sin7 xdx

ស .
∫

tan2 xdx

ហ .
∫

tan3 xdx

ឡ .
∫

cot2 xdx

អ .
∫

tan4 xdx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

45



46 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៣ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 4x−3

x+2
dx

ខ .
∫ 3x+2

x−4
dx

គ .
∫ x+1

3x−2
dx

ឃ .
∫ 5x−3

2x+1
dx

ង .
∫ 2x+3

(x−3)2 dx

ច .
∫ x−3

(3x−2)2 dx

ឆ .
∫ 2x−5

(3x−2)2 dx

ជ .
∫ x

(2x−1)2 dx

ឈ .
∫ x2 + x+1

x+2
dx

ញ .
∫ x2 +2

3x+2
dx

ដ .
∫ x2 −3x+5

2x+1
dx

ឋ .
∫ 2x2 − x+3

x−3
dx

ឌ .
∫ 2x2 + x+1

(x+2)2 dx

ឍ .
∫ x2 −3x+4

(2x+3)2 dx

ណ .
∫ x2 +1

(x−1)2 dx

ត .
∫ x2

x2 −5x+6
dx

ថ .
∫ x2 +4

x2 −4
dx

ទ .
∫ x2 + x+1

(x+1)(x+2)
dx

ធ .
∫ x+1

(x+2)(x+3)
dx

ន .
∫ 2x+3

(x−1)(x−2)
dx

ប .
∫ 3

(2x+3)(3x+4)
dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

47



48 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៤ . េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x+6
(x−1)(x−2)(x−4)

កំណត់ចំេពាះ ∀x ∈ R∖{1,2,4} ។

ក . សរេសរ f (x)ជារាង f (x) =
A

x−1
+

B
x−2

+
C

x−4
ែដល A,B និង C ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត់ ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

49



50 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៥ . េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +1
(x−1)3(x+3)

កំណត់ចំេពាះ ∀x ∈ R∖{1,−3} ។

ក . កំណត់តៃម្ល A,B,C និង D េដីម្បឲី្យ f (x) =
A

(x−1)3 +
B

(x−1)2 +
C

x−1
+

D
x+3

។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

51



52 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៦ . េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
5x2 +20x+6
x3 +2x2 + x

។

ក . សរេសរ f (x)ជារាង f (x) =
A
x
+

B
x+1

+
C

(x+1)2 ែដល A,B និង C ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត់ ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

53



54 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៧ . េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −10x−5
(x−1)2(x+2)

។

ក . កំណត់តៃម្ល A,B េដីម្បឲី្យបាន f (x) =
A

x+2
+

B
(x−1)2 ចំេពាះ ∀x ̸= {−2,1} ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ I(x) =
∫

f (x)dx េដាយដឹងថា I(0) =−4 ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

55



56 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៨ . េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 5x2 −14x+13
(x+1)(x−3)2 កំណត់ចំេពាះ ∀x ̸= {−1,3} ។

ក . កំណត់តៃម្ល A,B និង C េដីម្បឲី្យបាន f (x) =
A

x+1
+

B
x−3

+
C

(x−3)2 ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

57



58 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

៩ . េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 4x2 −7x+5
x−2x2 + x3 ។

ក . រកតៃម្ល A,B និង C េដីម្បឲី្យបាន f (x) =
A
x
+

B
1− x

+
C

(1− x)2 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0,x ≠ 1 ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ k(x) =
∫

f (x)dx េបីដឹងថា្រកាបតាង y = k(x)កាត់តាមចំណុច M(2,2) ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

59



60 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

១០ . ក . គណនាអាងំេត្រកាល I(x) =
∫ ( ex

1− ex

)
dx ។

ខ . រកចំនួនពិត A និង B េដីម្បឲី្យ ex

1− ex = A+
B

1− ex ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 ។

គ . ទាញរកអាងំេត្រកាល J(x) =
∫ ( 1

1− ex

)
dx ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

61



62 េមេរៀនទី ១ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី១

្រពី
មីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

១១ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ x3 −2x
(x2 +1)2 dx ខ .

∫ x7

(1+ x4)2 dx គ .
∫ x2

x2 −4x+3
dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី១

្រព
ីមីទី
វន
ិងអា

ងំេ
ត្រ
កា
ល
មិន
កំណ

ត់

63





អាងំេត្រកាលកំណត់អាងំេត្រកាលកំណត់

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២

១ េសចក្តីេផ្តើម និងគំនិត្រគឹះ

ឧទាហរណ៍ជាក់ែស្តងក្នុងរូបវទិយ (េសៀវេភពុម្ពទំព័រ ៣១)៖
អង្គធាតុមួយផា្ល ស់ទីេដាយេល្ប�ន v(t) = 3t2 +5 (គិតជា m/mn ឬែម៉្រតក្នុងមួយនាទី) េនខណៈេពល t នាទី។
េគដឹងថាអនុគមន៍ចមា្ង យចរ s(t)ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍េល្ប�ន v(t) គឺ៖

s(t) =
∫

v(t)dt = t3 +5t + c (c ជាចំនួនេថរ)

• េនខណៈេពល t = 3mn ៖ s(3) = 33 +5(3)+ c = 27+15+ c = 42+ c

• េនខណៈេពល t = 5mn ៖ s(5) = 53 +5(5)+ c = 125+25+ c = 150+ c

ដូចេនះ កំេណីនចមា្ង យចរៃនវត្ថុេនចេនា្ល ះខណៈ t = 3mn និង t = 5mn គឺ៖

∆s = s(5)− s(3) = (150+ c)− (42+ c) = 150−42 = 108m

ការសេង្កតសំខាន់៖ ចំនួនេថរ c ្រត�វបានលុបបំបាត់េចាលទាងំ្រស�ងក្នុងផលដកេនះ!
ផលដក s(5)− s(3) េនះ េហថាអាងំេត្រកាលកំណត់ពី 3 េទ 5 ៃន v(t) េហយីកំណត់សរេសរេដាយ៖∫ 5

3
v(t)dt =

∫ 5

3
(3t2 +5)dt =

[
t3 +5t

]5

3
= 108m

65
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t (mn)

v(m/mn)

O

v(t) = 3t2 +5

3 5

∆s =
∫ 5

3
v(t)dt

= 108m

២ និយមន័យអាងំេត្រកាលកំណត់

និយមន័យ ១ : អាងំេត្រកាលកំណត់និយមន័យ ១ : អាងំេត្រកាលកំណត់
េបី f ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លីចេនា្ល ះបិទ [a,b] េហយី F(x)ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េលី [a,b] េនាះអាងំេត្រកាលកំណត់
ៃនអនុគមន៍ f ពី a េទ b គឺជាកំេណីនៃនអនុគមន៍្រពីមីទីវ F(b)−F(a) ែដលកំណត់សរេសរេដាយ៖∫ b

a
f (x)dx =

[
F(x)

]b

a
= F(x)

∣∣∣b
a
= F(b)−F(a)

ែដល៖
• a េហថា ក្រមិតេ្រកាម (Lower limit)

• b េហថា ក្រមិតេលី (Upper limit)

• f (x) េហថា កេន�មេ្រកាមអាងំេត្រកាល (Integrand)

• x េហថា អេថរអាងំេត្រកាល េហយី dx ជាឌីេផរង់៉ែស្យលៃនអេថរ x ។

ជាទូេទ ១ : សមា្គ ល់ជាទូេទ ១ : សមា្គ ល់
• ផលដក F(b)−F(a) មិនទាក់ទងនឹងចំនួនេថរ c េឡយី េ្រពាះ (G(b)+c)− (G(a)+c) = G(b)−G(a) ។

• តៃម្លៃនអាងំេត្រកាលកំណត់
∫ b

a
f (x)dx គឺជាចំនួនពិតមួយ ែដលមិនអា្រស័យនឹងអេថរអាងំេត្រកាលេឡយី

េពាលគឺ៖∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (u)du
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លហំាត់គំរ ូ ១

គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក . I =
∫ 3

1
(3x2 −2x+1)dx

ខ . J =
∫ π

2

0
cosxdx

គ . K =
∫ 1

0
e2x dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 3

1
(3x2 −2x+1)dx =

[
x3 − x2 + x

]3

1
= (27−9+3)− (1−1+1) = 21−1 = 20

ខ . J =
∫ π

2

0
cosxdx =

[
sinx

] π
2

0
= sin

(π
2

)
− sin0 = 1−0 = 1

គ . K =
∫ 1

0
e2x dx =

[
1
2

e2x
]1

0
=

1
2

e2 − 1
2

e0 =
e2 −1

2

៣ ្រទឹស្តបីទ្រគឹះៃនគណិតវិភាគ

្រទឹស្តបីទ ១ : ្រទឹស្តបីទ្រគឹះទី១្រទឹស្តបីទ ១ : ្រទឹស្តបីទ្រគឹះទី១
េបីអនុគមន៍ f ជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] េនាះអនុគមន៍ F កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េដាយ៖

F(x) =
∫ x

a
f (t)dt

មានេដរេីវេលី [a,b] េហយី F ′(x) = f (x) េពាលគឺ៖
d
dx

[∫ x

a
f (t)dt

]
= f (x)

ជាទូេទ ២ : របូមន្ត Leibnizជាទូេទ ២ : របូមន្ត Leibniz

េបី u(x) និង v(x)ជាអនុគមន៍មានេដរេីវ េនាះ៖
d
dx

[∫ v(x)

u(x)
f (t)dt

]
= f (v(x)) · v′(x)− f (u(x)) ·u′(x)
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លហំាត់គំរ ូ ២

រកេដរេីវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . F(x) =
∫ x

1

√
1+ t3 dt

ខ . G(x) =
∫ x2

0
sin(t)dt

ដំេណាះ្រសាយ

ក . តាម្រទឹស្តីបទ្រគឹះៃនគណិតវភិាគែផ្នកទី ១ ( d
dx

[
∫ x

a f (t)dt] = f (x)) េគបាន៖

F ′(x) =
d
dx

[∫ x

1

√
1+ t3 dt

]
=
√

1+ x3

ខ . អនុវត្តរូបមន្ត Leibniz ស្រមាប់្រពំែដនជាអនុគមន៍បណា្ត ក់ v(x) = x2 =⇒ v′(x) = 2x េគបាន៖

G′(x) =
d
dx

[∫ x2

0
sin(t)dt

]
= sin(x2) · (x2)′ = 2xsin(x2)

៤ លក្ខណៈៃនអាងំេត្រកាលកំណត់

ជាទូេទ ៣ : លក្ខណៈ្រគឹះជាទូេទ ៣ : លក្ខណៈ្រគឹះ
ចំេពាះ្រគប់អនុគមន៍ f ,g ជាប់េលីចេនា្ល ះសម្រសប និងចំនួនេថរ k ∈ R េគបាន៖
១ .

∫ a

a
f (x)dx = 0

២ .
∫ a

b
f (x)dx =−

∫ b

a
f (x)dx

៣ .
∫ b

a
k f (x)dx = k

∫ b

a
f (x)dx

៤ .
∫ b

a
[ f (x)±g(x)]dx =

∫ b

a
f (x)dx±

∫ b

a
g(x)dx

៥ . ទំនាក់ទំនង Chasles៖ ចំេពាះ្រគប់ c ∈ [a,b] េគបាន៖∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dx

៦ . លក្ខណៈវសិមភាព៖
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• េបី f (x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] (ែដល a < b) េនាះ
∫ b

a
f (x)dx ≥ 0

• េបី f (x)≤ g(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះ
∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx

• េបី m ≤ f (x)≤ M ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះ៖

m(b−a)≤
∫ b

a
f (x)dx ≤ M(b−a)

្រទឹស្តបីទ ២ : ្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម្រទឹស្តបីទ ២ : ្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម
េបី f ជាអនុគមន៍ជាប់េលី [a,b] េនាះមានចំនួនពិត c ∈ [a,b] យ៉ាងតិចមួយែដល៖

f (c) =
1

b−a

∫ b

a
f (x)dx

តៃម្ល µ =
1

b−a

∫ b

a
f (x)dx េហថា តៃម្លមធ្យមៃនអនុគមន៍ f េលី [a,b] ។

x

y

O

y = f (x)

a bc

f (c)

ៃផ្ទ= f (c)(b−a) =
∫ b

a
f (x)dx

ជាទូេទ ៤ : លក្ខណៈៃនអនុគមន៍គូ និងអនុគមន៍េសសជាទូេទ ៤ : លក្ខណៈៃនអនុគមន៍គូ និងអនុគមន៍េសស
េបីអនុគមន៍ f ជាប់េលីចេនា្ល ះឆ្លុះ [−a,a] (ែដល a > 0) េនាះ៖

• េបី f ជាអនុគមន៍គូ ( f (−x) = f (x)) េនាះ៖∫ a

−a
f (x)dx = 2

∫ a

0
f (x)dx

• េបី f ជាអនុគមន៍េសស ( f (−x) =− f (x)) េនាះ៖∫ a

−a
f (x)dx = 0



70 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

x

y

O

f (x) គូ

−a a

S1 S2 = S1

∫ a

−a
f (x)dx = 2

∫ a

0
f (x)dx

x

y

O

f (x) េសស

−a
a

−S

+S

∫ a

−a
f (x)dx = S−S = 0

លហំាត់គំរ ូ ៣

គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ π

4

− π
4

x3 cosxdx ។

ដំេណាះ្រសាយ

ពិនិត្យអនុគមន៍េ្រកាមសញញ អាងំេត្រកាល f (x) = x3 cosx េលីែដន R៖

f (−x) = (−x)3 cos(−x) =−x3 cosx =− f (x)

នាឱំ្យ f (x)ជាអនុគមន៍េសស។
េដាយចេនា្ល ះ

[
−π

4
,
π
4

]
ជាចេនា្ល ះសីុេម្រទីេធៀបនឹងគល់ O (ចេនា្ល ះឆ្លុះ [−a,a]) តាមលក្ខណៈៃនអាងំេត្រកាលៃន

អនុគមន៍េសស េគទាញបាន៖

I =
∫ π

4

− π
4

x3 cosxdx = 0
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៥ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយប្តូរអេថរ

ជាទូេទ ៥ : វិធានប្តូរអេថរជាទូេទ ៥ : វិធានប្តូរអេថរ

េដីម្បគីណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ b

a
f (u(x)) ·u′(x)dx េគអនុវត្ត ៣ ជំហាន៖

ជំហានទី ១ ៖ តាងអេថរថ្មី u = u(x) =⇒ du = u′(x)dx

ជំហានទី ២ ៖ ផា្ល ស់ប្តូរក្រមិត្រពំែដន៖ ចំេពាះ x = a =⇒ u = u(a) និង x = b =⇒ u = u(b)

ជំហានទី ៣ ៖ ជំនួសចូល និងគណនា៖
∫ b

a
f (u(x))u′(x)dx =

∫ u(b)

u(a)
f (u)du

លហំាត់គំរ ូ ៤

គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ 2

0
2x(x2 +1)3 dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង u = x2 +1 =⇒ du = 2xdx ។ ប្តូរក្រមិត្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u = 1 និង x = 2 =⇒ u = 5 ។

េគបាន៖ I =
∫ 5

1
u3 du =

[
u4

4

]5

1
=

54 −14

4
=

624
4

= 156

្របតិបត្តិ ១្របតិបត្តិ ១

គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយេ្របីវធីិសា�ស្តប្តូរអេថរ៖

ក .
∫ 1

0
x
√

1− x2 dx

ខ .
∫ e

1

ln2 x
x

dx

គ .
∫ π

2

0
sin3 xcosxdx

ឃ .
∫ 1

0

ex

1+ ex dx

ចេម្លើយខ្លី

ក .
1
3

ខ .
1
3

គ .
1
4

ឃ . ln
(

1+ e
2

)
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៦ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្នក

្រទឹស្តបីទ ៣ : របូមន្តអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្នក្រទឹស្តបីទ ៣ : របូមន្តអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្នក
េបី u(x) និង v(x)ជាអនុគមន៍មានេដរេីវជាប់េលី [a,b] េនាះ៖∫ b

a
udv =

[
u · v
]b

a
−
∫ b

a
vdu

េគាលការណ៍េ្រជើសេរ ើស u តាមវិធាន ILATE

ជាទូេទ េគេ្រជីសេរសី u តាមលំដាប់អាទិភាព៖
១ . I (Inverse trig) ៖ arcsinx,arctanx

២ . L (Logarithmic) ៖ lnx, loga x

៣ . A (Algebraic) ៖ xn,ax+b

៤ . T (Trigonometric) ៖ sinx,cosx

៥ . E (Exponential) ៖ ex,ax

កេន�មែដលេនសល់្រត�វតាងេដាយ dv ។

លហំាត់គំរ ូ ៥

គណនាអាងំេត្រកាល I =
∫ e

1
x lnxdx ។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង
{

u = lnx
dv = xdx

=⇒


du =

1
x

dx

v =
x2

2
តាមរូបមន្តអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្នក៖

I =
[

x2

2
lnx
]e

1
−
∫ e

1

x2

2
· 1

x
dx =

(
e2

2
lne−0

)
− 1

2

∫ e

1
xdx

I =
e2

2
− 1

2

[
x2

2

]e

1
=

e2

2
− 1

4
(e2 −1) =

e2 +1
4
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សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) — េមេរៀនទី ២

ការែណនា៖ំ ចូរេ្រជីសេរសីចេម្លីយែដល្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក , ខ , គ ឬ ឃ ចំេពាះសំណួរនីមួយៗ
ខាងេ្រកាម៖

១ . េបី F(x)ជា្រពីមីទីវៃន f (x) េលី [a,b] េនាះតាមនិយមន័យ
∫ b

a
f (x)dx េស្មីនឹង៖

F(b)−F(a)ក . F(a)−F(b)ខ .
F ′(b)−F ′(a)គ . f (b)− f (a)ឃ .

២ . តៃម្លៃនអាងំេត្រកាល
∫ a

a
f (x)dx ែដលមាន្រពំែដនេ្រកាមេស្មី្រពំែដនេលី គឺ៖

1ក . 0ខ . f (a)គ . F(a)ឃ .

៣ . កាលណាេគ្រតឡប់្រពំែដនៃនអាងំេត្រកាល
∫ b

a
f (x)dx េនាះេគបាន៖∫ a

b
f (x)dxក . 1∫ a

b f (x)dx
ខ .

−
∫ a

b
f (x)dxគ .

∫ b

a
− f (x)dx = 0ឃ .

៤ . ទំនាក់ទំនង Chasles ស្រមាប់អាងំេត្រកាលកំណត់
∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dx េស្មីនឹង៖∫ b

c
f (x)dxក .

∫ a

b
f (x)dxខ .∫ c

a
f (x)dxគ .

∫ b

a
f (x)dxឃ .

៥ . ចំេពាះ k ជាចំនួនេថរ រូបមន្ត
∫ b

a
k f (x)dx េស្មនឹីង៖

k
∫ b

a
f (x)dxក . 1

k

∫ b

a
f (x)dxខ .

k(b−a)
∫ b

a
f (x)dxគ . k+

∫ b

a
f (x)dxឃ .

៦ . លក្ខណៈលីេនែអ៊រ
∫ b

a
[ f (x)+g(x)]dx េស្មីនឹង៖∫ b

a
f (x)dx ·

∫ b

a
g(x)dxក .

∫ b

a
f (x)dx+

∫ b

a
g(x)dxខ .

[ f (b)+g(b)]− [ f (a)+g(a)]គ .
∫ b

a f (x)dx∫ b
a g(x)dx

ឃ .
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៧ . េបី f (x)≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េដាយ a ≤ b េនាះេគបាន៖∫ b

a
f (x)dx ≤ 0ក .

∫ b

a
f (x)dx < 0ខ .

∫ b

a
f (x)dx ≥ 0គ .

∫ b

a
f (x)dx = 0ឃ .

៨ . េបី f (x)≤ g(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េដាយ a ≤ b េនាះេគបាន៖∫ b

a
f (x)dx ≥

∫ b

a
g(x)dxក .

∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
g(x)dxខ .∫ b

a
f (x)dx >

∫ b

a
g(x)dxគ .

∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dxឃ .

៩ . អាងំេត្រកាលៃនចំនួនេថរ k េលីចេនា្ល ះ [a,b] គឺ
∫ b

a
k dx េស្មីនឹង៖

k(b−a)ក . k(a−b)ខ . kគ . k
b−a

ឃ .

១០ . តៃម្លមធ្យមៃនអនុគមន៍ជាប់ f េលីចេនា្ល ះ [a,b] កំណត់េដាយរូបមន្ត៖

µ = (b−a)
∫ b

a
f (x)dxក . µ =

1
b−a

∫ b

a
f (x)dxខ .

µ =
f (a)+ f (b)

2
គ . µ =

1
2

∫ b

a
f (x)dxឃ .

១១ . េបីេគដឹងថា
∫ 3

1
f (x)dx = 5 េនាះតៃម្លៃន

∫ 1

3
f (x)dx េស្មីនឹង៖

5ក . 1
5

ខ . −5គ . 0ឃ .

១២ . េបី
∫ 2

0
f (x)dx = 3 និង

∫ 5

2
f (x)dx = 4 េនាះ

∫ 5

0
f (x)dx េស្មីនឹង៖

1ក . 12ខ . −1គ . 7ឃ .

១៣ . េបី
∫ 4

1
f (x)dx = 8 និង

∫ 2

1
f (x)dx = 3 េនាះ

∫ 4

2
f (x)dx េស្មីនឹង៖

5ក . 11ខ . −5គ . 8
3

ឃ .

១៤ . េបី
∫ 3

0
f (x)dx = 6 េនាះតៃម្លៃន

∫ 3

0
[2 f (x)+1]dx េស្មីនឹង៖

13ក . 15ខ . 12គ . 18ឃ .

១៥ . េបី
∫ 2

1
f (x)dx = 2 និង

∫ 2

1
g(x)dx =−1 េនាះ

∫ 2

1
[3 f (x)−4g(x)]dx េស្មីនឹង៖

2ក . 7ខ . 10គ . 12ឃ .

១៦ . េដរេីវៃនអនុគមន៍អាងំេត្រកាល d
dx

(∫ x

a
f (t)dt

)
េស្មីនឹង៖

f ′(x)ក . F(x)ខ . f (x)− f (a)គ . f (x)ឃ .
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១៧ . តៃម្លៃនអាងំេត្រកាល
∫ 2

2
(5x3 −7x+1)dx េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . 27គ . −1ឃ .

១៨ . តៃម្លៃន
∫ 5

1
4dx េស្មីនឹង៖

20ក . 16ខ . 4គ . 12ឃ .

១៩ . េបី
∫ k

0
2xdx = 9 េដាយ k > 0 េនាះតៃម្លៃន k គឺ៖

k = 9ក . k =
9
2

ខ . k = 3គ . k =
√

3ឃ .

២០ . េបីអនុគមន៍ f ជាប់េលី [a,b] និងេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ m ≤ f (x)≤ M េនាះេគបានវសិមភាព៖

m ≤
∫ b

a
f (x)dx ≤ Mក . m

b−a
≤
∫ b

a
f (x)dx ≤ M

b−a
ខ .

m(a−b)≤
∫ b

a
f (x)dx ≤ M(b−a)គ . m(b−a)≤

∫ b

a
f (x)dx ≤ M(b−a)ឃ .

២១ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
xdx េស្មីនឹង៖

1
2

ក . 1ខ . 2គ . 1
3

ឃ .

២២ . តៃម្លៃន
∫ 2

0
x2 dx េស្មីនឹង៖

4ក . 8
3

ខ . 4
3

គ . 8ឃ .

២៣ . តៃម្លៃន
∫ 2

1
(3x2 −2x+1)dx េស្មីនឹង៖

7ក . 6ខ . 5គ . 4ឃ .

២៤ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
(4x3 +1)dx េស្មីនឹង៖

1ក . 3ខ . 4គ . 2ឃ .

២៥ . តៃម្លៃន
∫ 2

1

1
x2 dx េស្មីនឹង៖

1
2

ក . −1
2

ខ . 1គ . 3
4

ឃ .

២៦ . តៃម្លៃន
∫ 4

1

1√
x

dx េស្មីនឹង៖

1ក . 2ខ . 4គ . 1
2

ឃ .
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២៧ . តៃម្លៃន
∫ 4

0

√
xdx េស្មីនឹង៖

4ក . 8
3

ខ . 16
3

គ . 8ឃ .

២៨ . តៃម្លៃន
∫ 3

1
(2x−1)dx េស្មីនឹង៖

4ក . 8ខ . 5គ . 6ឃ .

២៩ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
(x+1)3 dx េស្មីនឹង៖

15
4

ក . 4ខ . 7
4

គ . 15
2

ឃ .

៣០ . តៃម្លៃន
∫ 2

0
(2x−3)2 dx េស្មីនឹង៖

26
3

ក . 14
3

ខ . 28
3

គ . 6ឃ .

៣១ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
ex dx េស្មីនឹង៖

eក . e+1ខ . e−1គ . 1ឃ .

៣២ . តៃម្លៃន
∫ ln2

0
e2x dx េស្មីនឹង៖

1ក . 2ខ . 1
2

គ . 3
2

ឃ .

៣៣ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
e−x dx េស្មីនឹង៖

1− 1
e

ក . 1
e
−1ខ . 1

e
គ . 1+

1
e

ឃ .

៣៤ . តៃម្លៃន
∫ e

1

1
x

dx េស្មីនឹង៖
eក . 1ខ . 0គ . ln2ឃ .

៣៥ . តៃម្លៃន
∫ 2

1

1
2x+1

dx េស្មីនឹង៖

ln
(

5
3

)
ក . 2ln

(
5
3

)
ខ . 1

2
ln
(

5
3

)
គ . 1

2
ln5ឃ .

៣៦ . តៃម្លៃន
∫ 1

0

1
x+1

dx េស្មីនឹង៖

1ក . ln3ខ . 1
2

គ . ln2ឃ .

៣៧ . តៃម្លៃន
∫ ln3

0
(ex +1)dx េស្មីនឹង៖

2+ ln3ក . 3+ ln3ខ . 2− ln3គ . 4ឃ .
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៣៨ . តៃម្លៃន
∫ 3

1

x2 +1
x

dx េស្មីនឹង៖

4− ln3ក . 4+ ln3ខ . 8+ ln3គ . 9
2
+ ln3ឃ .

៣៩ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
(ex −1)dx េស្មីនឹង៖

e−1ក . eខ . e−2គ . 1ឃ .

៤០ . តៃម្លៃន
∫ 2

1

x−1
x2 dx េស្មីនឹង៖

ln2+
1
2

ក . 1− ln2ខ . ln2គ . ln2− 1
2

ឃ .

៤១ . តៃម្លៃន
∫ 2

0
(x2 −4)dx េស្មីនឹង៖

−16
3

ក . 16
3

ខ . −8
3

គ . −8ឃ .

៤២ . តៃម្លៃន
∫ 2

1
(x+2)2 dx េស្មីនឹង៖

19
3

ក . 37
3

ខ . 12គ . 28
3

ឃ .

៤៣ . តៃម្លៃន
∫ 1

0

√
2x+1dx េស្មីនឹង៖

√
3+

1
3

ក . 3
√

3
2

ខ .
√

3− 1
3

គ . 2
√

3−1
3

ឃ .

៤៤ . តៃម្លៃន
∫ 4

1
(1+

√
x)dx េស្មីនឹង៖

7ក . 17
3

ខ . 8គ . 23
3

ឃ .

៤៥ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
2x dx េស្មីនឹង៖

1
ln2

ក . ln2ខ . 2
ln2

គ . 1ឃ .

៤៦ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
cosxdx េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . −1គ . 1
2

ឃ .

៤៧ . តៃម្លៃន
∫ π

0
sinxdx េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . 2គ . −2ឃ .
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៤៨ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
sinxdx េស្មីនឹង៖

0ក . −1ខ . 2គ . 1ឃ .

៤៩ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0
cos(2x)dx េស្មីនឹង៖

1
2

ក . 1ខ . 2គ .
√

2
2

ឃ .

៥០ . តៃម្លៃន
∫ π

6

0
sin(3x)dx េស្មីនឹង៖

1ក . 1
3

ខ . −1
3

គ . 1
2

ឃ .

៥១ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0

1
cos2 x

dx េស្មីនឹង៖
π
4

ក .
√

2ខ . 1គ . 1
2

ឃ .

៥២ . តៃម្លៃន
∫ π

2

π
4

1
sin2 x

dx េស្មីនឹង៖

0ក . −1ខ .
√

2គ . 1ឃ .

៥៣ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0
tan2 xdx េស្មីនឹង៖

1− π
4

ក . 1+
π
4

ខ . π
4

គ . 1
3

ឃ .

៥៤ . តៃម្លៃន
∫ π

0
cosxdx េស្មីនឹង៖

2ក . 0ខ . −2គ . 1ឃ .

៥៥ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
cos2 xdx េស្មីនឹង៖

π
2

ក . πខ . π
4

គ . 1ឃ .

៥៦ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
sin2 xdx េស្មីនឹង៖

π
2

ក . 1ខ . 1
2

គ . π
4

ឃ .

៥៧ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0
2sinxcosxdx េស្មីនឹង៖

1ក . 1
2

ខ . 2គ .
√

2
2

ឃ .
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៥៨ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
(sinx+ cosx)dx េស្មីនឹង៖

1ក . 2ខ . 0គ .
√

2ឃ .

៥៩ . តៃម្លៃន
∫ π

3

0
sin(2x)dx េស្មីនឹង៖

1
2

ក . 1
4

ខ . 3
4

គ .
√

3
4

ឃ .

៦០ . តៃម្លៃន
∫ π

0
sin2 xdx េស្មីនឹង៖

πក . π
4

ខ . 1គ . π
2

ឃ .

៦១ . តៃម្លៃន
∫ π

8

0

1
cos2(2x)

dx េស្មីនឹង៖
1
2

ក . 1ខ . 2គ . 1
4

ឃ .

៦២ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0
(tan2 x+1)dx េស្មីនឹង៖

π
4

ក . 1ខ . 2គ . 1
2

ឃ .

៦៣ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
cos
(

x− π
2

)
dx េស្មីនឹង៖

0ក . −1ខ . 1គ . 2ឃ .

៦៤ . តៃម្លៃន
∫ π

0
|cosx|dx េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . −2គ . 2ឃ .

៦៥ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0
tanxdx េស្មីនឹង៖

1
2

ln2ក . ln2ខ . − ln2គ . 1ឃ .

៦៦ . តាមវធីិប្តូរអេថរ តាង u = u(x) េនាះរូបមន្តប្តូរ្រពំែដន
∫ b

a
f (u(x))u′(x)dx េស្មីនឹង៖∫ b

a
f (u)duក .

∫ u(b)

u(a)
f (u)duខ .

∫ u(a)

u(b)
f (u)duគ .

∫ b

a
f ′(u)duឃ .

៦៧ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
2x(x2 +1)3 dx េស្មីនឹង៖

15
2

ក . 4ខ . 15
4

គ . 7
4

ឃ .



80 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៦៨ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
x
√

x2 +1dx េស្មីនឹង៖
2
√

2−1
2

ក . 2
√

2+1
3

ខ .
√

2−1
3

គ . 2
√

2−1
3

ឃ .

៦៩ . តៃម្លៃន
∫ 1

0

x
x2 +1

dx េស្មីនឹង៖
1
2

ln2ក . ln2ខ . 2ln2គ . 1
4

ln2ឃ .

៧០ . តៃម្លៃន
∫ 1

0

2x
(x2 +1)2 dx េស្មីនឹង៖

1ក . 1
2

ខ . −1
2

គ . 3
4

ឃ .

៧១ . តៃម្លៃន
∫ e

1

lnx
x

dx េស្មីនឹង៖

1ក . 2ខ . 1
2

គ . 1
4

ឃ .

៧២ . តៃម្លៃន
∫ e

1

ln2 x
x

dx េស្មីនឹង៖

1ក . 1
2

ខ . 2
3

គ . 1
3

ឃ .

៧៣ . តៃម្លៃន
∫ e2

e

1
x lnx

dx េស្មីនឹង៖

ln2ក . 1ខ . 2គ . 1
2

ឃ .

៧៤ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
sin2 xcosxdx េស្មីនឹង៖

1ក . 1
3

ខ . 2
3

គ . 1
2

ឃ .

៧៥ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
cos3 xsinxdx េស្មីនឹង៖

1
3

ក . 1ខ . 1
4

គ . −1
4

ឃ .

៧៦ . តៃម្លៃន
∫ π

4

0
tanx · 1

cos2 x
dx េស្មីនឹង៖

1ក . 2ខ . 1
4

គ . 1
2

ឃ .

៧៧ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
xex2

dx េស្មីនឹង៖
e−1

2
ក . e−1ខ . e+1

2
គ . e

2
ឃ .



សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ)

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

81

៧៨ . តៃម្លៃន
∫ 4

1

e
√

x
√

x
dx េស្មីនឹង៖

e2 − eក . 2(e2 − e)ខ . 2(e2 + e)គ . e2 − e
2

ឃ .

៧៩ . តៃម្លៃន
∫ ln2

0

ex

ex +1
dx េស្មីនឹង៖

ln3ក . ln2ខ . ln
(

3
2

)
គ . ln

(
2
3

)
ឃ .

៨០ . តៃម្លៃន
∫ 1

0

x2

x3 +1
dx េស្មីនឹង៖

ln2ក . 1
2

ln2ខ . 3ln2គ . 1
3

ln2ឃ .

៨១ . រូបមន្តអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយែផ្នកគឺ៖∫ b

a
udv = [uv]ba −

∫ b

a
vduក .

∫ b

a
udv = [uv]ba +

∫ b

a
vduខ .∫ b

a
udv = uv−

∫ b

a
vduគ .

∫ b

a
udv = [u′v]ba −

∫ b

a
uv′ dxឃ .

៨២ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
xex dx េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . e−1គ . eឃ .

៨៣ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
(x+1)ex dx េស្មីនឹង៖

2eក . e−1ខ . eគ . e+1ឃ .

៨៤ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
xcosxdx េស្មនឹីង៖

π
2

ក . π
2
+1ខ . 1គ . π

2
−1ឃ .

៨៥ . តៃម្លៃន
∫ π

0
xsinxdx េស្មីនឹង៖

πក . 2πខ . 0គ . −πឃ .

៨៦ . តៃម្លៃន
∫ e

1
lnxdx េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . e−1គ . eឃ .

៨៧ . តៃម្លៃន
∫ e

1
x lnxdx េស្មីនឹង៖

e2 −1
4

ក . e2

2
ខ . e2 +1

4
គ . e2 +1

2
ឃ .



82 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៨៨ . តៃម្លៃន
∫ ln2

0
xe2x dx េស្មីនឹង៖

2ln2− 1
2

ក . ln2− 3
4

ខ .

2ln2−1គ . 2ln2− 3
4

ឃ .

៨៩ . តៃម្លៃន
∫ 1

0
x2ex dx េស្មីនឹង៖

e−2ក . e+2ខ . 2e−1គ . e−1ឃ .

៩០ . តៃម្លៃន
∫ 2

1
(2x−1) lnxdx េស្មីនឹង៖

2ln2−1ក . 2ln2− 1
2

ខ . ln2− 1
2

គ . 2ln2+
1
2

ឃ .

៩១ . តៃម្លៃន
∫ π

2

0
xsin(2x)dx េស្មីនឹង៖

π
2

ក . πខ . π
4

គ . −π
4

ឃ .

៩២ . តៃម្លៃន
∫ e

1

lnx
x2 dx េស្មីនឹង៖

1+
2
e

ក . 1
e

ខ . 1− 1
e

គ . 1− 2
e

ឃ .

៩៣ . េបី f ជាអនុគមន៍េសស និងជាប់េលីចេនា្ល ះសុីេម្រទី [−a,a] េនាះ
∫ a

−a
f (x)dx េស្មីនឹង៖

0ក . 2
∫ a

0
f (x)dxខ . a f (a)គ . 2aឃ .

៩៤ . េបី f ជាអនុគមន៍គូ និងជាប់េលីចេនា្ល ះសីុេម្រទី [−a,a] េនាះ
∫ a

−a
f (x)dx េស្មីនឹង៖

0ក . 2
∫ a

0
f (x)dxខ .∫ a

0
f (x)dxគ . a[ f (a)+ f (−a)]ឃ .

៩៥ . តៃម្លៃនអាងំេត្រកាល
∫ 2

−2
x3 dx េស្មីនឹង៖

8ក . 4ខ . 0គ . 16ឃ .

៩៦ . តៃម្លៃន
∫ 1

−1
(x5 −3x3 +7x)dx េស្មីនឹង៖

5ក . 7ខ . 2គ . 0ឃ .

៩៧ . តៃម្លៃន
∫ 1

−1
(x2 +1)dx េស្មីនឹង៖

8
3

ក . 4
3

ខ . 0គ . 2
3

ឃ .



សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ)

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

83

៩៨ . តៃម្លៃន
∫ 1

−1
(x3 + x2)dx េស្មីនឹង៖

0ក . 2
3

ខ . 4
3

គ . 2ឃ .

៩៩ . តៃម្លៃន
∫ 3

2

1
x2 −1

dx េស្មីនឹង៖

ln
(

3
2

)
ក . 1

2
ln3ខ . 1

2
ln
(

3
2

)
គ . 1

4
ln
(

3
2

)
ឃ .

១០០ . តៃម្លៃន
∫ 1

0

2x+3
x+1

dx េស្មីនឹង៖
2− ln2ក . 3+ ln2ខ . 1+ ln2គ . 2+ ln2ឃ .



84 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . គណនាតៃម្លៃនអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖
ក .

∫ 2

1
f (x)dx+

∫ 1

2
f (x)dx

ខ .
∫ 1

1

f (x)
3

dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់
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86 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

២ . េគមាន f និង g ជាអនុគមន៍ជាប់េលី [1,5] េហយី
∫ 2

1
f (x)dx =−4 ,

∫ 5

2
f (x)dx = 6 ,

∫ 5

1
g(x)dx = 8 ។

គណនា៖

ក .
∫ 5

1
f (x)dx ខ .

∫ 1

5
[−4 f (x)]dx គ .

∫ 5

1
[4 f (x)−2g(x)]dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

87



88 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៣ . ចូរគណនាតៃម្លៃន k េបីេគដឹងថា
∫ k

1

1√
2x−1

dx = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

89



90 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៤ . គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 1

1
(3x2 +1)dx

ខ .
∫ 2

1

(
1
x2 −3

)
dx

គ .
∫ 9

4

2√
x

dx

ឃ .
∫ 4

2

√
x−2dx

ង .
∫ 4

2

3
√

x−2dx

ច .
∫ 0

−4

1√
4− x

dx

ឆ .
∫ 5

1

1√
3x+1

dx

ជ .
∫ 3

1
5x(x2 −7)3 dx

ឈ .
∫ 2

0
3x2
√

x3 +1dx

ញ .
∫ 2

1

x+2√
x2 +4x+1

dx

ដ .
∫ 4

1

(
3−

√
x√

x

)
dx

ឋ .
∫ 1

0
(3x2 −2x)2 dx

ឌ .
∫ 1

0

x+1
(x2 +2x+2)3 dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់
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92 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៥ . គណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល និងសនិទានខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 2

1
3e4x dx

ខ .
∫ 1

0
4x3e2x4

dx

គ .
∫ 4

1

e
√

x
√

x
dx ឃ .

∫ 3

1
3e2x(e−2x −1)dx

ង .
∫ 1

0

dx
2+3x

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

93



94 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៦ . អនុវត្តន៍ក្នុងេសដ្ឋកិច្ច៖
សហ្រគាសមួយទទួលបាន្របាក់ចំណូលបែន្ថមពីការលក់ផលិតផលេ្របី្របាស់ចំនួន t េ្រគឿង។ េបីអ្រតាៃនចំណូល
បែន្ថមកំណត់េដាយអនុគមន៍ R′(t) = 180+0.2t (គិតជាពាន់េរៀល) ក្នុងមួយេ្រគឿង។
ចូររកបែ្រមប្រម�លៃន្របាក់ចំណូលក្នុងការលក់េកីនេឡងីពីចំនួន 30 េទ 40 េ្រគឿង។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់
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96 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៧ . គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយេ្របីវធីិសា�ស្តប្តូរអេថរ៖

ក .
∫ 1

0

2x2

1+2x3 dx

ខ .
∫ ln2

0

ex

4ex −2
dx

គ .
∫ 2

0

x
(1+ x2)2 dx

ឃ .
∫ e

1

(lnx)2

x
dx

ង .
∫ 1

0
xe2x2

dx

ច .
∫ π

3

0
tanxdx

ឆ .
∫ e

1

(1+ lnx)2

2x
dx

ជ .
∫ e2

e

1
x lnx

dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់
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98 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៨ . គណនាអាងំេត្រកាលេដាយេ្របីវធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក៖

ក .
∫ 1

0
xex dx

ខ .
∫ e

1
lnxdx

គ .
∫ π

2

0
xcosxdx

ឃ .
∫ 1

0
(2x+1)e2x dx

ង .
∫ e

1
x2 lnxdx

ច .
∫ π

0
xsinxdx

ឆ .
∫ 1

0
x2ex dx

ជ .
∫ 1

0
arctanxdx

ឈ .
∫ π

2

0
ex cosxdx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់
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100 េមេរៀនទី ២ អាងំេត្រកាលកំណត់
េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់

៩ . លំហាត់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប (BacII Practice) ៖

ក . េគឱ្យអាងំេត្រកាល I =
∫ 1

0

ex −1
ex +1

dx និង J =
∫ 1

0

2
ex +1

dx ។
• គណនា I + J
• គណនា I − J េដាយេ្របីវធីិប្តូរអេថរ
• ទាញរកតៃម្លៃន I និង J ។

ខ . េគមានស្វុ ីត (In) កំណត់ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N េដាយ In =
∫ 1

0
xne−x dx ។

• គណនា I0 និង I1

• បងា្ហ ញទំនាក់ទំនងរវាង In និង In−1 េដាយេ្របីអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក
• ទាញរកតៃម្លៃន I3 ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

អា
ងំេ
ត្រ
កា
ល
កំណ

ត់
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ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣

១ គណនាៃផ្ទ្រកឡាតាមវិធីែបកជាចតុេកាណែកង
(Riemann Sums)

ការគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង គឺជា្របភពេដីមៃនការបេង្កីត្រទឹស្តអីាងំេត្រកាល។ េដីម្បគីណនាៃផ្ទ្រកឡា
ែដនប្លង់េ្រកាមែខ្សេកាង េគែចកែដនេនាះជាចតុេកាណែកងតូចៗជាេ្រចីន រចួគណនាផលបូកៃផ្ទ្រកឡារបស់វា។

១.១ ចតុេកាណែកងក្នងុ (Inscribed Rectangles)

េគមានអនុគមន៍ f ជាបេ់លី [0,1] កំណតេ់ដាយ y= f (x) = x2+1
និងមាន្រកាប C ។ ែចកចេនា្ល ះ [0,1]ជា n = 4 ចេនា្ល ះេស្មីគា្ន ៖
• ចំណុចែចក៖ 0, 1

4 ,
1
2 ,

3
4 ,1 ទទឹង៖ ∆x = 1

4
• បេណា្ត យយកតាមចុងខាងេឆ្វង៖ f (x0), . . . , f (x3)

ផលបូកៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងក្នុង៖

A4 =
3

∑
i=0

f (xi)∆x

=

[
1+

17
16

+
20
16

+
25
16

]
· 1

4

=
78
64

= 1.21875 (តៃម្ល្របែហលខ្វះ)

x

y

0

f (x)

1

2

1
4

1
2

3
4

1

រូបទី ១ ៖ ចតុេកាណែកងក្នុង
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104 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

១.២ ចតុេកាណែកងេ្រក (Circumscribed Rectangles)

គណនា តាម ផលបូក ៃផ្ទ្រកឡា ចតុេកាណែកង ស្ថិតេនខាងេលី
្រកាប C េដាយយកបេណា្ត យតាមតៃម្លអនុគមន៍េនចុងខាងសា្ត ំ
f (x1), f (x2), f (x3), f (x4) ៖

A4 =
4

∑
i=1

f (xi)∆x

=

[
17
16

+
20
16

+
25
16

+2
]
· 1

4

=
94
64

= 1.46875 (តៃម្ល្របែហលេលីស)

x

y

0

f (x)

1

2

1
4

1
2

3
4

1
រូបទី ២ ៖ ចតុេកាណែកងេ្រក

១.៣ ចតុេកាណែកងចំណុចកណា្ត ល (Midpoint Rectangles)

េគេ្រជីសេរសី c1,c2,c3,c4 ជាចំណុចកណា្ត លៃនចេនា្ល ះនីមួយៗ៖
c1 =

1
8 , c2 =

3
8 , c3 =

5
8 , c4 =

7
8។

ផលបូកៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងទាងំបួនគឺ៖

A4 =
4

∑
i=1

f (ci)∆x

=

(
65
64

+
73
64

+
89
64

+
113
64

)
· 1

4

=
340
256

= 1.328125

x

y

0

f (x)

c1 c2 c3 c4

1

2

1
រូបទី ៣ ៖ ចតុេកាណែកងចំណុចកណា្ត ល



២ ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអាប់សីុស

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

105

១.៤ លមីីតៃនផលបូក Riemann និងនិយមន័យៃផ្ទ្រកឡា

កាលណាេគបេង្កីនចំនួនចតុេកាណែកង n→+∞ េនាះទទឹង ∆x→ 0 េហយីផលបូកៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងខិតជិតតៃម្លពិត
្របាកដមួយ គឺ៖

A = lim
n→+∞

n

∑
i=1

f (ci)∆x =
∫ 1

0
(x2 +1)dx =

[
x3

3
+ x
]1

0
=

1
3
+1 =

4
3
≈ 1.3333

េយងីេឃញីថា៖ 1.21875 < 1.328125 <
4
3
< 1.46875 ពិតជា្រតឹម្រត�វឥតេខា្ច ះ។

២ ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និង
អ័ក្សអាប់សុសី

២.១ ករណីអនុគមន៍វិជ្ជមាន ( f (x)≥ 0)

្រទឹស្តបីទ ១្រទឹស្តបីទ ១

េបីអនុគមន៍ f ជាប់ និងមិនអវជិ្ជមាន ( f (x)≥ 0) េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡា S ៃនែដនប្លង់ែដលខណ្ឌ េដាយ
្រកាបតាងអនុគមន៍ (C) : y = f (x) អ័ក្សអាប់សីុស Ox (y = 0) និងបនា្ទ តឈ់រ x = a , x = b ្រត�វបានកំណតេ់ដាយ៖

S =
∫ b

a
f (x)dx (ឯកតាៃផ្ទ)

x

y

O

dA = f (x)dx

(C) : y = f (x)

a b

S =
∫ b

a
f (x)dx



106 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

២.២ ករណីអនុគមន៍អវិជ្ជមាន ( f (x)≤ 0)

្រទឹស្តបីទ ២្រទឹស្តបីទ ២

េបីអនុគមន៍ f ជាប់ និងអវជិ្ជមាន ( f (x) ≤ 0) េលីចេនា្ល ះបិទ [a,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡា S ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប
(C) : y = f (x) អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ឈរ x = a , x = b ្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

S =−
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a

[
− f (x)

]
dx (ឯកតាៃផ្ទ)

x

y

O

(C) : y = f (x)

a b

S =−
∫ b

a
f (x)dx

២.៣ ករណីអនុគមន៍ប្តូរសញញ េលើចេនា្ល ះ [a,b]

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េបីអនុគមន៍ f ជាប់េលី [a,b] េហយីប្តូរសញញ េដាយកាត់អ័ក្ស Ox ្រតង់ចំណុច c ∈ (a,b) េនាះៃផ្ទ្រកឡាសរុបគឺ៖

S =
∫ b

a
| f (x)|dx =

∫ c

a
f (x)dx−

∫ b

c
f (x)dx = S1 +S2

x

y

O

y = f (x)

a

c b

S1∫ c
a f (x)dx

S2
−
∫ b

c f (x)dx



២ ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអាប់សីុស

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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លហំាត់គំរ ូ ១

[លំហាតគ់ំរេូសៀវេភពុម្ពទំព័រ ៤៤] គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ y = 4− x2 និងអ័ក្សអាប់សីុស
Ox ្រត�វនឹងចេនា្ល ះ [−2,3] ។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការអាប់សីុស្របសព្វរវាង្រកាប C និងអ័ក្សអាប់សីុស (y = 0) ៖
4− x2 = 0 ⇐⇒ x2 = 4 ⇐⇒ x =−2 ឬ x = 2

ពិនិត្យសញញ ៃន y = 4− x2 េលីចេនា្ល ះ [−2,3] ៖

• េលីចេនា្ល ះ [−2,2] ៖ y = 4− x2 ≥ 0 ្រកាបស្ថិតេនពីេលីអ័ក្ស Ox

• េលីចេនា្ល ះ [2,3] ៖ y = 4− x2 ≤ 0 ្រកាបស្ថិតេនពីេ្រកាមអ័ក្ស Ox

ដូេច្នះ ៃផ្ទ្រកឡាសរុបគឺ៖

S =
∫ 3

−2
|4− x2|dx =

∫ 2

−2
(4− x2)dx−

∫ 3

2
(4− x2)dx = S1 +S2

• S1 =
∫ 2

−2
(4− x2)dx =

[
4x− x3

3

]2

−2
=

(
8− 8

3

)
−
(
−8+

8
3

)
=

32
3

• S2 =−
∫ 3

2
(4− x2)dx =

∫ 3

2
(x2 −4)dx =

[
x3

3
−4x

]3

2
= (9−12)−

(
8
3
−8
)
=−3+

16
3

=
7
3

ដូចេនះ ៃផ្ទ្រកឡាសរុបគឺ៖

S = S1 +S2 =
32
3
+

7
3
=

39
3

= 13 (ឯកតាៃផ្ទ)

x

y

0

y = 4− x2

3

−5

−2 2

4

S1 =
32
3

S2 =
7
3



108 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៣ ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ

្រទឹស្តបីទ ៣្រទឹស្តបីទ ៣

េបីអនុគមន៍ f និង g ជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] េហយី f (x)≥ g(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡា S ៃនែដនប្លង់
ខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C1) : y = f (x) ្រកាប (C2) : y = g(x) និងបនា្ទ ត់ឈរ x = a , x = b ្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

S =
∫ b

a

[
f (x)−g(x)

]
dx (ឯកតាៃផ្ទ)

x

y

O

y = f (x)

y = g(x)

a b

S =
∫ b

a [ f (x)−g(x)]dx

លហំាត់គំរ ូ ២

គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និងបនា្ទ ត់ y = x+2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការអាប់សីុស្របសព្វរវាងប៉ារ៉ាបូល និងបនា្ទ ត់៖
x2 = x+2 ⇐⇒ x2 − x−2 = 0 ⇐⇒ (x+1)(x−2) = 0 ⇐⇒ x =−1 ឬ x = 2

េលីចេនា្ល ះ [−1,2] េគបានបនា្ទ ត់ y = x+2 ស្ថិតេនពីេលីប៉ារ៉ាបូល y = x2 (េពាលគឺ x+2 ≥ x2)។
ដូេច្នះ ៃផ្ទ្រកឡាគឺ៖

S =
∫ 2

−1

[
(x+2)− x2]dx =

[
x2

2
+2x− x3

3

]2

−1
=

9
2

(ឯកតាៃផ្ទ)
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៤ ៃផ្ទ្រកឡាគណនាេធៀបនឹងអ័ក្សអ័រេដាេណ (Oy)

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េបីែដនប្លង់្រត�វបានខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ x = f (y) និង x = g(y) ែដល f (y) ≥ g(y) េលីចេនា្ល ះ [c,d] (េលីអ័ក្ស
Oy) េនាះៃផ្ទ្រកឡា្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

S =
∫ d

c

[
f (y)−g(y)

]
dy (ឯកតាៃផ្ទ)

លហំាត់គំរ ូ ៣

គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលេដក x = y2 និងបនា្ទ ត់ x = y+2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការអ័រេដាេណ្របសព្វ៖ y2 = y+2 ⇐⇒ y2 − y−2 = 0 ⇐⇒ y =−1 ឬ y = 2 ។
ចំេពាះ y ∈ [−1,2] េគបានបនា្ទ ត់ x = y+2 ស្ថិតេនខាងសា្ត ប៉ំារ៉ាបូល x = y2 (េពាលគឺ y+2 ≥ y2)។
ដូេច្នះ ៃផ្ទ្រកឡាគឺ៖

S =
∫ 2

−1

[
(y+2)− y2]dy =

[
y2

2
+2y− y3

3

]2

−1
=

9
2

(ឯកតាៃផ្ទ)
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សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) — េមេរៀនទី ៣

ការែណនា៖ំ ចូរេ្រជីសេរសីចេម្លីយែដល្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក , ខ , គ ឬ ឃ ចំេពាះសំណួរនីមួយៗ
ខាងេ្រកាម៖

១ . ក្នុងវធីិសា�ស្ត Riemann េបីេគែចកចេនា្ល ះ [a,b]ជា n ចេនា្ល ះេស្មីគា្ន េនាះទទឹងៃនចេនា្ល ះនីមួយៗ ∆x េស្មីនឹង៖
b−a

n
ក . a−b

n
ខ . b+a

n
គ . n

b−a
ឃ .

២ . ផលបូកៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងក្នុង (Inscribed Rectangles) ្រត�វបានគណនាេដាយយកកម្ពស់ជា៖
តៃម្លអតិបរមាៃន f េលីចេនា្ល ះនីមួយៗក . តៃម្លអប្បបរមាៃន f េលីចេនា្ល ះនីមួយៗខ .

តៃម្ល្រតង់ចំណុចកណា្ត លៃនចេនា្ល ះនីមួយៗគ . មធ្យមនព្វន្ធៃន្រពំែដនសងខាងឃ .

៣ . ផលបូកៃផ្ទ្រកឡាចតុេកាណែកងេ្រក (Circumscribed Rectangles) ្រត�វបានគណនាេដាយយកកម្ពស់ជា៖
តៃម្លអប្បបរមាៃន f េលីចេនា្ល ះនីមួយៗក . តៃម្ល្រតង់ចំណុចចុងខាងេឆ្វងខ .

តៃម្លអតិបរមាៃន f េលីចេនា្ល ះនីមួយៗគ . តៃម្ល្រតង់ចំណុចកណា្ត លឃ .

៤ . ចំេពាះអនុគមន៍េកីន f េលីចេនា្ល ះ [a,b] ចតុេកាណែកងក្នុងយកកម្ពស់តាមតៃម្លអនុគមន៍្រតង់៖
ចំណុចចុងខាងសា្ត ំ xiក . ចំណុចកណា្ត ល ciខ .

ចំណុចៃចដន្យគ . ចំណុចចុងខាងេឆ្វង xi−1ឃ .

៥ . េបីេគែចកចេនា្ល ះ [0,1]ជា n = 4 ចេនា្ល ះេស្មីគា្ន េនាះ្របែវង ∆x េស្មីនឹង៖
1
4

ក . 1
2

ខ . 4គ . 1
8

ឃ .

៦ . ៃផ្ទ្រកឡាពិត្របាកដ S ៃនែដនប្លង់េ្រកាម្រកាប y = f (x)≥ 0 េលី [a,b] ្រត�វបានកំណត់េដាយលីមីត៖
S = lim

n→0
∑n

i=1 f (ci)∆xក . S = lim
n→+∞

∑n
i=1 f (ci)∆x =

∫ b

a
f (x)dxខ .

S = lim
∆x→1

∑n
i=1 f (ci)គ . S = ∑n

i=1 f (ci)ឃ .

៧ . ចំេពាះអនុគមន៍េកីនេលី [a,b] ទំនាក់ទំនងរវាងផលបូកទាងំបីគឺ៖
ផលបូកេ្រក ≤ ផលបូកកណា្ត ល ≤ ផលបូកក្នុងក . ផលបូកកណា្ត ល ≤ ផលបូកក្នុង ≤ ផលបូកេ្រកខ .

ផលបូកក្នុង ≤ ផលបូកកណា្ត ល ≤ ផលបូកេ្រកគ . ផលបូកក្នុង = ផលបូកេ្រកឃ .

៨ . កាលណាេគបេង្កីនចំនួនចតុេកាណែកង n →+∞ េនាះទទឹង ∆x នឹង៖
ខិតជិត +∞ក . ខិតជិត 1ខ . មិនែ្រប្រប�លគ . ខិតជិត 0ឃ .
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៩ . េបី f (x) = x+1 េលីចេនា្ល ះ [0,2] េដាយែចកជា n = 2 ចេនា្ល ះេស្មីគា្ន េនាះផលបូកក្នុង (េឆ្វង) េស្មីនឹង៖
3ក . 4ខ . 5គ . 2ឃ .

១០ . តាមទិន្នន័យៃនសំណួរខាងេលី ផលបូកេ្រក (សា្ត )ំ េស្មីនឹង៖
3ក . 5ខ . 4គ . 6ឃ .

១១ . តៃម្លពិត្របាកដៃនៃផ្ទ្រកឡាស្រមាប់ f (x) = x+1 េលី [0,2]តាមអាងំេត្រកាល
∫ 2

0
(x+1)dx គឺ៖

3ក . 5ខ . 4គ . 7
2

ឃ .

១២ . កូអរេដាេនៃនចំណុចកណា្ត ល ci េលីចេនា្ល ះ [xi−1,xi] គឺ៖

xi − xi−1ក . xi−1 +∆xខ . xi−1 · xi

2
គ . xi−1 + xi

2
ឃ .

១៣ . ផលបូក Riemann ្រត�វបានបេង្កីតេឡងីដំបូងេដាយគណិតវទូិជាតិ៖
អាល្លឺម៉ង់ (Bernhard Riemann)ក . អង់េគ្លស (Isaac Newton)ខ .

បារាងំ (Augustin Cauchy)គ . ស្វីស (Leonhard Euler)ឃ .

១៤ . ឯកតាៃនៃផ្ទ្រកឡាែដលបានគណនាតាមអាងំេត្រកាល ្រត�វបានសរេសរជាទូេទថា៖
ឯកតា្របែវង (Unit length)ក . ឯកតាៃផ្ទ (Square units)ខ .

ឯកតាមាឌ (Cubic units)គ . រ៉ាដ្យង់ (Radian)ឃ .

១៥ . េបីអនុគមន៍ f ជាប់និងវជិ្ជមានេលី [a,b] េនាះ្រកាបតាង (C)ស្ថិតេន៖
ពីេ្រកាមអ័ក្សអាប់សីុស Oxក . ពីេឆ្វងអ័ក្សអ័រេដាេណ Oyខ .

ពីេលីអ័ក្សអាប់សីុស Oxគ . កាត់អ័ក្ស Ox ្រតង់្រគប់ចំណុចឃ .

១៦ . េបី f (x)≥ 0 េលី [a,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡា S ខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C), អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ឈរ x = a,x = b គឺ៖

S =
∫ b

a
f (x)dxក . S =−

∫ b

a
f (x)dxខ .

S =
∫ b

a
[ f (x)]2 dxគ . S = 2

∫ b

a
f (x)dxឃ .

១៧ . េបី f (x)≤ 0 េលី [a,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡា S ខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C), អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ឈរ x = a,x = b គឺ៖

S =
∫ b

a
f (x)dxក . S =−

∫ b

a
f (x)dxខ .

S =
∫ b

a
−x f (x)dxគ . S =

[∫ b

a
f (x)dx

]2
ឃ .
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១៨ . ជារមួ ចំេពាះអនុគមន៍ជាប់ f ណាមួយេលី [a,b] ៃផ្ទ្រកឡា S ្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

S =

∣∣∣∣∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ក . S =
∫ b

a
[ f (x)]2 dxខ .

S =
∫ b

a
| f (x)|dxគ . S =

∫ b

a

√
f (x)dxឃ .

១៩ . េបី f (x)≥ 0 េលី [a,c] និង f (x)≤ 0 េលី [c,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡាសរុប S េស្មីនឹង៖

S =
∫ c

a
f (x)dx+

∫ b

c
f (x)dxក . S =

∫ b

a
f (x)dxខ .

S =
∫ b

c
f (x)dx−

∫ c

a
f (x)dxគ . S =

∫ c

a
f (x)dx−

∫ b

c
f (x)dxឃ .

២០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2, អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 0,x = 3 េស្មីនឹង៖

9ក . 3ខ . 27គ . 9
2

ឃ .

២១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយបនា្ទ ត់ y = 2x, អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ x = 1,x = 4 េស្មីនឹង៖
15ក . 16ខ . 8គ . 12ឃ .

២២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = 4− x2 និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−2,2] េស្មីនឹង៖

16ក . 32
3

ខ . 16
3

គ . 64
3

ឃ .

២៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =−x2, អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ x = 0,x = 2 េស្មីនឹង៖

−8
3

ក . 4ខ . 8
3

គ . 4
3

ឃ .

២៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−1,1] េស្មីនឹង៖

0ក . 1
4

ខ . 1គ . 1
2

ឃ .

២៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = sinx, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,π] េស្មីនឹង៖
2ក . 0ខ . 1គ . πឃ .

២៦ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = cosx, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,π] េស្មីនឹង៖
0ក . 2ខ . 1គ . 4ឃ .

២៧ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = ex, អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ x = 0,x = 1 េស្មីនឹង៖
eក . e+1ខ . e−1គ . 1ឃ .

២៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយអីុែពរបូល y =
1
x
, អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ x = 1,x = e េស្មីនឹង៖

eក . ln2ខ . 1
e

គ . 1ឃ .
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២៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
√

x, អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ x = 0,x = 4 េស្មីនឹង៖
16
3

ក . 8
3

ខ . 4គ . 8ឃ .

៣០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 −1 និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−1,1] េស្មីនឹង៖
2
3

ក . 4
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៣១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = 3x2, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [1,2] េស្មីនឹង៖
8ក . 6ខ . 7គ . 9ឃ .

៣២ . ៃផ្ទ្រកឡាៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = 1− x2 និងអ័ក្ស Ox គឺ៖
4
3

ក . 2
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៣៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 −4x និងអ័ក្ស Ox េស្មីនឹង៖
64
3

ក . 16
3

ខ . 16គ . 32
3

ឃ .

៣៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x(x−2) និងអ័ក្ស Ox េស្មីនឹង៖
4
3

ក . 2
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៣៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = e−x, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0, ln2] េស្មីនឹង៖

1ក . 1
2

ខ . ln2គ . 2ឃ .

៣៦ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
1

x+1
, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,1] េស្មីនឹង៖

1ក . ln3ខ . 1
2

គ . ln2ឃ .

៣៧ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = cosx, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ
[
−π

2
,
π
2

]
េស្មីនឹង៖

2ក . 1ខ . 0គ . πឃ .

៣៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយបនា្ទ ត់ y = 2− x, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,2] េស្មីនឹង៖

1ក . 2ខ . 4គ . 3
2

ឃ .

៣៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = 3
√

x, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [1,4] េស្មីនឹង៖
16ក . 12ខ . 14គ . 15ឃ .

៤០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 −2x និងអ័ក្ស Ox ្រត�វនឹងចេនា្ល ះ [0,3] គឺ៖
4
3

ក . 8
3

ខ . 0គ . 4ឃ .



114 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៤១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 − x និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−1,1] េស្មីនឹង៖
1
2

ក . 0ខ . 1
4

គ . 1ឃ .

៤២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = 2x, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,1] េស្មីនឹង៖

ln2ក . 1
ln2

ខ . 2
ln2

គ . 1ឃ .

៤៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
1
x2 , អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [1,3] េស្មីនឹង៖

1
3

ក . 2
3

ខ . 1គ . 4
3

ឃ .

៤៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = 6x−3x2 និងអ័ក្ស Ox េស្មីនឹង៖
6ក . 8ខ . 3គ . 4ឃ .

៤៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ y = 4− x2 និងអ័ក្ស Ox ្រត�វនឹងចេនា្ល ះ [−2,3] (លំហាត់គំរូេសៀវេភពុម្ពទំព័រ ៤៤) គឺ៖

13ក . 32
3

ខ . 39
3

= 13គ . 15ឃ .

៤៦ . េបី f (x)≥ g(x) េលី [a,b] េនាះៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងទាងំពីរ និងបនា្ទ ត់ x = a,x = b គឺ៖∫ b

a
[g(x)− f (x)]dxក .

∫ b

a
[ f (x)−g(x)]dxខ .∫ b

a
[ f (x)+g(x)]dxគ .

∫ b

a
f (x)g(x)dxឃ .

៤៧ . ជារមួ ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ y = f (x) និង y = g(x) េលី [a,b] កំណត់េដាយ៖∫ b

a
| f (x)−g(x)|dxក .

∣∣∣∣∫ b

a
[ f (x)−g(x)]dx

∣∣∣∣ខ .∫ b

a
[ f (x)2 −g(x)2]dxគ .

∫ b

a

√
| f (x)−g(x)|dxឃ .

៤៨ . ៃផ្ទ្រកឡាៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និងបនា្ទ ត់ y = x េស្មីនឹង៖
1
3

ក . 1
2

ខ . 1
4

គ . 1
6

ឃ .

៤៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និងបនា្ទ ត់ y = x+2 េស្មីនឹង៖
9
2

ក . 7
2

ខ . 4គ . 5ឃ .

៥០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលពីរ y = 4− x2 និង y = x2 −4 េស្មីនឹង៖
32
3

ក . 64
3

ខ . 16គ . 16
3

ឃ .
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៥១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និងបនា្ទ ត់េដក y = 4 េស្មីនឹង៖

16ក . 16
3

ខ . 32
3

គ . 64
3

ឃ .

៥២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
√

x និងបនា្ទ ត់ y = x េស្មីនឹង៖
1
3

ក . 1
2

ខ . 1
4

គ . 1
6

ឃ .

៥៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និងបនា្ទ ត់ y = 2x េស្មីនឹង៖
4
3

ក . 2
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៥៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 និងបនា្ទ ត់ y = x េលីចេនា្ល ះ [0,1] េស្មីនឹង៖
1
2

ក . 1
4

ខ . 1
3

គ . 1
6

ឃ .

៥៥ . ៃផ្ទ្រកឡាសរុបខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 និងបនា្ទ ត់ y = x េលីចេនា្ល ះ [−1,1] េស្មីនឹង៖

0ក . 1
4

ខ . 1
2

គ . 1ឃ .

៥៦ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ y = sinx និង y = cosx េលីចេនា្ល ះ
[
0,

π
4

]
េស្មីនឹង៖

√
2ក . 1ខ .

√
2+1គ .

√
2−1ឃ .

៥៧ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ y = sinx និង y = cosx េលីចេនា្ល ះ
[

π
4
,
5π
4

]
េស្មីនឹង៖

2
√

2ក .
√

2ខ . 2គ . 4ឃ .

៥៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = ex និងបនា្ទ ត់ y = 1 េលីចេនា្ល ះ [0,1] េស្មីនឹង៖
e−1ក . e−2ខ . eគ . 1ឃ .

៥៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = 2− x2 និងបនា្ទ ត់ y = x េស្មីនឹង៖
7
2

ក . 4ខ . 9
2

គ . 5ឃ .

៦០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 −2x និង y =−x2 +4 េស្មីនឹង៖

8ក . 27
2

ខ . 10គ . 9ឃ .

៦១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 +1 និងបនា្ទ ត់ y = 2x+1 េស្មីនឹង៖
4
3

ក . 2
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៦២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 និង y =
√

x េស្មីនឹង៖
1
6

ក . 1
3

ខ . 2
3

គ . 1
2

ឃ .



116 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៦៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និង y = 8− x2 េស្មីនឹង៖
32
3

ក . 16ខ . 64
3

គ . 128
3

ឃ .

៦៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = 3− x2 និងបនា្ទ ត់េដក y =−1 េស្មីនឹង៖
16
3

ក . 8ខ . 12គ . 32
3

ឃ .

៦៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 −4x+3 និង y =−x2 +2x+3 េស្មីនឹង៖

9ក . 9
2

ខ . 6គ . 12ឃ .

៦៦ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 និងបនា្ទ ត់ y = 4x ក្នុងកា្រដង់ទី ១ (x ≥ 0) េស្មីនឹង៖
2ក . 4ខ . 8គ . 6ឃ .

៦៧ . ៃផ្ទ្រកឡាសរុបខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 និងបនា្ទ ត់ y = 4x េស្មីនឹង៖
4ក . 16ខ . 8គ . 12ឃ .

៦៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = ex និង y = e−x េលីចេនា្ល ះ [0, ln2] េស្មីនឹង៖

1ក . 3
2

ខ . 2គ . 1
2

ឃ .

៦៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
4
x
និងបនា្ទ ត់ y = 5− x េស្មីនឹង៖

15
2
−8ln2ក . 15

2
−4ln2ខ . 9

2
−4ln2គ . 15−8ln2ឃ .

៧០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និង y = 2− x2 េស្មីនឹង៖
4
3

ក . 8
3

ខ . 2គ . 16
3

ឃ .

៧១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 −1 និង y = 1− x2 េស្មីនឹង៖
8
3

ក . 4
3

ខ . 4គ . 16
3

ឃ .

៧២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = 2x2 និង y = x2 +4 េស្មីនឹង៖

16ក . 64
3

ខ . 32
3

គ . 16
3

ឃ .

៧៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
√

x និងបនា្ទ ត់ y = x
2
េស្មីនឹង៖

2
3

ក . 2ខ . 1គ . 4
3

ឃ .
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៧៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 +2 និង y = 4− x2 េស្មីនឹង៖
8
3

ក . 4
3

ខ . 2គ . 16
3

ឃ .

៧៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x4 និង y = x2 េស្មីនឹង៖
2
15

ក . 4
15

ខ . 1
15

គ . 8
15

ឃ .

៧៦ . េបី x = f (y)≥ g(y) េលី [c,d] (េលីអ័ក្ស Oy) េនាះៃផ្ទ្រកឡា្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

S =
∫ d

c
[g(y)− f (y)]dyក . S =

∫ d

c
[ f (y)−g(y)]dyខ .

S =
∫ d

c
f (y)g(y)dyគ . S = π

∫ d

c
[ f (y)−g(y)]2 dyឃ .

៧៧ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលេដក x = y2, អ័ក្ស Oy និងបនា្ទ ត់ y = 0,y = 2 េស្មីនឹង៖
8
3

ក . 4ខ . 4
3

គ . 8ឃ .

៧៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលេដក x = y2 និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 4 េស្មីនឹង៖

16ក . 32
3

ខ . 16
3

គ . 64
3

ឃ .

៧៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលេដក x = y2 និងបនា្ទ ត់ x = y+2 េស្មីនឹង៖

4ក . 7
2

ខ . 9
2

គ . 5ឃ .

៨០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = 2y− y2 និងអ័ក្ស Oy េស្មីនឹង៖
2
3

ក . 2ខ . 1គ . 4
3

ឃ .

៨១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x =
√

y, អ័ក្ស Oy េលីចេនា្ល ះ y ∈ [1,4] េស្មីនឹង៖
14
3

ក . 16
3

ខ . 4គ . 8
3

ឃ .

៨២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = ey, អ័ក្ស Oy េលីចេនា្ល ះ y ∈ [0,1] េស្មីនឹង៖
eក . e−1ខ . e+1គ . 1ឃ .

៨៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x =
1
y
, អ័ក្ស Oy េលីចេនា្ល ះ y ∈ [1,e] េស្មីនឹង៖

eក . 1
e

ខ . 1គ . ln2ឃ .

៨៤ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = y3, អ័ក្ស Oy េលីចេនា្ល ះ y ∈ [0,2] េស្មីនឹង៖
8ក . 2ខ . 16គ . 4ឃ .



118 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៨៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល x = y2 និងបនា្ទ ត់ x = 2y េស្មីនឹង៖
4
3

ក . 2
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៨៦ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = y2 −1 និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 3 េស្មីនឹង៖

16ក . 32
3

ខ . 16
3

គ . 64
3

ឃ .

៨៧ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = 4− y2 និងអ័ក្ស Oy េស្មីនឹង៖
16
3

ក . 8ខ . 32
3

គ . 64
3

ឃ .

៨៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលេដក x = y2 និង x = 8− y2 េស្មីនឹង៖
32
3

ក . 16ខ . 128
3

គ . 64
3

ឃ .

៨៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = y2 −2y និងអ័ក្ស Oy េស្មីនឹង៖
4
3

ក . 2
3

ខ . 2គ . 8
3

ឃ .

៩០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = y2 និង x =
√

y េស្មីនឹង៖
1
6

ក . 1
3

ខ . 2
3

គ . 1
2

ឃ .

៩១ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y =−x2 +2x+3 និងអ័ក្សអាប់សីុស Ox េស្មីនឹង៖
32
3

ក . 16
3

ខ . 9គ . 12ឃ .

៩២ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 −3x+2 និងអ័ក្ស Ox េស្មីនឹង៖
1
3

ក . 1
6

ខ . 1
2

គ . 5
6

ឃ .

៩៣ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 −3x និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,√3] េស្មីនឹង៖
9
2

ក . 3
2

ខ . 9
4

គ . 3ឃ .

៩៤ . ៃផ្ទ្រកឡាសរុបខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x3 −3x និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−√
3,
√

3] េស្មីនឹង៖

0ក . 9
4

ខ . 9គ . 9
2

ឃ .

៩៥ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = e2x −1, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,1] េស្មីនឹង៖
e2 −3

2
ក . e2 −1

2
ខ . e2 −2គ . e2 +1

2
ឃ .



សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

119

៩៦ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2, បនា្ទ ត់ប៉ះ y = 2x−1 និងអ័ក្ស Ox េលី [0,1] គឺ៖
1
6

ក . 1
12

ខ . 1
4

គ . 1
3

ឃ .

៩៧ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
1

x+2
, អ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [0,1] េស្មីនឹង៖

ln
(

3
2

)
ក . ln3ខ . ln2គ . 1

2
ln
(

3
2

)
ឃ .

៩៨ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = 2− x2 និងបនា្ទ ត់ y = x េស្មីនឹង៖
7
2

ក . 4ខ . 5គ . 9
2

ឃ .

៩៩ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = x2 −4x+5 និងបនា្ទ ត់ y = 5− x េស្មីនឹង៖
9
2

ក . 7
2

ខ . 4គ . 6ឃ .

១០០ . ៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូលពីរ y = x2 និង y = 2x− x2 េស្មីនឹង៖
2
3

ក . 1
6

ខ . 1គ . 1
3

ឃ .



120 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . េដាយេ្របីនិយមន័យ ចូរគណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 2

0
3xdx

ខ .
∫ 4

2
4xdx

គ .
∫ 2

0
x2 dx

ឃ .
∫ 2

0
(x2 −5x)dx

ង .
∫ 2

1
x2 dx

ច .
∫ 3

0
(2x+1)dx

ឆ .
∫ 1

0
x3 dx

ជ .
∫ 3

1
(3x2 −2x)dx

ឈ .
∫ 2

0
(4− x2)dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

121



122 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

២ . គណនាតៃម្ល្របែហលៃនៃផ្ទ្រកឡាែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាង y = f (x) និងអ័ក្ស x′Ox េលីចេនា្ល ះ [a,b] ែដល៖
ក . f (x) = 9− x2 ែដល [a,b] = [−3,2] និង n = 5

ខ . f (x) =
1

x+2
ែដល [a,b] = [−1,3] និង n = 4

គ . f (x) =
√

x ែដល [a,b] = [0,4] និង n = 4

ឃ . f (x) = x2 +1 ែដល [a,b] = [0,3] និង n = 6

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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124 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៣ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអាប់សីុសេលីចេនា្ល ះែដលឱ្យ៖

ក . f (x) = x2 ែដល x ∈ [1,3]

ខ . f (x) = x2 +2x−3 ែដល x ∈ [1,3]

គ . f (x) = 2− x3 ែដល x ∈ [−3,−2]

ឃ . f (x) =
3

2x+1
ែដល x ∈ [0,2]

ង . f (x) = 4− x2 ែដល x ∈ [−2,2]

ច . f (x) = x3 −3x2 +2x ែដល x ∈ [0,2]

ឆ . f (x) = cosx ែដល x ∈ [0,π]

ជ . f (x) = ex −1 ែដល x ∈ [0,2]

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

125



126 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៤ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ទាងំពីរ៖
ក . f (x) = x2 +2 និង g(x) = x ចំេពាះ x ∈ [2,5]

ខ . f (x) = x2 និង g(x) = x3 ចំេពាះ x ∈ [0,1]

គ . f (x) =
√

2x+1 និង g(x) = 3x+2 ចំេពាះ x ∈ [0,2]

ឃ . f (x) = ex−1 និង g(x) = x ចំេពាះ x ∈ [1,4]

ង . f (x) = 4− x2 និង g(x) = x+2

ច . f (x) = x3 និង g(x) = 4x

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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128 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៥ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអ័រេដាេណ (Oy) ៖

ក . x = y2 និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 4

ខ . x =
√

y និងបនា្ទ ត់េដក y = 1,y = 4

គ . x = y2 −2y និងអ័ក្ស Oy

ឃ . x = ey អ័ក្ស Oy និងបនា្ទ ត់េដក y = 0,y = 1

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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130 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៦ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ x = y2 និង y = x−2 ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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132 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៧ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x) = sin
(π

2
x
)
និង g(x) = x4 ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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134 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៨ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x)= sin3 x និង g(x)= cos3 x េលីចេនា្ល ះ
[

π
4
,
5π
4

]
។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់
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136 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

៩ . តាង C ជា្រកាបតាងអនុគមន៍ y = e2x −1 និង l ជាបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច P(1,e) ៖
ក . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ l

ខ . រកៃផ្ទ្រកឡា A ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាប C បនា្ទ ត់ l និងអ័ក្សអាប់សីុស។

ដំេណាះ្រសាយ
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138 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

១០ . េគមានប៉ារ៉ាបូល (P) : y =−x2 +4 និងបនា្ទ ត់ (D) : y = mx (ែដល m > 0) ៖
ក . កំណត់តៃម្ល m េដីម្បឱី្យបនា្ទ ត់ (D) ែចកៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ (P) និងអ័ក្ស Ox ជាពីរែផ្នកមានៃផ្ទេស្មីគា្ន ។
ខ . រកៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកនីមួយៗេនាះ។

ដំេណាះ្រសាយ
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140 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

១១ . អនុវត្តន៍ក្នុងេសដ្ឋកិច្ច (Consumer and Producer Surplus) ៖
េនក្នុងទីផ�រទំនិញមួយ អនុគមនត៍្រម�វការគឺ P = D(x) = 100−0.5x និងអនុគមនផ៍្គត់ផ្គង់គឺ P = S(x) = 10+0.5x

(គិតជាពាន់េរៀល) ែដល x ជាបរមិាណទំនិញ (គិតជាឯកតា)។
ក . រកចំណុចលំនឹងទីផ�រ (x0,P0)

ខ . គណនាអតិេរកអ្នកេ្របី្របាស់ (Consumer Surplus) ៖ CS =
∫ x0

0
[D(x)−P0]dx

គ . គណនាអតិេរកអ្នកផលិត (Producer Surplus) ៖ PS =
∫ x0

0
[P0 −S(x)]dx

ដំេណាះ្រសាយ
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142 េមេរៀនទី ៣ ៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់
េម
េរៀ
នទ
ី៣

ៃផ
្ទ្រក
ឡា
ៃន
ែផ
្នកប
្លង់

១២ . លំហាត់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប (BacII Practice) ៖
ក . េគមានប៉ារ៉ាបូល (P) : y =−x2 +2x+3 ។

• រកចំណុច្របសព្វរវាង (P) និងអ័ក្សទាងំពីរ
• គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ (P) និងអ័ក្សអាប់សីុស Ox ។

ខ . េគមានែខ្សេកាងពីរ (C1) : y = x2 −3x+2 និង (C2) : y =−x2 + x+2 ។
• រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាង (C1) និង (C2)

• គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងទាងំពីរ។
គ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = (x−1)ex មាន្រកាបតាង (C) ៖

• រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េទនឹង្រកាប (C) ្រតង់ចំណុចែដលមានអាប់សីុស x = 0

• គណនាៃផ្ទ្រកឡា A ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C) អ័ក្សអាប់សីុស និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1,x = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
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មាឌសលូតី និង្របែវងធ្នូមាឌសលូតី និង្របែវងធ្នូ

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤៤

១ មាឌសលូតីបរវិត្ត

១.១ សញញ ណ្រគឹះ និងការែបងែចកជាសុឡីាងំេស្តើង

សញញ ណៃនសូលីតបរវិត្ត៖ (េសៀវេភពុម្ពទំព័រ ៥០-៥១)
េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) ជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] ។ រង្វិលៃនៃផ្ទ
Γ ខណ្ឌ េដាយ្រកាប f និងអ័ក្សអាប់សីុសចេនា្ល ះ x = a និង
x = b ជំុវញិអ័ក្ស x′Ox បេង្កីតបានជាសូលីតបរវិត្តមួយ។
ការែបងែចករកមាឌ៖
• ែចក [a,b]ជា n ចំែណកទទឹង ∆x េស្មីៗគា្ន ។
• ៃផ្ទថាសមុខកាត់៖ A (xk) = π[ f (xk)]

2

• មាឌសីុឡាងំេស្ដីង៖ ∆Vk = π[ f (xk)]
2∆x

• មាឌសរុប៖ V ≈
n

∑
k=1

π[ f (xk)]
2∆x

កាលណា n →+∞ =⇒ ∆x → 0 េគបានមាឌសូលីតបរវិត្ត៖

V = lim
n→+∞

n

∑
k=1

π[ f (xk)]
2∆x = π

∫ b

a
[ f (x)]2 dx

x

y

O bxa

∆x
មាឌសីុឡាងំមុខកាត់
V = π[ f (xk)]

2∆x

ចំណា៖ំ រូបមន្តខាងេលីបងា្ហ ញថាមាឌសូលីតបរវិត្ត គេឺស្មីនឹងផលបូកអាងំេត្រកាលៃនៃផ្ទ្រកឡាថាសមុខកាត់A (x) =
π[ f (x)]2 ពី x = a ដល់ x = b ៖

V =
∫ b

a
A (x)dx = π

∫ b

a
[ f (x)]2 dx
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146 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

១.២ វិធីសា�ស្តបន្ទះមូល (The Disk Method)

្រទឹស្តបីទ ១ : របូមន្តវិធីសា�ស្តបន្ទះមូល (The Disk Method)្រទឹស្តបីទ ១ : របូមន្តវិធីសា�ស្តបន្ទះមូល (The Disk Method)

a. រង្វិលជំុវញិអ័ក្សអាប់សីុស Ox៖ េបី f ជាអនុគមន៍ជាប់ និងមិនអវជិ្ជមានេលី [a,b] េនាះមាឌសូលីតបរវិត្តែដល
េកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C) : y = f (x) អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ តឈ់រ x = a , x = b
គឺ៖

VOx = π
∫ b

a

[
f (x)

]2 dx (ឯកតាមាឌ)

b. រង្វិលជំុវញិអ័ក្សអ័រេដាេណ Oy៖ េបី g ជាអនុគមន៍ជាប់ និងមិនអវជិ្ជមានេលី [c,d] េនាះមាឌសូលីតបរវិត្តែដល
េកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Oy ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប x = g(y) អ័ក្ស Oy និងបនា្ទ តេ់ដក y = c , y = d គឺ៖

VOy = π
∫ d

c

[
g(y)

]2 dy (ឯកតាមាឌ)

a. រង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox

x

y

O

(C) : y = f (x)

a b

R(x)

x

∆x

A (x) = π[ f (x)]2 =⇒ VOx = π
∫ b

a [ f (x)]
2 dx

b. រង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Oy

y

x
O

(C) : x = g(y)

c

d

R(y)
y∆y

A (y) = π[g(y)]2 =⇒ VOy = π
∫ d

c [g(y)]
2 dy

លហំាត់គំរ ូ ១

គណនាមាឌសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប y =
√

x អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ តឈ់រ
x = 4 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក្រមិត្រពំែដនគឺពី x = 0 ដល់ x = 4 ។
តាមរូបមន្តវធីិសា�ស្តបន្ទះមូល៖

V = π
∫ 4

0
(
√

x)2 dx = π
∫ 4

0
xdx = π

[
x2

2

]4

0
= π

(
16
2
−0
)
= 8π (ឯកតាមាឌ)



១ មាឌសូលីតបរវិត្ត
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លហំាត់គំរ ូ ២

[រូបមន្តមាឌែស្វ៊រ] ្រសាយបញ្ជ ក់ថាមាឌៃនែស្វ៊រកាំ R គឺ V =
4
3

πR3 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ែស្វ៊រកាំ R េកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនកន្លះរង្វង់ខាងេលី y =
√

R2 − x2 េលីចេនា្ល ះ [−R,R] ។
េគបាន៖

V = π
∫ R

−R
(
√

R2 − x2)2 dx = π
∫ R

−R
(R2 − x2)dx

េដាយអនុគមន៍ f (x) = R2 − x2 ជាអនុគមន៍គូ៖

V = 2π
∫ R

0
(R2 − x2)dx = 2π

[
R2x− x3

3

]R

0
= 2π

(
R3 − R3

3

)
= 2π

(
2
3

R3
)
=

4
3

πR3

ដូចេនះ មាឌែស្វ៊រកាំ R គឺ V =
4
3

πR3 ។

១.៣ វិធីសា�ស្ត្រកវិល (The Washer Method)

្រទឹស្តបីទ ២ : វិលជុំវិញអ័ក្ស Ox្រទឹស្តបីទ ២ : វិលជុំវិញអ័ក្ស Ox

េបី f (x) ≥ g(x) ≥ 0 េលីចេនា្ល ះ [a,b] េនាះមាឌ V ៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់
ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ (C1) : y = f (x) និង (C2) : y = g(x) ចេនា្ល ះ x = a និង x = b ្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

V = π
∫ b

a

([
f (x)

]2 − [g(x)]2)dx (ឯកតាមាឌ)

x

y

O

y = f (x) (កាេំ្រក)

y = g(x) (កាកំ្នុង)

a bx

r(x)

R(x)

∆x

ៃផ្ទ្រកឡា្រកវលិ A(x) = π
[
R2(x)− r2(x)

]
=⇒ V = π

∫ b
a

(
[ f (x)]2 − [g(x)]2

)
dx



148 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤
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្រទឹស្តបីទ ៣ : វិលជុំវិញអ័ក្ស Oy្រទឹស្តបីទ ៣ : វិលជុំវិញអ័ក្ស Oy

េបី f (y) ≥ g(y) ≥ 0 េលីចេនា្ល ះ [c,d] េនាះមាឌ V ៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Oy ៃនែដនប្លង់
ខណ្ឌ េដាយ x = f (y) និង x = g(y) ចេនា្ល ះ y = c និង y = d ្រត�វបានកំណត់េដាយ៖

V = π
∫ d

c

([
f (y)

]2 − [g(y)]2)dy (ឯកតាមាឌ)

x

y

O

x = f (y) (កាេំ្រក)
x = g(y) (កាកំ្នុង)

c

d

y
r(y)

R(y)
∆y

ៃផ្ទ្រកឡា្រកវលិ A(y) = π
[
R2(y)− r2(y)

]
=⇒ V = π

∫ d
c

(
[ f (y)]2 − [g(y)]2

)
dy

លហំាត់គំរ ូ ៣

គណនាមាឌសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល y = x2 និងបនា្ទ ត់ y = 2x ។

ដំេណាះ្រសាយ

រកអាប់សីុសចំណុច្របសព្វ៖ x2 = 2x ⇐⇒ x(x−2) = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2 ។
េលីចេនា្ល ះ [0,2] េគបាន 2x ≥ x2 ≥ 0 ។
តាមរូបមន្តវធីិសា�ស្ត្រកវលិ៖

V = π
∫ 2

0

(
(2x)2 − (x2)2

)
dx = π

∫ 2

0
(4x2 − x4)dx

V = π
[

4x3

3
− x5

5

]2

0
= π

(
32
3
− 32

5

)
= 32π

(
5−3

15

)
=

64π
15

(ឯកតាមាឌ)
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២ ការគណនា្របែវងធ្នូៃនែខ្សេកាង (Arc Length)

២.១ ការទាញយករបូមន្តតាម្រតីេកាណឌីេផរង៉់ែស្យល

សញញ ណៃន្របែវងធ្នូ៖ (េសៀវេភពុម្ពទំព័រ ៥៧)
េគមានអនុគមន៍ y = f (x)ជាប់ នងិមានេដរេីវេលី [a,b] េហយីមាន្រកាប C ។
េគែចកចេនា្ល ះ [a,b]ជា n ចំែណក រចួយកចំណុច P0(x, f (x)) និង P1(x+∆x, f (x+∆x)) ៖

• កំេណីនេលីអ័ក្សឈរ៖ ∆y = f (x+∆x)− f (x)

• ្របែវងអង្កត់ធ្នូ P0P1 គឺ៖ ∆L = P0P1 =
√

(∆x)2 +(∆y)2 =

√
1+
(

∆y
∆x

)2
·∆x

• កាលណា ∆x → 0 េនាះ ∆y
∆x

→ dy
dx

= f ′(x) េហយីឌីេផរង់៉ែស្យល្របែវងធ្នូគឺ៖

dL =

√
1+
(

dy
dx

)2

dx =
√

1+[ f ′(x)]2 dx

ផលបូកៃន្របែវងធ្នូទាងំអស់ខិតេទរក្របែវងធ្នូពិត្របាកដ L ៃន្រកាប C ចេនា្ល ះ x = a និង x = b ៖

L =
∫ b

a

√
1+[ f ′(x)]2 dx

x

y

O

y = f (x)

∆L

∆x

∆y

P0(x, f (x))

P1(x+∆x, f (x+∆x))

x

f (x)

x+∆x

f (x+∆x)

a b

∆L =
√
(∆x)2 +(∆y)2 =

√
1+
(

∆y
∆x

)2
∆x
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២.២ របូមន្តទូេទ

្រទឹស្តបីទ ៤ : របូមន្ត្របែវងធ្នូ្រទឹស្តបីទ ៤ : របូមន្ត្របែវងធ្នូ
១. េបីែខ្សេកាងមានសមីការ y = f (x) ែដល f ′ ជាប់េលីចេនា្ល ះ [a,b] េនាះ្របែវងធ្នូ L ពី x = a ដល់ x = b ្រត�វ
បានកំណត់េដាយ៖

L =
∫ b

a

√
1+
[

f ′(x)
]2 dx =

∫ b

a

√
1+
(

dy
dx

)2

dx (ឯកតា្របែវង)

២. េបីែខ្សេកាងមានសមីការ x = g(y) ែដល g′ ជាប់េលីចេនា្ល ះ [c,d] េនាះ្របែវងធ្នូ L ពី y = c ដល់ y = d ្រត�វ
បានកំណត់េដាយ៖

L =
∫ d

c

√
1+
[
g′(y)

]2 dy =
∫ d

c

√
1+
(

dx
dy

)2

dy (ឯកតា្របែវង)

លហំាត់គំរ ូ ៤

[លំហាត់គំរូេសៀវេភពុម្ពទំព័រ ៥៧] គណនា្របែវងធ្នូៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x) =
4
√

2
3

x
3
2 −1 េនចេនា្ល ះបនា្ទ ត់ឈរ

x = 0 និង x = 1 ។

ដំេណាះ្រសាយ

េដរេីវៃនអនុគមន៍៖

y′ = f ′(x) =
4
√

2
3

· 3
2

x
3
2−1 = 2

√
2x

1
2 = 2

√
2
√

x

េគបាន៖
1+(y′)2 = 1+(2

√
2
√

x)2 = 1+8x

តាមរូបមន្ត្របែវងធ្នូ៖

L =
∫ 1

0

√
1+[ f ′(x)]2 dx =

∫ 1

0

√
1+8xdx =

1
8

∫ 1

0
(1+8x)

1
2 (1+8x)′ dx

L =
1
8

[
2
3
(1+8x)

3
2

]1

0
=

1
12

[
9

3
2 −1

3
2

]
=

1
12

(27−1) =
26
12

=
13
6

(ឯកតា្របែវង)
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សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) — េមេរៀនទី ៤

ការែណនា៖ំ ចូរេ្រជីសេរសីចេម្លីយែដល្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក, ខ, គ ឬ ឃ ចំេពាះសំណួរនីមួយៗ
ខាងេ្រកាម៖

១ . រូបមន្តគណនាមាឌសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាប y = f (x) អ័ក្ស Ox និង
បនា្ទ ត់ឈរ x = a,x = b គឺ៖

V = π
∫ b

a
[ f (x)]2 dxក . V = 2π

∫ b

a
f (x)dxខ .

V = π
∫ b

a
f (x)dxគ . V =

∫ b

a
[ f (x)]2 dxឃ .

២ . ក្នុងវធីិសា�ស្តថាស (Disk Method) ៃផ្ទមុខកាតក់ាតែ់កងនឹងអ័ក្ស Ox ្រតង់ចំណុច x មានរាងជាថាសរង្វង់ែដលមាន
្រកឡាៃផ្ទ៖

A (x) = 2π f (x)ក . A (x) = π[ f (x)]2ខ .
A (x) = π f (x)គ . A (x) = [ f (x)]2ឃ .

៣ . មាឌៃនបន្ទះសីុឡាងំេស្ដីង (Element of volume) ក្រមាស់ ∆x ក្នុងវធីិសា�ស្តថាសគឺ៖
∆V = 2π f (x)∆xក . ∆V = π f (x)∆xខ .
∆V = π[ f (x)]2∆xគ . ∆V = [ f (x)]2∆xឃ .

៤ . េបីែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបពីរ y = f (x) និង y = g(x) (ែដល f (x) ≥ g(x) ≥ 0) វលិជំុវញិ Ox េនាះមាឌសូលីត
គណនាតាមវធីិសា�ស្តចិេញ្ច �ន (Washer Method) គឺ៖

V = π
∫ b

a
[ f (x)−g(x)]2 dxក . V =

∫ b

a
[ f 2(x)−g2(x)]dxខ .

V = 2π
∫ b

a
[ f (x)−g(x)]dxគ . V = π

∫ b

a
([ f (x)]2 − [g(x)]2)dxឃ .

៥ . ឯកតាៃនមាឌសូលីតបរវិត្តែដលគណនាតាមអាងំេត្រកាលជាទូេទ្រត�វបានតាងេដាយ៖
ឯកតាមាឌ (Cubic units)ក . ឯកតាៃផ្ទ (Square units)ខ .
ឯកតា្របែវង (Unit length)គ . រ៉ាដ្យង់ (Radian)ឃ .

៦ . េបីែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង x = g(y) អ័ក្ស Oy និងបនា្ទ ត់េដក y = c,y = d វលិជំុវញិអ័ក្ស Oy េនាះមាឌសូលីត
គឺ៖

V = 2π
∫ d

c
g(y)dyក . V = π

∫ d

c
[g(y)]2 dyខ .

V = π
∫ d

c
g(y)dyគ . V =

∫ d

c
[g(y)]2 dyឃ .

៧ . រូបមន្តគណនា្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ y = f (x) ពី x = a ដល់ x = b គឺ៖
L =

∫ b

a

√
1− [ f ′(x)]2 dxក . L =

∫ b

a
[1+ f ′(x)]dxខ .

L =
∫ b

a

√
1+[ f ′(x)]2 dxគ . L =

∫ b

a

√
1+[ f (x)]2 dxឃ .



152 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៨ . ធាតុ្របែវងធ្នូឌីេផរង់៉ែស្យល (Differential of arc length) ds ៃនែខ្សេកាង y = f (x) េស្មីនឹង៖
ds = (1+ y′)dxក . ds =

√
1− (y′)2 dxខ .

ds = [1+(y′)2]dxគ . ds =
√

1+(y′)2 dxឃ .

៩ . េបីែខ្សេកាងមានសមីការ x = g(y) ពី y = c ដល់ y = d េនាះ្របែវងធ្នូ L េស្មីនឹង៖
L =

∫ d

c

√
1+[g′(y)]2 dyក . L =

∫ d

c
[1+g′(y)]dyខ .

L = π
∫ d

c

√
1+[g′(y)]2 dyគ . L =

∫ d

c

√
1− [g′(y)]2 dyឃ .

១០ . ្រតីេកាណែកងមួយមានបាត្របែវង h េលីអ័ក្ស Ox និងកម្ពស់ r ។ កាលណាវលិជំុវញិ Ox បេង្កីតបានជាេកានែដលមាន
មាឌ៖

V = πr2hក . V =
1
3

πr2hខ .

V =
2
3

πr2hគ . V =
4
3

πr2hឃ .

១១ . ចតុេកាណែកងមួយមានវមិា្រត r និង h កាលណារង្វិលជំុវញិ្រជ�ងមួយ្របែវង h បេង្កីតបានជា៖
េកានមាឌ 1

3
πr2hក . ែស្វ៊រមាឌ 4

3
πr3ខ .

សីុឡាងំ្រតង់មាឌ πr2hគ . ច�ងា្ក នកាត់ឃ .

១២ . កន្លះរង្វង់ y =
√

R2 − x2 េលីចេនា្ល ះ [−R,R]កាលណាវលិជំុវញិអ័ក្ស Ox បេង្កីតបានជាែស្វ៊រែដលមានមាឌ៖
V = 2πR3ក . V = πR3ខ .

V =
2
3

πR3គ . V =
4
3

πR3ឃ .

១៣ . េបីអនុគមន៍ f (x) = k (េថរវជិ្ជមាន) េលីចេនា្ល ះ [a,b] េនាះមាឌសូលីតបរវិត្តជំុវញិ Ox េស្មីនឹង៖
V = πk2(b−a)ក . V = πk(b−a)ខ . V = 2πk2(b−a)គ . V = πk2ឃ .

១៤ . េបីអនុគមន៍ f (x)≤ 0 េលី [a,b] េនាះមាឌសូលីតបរវិត្តជំុវញិអ័ក្ស Ox គឺ៖
V =−π

∫ b

a
[ f (x)]2 dxក . V = π

∫ b

a
[ f (x)]2 dxខ .

V = 0គ . V =−π
∫ b

a
f (x)dxឃ .

១៥ . លីមីតៃនផលបូក Riemann lim
n→+∞

n

∑
k=1

π[ f (xk)]
2∆x តំណាងឱ្យ៖

ៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់េ្រកាម្រកាបក . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាងខ .

មាឌសូលីតបរវិត្តជំុវញិអ័ក្ស Oxគ . បរមិា្រតៃនែដនប្លង់ឃ .

១៦ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនបនា្ទ ត់ y = x េលីចេនា្ល ះ [0,2] គឺ៖
4π
3

ក . 4πខ . 16π
3

គ . 8π
3

ឃ .

១៧ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនប៉ារ៉ាបូល y = x2 េលីចេនា្ល ះ [0,1] គឺ៖
π
5

ក . π
3

ខ . 2π
5

គ . π
4

ឃ .
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១៨ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែខ្សេកាង y =
√

x េលីចេនា្ល ះ [0,4] គឺ៖
4πក . 8πខ . 16πគ . 2πឃ .

១៩ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែខ្សេកាង y =
√

x េលីចេនា្ល ះ [1,9] គឺ៖
20πក . 80πខ . 40πគ . 10πឃ .

២០ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែខ្សេកាង y = x3 េលីចេនា្ល ះ [0,1] គឺ៖
π
4

ក . π
6

ខ . 2π
7

គ . π
7

ឃ .

២១ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនបនា្ទ ត់ y = 2x េលីចេនា្ល ះ [0,3] គឺ៖
36πក . 18πខ . 12πគ . 54πឃ .

២២ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែខ្សេកាង y =
√

2x+1 េលីចេនា្ល ះ [0,4] គឺ៖
10πក . 20πខ . 16πគ . 24πឃ .

២៣ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y = ex េលីចេនា្ល ះ [0,1] គឺ៖
π(e2 −1)ក . π

2
(e−1)ខ .

π
2
(e2 −1)គ . π(e−1)ឃ .

២៤ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y = e−x េលីចេនា្ល ះ [0, ln2] គឺ៖
π
4

ក . π
2

ខ . 3π
4

គ . 3π
8

ឃ .

២៥ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y = sinx េលីចេនា្ល ះ [0,π] គឺ៖
π2

2
ក . π2ខ . 2πគ . π

2
ឃ .

២៦ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y = cosx េលីចេនា្ល ះ
[
0,

π
2

]
គឺ៖

π2

2
ក . π2

4
ខ . πគ . π

4
ឃ .

២៧ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y =
1
x
េលីចេនា្ល ះ [1,3] គឺ៖

π
3

ក . π ln3ខ . 2π
3

គ . 4π
3

ឃ .

២៨ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y =
1√
x
េលីចេនា្ល ះ [1,4] គឺ៖

π ln2ក . 4πខ . 3πគ . 2π ln2ឃ .

២៩ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនបនា្ទ ត់ y = 3− x េលីចេនា្ល ះ [0,3] គឺ៖
9πក . 27πខ . 3πគ . 9π

2
ឃ .

៣០ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y =
√

4− x2 េលីចេនា្ល ះ [0,2] គឺ៖
8π
3

ក . 16π
3

ខ . 32π
3

គ . 4πឃ .
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៣១ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនកន្លះរង្វង់ y =
√

9− x2 េលីចេនា្ល ះ [−3,3] គឺ៖
18πក . 72πខ . 36πគ . 54πឃ .

៣២ . មាឌែស្វ៊រកាំ r ែដលេកីតពីរង្វិលកន្លះរង្វង់ y =
√

r2 − x2 ជំុវញិអ័ក្ស Ox េស្មីនឹង៖
πr3ក . 2πr3ខ . 2

3
πr3គ . 4

3
πr3ឃ .

៣៣ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ y = 2x− x2 និងអ័ក្ស Ox គឺ៖
16π
15

ក . 8π
15

ខ . 4π
3

គ . 32π
15

ឃ .

៣៤ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ y = 1− x2 និងអ័ក្ស Ox គឺ៖
8π
15

ក . 16π
15

ខ . 4π
15

គ . 2π
3

ឃ .

៣៥ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ y = 4− x2 និងអ័ក្ស Ox គឺ៖
256π

15
ក . 128π

15
ខ . 512π

15
គ . 64π

5
ឃ .

៣៦ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x និង y = x2 គឺ៖
π
15

ក . 4π
15

ខ . π
30

គ . 2π
15

ឃ .

៣៧ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x និង y = x គឺ៖
π
6

ក . π
3

ខ . π
2

គ . π
12

ឃ .

៣៨ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x និង y = x2 គឺ៖
π
10

ក . 3π
10

ខ . 7π
10

គ . 2π
5

ឃ .

៣៩ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 2x និង y = x2 គឺ៖
32π
15

ក . 16π
15

ខ . 64π
15

គ . 8π
5

ឃ .

៤០ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 4 និង y = x2 គឺ៖
128π

5
ក . 64π

5
ខ . 512π

15
គ . 256π

5
ឃ .

៤១ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 2, y =
√

x និង x = 0 គឺ៖
8πក . 4πខ . 16πគ . 12πឃ .

៤២ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x+2 និង y = x2 គឺ៖
36π

5
ក . 72π

5
ខ . 108π

5
គ . 144π

5
ឃ .

៤៣ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 3x និង y = x2 គឺ៖
81π

5
ក . 243π

5
ខ . 162π

5
គ . 54π

5
ឃ .

៤៤ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

8x និង y = x2 គឺ៖
24π

5
ក . 32π

5
ខ . 16π

5
គ . 48π

5
ឃ .
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៤៥ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = ex និង y = 1 េលី [0,1] គឺ៖
π
2
(e2 −3)ក . π

2
(e2 −1)ខ .

π(e2 −2)គ . π(e−1)2ឃ .

៤៦ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនេ្រកាម y = secx េលី
[
0,

π
4

]
គឺ៖

π
2

ក . πខ . 2πគ . π2

4
ឃ .

៤៧ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = secx និង y = 1 េលី
[
0,

π
4

]
គឺ៖

π(1−π)ក . π
2

ខ .
π(4−π)

4
គ . π −1ឃ .

៤៨ . មាឌសូលីតែដលេកីតពីរង្វិលែដនេ្រកាម y =
1
x
ពី x = 1 ដល់ x = a (a →+∞) ជំុវញិ Ox គឺ៖

+∞ក . π
2

ខ . 2πគ . πឃ .

៤៩ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x2 +1 និង y = 1 េលី [0,1] គឺ៖
11π
15

ក . 7π
15

ខ . 13π
15

គ . 8π
15

ឃ .

៥០ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 2
√

x និង y = x គឺ៖
16π

3
ក . 32π

3
ខ . 64π

3
គ . 8πឃ .

៥១ . សូលីតែដលេកីតពីរង្វិលរង្វង់ x2 + y2 = a2 ជំុវញិអ័ក្ស Ox គឺជា៖
សីុឡាងំ្រតង់ក . េកានបរវិត្តខ .

ែស្វ៊រកាំ a ែដលមានមាឌ 4
3

πa3គ . តូរុស (Torus)ឃ .

៥២ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = cosx និង y = sinx េលី
[
0,

π
4

]
គឺ៖

πក . π
4

ខ . π2

4
គ . π

2
ឃ .

៥៣ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនេ្រកាម y =
√

x េលីចេនា្ល ះ [1,4] គឺ៖
15π

2
ក . 17π

2
ខ . 8πគ . 7πឃ .

៥៤ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 2− x2 និង y = 1 គឺ៖
28π
15

ក . 56π
15

ខ . 14π
15

គ . 42π
15

ឃ .

៥៥ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x−1, x = 5 និង y = 0 គឺ៖
4πក . 16πខ . 8πគ . 12πឃ .

៥៦ . រូបមន្តគណនាមាឌសូលីតបរវិត្តជំុវញិអ័ក្ស Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ x = g(y) េលីចេនា្ល ះ [c,d] គឺ៖
V =

∫ d

c
[g(y)]2 dyក . V = π

∫ d

c
g(y)dyខ .

V = 2π
∫ d

c
yg(y)dyគ . V = π

∫ d

c
[g(y)]2 dyឃ .
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៥៧ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x2,y = 4,x = 0 (កា្រដង់ទី១) គឺ៖
8πក . 16πខ . 4πគ . 32π

5
ឃ .

៥៨ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x2,y = 1,x = 0 គឺ៖
πក . π

2
ខ . π

4
គ . π

5
ឃ .

៥៩ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x,y = 2,x = 0 គឺ៖
16π

5
ក . 64π

5
ខ . 32π

5
គ . 8πឃ .

៦០ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = 2x,y = 4,x = 0 គឺ៖
8π
3

ក . 32π
3

ខ . 8πគ . 16π
3

ឃ .

៦១ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x3,y = 8,x = 0 គឺ៖
96π

5
ក . 48π

5
ខ . 32π

3
គ . 16πឃ .

៦២ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ x =
√

4− y2 និង x = 0 គឺ៖
16π

3
ក . 32π

3
ខ . 16πគ . 8πឃ .

៦៣ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = lnx,y = 0,y = 1,x = 0 គឺ៖
π(e2 −1)ក . π(e−1)ខ .
π
2
(e2 −1)គ . π

2
(e−1)ឃ .

៦៤ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
1
x
,y = 1,y = 2,x = 0 គឺ៖

π ln2ក . πខ . π
4

គ . π
2

ឃ .

៦៥ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ x = y2 និង x = y គឺ៖
2π
15

ក . π
15

ខ . 4π
15

គ . π
6

ឃ .

៦៦ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ x = y2 និង x = 2y គឺ៖
32π
15

ក . 64π
15

ខ . 16π
15

គ . 4πឃ .

៦៧ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x,x = 4,y = 0 គឺ៖
64π

5
ក . 32πខ . 128π

5
គ . 256π

5
ឃ .

៦៨ . មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x2 និង y = 2x គឺ៖
16π

3
ក . 4πខ . 4π

3
គ . 8π

3
ឃ .

៦៩ . កាលណាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ x = f (y) វលិជំុវញិ Oy មុខកាត់កាត់ែកងនឹង Oy គឺជា៖
ថាសរង្វង់ែដលមានកាំ R = f (y)ក . កាេរែ៉ដលមាន្រជ�ង f (y)ខ .
្រតីេកាណសម័ង្សគ . ពង្រកេពីឃ .
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៧០ . តាង Vx ជាមាឌេកីតពីរង្វិល y = x2 េលី [0,1] ជំុវញិ Ox េហយី Vy េកីតពីរង្វិលែដនដែដលជំុវញិ Oy ។ េនាះ Vx +Vy

េស្មី៖
π
2

ក . 7π
10

ខ . πគ . 3π
5

ឃ .

៧១ . រូបមន្ត្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y = f (x) េលីចេនា្ល ះ [a,b] គឺ៖
L =

∫ b

a

√
1− [ f ′(x)]2 dxក . L =

∫ b

a
[1+( f ′(x))2]dxខ .

L =
∫ b

a

√
1+[ f ′(x)]2 dxគ . L =

∫ b

a

√
1+ f (x)dxឃ .

៧២ . ្របែវងធ្នូនៃនបនា្ទ ត់្រតង់ y = mx+ c េលីចេនា្ល ះ [a,b] េស្មីនឹង៖
(b−a)

√
1−m2ក . (b−a)(1+m)ខ . m(b−a)គ . (b−a)

√
1+m2ឃ .

៧៣ . ្របែវងធ្នូនៃនបនា្ទ ត់ y =
4
3

x ពី x = 0 ដល់ x = 3 គឺ៖
5ក . 4ខ . 3គ . 5

3
ឃ .

៧៤ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y =
2
3

x
3
2 ពី x = 0 ដល់ x = 3 គឺ៖

7
3

ក . 14
3

ខ . 16
3

គ . 8
3

ឃ .

៧៥ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y =
1
3
(x2 +2)

3
2 ពី x = 0 ដល់ x = 3 គឺ៖

9ក . 10ខ . 12គ . 15ឃ .

៧៦ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y = ln(cosx) ពី x = 0 ដល់ x = π
4
គឺ៖

ln2ក .
√

2−1ខ .
√

2
2

គ . ln(
√

2+1)ឃ .

៧៧ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y = ln(sinx) ពី x =
π
4
ដល់ x = π

2
គឺ៖

ln(
√

2+1)ក . ln(
√

2−1)ខ . ln2គ . π
4

ឃ .

៧៨ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y =
x3

6
+

1
2x
ពី x = 1 ដល់ x = 2 គឺ៖

5
4

ក . 17
12

ខ . 19
12

គ . 3
2

ឃ .

៧៩ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y =
x4

16
+

1
2x2 ពី x = 1 ដល់ x = 2 គឺ៖

15
16

ក . 19
16

ខ . 21
16

គ . 23
16

ឃ .

៨០ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្ស្រចវ៉ាក់កាេតណារ (Catenary) y =
ex + e−x

2
ពី x = 0 ដល់ x = ln2 គឺ៖

1
2

ក . 1ខ . 5
4

គ . 3
4

ឃ .

៨១ . ្របែវងធ្នូនៃនកន្លះរង្វង់ខាងេលី y =
√

R2 − x2 ពី x =−R ដល់ x = R គឺ៖
πRក . 2πRខ . πR

2
គ . πR2ឃ .
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៨២ . បរមិា្រតរង្វង់កាំ R គឺ C = 2πR ។ េនាះ្របែវងធ្នូនៃនមួយភាគបួនរង្វង់ (Quadrant) គឺ៖
πRក . πR

2
ខ . πR

4
គ . 2πRឃ .

៨៣ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y =
ex + e−x

2
ពី x =−1 ដល់ x = 1 គឺ៖

e+
1
e

ក . 2eខ . e− 1
e

គ . e−1
2

ឃ .

៨៤ . ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង x =
2
3
(y−1)

3
2 ពី y = 1 ដល់ y = 4 គឺ៖

7
3

ក . 8
3

ខ . 16
3

គ . 14
3

ឃ .

៨៥ . េបី f ′(x) = 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a,b] េនាះែខ្សេកាងជាអង្កត់េដក េហយី្របែវងធ្នូរបស់វាគឺ៖
b−aក . (b−a)2ខ . 0គ .

√
b−aឃ .

៨៦ . សូលីតប៉ារ៉ាបូឡូអីុតេកីតពីរង្វិល y =
√

x េលី [0,h] ជំុវញិ Ox មានកាបំាត R =
√

h ។ មាឌរបស់វាគឺ៖
V = πR2hក . V =

1
2

πR2hខ .

V =
1
3

πR2hគ . V =
2
3

πR2hឃ .

៨៧ . រង្វិលៃនបនា្ទ ត់ y = r
h

x េលី [0,h] ជំុវញិ Ox បេង្កីតបានជាេកាន្រតង់ែដលមានមាឌ៖
V = πr2hក . V =

2
3

πr2hខ .

V =
1
3

πr2hគ . V =
1
2

πr2hឃ .

៨៨ . រូបមន្តមាឌេកានកាត់ែដលមានកាបំាតទាងំពីរ r1,r2 និងកម្ពស់ h គឺ៖
V =

1
3

πh(r1 + r2)
2ក . V = πh(r2

1 + r2
2)ខ .

V =
1
2

πh(r2
1 + r2

2)គ . V =
1
3

πh(r2
1 + r1r2 + r2

2)ឃ .

៨៩ . មាឌកំណាត់ែស្វ៊រកម្ពស់ h ៃនែស្វ៊រកាំ R (h ≤ R) កំណត់េដាយរូបមន្ត៖
V =

1
3

πh2(3R−h)ក . V =
1
3

πh2(R+h)ខ .

V = πh2(2R−h)គ . V =
4
3

πRh2ឃ .

៩០ . តូរុស (Torus) េកីតពីរង្វិលរង្វង់ (x−R)2 + y2 ≤ r2 (R > r) ជំុវញិអ័ក្ស Oy មានមាឌេស្មីនឹង៖
π2Rr2ក . 2π2Rr2ខ . 4π2R2rគ . 2πR ·πrឃ .

៩១ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =−x2 +4 និង y = 0 គឺ៖
128π

15
ក . 256π

15
ខ . 512π

15
គ . 64π

3
ឃ .

៩២ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x2 និង y = 2x គឺ៖
32π
15

ក . 16π
15

ខ . 8π
5

គ . 64π
15

ឃ .
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៩៣ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x និង y =
x
2
គឺ៖

8π
3

ក . 16π
3

ខ . 4π
3

គ . 4πឃ .

៩៤ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = ex,x = 0,x = 1 និង y = 0 គឺ៖
π(e2 −1)ក . π

2
(e2 −1)ខ .

π
2
(e−1)គ . π(e−1)ឃ .

៩៥ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃន្រកាប y = sinx េលីចេនា្ល ះ [0,π] គឺ៖
π2ក . 2πខ . π2

2
គ . π

2
ឃ .

៩៦ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
√

x,x = 4,y = 0 គឺ៖
64π

5
ក . 16πខ . 32πគ . 128π

5
ឃ .

៩៧ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនកា្រដង់ទី១ ខណ្ឌ េដាយ y = 4− x2,x = 0,y = 0 គឺ៖
8πក . 16πខ . 4πគ . 32π

3
ឃ .

៩៨ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Oy ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y = x2 និង y = 4 គឺ៖
4πក . 8πខ . 16πគ . 16π

3
ឃ .

៩៩ . (បាក់ឌុប) ្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាង y =
2
3

x
3
2 ពី x = 0 ដល់ x = 8 គឺ៖

26
3

ក . 50
3

ខ . 52
3

គ . 18ឃ .

១០០ . (បាក់ឌុប) មាឌសូលីតបរវិត្តេកីតពីរង្វិលជំុវញិ Ox ៃនែដនខណ្ឌ េដាយ y =
1

x+1
េលី [0,1] គឺ៖

πក . π
4

ខ . 3π
4

គ . π
2

ឃ .
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លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . គណនាមាឌៃនសូលីតបរវិត្តែដលកំណតប់ានពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស x′Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍៖

ក . y = 2x+1, អ័ក្ស x′Ox, x = 1 និង x = 3

ខ . y = x2 +1, អ័ក្ស x′Ox, x = 0 និង x = 3

គ . y =
√

x−3, អ័ក្ស x′Ox, x = 4 េទ x = 9

ឃ . y = ex, អ័ក្ស x′Ox, x = 0 និង x = 1

ង . y = sinx, អ័ក្ស x′Ox, x = 0 េទ x = π

ច . y =
2
x
, អ័ក្ស x′Ox, x = 1 េទ x = 4

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍
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ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

២ . គណនាមាឌៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស x′Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍៖
ក . f (x) = x2 និង g(x) = 4x− x2

ខ . f (x) = x2 −2x+3 និង g(x) = 9− x

គ . f (x) =
√

x និង g(x) = x2

ឃ . f (x) = 4− x2 និង g(x) = x+2

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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164 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៣ . គណនាមាឌៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្សអ័រេដាេណ y′Oy ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ៖

ក . x = y2 និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 4 ខ . y = lnx, អ័ក្ស Oy និង y = 0,y = 2

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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166 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៤ . ចំេពាះអនុគមន៍ F(x) =
∫ x

1
sin(πt)dt ។ គណនា៖

ក . F(−1) ខ . F ′(0) គ . F ′′
(

1
2

)
ឃ . F ′′(x)

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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168 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៥ . គណនា្របែវងធ្នូៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . y =
x3

3
+

1
4x
ពី x = 1 េទ x = 3

ខ . y = ln(cosx) ពី x = 0 េទ x =
π
3

គ . ឧបមាថា f (x) =
1
2
(ex +e−x) ។ បនា្ទ តជ់ួបអ័ក្សអ័រេដាេណ្រតង់ B េហយីប៉ះ្រកាប f ្រតង់ A(a, f (a)) (a > 0)។

េ្របៀបេធៀប្របែវងៃនអង្កត់ AB និង្របែវងធ្នូៃន្រកាបតាង f េនចេនា្ល ះបនា្ទ ត់ឈរ x = 0 និង x = a ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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170 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៦ . រកៃផ្ទ្រកឡាខាង និងមាឌៃនែស្វ៊រែដលមានកាំ R េដាយេ្របីវធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាល។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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172 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៧ . លំហាត់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប (BacII Practice) ៖
េគមានអនុគមន៍ y = 4x− x2 មាន្រកាបតាង (P) ៖
ក . រកកូអរេដាេនកំពូល និងចំណុច្របសព្វរវាង (P)ជាមួយអ័ក្សអាប់សីុស Ox។
ខ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា A ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ (P) និងអ័ក្ស Ox។
គ . គណនាមាឌ V ៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ (P) និងអ័ក្ស Ox។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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174 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

លហំាត់ជំពូក

១ . គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫
(2x3 −3x2 +1)dx

ខ .
∫ x2

√
x3 +1

dx

គ .
∫

xex2
dx

ឃ .
∫

sin(3x−1)dx

ង .
∫ lnx

x
dx

ច .
∫ dx

x2 −9

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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176 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

២ . គណនាអាងំេត្រកាលេដាយេ្របីវធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក៖

ក .
∫

xcosxdx

ខ .
∫

x2ex dx

គ .
∫

lnxdx

ឃ .
∫

x
√

x+1dx

ង .
∫

ex sinxdx

ច .
∫

arctanxdx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

177



178 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៣ . គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 1

0

x3

x2 +1
dx ខ .

∫ π
2

0

sinx
sinx+ cosx

dx គ .
∫ π

4

0
ln(1+ tanx)dx

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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180 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៤ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y = x2 −4x និងអ័ក្ស Ox

ខ . y = x3 −3x និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−1,2]

គ . y =−x2 +4x និងបនា្ទ ត់ y = x

ឃ . y =
√

x និង y = x2

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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182 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៥ . គណនាមាឌសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ៖
ក . y = x2 និង y = 4

ខ . y =
√

x និង y = x

គ . y = sinx េលីចេនា្ល ះ [0,π]

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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184 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៦ . គណនា្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាងខាងេ្រកាម៖

ក . y =
1
3
(x2 +2)

3
2 ពី x = 0 ដល់ x = 3

ខ . y = ln(cosx) ពី x = 0 ដល់ x = π
4

គ . y =
x4

16
+

1
2x2 ពី x = 1 ដល់ x = 2

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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186 េមេរៀនទី ៤ មាឌសូលីត និង្របែវងធ្នូ
េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ

៧ . លំហាត់ស្វុ ីតអាងំេត្រកាល្របឡងបាក់ឌុប៖
េគឱ្យស្វុ ីត (In) កំណត់ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N េដាយ In =

∫ 1

0
(1− x2)n dx ។

ក . គណនា I0 និង I1 ។
ខ . េដាយេ្របីអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ចូរបងា្ហ ញថា (2n+1)In = 2nIn−1 ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 1 ។
គ . ទាញរកតៃម្លៃន I2 និង I3 ។

ដំេណាះ្រសាយ



លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី៤

មា
ឌសូ

លី
ត
និង
្រប
ែវង
ធ្ន ូ
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ែផ្នកដំេណាះ្រសាយែផ្នកដំេណាះ្រសាយ

េមេរៀនទី ១ ៖ ្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាលមិនកំណត់

តារាងចេម្លីយសំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ 100) — េមេរៀនទី ១

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ ក ២១ ខ ៤១ ខ ៦១ គ ៨១ គ
២ ខ ២២ គ ៤២ គ ៦២ ឃ ៨២ ឃ
៣ គ ២៣ ឃ ៤៣ ឃ ៦៣ ក ៨៣ ក
៤ ក ២៤ ក ៤៤ ក ៦៤ ខ ៨៤ ខ
៥ ខ ២៥ ខ ៤៥ ខ ៦៥ គ ៨៥ គ
៦ គ ២៦ គ ៤៦ គ ៦៦ ឃ ៨៦ ឃ
៧ ក ២៧ ឃ ៤៧ ឃ ៦៧ ក ៨៧ ក
៨ គ ២៨ ក ៤៨ ក ៦៨ ខ ៨៨ ខ
៩ ខ ២៩ ខ ៤៩ ខ ៦៩ គ ៨៩ គ
១០ គ ៣០ គ ៥០ គ ៧០ ឃ ៩០ ឃ
១១ ឃ ៣១ ឃ ៥១ ខ ៧១ ក ៩១ ក
១២ ខ ៣២ ក ៥២ ក ៧២ ខ ៩២ ខ
១៣ ក ៣៣ ខ ៥៣ គ ៧៣ គ ៩៣ គ
១៤ ខ ៣៤ គ ៥៤ ឃ ៧៤ ឃ ៩៤ ឃ
១៥ គ ៣៥ ឃ ៥៥ ក ៧៥ ក ៩៥ ក
១៦ ក ៣៦ ក ៥៦ ខ ៧៦ ខ ៩៦ ខ
១៧ ខ ៣៧ ខ ៥៧ គ ៧៧ គ ៩៧ គ
១៨ គ ៣៨ គ ៥៨ ឃ ៧៨ ឃ ៩៨ ឃ
១៩ ឃ ៣៩ ឃ ៥៩ ក ៧៩ ក ៩៩ ក
២០ ក ៤០ ក ៦០ ខ ៨០ ខ ១០០ ខ

189
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ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១

គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫

10x
√

5x2 +2dx

ខ .
∫ x2

(x3 +4)2 dx

គ .
∫

−6x(1−2x2)3dx

ឃ .
∫

3
√

x(9+2
√

x3)4dx

ង .
∫ 2x+3

(x2 +3x+1)3 dx

ច .
∫ 4x√

x2 +2
dx

ឆ .
∫ x2 +1√

x3 +3x+1
dx

ជ .
∫

x
√

3+4x2dx

ឈ .
∫ x+1

(x2 +2x−1)2 dx

ញ .
∫ x3

(1− x4)4 dx

ដ .
∫

3e3x
√

1+ e3xdx

ឋ .
∫ ex

√
ex +2

dx

ឌ .
∫ e−2x

(1− e−2x)3 dx

ឍ .
∫

10x2(x3 +1)4dx

ណ .
∫
(x3 +2)(x4 +8x−3)5dx

ត .
∫

2x3
√

(x4 +5)3dx

ថ .
∫ cos2x√

1− sin2x
dx

ទ .
∫

cosx
√

4+3sinxdx

ធ .
∫ 1− sinx

3
√

x+ cosx
dx

ន .
∫

sin
1
2

x.cos3 1
2

xdx

ប .
∫ xcosx+ sinx√

1+ xsinx
dx

ផ .
∫ √√

x+1√
x

dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫

10x
√

5x2 +2dx

តាង u = 5x2 +2 =⇒ du = 10xdx

េគបាន I =
∫ √

udu =
∫

u1/2du =
2
3

u3/2 +C

ដូចេនះ៖ I = 2
3(5x2 +2)

√
5x2 +2+C

ខ . I =
∫ x2

(x3 +4)2 dx

តាង u= x3+4 =⇒ du= 3x2 dx =⇒ x2 dx= 1
3du

េគបាន I =
1
3

∫ du
u2 =− 1

3u
+C

ដូចេនះ៖ I =− 1
3(x3+4) +C

គ . I =
∫

−6x(1−2x2)3 dx

តាង u= 1−2x2 =⇒ du =−4xdx =⇒ −6xdx =
3
2du

េគបាន I =
3
2

∫
u3 du =

3
8

u4 +C

ដូចេនះ៖ I = 3
8(1−2x2)4 +C

ឃ . I =
∫

3
√

x(9+2
√

x3)4 dx

សមា្គ ល់ 2√x3 = 2x3/2 នាឱំ្យ (9+2x3/2)′ = 3x1/2 =
3
√

x
តាង u = 9+2x3/2 =⇒ du = 3

√
xdx

េគបាន I =
∫

u4 du =
1
5

u5 +C

ដូចេនះ៖ I = 1
5(9+2x

√
x)5 +C
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ង . I =
∫ 2x+3

(x2 +3x+1)3 dx

តាង u = x2 +3x+1 =⇒ du = (2x+3)dx

េគបាន I =
∫ du

u3 =
∫

u−3du =− 1
2u2 +C

ដូចេនះ៖ I =− 1
2(x2+3x+1)2 +C

ច . I =
∫ 4x√

x2 +2
dx

តាង u = x2+2 =⇒ du = 2xdx =⇒ 4xdx = 2du

េគបាន I = 2
∫ du√

u
= 4

√
u+C

ដូចេនះ៖ I = 4
√

x2 +2+C

ឆ . I =
∫ x2 +1√

x3 +3x+1
dx

តាង u = x3 +3x+1 =⇒ du = 3(x2 +1)dx =⇒
(x2 +1)dx = 1

3du

េគបាន I =
1
3

∫ du√
u
=

2
3
√

u+C

ដូចេនះ៖ I = 2
3

√
x3 +3x+1+C

ជ . I =
∫

x
√

3+4x2 dx

តាង u = 3+4x2 =⇒ du = 8xdx =⇒ xdx = 1
8du

េគ បាន I =
1
8

∫
u1/2du =

1
8
· 2

3
u3/2 + C =

1
12

u
√

u+C

ដូចេនះ៖ I = 1
12(3+4x2)

√
3+4x2 +C

ឈ . I =
∫ x+1

(x2 +2x−1)2 dx

តាង u = x2 + 2x− 1 =⇒ du = 2(x+ 1)dx =⇒
(x+1)dx = 1

2du

េគបាន I =
1
2

∫ du
u2 =− 1

2u
+C

ដូចេនះ៖ I =− 1
2(x2+2x−1) +C

ញ . I =
∫ x3

(1− x4)4 dx

តាង u = 1− x4 =⇒ du = −4x3 dx =⇒ x3 dx =
−1

4du

េគបាន I =−1
4

∫
u−4du =

1
12u3 +C

ដូចេនះ៖ I = 1
12(1−x4)3 +C

ដ . I =
∫

3e3x
√

1+ e3x dx

តាង u = 1+ e3x =⇒ du = 3e3x dx

េគបាន I =
∫ √

udu =
2
3

u3/2 +C

ដូចេនះ៖ I = 2
3(1+ e3x)

√
1+ e3x +C

ឋ . I =
∫ ex

√
ex +2

dx

តាង u = ex +2 =⇒ du = ex dx

េគបាន I =
∫ du√

u
= 2

√
u+C

ដូចេនះ៖ I = 2
√

ex +2+C

ឌ . I =
∫ e−2x

(1− e−2x)3 dx

តាង u = 1 − e−2x =⇒ du = 2e−2x dx =⇒
e−2x dx = 1

2du

េគបាន I =
1
2

∫
u−3du =− 1

4u2 +C

ដូចេនះ៖ I =− 1
4(1−e−2x)2 +C

ឍ . I =
∫

10x2(x3 +1)4 dx

តាង u = x3 +1 =⇒ du = 3x2 dx =⇒ 10x2 dx =
10
3 du

េគបាន I =
10
3

∫
u4 du =

2
3

u5 +C

ដូចេនះ៖ I = 2
3(x

3 +1)5 +C

ណ . I =
∫
(x3 +2)(x4 +8x−3)5 dx

តាង u = x4 +8x−3 =⇒ du = 4(x3 +2)dx =⇒
(x3 +2)dx = 1

4du

េគបាន I =
1
4

∫
u5 du =

1
24

u6 +C

ដូចេនះ៖ I = 1
24(x

4 +8x−3)6 +C

ត . I =
∫

2x3
√

(x4 +5)3 dx

តាង u = x4 + 5 =⇒ du = 4x3 dx =⇒ 2x3 dx =
1
2du

េគបាន I =
1
2

∫
u3/2du =

1
5
(x4 +5)2

√
x4 +5+C

ដូចេនះ៖ I = 1
5(x

4 +5)2
√

x4 +5+C

ថ . I =
∫ cos2x√

1− sin2x
dx

តាង u = 1− sin2x =⇒ du = −2cos2xdx =⇒
cos2xdx =−1

2du

េគបាន I =−1
2

∫ du√
u
=−

√
u+C

ដូចេនះ៖ I =−
√

1− sin2x+C
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ទ . I =
∫

cosx
√

4+3sinxdx

តាង u = 4 + 3sinx =⇒ du = 3cosxdx =⇒
cosxdx = 1

3du

េគបាន I =
1
3

∫
u1/2du =

2
9

u3/2 +C

ដូចេនះ៖ I = 2
9(4+3sinx)

√
4+3sinx+C

ធ . I =
∫ 1− sinx

3
√

x+ cosx
dx

តាង u = x+ cosx =⇒ du = (1− sinx)dx

េគបាន I =
∫

u−1/3du =
3
2

u2/3 +C

ដូចេនះ៖ I = 3
2

3
√

(x+ cosx)2 +C

ន . I =
∫

sin
1
2

xcos3 1
2

xdx

តាង u = cos 1
2x =⇒ du = −1

2 sin 1
2xdx =⇒

sin 1
2xdx =−2du

េគបាន I =−2
∫

u3 du =−1
2

u4 +C

ដូចេនះ៖ I =−1
2 cos4 (1

2x
)
+C

ប . I =
∫ xcosx+ sinx√

1+ xsinx
dx

េដាយ (1+ xsinx)′ = sinx+ xcosx នាឱំ្យតាង u =
1+ xsinx =⇒ du = (xcosx+ sinx)dx

េគបាន I =
∫ du√

u
= 2

√
u+C

ដូចេនះ៖ I = 2
√

1+ xsinx+C

ផ . I =
∫ √√

x+1√
x

dx

តាង u =
√

x+1 =⇒ du = 1
2
√

x dx =⇒ dx√
x = 2du

េគបាន I = 2
∫ √

udu =
4
3
(
√

x+1)
√√

x+1+C

ដូចេនះ៖ I = 4
3(
√

x+1)
√√

x+1+C
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លហំាត់ទី ២

គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫

sin2x.cos3xdx

ខ .
∫

sin4x.cos6xdx

គ .
∫

sin7x.cos5xdx

ឃ .
∫

sin9x.cos4xdx

ង .
∫

cos2x.cosxdx

ច .
∫

cos3x.cos5xdx

ឆ .
∫

cos7x.cos3xdx

ជ .
∫

sin5x.sin8xdx

ឈ .
∫

cos8x.cos10xdx

ញ .
∫

sin2 x.cos3 xdx

ដ .
∫

sin6x.sin2xdx

ឋ .
∫

sin4 x.cos3 xdx

ឌ .
∫

sin6 x.cos5 xdx

ឍ .
∫

cos4 x.cos3 xdx

ណ .
∫

sin4 x.cos5 xdx

ត .
∫

sin8 x.cos5 xdx

ថ .
∫

cos6 x.sin5 xdx

ទ .
∫

sin5 x.cos4 xdx

ធ .
∫

cos2 x.sin3 xdx

ន .
∫

cos8 x.sin5 xdx

ប .
∫

sin3 x.cos6 xdx

ផ .
∫

cos3 x.sin6 xdx

ព .
∫

sin5 x.cos7 xdx

ភ .
∫

sin2 x.cos2 xdx

ម .
∫

sin3 x.cos5 xdx

យ .
∫

sin3 x.cos7 xdx

រ .
∫

cos2 x.sin4 xdx

ល .
∫

sin3 x.cos7 xdx

វ .
∫

cos3 x.sin7 xdx

ស .
∫

tan2 xdx

ហ .
∫

tan3 xdx

ឡ .
∫

cot2 xdx

អ .
∫

tan4 xdx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫

sin2xcos3xdx

េ្របីរូបមន្ត sinacosb = 1
2 [sin(a+b)+ sin(a−b)]

I =
1
2

∫
[sin5x− sinx]dx

ដូចេនះ៖ I =− 1
10 cos5x+ 1

2 cosx+C

ខ . I =
∫

sin4xcos6xdx

I =
1
2

∫
[sin10x− sin2x]dx

ដូចេនះ៖ I =− 1
20 cos10x+ 1

4 cos2x+C

គ . I =
∫

sin7xcos5xdx

I =
1
2

∫
[sin12x+ sin2x]dx

ដូចេនះ៖ I =− 1
24 cos12x− 1

4 cos2x+C

ឃ . I =
∫

sin9xcos4xdx

I =
1
2

∫
[sin13x+ sin5x]dx

ដូចេនះ៖ I =− 1
26 cos13x− 1

10 cos5x+C
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ង . I =
∫

cos2xcosxdx

I =
1
2

∫
[cos3x+ cosx]dx

ដូចេនះ៖ I = 1
6 sin3x+ 1

2 sinx+C

ច . I =
∫

cos3xcos5xdx

I =
1
2

∫
[cos8x+ cos2x]dx

ដូចេនះ៖ I = 1
16 sin8x+ 1

4 sin2x+C

ឆ . I =
∫

cos7xcos3xdx

I =
1
2

∫
[cos10x+ cos4x]dx

ដូចេនះ៖ I = 1
20 sin10x+ 1

8 sin4x+C

ជ . I =
∫

sin5xsin8xdx

េ្របីរូបមន្ត sinasinb = 1
2 [cos(a−b)− cos(a+b)]

I =
1
2

∫
[cos3x− cos13x]dx

ដូចេនះ៖ I = 1
6 sin3x− 1

26 sin13x+C

ឈ . I =
∫

cos8xcos10xdx

I =
1
2

∫
[cos18x+ cos2x]dx

ដូចេនះ៖ I = 1
36 sin18x+ 1

4 sin2x+C

ញ . I =
∫

sin2 xcos3 xdx

សរេសរ cos3 x = (1− sin2 x)cosx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u2(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I = 1
3 sin3 x− 1

5 sin5 x+C

ដ . I =
∫

sin6xsin2xdx

I =
1
2

∫
[cos4x− cos8x]dx

ដូចេនះ៖ I = 1
8 sin4x− 1

16 sin8x+C

ឋ . I =
∫

sin4 xcos3 xdx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u4(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I = 1
5 sin5 x− 1

7 sin7 x+C

ឌ . I =
∫

sin6 xcos5 xdx

សរេសរ cos5 x = (1− sin2 x)2 cosx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u6(1−2u2 +u4)du

ដូចេនះ៖ I = 1
7 sin7 x− 2

9 sin9 x+ 1
11 sin11 x+C

ឍ . I =
∫

cos4 xcos3 xdx =
∫

cos7 xdx

សរេសរ cos7 x = (1− sin2 x)3 cosx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫
(1−3u2 +3u4 −u6)du

ដូចេនះ៖
I = sinx− sin3 x+ 3

5 sin5 x− 1
7 sin7 x+C

ណ . I =
∫

sin4 xcos5 xdx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u4(1−2u2 +u4)du

ដូចេនះ៖ I = 1
5 sin5 x− 2

7 sin7 x+ 1
9 sin9 x+C

ត . I =
∫

sin8 xcos5 xdx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u8(1−2u2 +u4)du

ដូចេនះ៖ I = 1
9 sin9 x− 2

11 sin11 x+ 1
13 sin13 x+C

ថ . I =
∫

cos6 xsin5 xdx

សរេសរ sin5 x = (1− cos2 x)2 sinx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u6(1−2u2 +u4)du

ដូចេនះ៖ I =−1
7 cos7 x+ 2

9 cos9 x− 1
11 cos11 x+C

ទ . I =
∫

sin5 xcos4 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u4(1−2u2 +u4)du

ដូចេនះ៖ I =−1
5 cos5 x+ 2

7 cos7 x− 1
9 cos9 x+C
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ធ . I =
∫

cos2 xsin3 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u2(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I =−1
3 cos3 x+ 1

5 cos5 x+C

ន . I =
∫

cos8 xsin5 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u8(1−2u2 +u4)du

ដូចេនះ៖
I =−1

9 cos9 x+ 2
11 cos11 x− 1

13 cos13 x+C

ប . I =
∫

sin3 xcos6 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u6(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I =−1
7 cos7 x+ 1

9 cos9 x+C

ផ . I =
∫

cos3 xsin6 xdx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u6(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I = 1
7 sin7 x− 1

9 sin9 x+C

ព . I =
∫

sin5 xcos7 xdx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u5(1−u2)3du

ដូចេនះ៖
I = 1

6 sin6 x− 3
8 sin8 x+ 3

10 sin10 x− 1
12 sin12 x+C

ភ . I =
∫

sin2 xcos2 xdx

I =
1
4

∫
sin2 2xdx =

1
8

∫
(1− cos4x)dx

ដូចេនះ៖ I = 1
8x− 1

32 sin4x+C

ម . I =
∫

sin3 xcos5 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u5(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I =−1
6 cos6 x+ 1

8 cos8 x+C

យ . I =
∫

sin3 xcos7 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫

u7(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I =−1
8 cos8 x+ 1

10 cos10 x+C

រ . I =
∫

cos2 xsin4 xdx

I =
1
8

∫
(1− cos2x)sin2 2xdx

=
1
8

∫ (1− cos4x
2

− sin2 2xcos2x
)

dx

ដូចេនះ៖
I = 1

16x− 1
64 sin4x− 1

48 sin3 2x+C

ល . I =
∫

sin3 xcos7 xdx

តាង u = cosx =⇒ I =−
∫
(u7 −u9)du

ដូចេនះ៖ I =−1
8 cos8 x+ 1

10 cos10 x+C

វ . I =
∫

cos3 xsin7 xdx

តាង u = sinx =⇒ I =
∫

u7(1−u2)du

ដូចេនះ៖ I = 1
8 sin8 x− 1

10 sin10 x+C

ស . I =
∫

tan2 xdx

សរេសរ tan2 x = (tan2 x+1)−1
ដូចេនះ៖ I = tanx− x+C

ហ . I =
∫

tan3 xdx

I =
∫

tanx(tan2 x+1)dx−
∫

tanxdx

ដូចេនះ៖ I = 1
2 tan2 x+ ln |cosx|+C

ឡ . I =
∫

cot2 xdx

សរេសរ cot2 x = (cot2 x+1)−1
ដូចេនះ៖ I =−cotx− x+C

អ . I =
∫

tan4 xdx

I =
∫

tan2 x(tan2 x+1)dx−
∫
(tan2 x+1−1)dx

ដូចេនះ៖ I = 1
3 tan3 x− tanx+ x+C
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លហំាត់ទី ៣

គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫ 4x−3

x+2
dx

ខ .
∫ 3x+2

x−4
dx

គ .
∫ x+1

3x−2
dx

ឃ .
∫ 5x−3

2x+1
dx

ង .
∫ 2x+3

(x−3)2 dx

ច .
∫ x−3

(3x−2)2 dx

ឆ .
∫ 2x−5

(3x−2)2 dx

ជ .
∫ x

(2x−1)2 dx

ឈ .
∫ x2 + x+1

x+2
dx

ញ .
∫ x2 +2

3x+2
dx

ដ .
∫ x2 −3x+5

2x+1
dx

ឋ .
∫ 2x2 − x+3

x−3
dx

ឌ .
∫ 2x2 + x+1

(x+2)2 dx

ឍ .
∫ x2 −3x+4

(2x+3)2 dx

ណ .
∫ x2 +1

(x−1)2 dx

ត .
∫ x2

x2 −5x+6
dx

ថ .
∫ x2 +4

x2 −4
dx

ទ .
∫ x2 + x+1

(x+1)(x+2)
dx

ធ .
∫ x+1

(x+2)(x+3)
dx

ន .
∫ 2x+3

(x−1)(x−2)
dx

ប .
∫ 3

(2x+3)(3x+4)
dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 4x−3

x+2
dx

ែចកភាគយកនឹងភាគែបង៖ 4x−3
x+2

= 4− 11
x+2

ដូចេនះ៖ I = 4x−11ln |x+2|+C

ខ . I =
∫ 3x+2

x−4
dx

3x+2
x−4

= 3+
14

x−4
ដូចេនះ៖ I = 3x+14ln |x−4|+C

គ . I =
∫ x+1

3x−2
dx

x+1
3x−2

=
1
3
+

5/3
3x−2

ដូចេនះ៖ I = 1
3x+ 5

9 ln |3x−2|+C

ឃ . I =
∫ 5x−3

2x+1
dx

5x−3
2x+1

=
5
2
− 11/2

2x+1
ដូចេនះ៖ I = 5

2x− 11
4 ln |2x+1|+C

ង . I =
∫ 2x+3

(x−3)2 dx

តាង u = x−3 =⇒ x = u+3 =⇒ 2x+3 = 2u+9

I =
∫ (2

u
+

9
u2

)
du = 2ln |u|− 9

u
+C

ដូចេនះ៖ I = 2ln |x−3|− 9
x−3 +C

ច . I =
∫ x−3

(3x−2)2 dx

តាង u= 3x−2 =⇒ x= u+2
3 ,dx= du

3 =⇒ x−3=
u−7

3

I =
1
9

∫ (1
u
− 7

u2

)
du =

1
9

ln |3x − 2| +

7
9(3x−2)

+C

ដូចេនះ៖ I = 1
9 ln |3x−2|+ 7

9(3x−2) +C

ឆ . I =
∫ 2x−5

(3x−2)2 dx

តាង u = 3x−2 =⇒ 2x−5 = 2u−11
3

I =
1
9

∫ (2
u
− 11

u2

)
du
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ដូចេនះ៖ I = 2
9 ln |3x−2|+ 11

9(3x−2) +C

ជ . I =
∫ x

(2x−1)2 dx

តាង u = 2x−1 =⇒ x = u+1
2 ,dx = du

2

I =
1
4

∫ (1
u
+

1
u2

)
du

ដូចេនះ៖ I = 1
4 ln |2x−1|− 1

4(2x−1) +C

ឈ . I =
∫ x2 + x+1

x+2
dx

ែចកពហុធា៖ x2 + x+1
x+2

= x−1+
3

x+2
ដូចេនះ៖ I = 1

2x2 − x+3ln |x+2|+C

ញ . I =
∫ x2 +2

3x+2
dx

x2 +2
3x+2

=
1
3

x− 2
9
+

22/9
3x+2

ដូចេនះ៖ I = 1
6x2 − 2

9x+ 22
27 ln |3x+2|+C

ដ . I =
∫ x2 −3x+5

2x+1
dx

x2 −3x+5
2x+1

=
1
2

x− 7
4
+

27/4
2x+1

ដូចេនះ៖ I = 1
4x2 − 7

4x+ 27
8 ln |2x+1|+C

ឋ . I =
∫ 2x2 − x+3

x−3
dx

2x2 − x+3
x−3

= 2x+5+
18

x−3
ដូចេនះ៖ I = x2 +5x+18ln |x−3|+C

ឌ . I =
∫ 2x2 + x+1

(x+2)2 dx

តាង u = x + 2 =⇒ 2(u − 2)2 + (u − 2) + 1 =
2u2 −7u+7

I =
∫ (

2− 7
u
+

7
u2

)
du

ដូចេនះ៖ I = 2x−7ln |x+2|− 7
x+2 +C

ឍ . I =
∫ x2 −3x+4

(2x+3)2 dx

តាង u = 2x+3 =⇒ x2 −3x+4 = u2−12u+31
4

I =
1
8

∫ (
1− 12

u
+

31
u2

)
du

ដូចេនះ៖ I = 1
4x− 3

2 ln |2x+3|− 31
8(2x+3) +C

ណ . I =
∫ x2 +1

(x−1)2 dx

តាង u = x−1 =⇒ (u+1)2 +1 = u2 +2u+2

I =
∫ (

1+
2
u
+

2
u2

)
du

ដូចេនះ៖ I = x+2ln |x−1|− 2
x−1 +C

ត . I =
∫ x2

x2 −5x+6
dx

បំែបកជា្របភាគងាយ៖ x2

x2 −5x+6
= 1− 4

x−2
+

9
x−3
ដូចេនះ៖ I = x−4ln |x−2|+9ln |x−3|+C

ថ . I =
∫ x2 +4

x2 −4
dx

x2 +4
x2 −4

= 1+
2

x−2
− 2

x+2
ដូចេនះ៖ I = x+2ln

∣∣ x−2
x+2

∣∣+C

ទ . I =
∫ x2 + x+1

(x+1)(x+2)
dx

x2 + x+1
(x+1)(x+2)

= 1+
1

x+1
− 3

x+2
ដូចេនះ៖ I = x+ ln |x+1|−3ln |x+2|+C

ធ . I =
∫ x+1

(x+2)(x+3)
dx

បំែបកជា្របភាគងាយ៖ x+1
(x+2)(x+3)

= − 1
x+2

+

2
x+3
ដូចេនះ៖ I =− ln |x+2|+2ln |x+3|+C

ន . I =
∫ 2x+3

(x−1)(x−2)
dx

2x+3
(x−1)(x−2)

=− 5
x−1

+
7

x−2
ដូចេនះ៖ I =−5ln |x−1|+7ln |x−2|+C

ប . I =
∫ 3

(2x+3)(3x+4)
dx

3
(2x+3)(3x+4)

=− 6
2x+3

+
9

3x+4

ដូចេនះ៖ I = 3ln
∣∣3x+4

2x+3

∣∣+C
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លហំាត់ទី ៤

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +2x+6
(x−1)(x−2)(x−4)

កំណត់ចំេពាះ ∀x ∈ R∖{1,2,4} ។

ក . សរេសរ f (x)ជារាង f (x) =
A

x−1
+

B
x−2

+
C

x−4
ែដល A,B និង C ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត់ ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សរេសរ f (x)ជារាង f (x) =
A

x−1
+

B
x−2

+
C

x−4
គុណអង្គទាងំពីរនឹង (x−1)(x−2)(x−4) េគបាន៖

x2 +2x+6 = A(x−2)(x−4)
+B(x−1)(x−4)
+C(x−1)(x−2)

ជំនួស x = 1៖ 12+2(1)+6 = A(1−2)(1−4) =⇒
9 = 3A =⇒ A = 3
ជំនួស x = 2៖ 22+2(2)+6 = B(2−1)(2−4) =⇒
14 =−2B =⇒ B =−7
ជំនួស x = 4៖ 42+2(4)+6 =C(4−1)(4−2) =⇒
30 = 6C =⇒ C = 5
ដូចេនះ៖ A = 3, B =−7, C = 5 េហយីេគសរេសរ

បាន៖

f (x) = 3
x−1 −

7
x−2 +

5
x−4

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx

េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីកេន�ម្របភាគងាយ៖

I =
∫ ( 3

x−1
− 7

x−2
+

5
x−4

)
dx

= 3ln |x−1|−7ln |x−2|
+5ln |x−4|+C

ដូចេនះ៖
I = 3ln |x−1|−7ln |x−2|+5ln |x−4|+C

លហំាត់ទី ៥

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = x2 +1
(x−1)3(x+3)

កំណត់ចំេពាះ ∀x ∈ R∖{1,−3} ។

ក . កំណត់តៃម្ល A,B,C និង D េដីម្បឲី្យ f (x) =
A

(x−1)3 +
B

(x−1)2 +
C

x−1
+

D
x+3

។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . កំណត់តៃម្ល A,B,C និង D ត្រម�វភាគែបងរមួ េគបាន៖
x2 +1 = A(x+3)+B(x−1)(x+3)

+C(x−1)2(x+3)+D(x−1)3
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យក x = 1៖ 12 + 1 = A(1+ 3) =⇒ 4A = 2 =⇒
A =

1
2

យក x = −3៖ (−3)2 + 1 = D(−3 − 1)3 =⇒
−64D = 10 =⇒ D =− 5

32

ផ្ទឹមេមគុណៃន x3៖ C+D = 0 =⇒ C =−D =
5
32

យក x = 0៖ 1 = 3A − 3B + 3C − D =⇒ 3B =
9
8 =⇒ B =

3
8

ដូចេនះ៖ A = 1
2 , B = 3

8 , C = 5
32 , D =− 5

32

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx

េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីកេន�ម្របភាគនីមួយៗ៖

I =
∫ [ 1/2

(x−1)3 +
3/8

(x−1)2

]
dx

+
5

32

∫ ( 1
x−1

− 1
x+3

)
dx

=− 1
4(x−1)2 −

3
8(x−1)

+
5

32
ln
∣∣∣∣x−1
x+3

∣∣∣∣+C

ដូចេនះ៖
I =− 1

4(x−1)2 − 3
8(x−1) +

5
32 ln

∣∣ x−1
x+3

∣∣+C

លហំាត់ទី ៦

េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
5x2 +20x+6
x3 +2x2 + x

។
ក . សរេសរ f (x)ជារាង f (x) =

A
x
+

B
x+1

+
C

(x+1)2 ែដល A,B និង C ជាចំនួនែដល្រត�វកំណត់ ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . សរេសរ f (x)ជារាង f (x) =
A
x
+

B
x+1

+
C

(x+1)2

ដាកភ់ាគែបងជាផលគុណកតា្ត ៖ x3+2x2+x = x(x+
1)2

ត្រម�វភាគែបងរមួ៖ 5x2 + 20x + 6 = A(x + 1)2 +
Bx(x+1)+Cx
យក x = 0៖ 6 = A(1)2 =⇒ A = 6
យក x =−1៖ 5(−1)2+20(−1)+6 =C(−1) =⇒
−9 =−C =⇒ C = 9
ផ្ទឹមេមគុណៃន x2៖ 5 = A+B =⇒ 5 = 6+B =⇒
B =−1
ដូចេនះ៖ A = 6, B =−1, C = 9 េហយី េគ បាន

f (x) = 6
x −

1
x+1 +

9
(x+1)2

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx

េធ្វីអាងំេត្រកាល៖
∫

f (x)dx =
∫ (6

x
− 1

x+1
+

9
(x+1)2

)
dx

= 6ln |x|− ln |x+1|− 9
x+1

+C

ដូចេនះ៖ I = 6ln |x|− ln |x+1|− 9
x+1 +C

លហំាត់ទី ៧

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 −10x−5
(x−1)2(x+2)

។
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ក . កំណត់តៃម្ល A,B េដីម្បឲី្យបាន f (x) =
A

x+2
+

B
(x−1)2 ចំេពាះ ∀x ̸= {−2,1} ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ I(x) =
∫

f (x)dx េដាយដឹងថា I(0) =−4 ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . កំណត់តៃម្ល A,B
ត្រម�វភាគែបងរមួ េគបាន

f (x) =
A(x−1)2 +B(x+2)

(x+2)(x−1)2

=
Ax2 +(−2A+B)x+(A+2B)

(x+2)(x−1)2

ផ្ទឹមនឹងភាគយក 3x2 −10x−5 េគបាន៖
A = 3
−2A+B =−10 =⇒ B =−4

A+2B = 3−8 =−5 (េផ្ទ�ងផា្ទ ត់)

ដូចេនះ៖ A = 3, B =−4

េគបាន៖ f (x) = 3
x+2 −

4
(x−1)2

ខ . គណនាអាងំេត្រកាល I(x) =
∫

f (x)dx េដាយដឹងថា
I(0) =−4
គណនាអាងំេត្រកាលទូេទ៖

I(x) =
∫ ( 3

x+2
− 4

(x−1)2

)
dx

= 3ln |x+2|+ 4
x−1

+C

េដាយ I(0) = −4 =⇒ 3ln2− 4+C = −4 =⇒
C =−3ln2
ដូចេនះ៖ I(x) = 3ln

∣∣ x+2
2

∣∣+ 4
x−1

លហំាត់ទី ៨

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 5x2 −14x+13
(x+1)(x−3)2 កំណត់ចំេពាះ ∀x ̸= {−1,3} ។

ក . កំណត់តៃម្ល A,B និង C េដីម្បឲី្យបាន f (x) =
A

x+1
+

B
x−3

+
C

(x−3)2 ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . កំណត់តៃម្ល A,B និង C

ត្រម�វភាគែបងរមួ េគបាន៖

5x2 −14x+13 = A(x−3)2

+B(x+1)(x−3)
+C(x+1)

យក x = −1៖ 5(−1)2 −14(−1)+13 = 16A =⇒
A = 2
យក x = 3៖ 5(3)2 −14(3)+13 = 4C =⇒ C = 4
យក x = 0៖ 13 = 9A− 3B+C =⇒ 3B = 9 =⇒
B = 3
ដូចេនះ៖ A = 2, B = 3, C = 4
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េគបាន៖ f (x) = 2
x+1 +

3
x−3 +

4
(x−3)2

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
∫

f (x)dx

េធ្វីអាងំេត្រកាល៖

I =
∫ ( 2

x+1
+

3
x−3

+
4

(x−3)2

)
dx

= 2ln |x+1|+3ln |x−3|− 4
x−3

+C

ដូចេនះ៖
I = 2ln |x+1|+3ln |x−3|− 4

x−3 +C

លហំាត់ទី ៩

េគឲ្យអនុគមន៍ f (x) = 4x2 −7x+5
x−2x2 + x3 ។

ក . រកតៃម្ល A,B និង C េដីម្បឲី្យបាន f (x) =
A
x
+

B
1− x

+
C

(1− x)2 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0,x ̸= 1 ។

ខ . គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ k(x) =
∫

f (x)dx េបីដឹងថា្រកាបតាង y = k(x)កាត់តាមចំណុច M(2,2) ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក . រកតៃម្ល A,B និង C

ដាកភ់ាគែបងជាផលគុណកតា្ត ៖ x−2x2+x3 = x(1−
x)2

ត្រម�វភាគែបងរមួ៖
4x2 −7x+5 = A(1− x)2 +Bx(1− x)

+Cx

ជំនួស x = 0៖ 5 = A(1)2 =⇒ A = 5

ជំនួស x = 1៖ 4(1)2−7(1)+5 =C(1) =⇒ C = 2

ផ្ទឹមេមគុណៃន x2៖ 4 = A−B =⇒ B = A−4 = 1
ដូចេនះ៖ A = 5, B = 1, C = 2

េគបាន៖ f (x) = 5
x +

1
1−x +

2
(1−x)2

ខ . គណនា k(x) =
∫

f (x)dx េបី ្រកាបតាង y = k(x)

កាត់តាមចំណុច M(2,2)

គណនាអាងំេត្រកាលទូេទ៖

k(x) =
∫ (5

x
+

1
1− x

+
2

(1− x)2

)
dx

= 5ln |x|− ln |1− x|+ 2
1− x

+C

េដាយ k(2) = 2 =⇒ 5ln2 − ln1 + 2
1−2 +C =

2 =⇒ 5ln2−2+C = 2 =⇒ C = 4−5ln2
ជំនួសតៃម្ល C េគបាន៖
ដូចេនះ៖ k(x) = 5ln

∣∣ x
2

∣∣− ln |1− x|+ 2
1−x +4

លហំាត់ទី ១០

ក . គណនាអាងំេត្រកាល I(x) =
∫ ( ex

1− ex

)
dx ។

ខ . រកចំនួនពិត A និង B េដីម្បឲី្យ ex

1− ex = A+
B

1− ex ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 ។

គ . ទាញរកអាងំេត្រកាល J(x) =
∫ ( 1

1− ex

)
dx ។
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ដំេណាះ្រសាយ

ក . គណនាអាងំេត្រកាល I(x) =
∫ ( ex

1− ex

)
dx

តាង u= 1−ex =⇒ du=−exdx =⇒ exdx=−du

I(x) =
∫ −du

u
=− ln |u|+C =− ln |1− ex|+C

ដូចេនះ៖ I(x) =− ln |1− ex|+C

ខ . រកចំនួនពិត A និង B

បំែប្លងភាគយក៖
ex

1− ex =
−(1− ex)+1

1− ex =−1+
1

1− ex

ផ្ទឹមនឹងកេន�ម A+
B

1− ex េគទាញបាន៖
ដូចេនះ៖ A =−1, B = 1

គ . ទាញរកអាងំេត្រកាល J(x) =
∫ ( 1

1− ex

)
dx

តាមលទ្ធផលសំណួរ (b) េគមាន 1
1− ex =

ex

1− ex +1

J(x) =
∫ ( ex

1− ex +1
)

dx = I(x)+ x+C′

ដូចេនះ៖ J(x) = x− ln |1− ex|+C

លហំាត់ទី ១១

គណនាអាងំេត្រកាលមិនកំណត់ខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫ x3 −2x

(x2 +1)2 dx ខ .
∫ x7

(1+ x4)2 dx គ .
∫ x2

x2 −4x+3
dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ x3 −2x

(x2 +1)2 dx

បំែបកភាគយក៖ x3 − 2x = x(x2 + 1) − 3x =⇒
x3 −2x
(x2 +1)2 =

x
x2 +1

− 3x
(x2 +1)2

េដាយ d(x2 +1) = 2xdx េគបាន៖

I =
1
2

∫ d(x2 +1)
x2 +1

− 3
2

∫
(x2+1)−2d(x2+1)

ដូចេនះ៖ I = 1
2 ln(x2 +1)+ 3

2(x2+1) +C

ខ . J =
∫ x7

(1+ x4)2 dx

តាង u = 1 + x4 =⇒ x4 = u − 1 និង du =
4x3dx =⇒ x3dx = 1

4du

J =
1
4

∫ u−1
u2 du =

1
4

∫ (1
u
−u−2

)
du

ដូចេនះ៖ J = 1
4 ln(1+ x4)+ 1

4(1+x4)
+C

គ . K =
∫ x2

x2 −4x+3
dx

ែចកពហុធា និងបំែបកជា្របភាគងាយ៖

x2

x2 −4x+3
= 1+

4x−3
(x−1)(x−3)

= 1− 1/2
x−1

+
9/2

x−3

ដូចេនះ៖ K = x− 1
2 ln |x−1|+ 9

2 ln |x−3|+C
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េមេរៀនទី ២ ៖ អាងំេត្រកាលកំណត់

តារាងចេម្លីយសំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ 100) — េមេរៀនទី ២

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ ក ២១ ក ៤១ ក ៦១ ក ៨១ ក
២ ខ ២២ ខ ៤២ ខ ៦២ ខ ៨២ ខ
៣ គ ២៣ គ ៤៣ គ ៦៣ គ ៨៣ គ
៤ ឃ ២៤ ឃ ៤៤ ឃ ៦៤ ឃ ៨៤ ឃ
៥ ក ២៥ ក ៤៥ ក ៦៥ ក ៨៥ ក
៦ ខ ២៦ ខ ៤៦ ខ ៦៦ ខ ៨៦ ខ
៧ គ ២៧ គ ៤៧ គ ៦៧ គ ៨៧ គ
៨ ឃ ២៨ ឃ ៤៨ ឃ ៦៨ ឃ ៨៨ ឃ
៩ ក ២៩ ក ៤៩ ក ៦៩ ក ៨៩ ក
១០ ខ ៣០ ខ ៥០ ខ ៧០ ខ ៩០ ខ
១១ គ ៣១ គ ៥១ គ ៧១ គ ៩១ គ
១២ ឃ ៣២ ឃ ៥២ ឃ ៧២ ឃ ៩២ ឃ
១៣ ក ៣៣ ក ៥៣ ក ៧៣ ក ៩៣ ក
១៤ ខ ៣៤ ខ ៥៤ ខ ៧៤ ខ ៩៤ ខ
១៥ គ ៣៥ គ ៥៥ គ ៧៥ គ ៩៥ គ
១៦ ឃ ៣៦ ឃ ៥៦ ឃ ៧៦ ឃ ៩៦ ឃ
១៧ ក ៣៧ ក ៥៧ ក ៧៧ ក ៩៧ ក
១៨ ខ ៣៨ ខ ៥៨ ខ ៧៨ ខ ៩៨ ខ
១៩ គ ៣៩ គ ៥៩ គ ៧៩ គ ៩៩ គ
២០ ឃ ៤០ ឃ ៦០ ឃ ៨០ ឃ ១០០ ឃ
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ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១

គណនាតៃម្លៃនអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫ 2

1
f (x)dx+

∫ 1

2
f (x)dx ខ .

∫ 1

1

f (x)
3

dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 2

1
f (x)dx+

∫ 1

2
f (x)dx

តាមលក្ខណៈ្រតឡប់្រពំែដន៖∫ 1

2
f (x)dx =−

∫ 2

1
f (x)dx

នាឱំ្យ I =
∫ 2

1
f (x)dx−

∫ 2

1
f (x)dx = 0

ដូចេនះ៖ I = 0

ខ . I =
∫ 1

1

f (x)
3

dx

េដាយ្រពំែដនេ្រកាមេស្មី្រពំែដនេលី (a = b = 1)
ដូចេនះ៖ I = 0

លហំាត់ទី ២

េគមាន f និង g ជាអនុគមនជ៍ាបេ់លី [1,5] េហយី
∫ 2

1
f (x)dx =−4,

∫ 5

2
f (x)dx = 6,

∫ 5

1
g(x)dx = 8 ។ គណនា

៖

ក .
∫ 5

1
f (x)dx ខ .

∫ 1

5
[−4 f (x)]dx គ .

∫ 5

1
[4 f (x)−2g(x)]dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 5

1
f (x)dx

តាមលក្ខណៈ Chasles ៖
I =

∫ 2

1
f (x)dx+

∫ 5

2
f (x)dx =−4+6 = 2

ដូចេនះ៖ I = 2

ខ . J =
∫ 1

5
[−4 f (x)]dx

J = 4
∫ 5

1
f (x)dx = 4(2) = 8

ដូចេនះ៖ J = 8

គ . K =
∫ 5

1
[4 f (x)−2g(x)]dx

តាមលក្ខណៈលីេនែអ៊រ ៖
K = 4(2)−2(8) = 8−16 =−8
ដូចេនះ៖ K =−8
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លហំាត់ទី ៣

ចូរគណនាតៃម្លៃន k េបីេគដឹងថា
∫ k

1

1√
2x−1

dx = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
គណនាអាងំេត្រកាល ៖
េដាយ d(2x−1) = 2dx េគបាន៖∫ k

1

dx√
2x−1

=
[√

2x−1
]k

1
=
√

2k−1−1

ទាញរកតៃម្ល k ៖
តាមសមត្ថកម្ម √2k−1−1 = 2
⇐⇒

√
2k−1= 3 ⇐⇒ 2k−1= 9 ⇐⇒ k = 5

ដូចេនះ៖ k = 5

លហំាត់ទី ៤

គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫ 1

1
(3x2 +1)dx

ខ .
∫ 2

1

(
1
x2 −3

)
dx

គ .
∫ 9

4

2√
x

dx

ឃ .
∫ 4

2

√
x−2dx

ង .
∫ 4

2

3
√

x−2dx

ច .
∫ 0

−4

1√
4− x

dx

ឆ .
∫ 5

1

1√
3x+1

dx

ជ .
∫ 3

1
5x(x2 −7)3 dx

ឈ .
∫ 2

0
3x2
√

x3 +1dx

ញ .
∫ 2

1

x+2√
x2 +4x+1

dx

ដ .
∫ 4

1

(
3−

√
x√

x

)
dx

ឋ .
∫ 1

0
(3x2 −2x)2 dx

ឌ .
∫ 1

0

x+1
(x2 +2x+2)3 dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 1

1
(3x2 +1)dx

េដាយ្រពំែដនេ្រកាមេស្មី្រពំែដនេលី (a = b = 1)
ដូចេនះ៖ I = 0

ខ . I =
∫ 2

1

(
1
x2 −3

)
dx

្រពីមីទីវ៖
∫
(x−2 −3)dx =

[
−1

x
−3x

]2

1
I =

(
−1

2 −6
)
− (−1−3) =−13

2 +4 =−5
2

ដូចេនះ៖ I =−5
2

គ . I =
∫ 9

4

2√
x

dx

I =
[
4
√

x
]9

4
= 4(

√
9−

√
4) = 4(3−2) = 4

ដូចេនះ៖ I = 4

ឃ . I =
∫ 4

2

√
x−2dx

I =
[

2
3(x−2)

3
2

]4

2
= 2

3(2)
3
2 = 4

√
2

3

ដូចេនះ៖ I = 4
√

2
3

ង . I =
∫ 4

2

3
√

x−2dx

I =
[

3
4(x−2)

4
3

]4

2
= 3

4(2
4
3 ) = 3 3√2

2

ដូចេនះ៖ I = 3 3√2
2

ច . I =
∫ 0

−4

1√
4− x

dx

I =
[
−2

√
4− x

]0

−4
=−2(

√
4−

√
8) = 4

√
2−4

ដូចេនះ៖ I = 4
√

2−4
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ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ចេ
ម្ល ីយ

និង
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
ល
ម្អ ិត

ដំេណាះ្រសាយ (ត)

ឆ . I =
∫ 5

1

1√
3x+1

dx

I =
[2

3

√
3x+1

]5
1 =

2
3(
√

16−
√

4) = 4
3

ដូចេនះ៖ I = 4
3

ជ . I =
∫ 3

1
5x(x2 −7)3 dx

េដាយ d(x2 −7) = 2xdx េគបាន៖
I =

[5
8(x

2 −7)4]3
1 =

5
8(16−1296) =−800

ដូចេនះ៖ I =−800

ឈ . I =
∫ 2

0
3x2
√

x3 +1dx

I =
[

2
3(x

3 +1)
3
2

]2

0
= 2

3(27−1) = 52
3

ដូចេនះ៖ I = 52
3

ញ . I =
∫ 2

1

x+2√
x2 +4x+1

dx

េដាយ d(x2 +4x+1) = 2(x+2)dx ៖
I =

[√
x2 +4x+1

]2

1
=
√

13−
√

6

ដូចេនះ៖ I =
√

13−
√

6

ដ . I =
∫ 4

1

(
3−

√
x√

x

)
dx

I =
[
6
√

x− x
]4

1
= (12−4)− (6−1) = 3

ដូចេនះ៖ I = 3

ឋ . I =
∫ 1

0
(3x2 −2x)2 dx

I =
[9

5x5 −3x4 + 4
3x3]1

0 =
9
5 −3+ 4

3 = 2
15

ដូចេនះ៖ I = 2
15

ឌ . I =
∫ 1

0

x+1
(x2 +2x+2)3 dx

I =
[
− 1

4(x2+2x+2)2

]1

0
=− 1

100 +
1

16 = 21
400

ដូចេនះ៖ I = 21
400
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លហំាត់ទី ៥

គណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល និងសនិទានខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫ 2

1
3e4x dx

ខ .
∫ 1

0
4x3e2x4

dx

គ .
∫ 4

1

e
√

x
√

x
dx ឃ .

∫ 3

1
3e2x(e−2x −1)dx

ង .
∫ 1

0

dx
2+3x

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 2

1
3e4x dx

I =
[3

4e4x]2
1 =

3
4(e

8 − e4)

ដូចេនះ៖ I = 3
4(e

8 − e4)

ខ . I =
∫ 1

0
4x3e2x4

dx

I =
[

1
2e2x4

]1

0
= 1

2(e
2 −1)

ដូចេនះ៖ I = 1
2(e

2 −1)

គ . I =
∫ 4

1

e
√

x
√

x
dx

I =
[
2e

√
x
]4

1
= 2(e2 − e)

ដូចេនះ៖ I = 2(e2 − e)

ឃ . I =
∫ 3

1
3e2x(e−2x −1)dx∫ 3

1
(3−3e2x)dx =

[
3x− 3

2
e2x
]3

1
I = 6− 3

2(e
6 − e2)

ដូចេនះ៖ I = 6− 3
2(e

6 − e2)

ង . I =
∫ 1

0

dx
2+3x

I =
[1

3 ln |2+3x|
]1

0 =
1
3(ln5− ln2)

ដូចេនះ៖ I = 1
3 ln 5

2

លហំាត់ទី ៦

អនុវត្តន៍ក្នុងេសដ្ឋកិច្ច៖
សហ្រគាសមួយទទួលបាន្របាក់ចំណូលបែន្ថមពីការលក់ផលិតផលចំនួន t េ្រគឿង េដាយអ្រតាៃនចំណូលបែន្ថម
កំណត់េដាយ R′(t) = 180+ 0.2t (គិតជាពាន់េរៀល) ក្នុងមួយេ្រគឿង។ ចូររកបែ្រមប្រម�លៃន្របាក់ចំណូលក្នុងការ
លក់េកីនេឡងីពី 30 េទ 40 េ្រគឿង។

ដំេណាះ្រសាយ
បែ្រមប្រម�ល្របាក់ចំណូលសរុប ៖
∆R =

∫ 40

30
(180+0.2t)dt

=
[
180t +0.1t2

]40

30

ជំនួសតៃម្ល្រពំែដន ៖
∆R = 7360−5490 = 1870 ពាន់េរៀល
ដូចេនះ៖ ∆R = 1870000 េរៀល
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ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ចេ
ម្ល ីយ

និង
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
ល
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លហំាត់ទី ៧

គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់េដាយេ្របីវធីិសា�ស្តប្តូរអេថរ ៖

ក .
∫ 1

0

2x2

1+2x3 dx

ខ .
∫ ln2

0

ex

4ex −2
dx

គ .
∫ 2

0

x
(1+ x2)2 dx

ឃ .
∫ e

1

(lnx)2

x
dx

ង .
∫ 1

0
xe2x2

dx

ច .
∫ π

3

0
tanxdx

ឆ .
∫ e

1

(1+ lnx)2

2x
dx

ជ .
∫ e2

e

1
x lnx

dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 1

0

2x2

1+2x3 dx

តាង u = 1+2x3 =⇒ 2x2dx = 1
3du

្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u = 1; x = 1 =⇒ u = 3

I =
1
3

∫ 3

1

du
u

=

[
1
3

lnu
]3

1
=

1
3

ln3

ដូចេនះ៖ I = 1
3 ln3

ខ . I =
∫ ln2

0

ex

4ex −2
dx

តាង u = 4ex −2 =⇒ exdx = 1
4du

្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u = 2; x = ln2 =⇒ u = 6

I =
1
4

∫ 6

2

du
u

=

[
1
4

lnu
]6

2
=

1
4

ln3

ដូចេនះ៖ I = 1
4 ln3

គ . I =
∫ 2

0

x
(1+ x2)2 dx

តាង u = 1+ x2 =⇒ xdx = 1
2du

្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u = 1; x = 2 =⇒ u = 5

I =
1
2

∫ 5

1
u−2du =

[
− 1

2u

]5

1
=

2
5

ដូចេនះ៖ I = 2
5

ឃ . I =
∫ e

1

(lnx)2

x
dx

តាង u = lnx =⇒ du = 1
x dx

្រពំែដន៖ x = 1 =⇒ u = 0; x = e =⇒ u = 1

I =
∫ 1

0
u2du =

[
u3

3

]1

0
=

1
3

ដូចេនះ៖ I = 1
3

ង . I =
∫ 1

0
xe2x2

dx

តាង u = 2x2 =⇒ xdx = 1
4du

្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u = 0; x = 1 =⇒ u = 2

I =
1
4

∫ 2

0
eudu =

1
4
(e2 −1)

ដូចេនះ៖ I = 1
4(e

2 −1)

ច . I =
∫ π

3

0
tanxdx

តាង u = cosx =⇒ du =−sinxdx
្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u = 1; x = π

3 =⇒ u = 1
2

I =
∫ 1

1
2

du
u

=
[

lnu
]1

1
2

= ln2

ដូចេនះ៖ I = ln2

ឆ . I =
∫ e

1

(1+ lnx)2

2x
dx

តាង u = 1+ lnx =⇒ du = 1
x dx

្រពំែដន៖ x = 1 =⇒ u = 1; x = e =⇒ u = 2

I =
1
2

∫ 2

1
u2du =

[
u3

6

]2

1
=

7
6

ដូចេនះ៖ I = 7
6

ជ . I =
∫ e2

e

1
x lnx

dx

តាង u = lnx =⇒ du = 1
x dx

្រពំែដន៖ x = e =⇒ u = 1; x = e2 =⇒ u = 2

I =
∫ 2

1

du
u

=
[

lnu
]2

1
= ln2

ដូចេនះ៖ I = ln2
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លហំាត់ទី ៨

គណនាអាងំេត្រកាលេដាយេ្របីវធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ៖

ក .
∫ 1

0
xex dx

ខ .
∫ e

1
lnxdx

គ .
∫ π

2

0
xcosxdx

ឃ .
∫ 1

0
(2x+1)e2x dx

ង .
∫ e

1
x2 lnxdx

ច .
∫ π

0
xsinxdx

ឆ .
∫ 1

0
x2ex dx

ជ .
∫ 1

0
arctanxdx

ឈ .
∫ π

2

0
ex cosxdx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 1

0
xex dx

តាង
{

u = x
dv = exdx

=⇒

{
du = dx
v = ex

I =
[
xex
]1

0
−
∫ 1

0
exdx = e− (e−1) = 1

ដូចេនះ៖ I = 1

ខ . I =
∫ e

1
lnxdx

តាង
{

u = lnx
dv = dx

=⇒

{
du = 1

x dx
v = x

I =
[
x lnx

]e

1
−
∫ e

1
dx = e− (e−1) = 1

ដូចេនះ៖ I = 1

គ . I =
∫ π

2

0
xcosxdx

តាង
{

u = x
dv = cosxdx

=⇒

{
du = dx
v = sinx

I =
[
xsinx

] π
2

0
−
∫ π

2

0
sinxdx =

π
2
−1

ដូចេនះ៖ I = π
2 −1

ឃ . I =
∫ 1

0
(2x+1)e2x dx

តាង
{

u = 2x+1
dv = e2xdx

=⇒

{
du = 2dx
v = 1

2e2x

I =
[2x+1

2 e2x]1
0 −

∫ 1

0
e2xdx

I =
(3

2e2 − 1
2

)
−
(

e2−1
2

)
= e2

ដូចេនះ៖ I = e2

ង . I =
∫ e

1
x2 lnxdx

តាង
{

u = lnx
dv = x2dx

=⇒

{
du = 1

x dx
v = x3

3

I =
[

x3

3 lnx
]e

1
− 1

3

∫ e

1
x2dx

I = e3

3 −
[

x3

9

]e

1
= 2e3+1

9

ដូចេនះ៖ I = 2e3+1
9
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ដំេណាះ្រសាយ (ត)

ច . I =
∫ π

0
xsinxdx

តាង
{

u = x
dv = sinxdx

=⇒

{
du = dx
v =−cosx

I =
[
− xcosx

]π

0
+
∫ π

0
cosxdx = π

ដូចេនះ៖ I = π

ឆ . I =
∫ 1

0
x2ex dx

អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នកពីរដង ៖
្រពីមីទីវៃន x2ex គឺ (x2 −2x+2)ex

I =
[
(x2 −2x+2)ex

]1

0
= e−2

ដូចេនះ៖ I = e−2

ជ . I =
∫ 1

0
arctanxdx

តាង
{

u = arctanx
dv = dx

=⇒

{
du = 1

1+x2 dx
v = x

I =
[
xarctanx

]1

0
− 1

2

∫ 1

0

2x
1+ x2 dx

I = π
4 −

1
2 ln2

ដូចេនះ៖ I = π
4 −

1
2 ln2

ឈ . I =
∫ π

2

0
ex cosxdx

អាងំេត្រកាលវលិជំុ ៖
្រពីមីទីវៃន ex cosx គឺ ex(sinx+ cosx)

2

I =
[

ex(sinx+cosx)
2

] π
2

0
= e

π
2 −1
2

ដូចេនះ៖ I = e
π
2 −1
2



ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ២

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ចេ
ម្ល ីយ

និង
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
ល
ម្អ ិត

211

លហំាត់ទី ៩

លំហាត់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប (BacII Practice) ៖
ក . េគឱ្យអាងំេត្រកាល I =

∫ 1

0

ex −1
ex +1

dx និង J =
∫ 1

0

2
ex +1

dx ។
• គណនា I + J • គណនា I−J េដាយប្តូរអេថរ • ទាញរកតៃម្លៃន I និង J

ខ . េគមានស្វុ ីត (In) កំណត់ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N េដាយ In =
∫ 1

0
xne−x dx ។

• គណនា I0 និង I1 • បងា្ហ ញទំនាក់ទំនង In និង
In−1

• ទាញរកតៃម្លៃន I3

ដំេណាះ្រសាយ

ក . េដាះ្រសាយសំណួរ (a) ៖
• គណនា I + J ៖

I + J =
∫ 1

0

(
ex −1
ex +1

+
2

ex +1

)
dx

=
∫ 1

0

ex +1
ex +1

dx =
∫ 1

0
1dx = 1

ដូចេនះ៖ I + J = 1
• គណនា I − J េដាយប្តូរអេថរ ៖

I − J =
∫ 1

0

ex −3
ex +1

dx

តាង u = ex +1 =⇒ ex = u−1 និង dx =
du

u−1
៖

ex −3
ex +1

dx =
u−4

u(u−1)
du =

(
4
u
− 3

u−1

)
du

្រពំែដន៖ x = 0 =⇒ u= 2 និង x = 1 =⇒ u= e+1
៖

I − J =
∫ e+1

2

(
4
u
− 3

u−1

)
du

=
[
4lnu−3ln(u−1)

]e+1

2

= 4ln(e+1)−3lne−4ln2

= 4ln
(

e+1
2

)
−3

ដូចេនះ៖ I − J = 4ln
( e+1

2

)
−3

•ទាញរកតៃម្លៃន I និង J ៖
បូកសមីការទាងំពីរ៖

2I = (I+J)+(I−J) = 4ln
(

e+1
2

)
−2

ដូចេនះ៖ I = 2ln
( e+1

2

)
−1

ដកសមីការទាងំពីរ៖

2J = (I+J)− (I−J) = 4−4ln
(

e+1
2

)
ដូចេនះ៖ J = 2−2ln

( e+1
2

)
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ដំេណាះ្រសាយ (ត)

ខ . េដាះ្រសាយសំណួរ (b) ៖
• គណនា I0 និង I1 ៖

I0 =
∫ 1

0
x0e−x dx =

[
− e−x

]1

0

= 1− 1
e
=

e−1
e

ដូចេនះ៖ I0 =
e−1

e

ចំេពាះ I1 =
∫ 1

0
xe−x dx ៖

តាង
{

u = x
dv = e−xdx

=⇒

{
du = dx
v =−e−x

I1 =
[
− xe−x

]1

0
+
∫ 1

0
e−x dx

=−1
e
+

(
1− 1

e

)
=

e−2
e

ដូចេនះ៖ I1 =
e−2

e

• ទំនាក់ទំនងរវាង In និង In−1 ៖
ចំេពាះ n ≥ 1 តាមអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក៖
តាង

{
u = xn

dv = e−xdx
=⇒

{
du = nxn−1dx
v =−e−x

In =
[
− xne−x

]1

0
−
∫ 1

0
(−e−x) ·nxn−1 dx

=−1
e
+n

∫ 1

0
xn−1e−x dx

= nIn−1 −
1
e

ដូចេនះ៖ In = nIn−1 − 1
e

•ទាញរកតៃម្លៃន I3 ៖

I2 = 2I1 −
1
e
= 2

(
e−2

e

)
− 1

e
=

2e−5
e

I3 = 3I2 −
1
e
= 3

(
2e−5

e

)
− 1

e
=

6e−16
e

ដូចេនះ៖ I3 =
6e−16

e
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េមេរៀនទី ៣ ៖ អនុវត្តន៍អាងំេត្រកាលក្នងុធរណីមា្រត

តារាងចេម្លីយសំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ 100) — េមេរៀនទី ៣

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ ក ២១ ក ៤១ ក ៦១ ក ៨១ ក
២ ខ ២២ ខ ៤២ ខ ៦២ ខ ៨២ ខ
៣ គ ២៣ គ ៤៣ គ ៦៣ គ ៨៣ គ
៤ ឃ ២៤ ឃ ៤៤ ឃ ៦៤ ឃ ៨៤ ឃ
៥ ក ២៥ ក ៤៥ ក ៦៥ ក ៨៥ ក
៦ ខ ២៦ ខ ៤៦ ខ ៦៦ ខ ៨៦ ខ
៧ គ ២៧ គ ៤៧ គ ៦៧ គ ៨៧ គ
៨ ឃ ២៨ ឃ ៤៨ ឃ ៦៨ ឃ ៨៨ ឃ
៩ ក ២៩ ក ៤៩ ក ៦៩ ក ៨៩ ក
១០ ខ ៣០ ខ ៥០ ខ ៧០ ខ ៩០ ខ
១១ គ ៣១ គ ៥១ គ ៧១ គ ៩១ គ
១២ ឃ ៣២ ឃ ៥២ ឃ ៧២ ឃ ៩២ ឃ
១៣ ក ៣៣ ក ៥៣ ក ៧៣ ក ៩៣ ក
១៤ ខ ៣៤ ខ ៥៤ ខ ៧៤ ខ ៩៤ ខ
១៥ គ ៣៥ គ ៥៥ គ ៧៥ គ ៩៥ គ
១៦ ឃ ៣៦ ឃ ៥៦ ឃ ៧៦ ឃ ៩៦ ឃ
១៧ ក ៣៧ ក ៥៧ ក ៧៧ ក ៩៧ ក
១៨ ខ ៣៨ ខ ៥៨ ខ ៧៨ ខ ៩៨ ខ
១៩ គ ៣៩ គ ៥៩ គ ៧៩ គ ៩៩ គ
២០ ឃ ៤០ ឃ ៦០ ឃ ៨០ ឃ ១០០ ឃ
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ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១

េដាយេ្របីនិយមន័យ ចូរគណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម ៖

ក .
∫ 2

0
3xdx

ខ .
∫ 4

2
4xdx

គ .
∫ 2

0
x2 dx

ឃ .
∫ 2

0
(x2 −5x)dx

ង .
∫ 2

1
x2 dx

ច .
∫ 3

0
(2x+1)dx

ឆ .
∫ 1

0
x3 dx

ជ .
∫ 3

1
(3x2 −2x)dx

ឈ .
∫ 2

0
(4− x2)dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 2

0
3xdx

េគបាន I =
[

3x2

2

]2

0
= 3(4)

2 −0 = 6

ដូចេនះ៖ I = 6

ខ . I =
∫ 4

2
4xdx

េគបាន I =
[
2x2
]4

2
= 2(16)−2(4) = 24

ដូចេនះ៖ I = 24

គ . I =
∫ 2

0
x2 dx

េគបាន I =
[

x3

3

]2

0
= 8

3 −0 = 8
3

ដូចេនះ៖ I = 8
3

ឃ . I =
∫ 2

0
(x2 −5x)dx

េគបាន I =
[

x3

3 − 5x2

2

]2

0
= 8

3 −10

ដូចេនះ៖ I =−22
3

ង . I =
∫ 2

1
x2 dx

េគបាន I =
[

x3

3

]2

1
= 8

3 −
1
3 = 7

3

ដូចេនះ៖ I = 7
3

ច . I =
∫ 3

0
(2x+1)dx

េគបាន I =
[
x2 + x

]3

0
= (9+3)−0 = 12

ដូចេនះ៖ I = 12

ឆ . I =
∫ 1

0
x3 dx

េគបាន I =
[

x4

4

]1

0
= 1

4

ដូចេនះ៖ I = 1
4

ជ . I =
∫ 3

1
(3x2 −2x)dx

េគបាន I =
[
x3 − x2

]3

1
= (27−9)−0 = 18

ដូចេនះ៖ I = 18

ឈ . I =
∫ 2

0
(4− x2)dx

េគបាន I =
[
4x− x3

3

]2

0
= 8− 8

3 = 16
3

ដូចេនះ៖ I = 16
3
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លហំាត់ទី ២

គណនាតៃម្ល្របែហលៃនៃផ្ទ្រកឡាែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាង y = f (x) និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [a,b] ៖
ក . f (x) = 9− x2, [a,b] = [−3,2],n = 5

ខ . f (x) =
1

x+2
, [a,b] = [−1,3],n = 4

គ . f (x) =
√

x, [a,b] = [0,4],n = 4

ឃ . f (x) = x2 +1, [a,b] = [0,3],n = 6

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = 9− x2 េលី [−3,2]ជាមួយ n = 5 ៖

▶ ∆x =
2− (−3)

5
= 1

▶ xi ∈ {−2,−1,0,1,2}
▶ f (xi) ∈ {5,8,9,8,5}
▶ S ≈ R5 = 1× (5+8+9+8+5)
ដូចេនះ៖ S ≈ 35

ខ . f (x) =
1

x+2
េលី [−1,3]ជាមួយ n = 4 ៖

▶ ∆x =
3− (−1)

4
= 1

▶ xi ∈ {0,1,2,3}
▶ f (xi) ∈ {1

2 ,
1
3 ,

1
4 ,

1
5}

▶ S ≈ R4 = 1×
(1

2 +
1
3 +

1
4 +

1
5

)
= 77

60

ដូចេនះ៖ S ≈ 1.283

គ . f (x) =
√

x េលី [0,4]ជាមួយ n = 4 ៖
▶ ∆x =

4−0
4

= 1

▶ xi ∈ {1,2,3,4}
▶ f (xi) ∈ {1,

√
2,
√

3,2}
▶ S ≈ R4 = 1× (1+

√
2+

√
3+2)

ដូចេនះ៖ S ≈ 6.146

ឃ . f (x) = x2 +1 េលី [0,3]ជាមួយ n = 6 ៖
▶ ∆x =

3−0
6

= 0.5

▶ xi ∈ {0.5,1,1.5,2,2.5,3}
▶ f (xi) ∈ {1.25,2,3.25,5,7.25,10}
▶ S ≈ R6 = 0.5×28.75
ដូចេនះ៖ S ≈ 14.375
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លហំាត់ទី ៣

គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអាប់សីុសេលីចេនា្ល ះែដលឱ្យ ៖

ក . f (x) = x2 ែដល x ∈ [1,3]

ខ . f (x) = x2 +2x−3 ែដល x ∈ [1,3]

គ . f (x) = 2− x3 ែដល x ∈ [−3,−2]

ឃ . f (x) =
3

2x+1
ែដល x ∈ [0,2]

ង . f (x) = 4− x2 ែដល x ∈ [−2,2]

ច . f (x) = x3 −3x2 +2x ែដល x ∈ [0,2]

ឆ . f (x) = cosx ែដល x ∈ [0,π]

ជ . f (x) = ex −1 ែដល x ∈ [0,2]

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = x2 េលី [1,3] ៖

េដាយ x2 ≥ 0 េលី [1,3]នាឱំ្យ ៖
S =

∫ 3

1
x2dx =

[
x3

3

]3

1
= 9− 1

3
=

26
3

ដូចេនះ៖ S = 26
3

ខ . f (x) = x2 +2x−3 េលី [1,3] ៖
េលី [1,3] េគមាន x2 +2x−3 ≥ 0

S =
∫ 3

1
(x2 +2x−3)dx

=
[

x3

3 + x2 −3x
]3

1
= 32

3

ដូចេនះ៖ S = 32
3

គ . f (x) = 2− x3 េលី [−3,−2] ៖
េលី [−3,−2] េគមាន 2− x3 > 0

S =
∫ −2

−3
(2− x3)dx

=
[
2x− x4

4

]−2

−3
= 73

4

ដូចេនះ៖ S = 73
4

ឃ . f (x) =
3

2x+1
េលី [0,2] ៖

េដាយ 3
2x+1 > 0 េលី [0,2]នាឱំ្យ ៖

S =
∫ 2

0

3
2x+1

dx =
[

3
2

ln(2x+1)
]2

0

ដូចេនះ៖ S = 3
2 ln5

ង . f (x) = 4− x2 េលី [−2,2] ៖
េលី [−2,2] េគមាន 4− x2 ≥ 0

S =
∫ 2

−2
(4− x2)dx

=
[
4x− x3

3

]2

−2
= 32

3

ដូចេនះ៖ S = 32
3

ច . f (x) = x3 −3x2 +2x េលី [0,2] ៖
េលី [0,1] ៖ f (x)≥ 0, េលី [1,2] ៖ f (x)≤ 0

S =
∫ 1

0
f (x)dx−

∫ 2

1
f (x)dx

= 1
4 −
(
−1

4

)
= 1

2

ដូចេនះ៖ S = 1
2

ឆ . f (x) = cosx េលី [0,π] ៖
េលី [0, π

2 ] ៖ cosx ≥ 0

េលី [π
2 ,π] ៖ cosx ≤ 0

S =
∫ π

2

0
cosxdx−

∫ π

π
2

cosxdx = 2

ដូចេនះ៖ S = 2

ជ . f (x) = ex −1 េលី [0,2] ៖
េលី [0,2] េគមាន ex −1 ≥ 0

S =
∫ 2

0
(ex −1)dx

=
[
ex − x

]2

0
= e2 −3

ដូចេនះ៖ S = e2 −3
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លហំាត់ទី ៤

គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ទាងំពីរ ៖

ក . f (x) = x2 +2 និង g(x) = x េលី [2,5]

ខ . f (x) = x2 និង g(x) = x3 េលី [0,1]

គ . f (x) =
√

2x+1 និង g(x) = 3x+2 េលី [0,2]

ឃ . f (x) = ex−1 និង g(x) = x េលី [1,4]

ង . f (x) = 4− x2 និង g(x) = x+2

ច . f (x) = x3 និង g(x) = 4x

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = x2 +2 និង g(x) = x េលី [2,5] ៖

េលី [2,5] េគមាន x2 +2 > x ្រគប់ x
S =

∫ 5

2
(x2 +2− x)dx

=
[

x3

3 − x2

2 +2x
]5

2
= 155

6

ដូចេនះ៖ S = 155
6

ខ . f (x) = x2 និង g(x) = x3 េលី [0,1] ៖
េលី [0,1] េគមាន x2 ≥ x3

S =
∫ 1

0
(x2 − x3)dx =

1
12

ដូចេនះ៖ S = 1
12

គ . f (x) =
√

2x+1 និង g(x) = 3x+2 េលី [0,2] ៖
េលី [0,2] េគមាន 3x+2 ≥

√
2x+1

S =
∫ 2

0
(3x+2−

√
2x+1)dx =

13
3

ដូចេនះ៖ S = 13
3

ឃ . f (x) = ex−1 និង g(x) = x េលី [1,4] ៖
េលី [1,4] េគមាន ex−1 ≥ x

S =
∫ 4

1
(ex−1 − x)dx =

[
ex−1 − x2

2

]4

1
= (e3 −8)− 1

2 = e3 − 17
2

ដូចេនះ៖ S = e3 − 17
2

ង . f (x) = 4− x2 និង g(x) = x+2 ៖
សមីការអាប់សីុស្របសព្វ ៖ 4− x2 = x+2
⇐⇒ x2 + x−2 = 0 ⇐⇒ x =−2 ឬ x = 1

េលី [−2,1] េគបាន 4− x2 ≥ x+2 ៖
S =

∫ 1

−2
(2− x− x2)dx =

9
2

ដូចេនះ៖ S = 9
2

ច . f (x) = x3 និង g(x) = 4x ៖
សមីការអាប់សីុស ្របសព្វ ៖ x3 = 4x ⇐⇒ x ∈
{−2,0,2}
េដាយភាពសីុេម្រទី ៖
S = 2

∫ 2

0
(4x− x3)dx = 2

[
2x2 − x4

4

]2

0
= 8

ដូចេនះ៖ S = 8
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លហំាត់ទី ៥

គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ និងអ័ក្សអ័រេដាេណ (Oy) ៖

ក . x = y2 និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 4

ខ . x =
√

y និងបនា្ទ ត់េដក y = 1,y = 4

គ . x = y2 −2y និងអ័ក្ស Oy

ឃ . x = ey, អ័ក្ស Oy និងបនា្ទ ត់េដក y = 0,y = 1

ដំេណាះ្រសាយ
ក . x = y2 និង x = 4 ៖

y2 = 4 =⇒ y ∈ [−2,2]

S =
∫ 2

−2
(4− y2)dy

=
[
4y− y3

3

]2

−2
= 32

3

ដូចេនះ៖ S = 32
3

ខ . x =
√

y ពី y = 1 ដល់ y = 4 ៖
S =

∫ 4

1

√
ydy =

[
2
3

y3/2
]4

1
=

14
3

ដូចេនះ៖ S = 14
3

គ . x = y2 −2y និង Oy ៖
y2 −2y = 0 =⇒ y ∈ [0,2]

S =
∫ 2

0
(2y− y2)dy

=
[
y2 − y3

3

]2

0
= 4

3

ដូចេនះ៖ S = 4
3

ឃ . x = ey ពី y = 0 ដល់ y = 1 ៖
S =

∫ 1

0
eydy =

[
ey
]1

0
= e−1

ដូចេនះ៖ S = e−1

លហំាត់ទី ៦

គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ x = y2 និង y = x−2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
▶ សរេសរ x ជាអនុគមន៍ៃន y ៖

x = y2 និង x = y+2

▶ សមីការអ័រេដាេណ្របសព្វ ៖
y2 = y+2 ⇐⇒ y2 − y−2 = 0

⇐⇒ y =−1 ឬ y = 2

▶ េលីចេនា្ល ះ [−1,2] ៖ y+2 ≥ y2

▶ គណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖
S =

∫ 2

−1
(y+2− y2)dy

=
[

y2

2 +2y− y3

3

]2

−1

= 10
3 −

(
−7

6

)
= 9

2

ដូចេនះ៖ S = 9
2
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លហំាត់ទី ៧

គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x) = sin
(π

2
x
)
និង g(x) = x4 ។

ដំេណាះ្រសាយ
▶ ចំណុច្របសព្វ ៖

េលី [0,1] ្រកាប្របសព្វគា្ន ្រតង់ x = 0 និង x = 1

▶ េ្របៀបេធៀប ៖

េលី [0,1] េគមាន sin
(π

2 x
)
≥ x4

▶ គណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖
S =

∫ 1

0

[
sin
(π

2
x
)
− x4

]
dx

=
[
− 2

π cos
(π

2 x
)
− x5

5

]1

0

= 2
π − 1

5 = 10−π
5π

ដូចេនះ៖ S = 10−π
5π

លហំាត់ទី ៨

គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x) = sin3 x និង g(x) = cos3 x េលីចេនា្ល ះ[
π
4
,
5π
4

]
។

ដំេណាះ្រសាយ
▶ េលី [π

4 ,
5π
4

] េគមាន sinx ≥ cosx

=⇒ sin3 x ≥ cos3 x

▶ ្រពីមីទីវ ៖
∫

sin3 xdx =−cosx+ 1
3 cos3 x

∫
cos3 xdx = sinx− 1

3 sin3 x

▶ គណនាៃផ្ទ្រកឡា ៖

S =
∫ 5π

4

π
4

(sin3 x− cos3 x)dx

=
[
−cosx+ cos3 x

3 − sinx+ sin3 x
3

] 5π
4

π
4

= 5
√

2
3

ដូចេនះ៖ S = 5
√

2
3
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លហំាត់ទី ៩

តាង C ជា្រកាបតាងអនុគមន៍ y = e2x −1 និង l ជាបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប C ្រតង់ចំណុច P(1,e2 −1) ៖

ក . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ l ខ . រកៃផ្ទ្រកឡា A ខណ្ឌ េដាយ្រកាប C បនា្ទ ត់ l និង
អ័ក្ស Ox

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ l ៖

▶ y′ = 2e2x =⇒ y′(1) = 2e2

▶ y− (e2 −1) = 2e2(x−1)

⇐⇒ y = 2e2x− e2 −1

ដូចេនះ៖ y = 2e2x− e2 −1

ខ . រកៃផ្ទ្រកឡា A ៖
▶ បនា្ទ ត់ l កាត់ Ox ្រតង់ x0 =

e2+1
2e2

▶ A =
∫ 1

0
(e2x −1)dx−S∆

=
[

e2x

2 − x
]1

0
− 1

2 (1− x0)(e2 −1)

ដូចេនះ៖ A = e2−1
4e2

លហំាត់ទី ១០

េគមានប៉ារ៉ាបូល (P) : y = 4− x2 និងបនា្ទ ត់េដក d : y = m (0 < m < 4) ៖

ក . រកតៃម្ល m េដីម្បឱី្យ d ែចកៃផ្ទ (P)ជាពីរេស្មីគា្ន ខ . រកបនា្ទ ត់ឈរ x = c ែចកៃផ្ទជាពីរេស្មីគា្ន

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រកតៃម្ល m ៖

▶ ៃផ្ទសរុប ៖ S =
∫ 2

−2
(4− x2)dx =

32
3

▶ ៃផ្ទេលីបនា្ទ ត់ y = m ៖
S1 =

∫ √
4−m

−
√

4−m
(4− x2 −m)dx =

4
3
(4−m)3/2

▶ េដាយ S1 =
1
2S ⇐⇒ (4−m)3/2 = 4

ដូចេនះ៖ m = 4−2 3
√

2

ខ . រកបនា្ទ ត់ឈរ x = c ៖

▶ េដាយ (P) : y = 4−x2 ជាអនុគមនគូ៍ និងមានអ័ក្ស
សីុេម្រទីជាអ័ក្ស Oy (x = 0)

▶ ៃផ្ទែដនប្លង់សីុេម្រទីេធៀបនឹងអ័ក្ស Oy ៖∫ 0

−2
(4− x2)dx =

∫ 2

0
(4− x2)dx =

16
3

ដូចេនះ៖ x = 0

x

y

O
(P)

y = m = 4−2 3√2

S1 = 16
3

S2 = 16
3

4

−2 2

រូបតំណាង ៖ បនា្ទ ត់ y = m ែចកៃផ្ទប៉ារ៉ាបូល (P)ជាពីរែផ្នកេស្មីគា្ន S1 = S2 =
16
3
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លហំាត់ទី ១១

អនុវត្តន៍ក្នុងេសដ្ឋកិច្ច (Consumer and Producer Surplus) ៖
េនក្នុងទីផ�រទំនិញមួយ អនុគមនត៍្រម�វការគឺ P = D(x) = 100−0.5x និងអនុគមនផ៍្គត់ផ្គង់គឺ P = S(x) = 10+0.5x

(គិតជាពាន់េរៀល) ែដល x ជាបរមិាណទំនិញ (គិតជាឯកតា)។
ក . រកចំណុចលំនឹងទីផ�រ (x0,P0)

ខ . គណនាអតិេរកអ្នកេ្របី្របាស់ (Consumer Surplus) ៖ CS =
∫ x0

0
[D(x)−P0]dx

គ . គណនាអតិេរកអ្នកផលិត (Producer Surplus) ៖ PS =
∫ x0

0
[P0 −S(x)]dx

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រកចំណុចលំនឹងទីផ�រ (x0,P0) ៖

▶ លំនឹងេកីតេឡងីេនេពល D(x) = S(x) ៖
100−0.5x = 10+0.5x ⇐⇒ x = 90
=⇒ x0 = 90 ឯកតា

▶ តៃម្លលំនឹង ៖
P0 = D(90) = 100−0.5(90) = 55 ពាន់េរៀល
ដូចេនះ៖ (x0,P0) = (90,55)

ខ . គណនាអតិេរកអ្នកេ្របី្របាស់ (CS) ៖
▶ CS =

∫ 90

0
[(100−0.5x)−55]dx

=
∫ 90

0
(45−0.5x)dx

=
[
45x−0.25x2]90

0 = 4050−2025

ដូចេនះ៖ CS = 2025 ពាន់េរៀល

គ . គណនាអតិេរកអ្នកផលិត (PS) ៖

▶ PS =
∫ 90

0
[55− (10+0.5x)]dx

=
∫ 90

0
(45−0.5x)dx

=
[
45x−0.25x2]90

0
= 4050−2025 = 2025

ដូចេនះ៖ PS = 2025 ពាន់េរៀល

x (បរមិាណ)

P (តៃម្ល)

O

P = D(x)

P = S(x)E(90,55)

100

P0 = 55

10

x0 = 90

CS = 2025

PS = 2025

រូបតំណាង ៖ ្រកាបត្រម�វការ D(x), ផ្គត់ផ្គង់ S(x), ចំណុចលំនឹងទីផ�រ និងែដនអតិេរក CS,PS
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លហំាត់ទី ១២

លំហាត់េ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុប (BacII Practice) ៖
ក . េគមានប៉ារ៉ាបូល (P) : y =−x2+2x+3 ។ រកចំណុច្របសព្វរវាង (P) និងអ័ក្សទាងំពីរ រចួគណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ

េដាយ (P) និងអ័ក្ស Ox ។
ខ . េគមានែខ្សេកាងពីរ (C1) : y= x2−3x+2 និង (C2) : y =−x2+x+2 ។ រកចំណុច្របសព្វ និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា

ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងទាងំពីរ។

គ . េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = (x−1)ex មាន្រកាប (C) ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រតង់ x = 0 និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា
ខណ្ឌ េដាយ (C),Ox និង x = 1,x = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . េដាះ្រសាយសំណួរ (a) ៖

▶ ្របសព្វ Ox (y = 0) ៖
−x2 +2x+3 = 0 ⇐⇒ x =−1 ឬ x = 3

នាឱំ្យ (−1,0) និង (3,0)

▶ ្របសព្វ Oy (x = 0) ៖ y = 3 =⇒ (0,3)

▶ ៃផ្ទ្រកឡា ៖
S =

∫ 3

−1
(−x2 +2x+3)dx =

32
3

ដូចេនះ៖ S = 32
3

ខ . េដាះ្រសាយសំណួរ (b) ៖
▶ សមីការអាប់សីុស្របសព្វ ៖

x2 −3x+2 =−x2 + x+2 ⇐⇒ 2x(x−2) = 0

នាឱំ្យ (0,2) និង (2,0)

▶ េលី [0,2]: −x2 + x+2 ≥ x2 −3x+2

S =
∫ 2

0
(4x−2x2)dx =

8
3

ដូចេនះ៖ S = 8
3

គ . េដាះ្រសាយសំណួរ (c) ៖

▶ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រតង់ x = 0 ៖
f ′(x) = xex =⇒ f ′(0) = 0

f (0) =−1

(∆) : y− (−1) = 0(x−0)

ដូចេនះ៖ y =−1

▶ គណនាៃផ្ទ្រកឡា A ៖
េលី [1,2]: (x−1)ex ≥ 0

A =
∫ 2

1
(x−1)exdx

តាង
{

u = x−1
dv = exdx

=⇒

{
du = dx
v = ex

A =
[
(x−1)ex

]2

1
−
∫ 2

1
exdx

= e2 − (e2 − e) = e

ដូចេនះ៖ A = e

x

y

O

S = 32
3

(P)

(1,4)

−1 3

3

រូប (ក) ៖ ៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ (P) និង Ox

x

y

O

S = 8
3

(C2)

(C1)

(0,2)

(2,0)

រូប (ខ) ៖ ៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ (C1) និង (C2)

x

y

O

A = e

(∆) : y =−1

(C)

−1
1 2

រូប (គ) ៖ ៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ (C),Ox,x = 1,x = 2
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េមេរៀនទី ៤ ៖ មាឌសលូតី និង្របែវងធ្នូ

តារាងចេម្លីយសំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ 100) — េមេរៀនទី ៤

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ ក ២១ ក ៤១ ក ៦១ ក ៨១ ក
២ ខ ២២ ខ ៤២ ខ ៦២ ខ ៨២ ខ
៣ គ ២៣ គ ៤៣ គ ៦៣ គ ៨៣ គ
៤ ឃ ២៤ ឃ ៤៤ ឃ ៦៤ ឃ ៨៤ ឃ
៥ ក ២៥ ក ៤៥ ក ៦៥ ក ៨៥ ក
៦ ខ ២៦ ខ ៤៦ ខ ៦៦ ខ ៨៦ ខ
៧ គ ២៧ គ ៤៧ គ ៦៧ គ ៨៧ គ
៨ ឃ ២៨ ឃ ៤៨ ឃ ៦៨ ឃ ៨៨ ឃ
៩ ក ២៩ ក ៤៩ ក ៦៩ ក ៨៩ ក
១០ ខ ៣០ ខ ៥០ ខ ៧០ ខ ៩០ ខ
១១ គ ៣១ គ ៥១ គ ៧១ គ ៩១ គ
១២ ឃ ៣២ ឃ ៥២ ឃ ៧២ ឃ ៩២ ឃ
១៣ ក ៣៣ ក ៥៣ ក ៧៣ ក ៩៣ ក
១៤ ខ ៣៤ ខ ៥៤ ខ ៧៤ ខ ៩៤ ខ
១៥ គ ៣៥ គ ៥៥ គ ៧៥ គ ៩៥ គ
១៦ ឃ ៣៦ ឃ ៥៦ ឃ ៧៦ ឃ ៩៦ ឃ
១៧ ក ៣៧ ក ៥៧ ក ៧៧ ក ៩៧ ក
១៨ ខ ៣៨ ខ ៥៨ ខ ៧៨ ខ ៩៨ ខ
១៩ គ ៣៩ គ ៥៩ គ ៧៩ គ ៩៩ គ
២០ ឃ ៤០ ឃ ៦០ ឃ ៨០ ឃ ១០០ ឃ
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ះ្រសា
យ
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ះ្រសា
យ
ល
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ខ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១

គណនាមាឌៃនសូលីតបរវិត្តែដលកំណតប់ានពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស x′Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍៖

ក . y = 2x+1, អ័ក្ស x′Ox, x = 1 និង x = 3

ខ . y = x2 +1, អ័ក្ស x′Ox, x = 0 និង x = 3

គ . y =
√

x−3, អ័ក្ស x′Ox, x = 4 េទ x = 9

ឃ . y = ex, អ័ក្ស x′Ox, x = 0 និង x = 1

ង . y = sinx, អ័ក្ស x′Ox, x = 0 េទ x = π

ច . y =
2
x
, អ័ក្ស x′Ox, x = 1 េទ x = 4

ដំេណាះ្រសាយ
ក . y = 2x+1 េលី [1,3] ៖

V = π
∫ 3

1
(2x+1)2 dx

= π
[

4x3

3 +2x2 + x
]3

1
= 158π

3

ដូចេនះ៖ V = 158π
3

ខ . y = x2 +1 េលី [0,3] ៖
V = π

∫ 3

0
(x2 +1)2 dx

= π
[

x5

5 + 2x3

3 + x
]3

0
= 348π

5

ដូចេនះ៖ V = 348π
5

គ . y =
√

x−3 េលី [4,9] ៖
V = π

∫ 9

4
(x−3)dx

= π
[

x2

2 −3x
]9

4
= 35π

2

ដូចេនះ៖ V = 35π
2

ឃ . y = ex េលី [0,1] ៖
V = π

∫ 1

0
e2x dx = π

[
e2x

2

]1

0

= π(e2−1)
2

ដូចេនះ៖ V = π(e2−1)
2

ង . y = sinx េលី [0,π] ៖
V = π

∫ π

0
sin2 xdx =

π
2

[
x− sin2x

2

]π

0

= π2

2

ដូចេនះ៖ V = π2

2

ច . y =
2
x
េលី [1,4] ៖

V = 4π
∫ 4

1

1
x2 dx = 4π

[
−1

x

]4

1
= 3π

ដូចេនះ៖ V = 3π



ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ៤

ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ចេ
ម្ល ីយ

និង
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
ល
ម្អ ិត

225

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២

គណនាមាឌៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស x′Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍៖
ក . f (x) = x2 និង g(x) = 4x− x2

ខ . f (x) = x2 −2x+3 និង g(x) = 9− x

គ . f (x) =
√

x និង g(x) = x2

ឃ . f (x) = 4− x2 និង g(x) = x+2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . f (x) = x2 និង g(x) = 4x− x2 ៖

អាប់សីុស្របសព្វ ៖ 4x− x2 = x2 ⇐⇒ x = 0,2

េលី [0,2] ៖ g(x)≥ f (x)≥ 0

V = π
∫ 2

0
((4x− x2)2 − x4)dx

= π
[

16x3

3 −2x4
]2

0
= 32π

3

ដូចេនះ៖ V = 32π
3

ខ . f (x) = x2 −2x+3 និង g(x) = 9− x ៖
អាប់សីុស្របសព្វ ៖ x =−2,3

េលី [−2,3] ៖ g(x)≥ f (x)≥ 0

V = π
∫ 3

−2
(−x4 +4x3 −9x2 −6x+72)dx

= π
[
− x5

5 + x4 −3x3 −3x2 +72x
]3

−2
= 250π

ដូចេនះ៖ V = 250π

គ . f (x) =
√

x និង g(x) = x2 ៖
អាប់សីុស្របសព្វ ៖ x = 0,1

េលី [0,1] ៖ √
x ≥ x2 ≥ 0

V = π
∫ 1

0
(x− x4)dx = π

[
x2

2
− x5

5

]1

0
= 3π

10

ដូចេនះ៖ V = 3π
10

ឃ . f (x) = 4− x2 និង g(x) = x+2 ៖
អាប់សីុស្របសព្វ ៖ x =−2,1

េលី [−2,1] ៖ 4− x2 ≥ x+2 ≥ 0

V = π
∫ 1

−2
(x4 −9x2 −4x+12)dx

= π
[

x5

5 −3x3 −2x2 +12x
]1

−2
= 108π

5

ដូចេនះ៖ V = 108π
5
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ះ្រសា
យ
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ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
ល
ម្អ ិត

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣

គណនាមាឌៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្សអ័រេដាេណ y′Oy ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ៖

ក . x = y2 និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 4 ខ . y = lnx, អ័ក្ស Oy និង y = 0,y = 2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . x = y2 និង x = 4 ជំុវញិ Oy ៖

អ័រេដាេណ្របសព្វ ៖ y =±2

េលី [−2,2] ៖ R = 4,r = y2

V = π
∫ 2

−2
(16− y4)dy

= 2π
[
16y− y5

5

]2

0
= 256π

5

ដូចេនះ៖ V = 256π
5

ខ . y = lnx ⇐⇒ x = ey េលី [0,2] ៖
V = π

∫ 2

0
(ey)2dy = π

∫ 2

0
e2ydy

= π
[

e2y

2

]2

0
= π(e4−1)

2

ដូចេនះ៖ V = π(e4−1)
2

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤

ចំេពាះអនុគមន៍ F(x) =
∫ x

1
sin(πt)dt ។ គណនា៖

ក . F(−1) ខ . F ′(0) គ . F ′′
(

1
2

)
ឃ . F ′′(x)

ដំេណាះ្រសាយ
ក . គណនា F(−1) ៖

F(−1) =
∫ −1

1
sin(πt)dt

=
[
− cos(πt)

π

]−1

1
= 0

ដូចេនះ៖ F(−1) = 0

ខ . គណនា F ′(0) ៖
តាម FTC ៖ F ′(x) = sin(πx)
=⇒ F ′(0) = sin(0) = 0
ដូចេនះ៖ F ′(0) = 0

គ . គណនា F ′′(x) ៖
F ′′(x) = (F ′(x))′ = (sin(πx))′

= π cos(πx)
ដូចេនះ៖ F ′′(x) = π cos(πx)

ឃ . គណនា F ′′ (1
2

) ៖
F ′′ (1

2

)
= π cos

(π
2

)
= 0

ដូចេនះ៖ F ′′ (1
2

)
= 0
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥

គណនា្របែវងធ្នូៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
ក . y =

x3

3
+

1
4x
ពី x = 1 េទ x = 3

ខ . y = ln(cosx) ពី x = 0 េទ x =
π
3

គ . ឧបមាថា f (x) =
1
2
(ex + e−x) ។ បនា្ទ ត់ជួបអ័ក្សអ័រេដាេណ្រតង់ B ។ េ្របៀបេធៀប្របែវង AB និង្របែវងធ្នូ L ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . y = x3

3 + 1
4x េលី [1,3] ៖

y′ = x2 − 1
4x2

1+(y′)2 =
(

x2 + 1
4x2

)2

L =
∫ 3

1

(
x2 +

1
4x2

)
dx

=
[

x3

3 − 1
4x

]3

1
= 53

6

ដូចេនះ៖ L = 53
6

ខ . y = ln(cosx) េលី [0, π
3 ] ៖

y′ =− tanx =⇒ 1+(y′)2 = 1
cos2 x

L =
∫ π/3

0

dx
cosx

=
[

ln | tanx+
1

cosx
|
]π/3

0

= ln(2+
√

3)

ដូចេនះ៖ L = ln(2+
√

3)

គ . េ្របៀបេធៀប AB និងធ្នូ L ចំេពាះ f (x) = ex+e−x

2 ៖
▶ (T ) : y− f (a) = f ′(a)(x−a)
▶ B(0, f (a)−a f ′(a))

▶ AB = a
√

1+[ f ′(a)]2 = a f (a)

▶ L =
∫ a

0

√
1+[ f ′(x)]2dx

= ea−e−a

2 = f ′(a)

▶ ចំេពាះ្រគប់ a > 0 ៖
acosha > sinha =⇒ AB > L
ដូចេនះ៖ AB > L
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦

រកៃផ្ទ្រកឡាខាង និងមាឌៃនែស្វ៊រែដលមានកាំ R េដាយេ្របីវធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាល។

ដំេណាះ្រសាយ
▶ គណនាមាឌែស្វ៊រ ៖
ែស្វ៊រកាំ R េកីតពីរង្វិលៃនកន្លះរង្វង់ y =

√
R2 − x2 ជំុវញិ

Ox េលី [−R,R]

តាមវធីិសា�ស្តបន្ទះមូល ៖

V = π
∫ R

−R
(R2 − x2)dx

= 2π
[
R2x− x3

3

]R

0
= 4

3πR3

ដូចេនះ៖ V = 4
3πR3

▶ គណនាៃផ្ទ្រកឡាខាង ៖
េដរេីវ ៖ y′ = −x√

R2−x2√
1+(y′)2 = R√

R2−x2

y
√

1+(y′)2 = R

S = 2π
∫ R

−R
Rdx = 4πR2

ដូចេនះ៖ S = 4πR2

x

y

O

y =
√

R2 − x2

R

R−R

R

360◦

រូប (ក) ៖ រង្វិលកន្លះរង្វង់ y =
√

R2 − x2 ជំុវញិ Ox

x

y

O

R
R−R

V = 4
3 πR3

S = 4πR2

រូប (ខ) ៖ ែស្វ៊រ 3D ែដលមានកាំ R បេង្កីតបានពីអាងំេត្រកាល
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧ (BacII Practice)

េគមានអនុគមន៍ y = 4x− x2 មាន្រកាបតាង (P) ៖
ក . រកកូអរេដាេនកំពូល និងចំណុច្របសព្វរវាង (P)ជាមួយអ័ក្សអាប់សីុស Ox។

ខ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា A ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ (P) និងអ័ក្ស Ox។

គ . គណនាមាឌ V ៃនសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ (P) និងអ័ក្ស Ox។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . កំពូល និង្របសព្វ Ox ៖

▶ y =−(x−2)2 +4 =⇒ S(2,4)

▶ 4x− x2 = 0 ⇐⇒ x = 0,4

នាឱំ្យ O(0,0) និង A(4,0)

ខ . ៃផ្ទ្រកឡា A ៖
េលី [0,4] ៖ 4x− x2 ≥ 0

A =
∫ 4

0
(4x− x2)dx =

[
2x2 − x3

3

]4

0
= 32− 64

3 = 32
3

ដូចេនះ៖ A = 32
3

គ . មាឌសូលីតបរវិត្ត V ៖
V = π

∫ 4

0
(4x− x2)2dx

= π
∫ 4

0
(16x2 −8x3 + x4)dx

= π
[

16x3

3 −2x4 + x5

5

]4

0
= 512π

15

ដូចេនះ៖ V = 512π
15

x

y

O

A = 32
3

(P)
2

4
S(2,4)

A(4,0)

រូប (ក) ៖ ៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ (P) : y = 4x− x2 និងអ័ក្ស Ox

x

y

O

R = 4

360◦

V = 512π
15

4

រូប (ខ) ៖ សូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីរង្វិល (P) ជំុវញិអ័ក្ស Ox



230 ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ ចេម្លីយ និងដំេណាះ្រសាយលម្អិត
ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ

ចេ
ម្ល ីយ

និង
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
ល
ម្អ ិត

គ. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់ជំពូក

លហំាត់ជំពូកទី ១

គណនាអាងំេត្រកាលខាងេ្រកាម៖

ក .
∫
(2x3 −3x2 +1)dx

ខ .
∫ x2

√
x3 +1

dx

គ .
∫

xex2
dx

ឃ .
∫

sin(3x)cos(3x)dx

ង .
∫ lnx

x
dx

ច .
∫ 1

x2 −4
dx

ដំេណាះ្រសាយ
ក . I =

∫
(2x3 −3x2 +1)dx

I = x4

2 − x3 + x+C

ដូចេនះ៖ I = x4

2 − x3 + x+C

ខ . I =
∫ x2

√
x3 +1

dx

តាង u = x3 +1 =⇒ du = 3x2dx

I = 1
3

∫
u−1/2du =

2
3

√
x3 +1+C

ដូចេនះ៖ I = 2
3

√
x3 +1+C

គ . I =
∫

xex2
dx

តាង u = x2 =⇒ du = 2xdx

I = 1
2

∫
eudu =

1
2

ex2
+C

ដូចេនះ៖ I = 1
2ex2

+C

ឃ . I =
∫

sin(3x)cos(3x)dx

I = 1
2

∫
sin(6x)dx =− 1

12
cos(6x)+C

ដូចេនះ៖ I =− 1
12 cos(6x)+C

ង . I =
∫ lnx

x
dx

តាង u = lnx =⇒ du = 1
x dx

I =
∫

udu =
1
2

ln2 x+C

ដូចេនះ៖ I = 1
2 ln2 x+C

ច . I =
∫ 1

x2 −4
dx

1
x2−4 = 1

4

( 1
x−2 −

1
x+2

)
ដូចេនះ៖ I = 1

4 ln
∣∣ x−2

x+2

∣∣+C
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លហំាត់ជំពូកទី ២

គណនាអាងំេត្រកាលេដាយេ្របីវធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក៖

ក .
∫

xcosxdx

ខ .
∫

x2ex dx

គ .
∫

lnxdx

ឃ .
∫

x
√

x+1dx

ង .
∫

ex sinxdx

ច .
∫

arctanxdx

ដំេណាះ្រសាយ
ក . I =

∫
xcosxdx ៖

តាង u = x,dv = cosxdx

I = xsinx−
∫

sinxdx

ដូចេនះ៖ I = xsinx+ cosx+C

ខ . I =
∫

x2ex dx ៖
តាង u = x2,dv = exdx

I = x2ex −2
∫

xexdx

ដូចេនះ៖ I = (x2 −2x+2)ex +C

គ . I =
∫

lnxdx ៖
តាង u = lnx,dv = dx

I = x lnx−
∫

dx = x lnx− x+C

ដូចេនះ៖ I = x lnx− x+C

ឃ . I =
∫

x
√

x+1dx ៖
តាង t =

√
x+1 =⇒ x = t2 −1,dx = 2tdt

I =
∫
(t2 −1) · t ·2tdt = 2

(
t5

5
− t3

3

)
+C

ដូចេនះ៖ I = 2
15(3x−2)(x+1)3/2 +C

ង . I =
∫

ex sinxdx ៖
អាងំេត្រកាលវលិជំុ ៖
I = ex sinx− ex cosx− I

ដូចេនះ៖ I = ex(sinx−cosx)
2 +C

ច . I =
∫

arctanxdx ៖
តាង u = arctanx,dv = dx

I = xarctanx−
∫ x

1+ x2 dx

ដូចេនះ៖ I = xarctanx− 1
2 ln(1+ x2)+C
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លហំាត់ជំពូកទី ៣

គណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ខាងេ្រកាម៖

ក .
∫ 1

0

x3

x2 +1
dx ខ .

∫ π
2

0

sinx
sinx+ cosx

dx គ .
∫ π

4

0
ln(1+ tanx)dx

ដំេណាះ្រសាយ

ក . I =
∫ 1

0

x3

x2 +1
dx ៖

x3

x2+1 = x− x
x2+1

I =
[

x2

2 − 1
2 ln(x2 +1)

]1

0
= 1−ln2

2

ដូចេនះ៖ I = 1−ln2
2

ខ . I =
∫ π

2

0

sinx
sinx+ cosx

dx ៖
តាមលក្ខណៈ King's Property ៖
2I =

∫ π
2

0
1dx =

π
2

=⇒ I =
π
4

ដូចេនះ៖ I = π
4

គ . I =
∫ π

4

0
ln(1+ tanx)dx ៖

ជំនួស x → π
4 − x ៖

1+ tan(π
4 − x) = 2

1+tanx

2I =
∫ π

4

0
ln2dx =

π
4

ln2

=⇒ I = π
8 ln2

ដូចេនះ៖ I = π
8 ln2
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លហំាត់ជំពូកទី ៤

គណនាៃផ្ទ្រកឡាែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

ក . y = x2 −4x និងអ័ក្ស Ox

ខ . y = x3 −3x និងអ័ក្ស Ox េលីចេនា្ល ះ [−1,2]

គ . y =−x2 +4x និងបនា្ទ ត់ y = x

ឃ . y =
√

x និង y = x2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . y = x2 −4x និង Ox ៖

x2 −4x = 0 ⇐⇒ x = 0,4
េលី [0,4] ៖ x2 −4x ≤ 0

A =
∫ 4

0
(4x− x2)dx =

32
3

ដូចេនះ៖ A = 32
3

ខ . y = x3 −3x េលី [−1,2] ៖
x3 −3x = 0 ⇐⇒ x ∈ {−

√
3,0,

√
3}

េលី [−1,0] ៖ y≥ 0, េលី [0,
√

3] ៖ y≤ 0, េលី [
√

3,2]
៖ y ≥ 0
A = 5

4 +
9
4 +

1
4 = 15

4

ដូចេនះ៖ A = 15
4

គ . y =−x2 +4x និង y = x ៖
−x2 +4x = x ⇐⇒ x = 0,3
េលី [0,3] ៖ −x2 +4x ≥ x

A =
∫ 3

0
(3x− x2)dx =

9
2

ដូចេនះ៖ A = 9
2

ឃ . y =
√

x និង y = x2 ៖√
x = x2 ⇐⇒ x = 0,1

េលី [0,1] ៖ √
x ≥ x2

A =
∫ 1

0
(
√

x− x2)dx =
1
3

ដូចេនះ៖ A = 1
3
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ែផ
្នកដំ
េណា

ះ្រសា
យ
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និង
ដំ េ
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លហំាត់ជំពូកទី ៥

គណនាមាឌសូលីតបរវិត្តែដលេកីតពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox ៃនែដនប្លង់ខណ្ឌ េដាយ៖
ក . y = x2 និង y = 4

ខ . y =
√

x និង y = x

គ . y = sinx េលីចេនា្ល ះ [0,π]

ដំេណាះ្រសាយ
ក . y = x2 និង y = 4 ជំុវញិ Ox ៖

អាប់សីុស្របសព្វ ៖ x =±2

V = π
∫ 2

−2
(16− x4)dx

= 2π
[
16x− x5

5

]2

0
= 256π

5

ដូចេនះ៖ V = 256π
5

ខ . y =
√

x និង y = x ជំុវញិ Ox ៖
អាប់សីុស្របសព្វ ៖ x = 0,1

V = π
∫ 1

0
(x− x2)dx =

π
6

ដូចេនះ៖ V = π
6

គ . y = sinx េលី [0,π] ជំុវញិ Ox ៖
V = π

∫ π

0
sin2 xdx

= π
2

[
x− sin2x

2

]π
0 = π2

2

ដូចេនះ៖ V = π2

2
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លហំាត់ជំពូកទី ៦

គណនា្របែវងធ្នូនៃនែខ្សេកាងខាងេ្រកាម៖
ក . y =

1
3
(x2 +2)

3
2 ពី x = 0 ដល់ x = 3

ខ . y = ln(cosx) ពី x = 0 ដល់ x = π
4

គ . y =
x4

16
+

1
2x2 ពី x = 1 ដល់ x = 2

ដំេណាះ្រសាយ
ក . y = 1

3(x
2 +2)3/2 ពី x = 0 ដល់ 3 ៖

y′ = x
√

x2 +2 =⇒ 1+(y′)2 = (x2 +1)2

L =
∫ 3

0
(x2 +1)dx =

[
x3

3
+ x
]3

0
= 12

ដូចេនះ៖ L = 12

ខ . y = ln(cosx) ពី x = 0 ដល់ π4 ៖
y′ =− tanx =⇒ 1+(y′)2 = 1

cos2 x

L =
∫ π/4

0

dx
cosx

= ln(1+
√

2)

ដូចេនះ៖ L = ln(1+
√

2)

គ . y = x4

16 +
1

2x2 ពី x = 1 ដល់ 2 ៖
y′ = x3

4 − 1
x3

1+(y′)2 =
(

x3

4 + 1
x3

)2

L =
∫ 2

1

(
x3

4
+

1
x3

)
dx =

21
16

ដូចេនះ៖ L = 21
16
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លហំាត់ជំពូកទី ៧ (BacII Integral Sequence)

េគឱ្យស្វុ ីត (In) កំណត់ចំេពាះ្រគប់ n ∈ N េដាយ In =
∫ 1

0
(1− x2)n dx ។

ក . គណនា I0 និង I1 ។
ខ . េដាយេ្របីអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ចូរបងា្ហ ញថា (2n+1)In = 2nIn−1 ចំេពាះ្រគប់ n ≥ 1 ។
គ . ទាញរកតៃម្លៃន I2 និង I3 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . គណនា I0 និង I1 ៖

▶ I0 =
∫ 1

0
1dx = 1 =⇒ I0 = 1

▶ I1 =
∫ 1

0
(1− x2)dx =

[
x− x3

3

]1

0
=

2
3

នាឱំ្យ I1 =
2
3

ខ . បងា្ហ ញថា (2n+1)In = 2nIn−1 ៖

▶ តាង
{

u = (1− x2)n

dv = dx

=⇒

{
du =−2nx(1− x2)n−1dx
v = x

▶ In =
[
x(1− x2)n

]1

0
+2n

∫ 1

0
x2(1− x2)n−1dx

= 2n(In−1 − In)

▶ =⇒ (2n+1)In = 2nIn−1 (ពិត)
គ . ទាញរកតៃម្ល I2 និង I3 ៖

▶ I2 =
4
5 I1 =

4
5 ·

2
3 = 8

15 =⇒ I2 =
8
15

▶ I3 =
6
7 I2 =

6
7 ·

8
15 = 16

35 =⇒ I3 =
16
35



ឧបសម្ព័ន្ធឧបសម្ព័ន្ធ
ក ៖តារាងរបូមន្ត្រពីមីទីវ និងអាងំេត្រកាល្រគឹះ (Table of Integrals)

១. លក្ខណៈ្របមាណវិធីេលើអាងំេត្រកាលមិនកំណត់
ចំេពាះអនុគមន៍ f (x), g(x) ែដលមាន្រពីមីទីវ និងចំនួនពិត k,c ∈ R ៖

•
∫

0dx = c

•
∫

k dx = kx+ c (k ̸= 0)

•
∫

k · f (x)dx = k
∫

f (x)dx

•
∫
[ f (x)±g(x)]dx =

∫
f (x)dx±

∫
g(x)dx

•
∫

f ′(x)dx = f (x)+ c

• d
dx

[∫
f (x)dx

]
= f (x)

២. របូមន្ត្រពីមីទីវទ្រមង់លេីនែអ៊រ ax+b (a ̸= 0)

•
∫
(ax+b)n dx =

1
a
(ax+b)n+1

n+1
+c (n ̸=−1)

•
∫ 1

ax+b
dx =

1
a

ln |ax+b|+ c

•
∫ 1

(ax+b)2 dx =− 1
a(ax+b)

+ c

•
∫

eax+b dx =
1
a

eax+b + c

•
∫

sin(ax+b)dx =−1
a

cos(ax+b)+ c

•
∫

cos(ax+b)dx =
1
a

sin(ax+b)+ c

•
∫ 1

cos2(ax+b)
dx =

1
a

tan(ax+b)+ c

•
∫ 1

sin2(ax+b)
dx =−1

a
cot(ax+b)+ c

237



238 ឧបសម្ព័ន្ធ តារាងរូបមន្ត និងវធីិសា�ស្តគន្លឹះ
ឧប
ស
ម្ព័ន
្ធ
តា
រាង
រូប
មន
្តនិ
ងវ
ធិីសា

�ស
្តគន
្ល ឹះ

៣. តារាងរបូមន្ត្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍បឋម f (x) និងអនុគមន៍បណា្ត ក់ u(x)

ល.រ ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍អេថរ x ្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍បណា្ត ក់ u = u(x)

1
∫

xn dx =
xn+1

n+1
+ c (n ̸=−1)

∫
u′un dx =

un+1

n+1
+ c (n ̸=−1)

2
∫ 1

x
dx = ln |x|+ c (x ̸= 0)

∫ u′

u
dx = ln |u|+ c (u ̸= 0)

3
∫ 1√

x
dx = 2

√
x+ c (x > 0)

∫ u′√
u

dx = 2
√

u+ c (u > 0)

4
∫

ex dx = ex + c
∫

u′eu dx = eu + c

5
∫

ax dx =
ax

lna
+ c (a > 0,a ̸= 1)

∫
u′au dx =

au

lna
+ c

6
∫

sinxdx =−cosx+ c
∫

u′ sinudx =−cosu+ c

7
∫

cosxdx = sinx+ c
∫

u′ cosudx = sinu+ c

8
∫ 1

cos2 x
dx =

∫
(1+ tan2 x)dx = tanx+ c

∫ u′

cos2 u
dx = tanu+ c

9
∫ 1

sin2 x
dx =

∫
(1+cot2 x)dx =−cotx+c

∫ u′

sin2 u
dx =−cotu+ c

10
∫

tanxdx =− ln |cosx|+ c
∫

u′ tanudx =− ln |cosu|+ c

11
∫

cotxdx = ln |sinx|+ c
∫

u′ cotudx = ln |sinu|+ c

12
∫ 1

cosx
dx = ln

∣∣∣tan
(x

2
+

π
4

)∣∣∣+ c
∫ u′

cosu
dx = ln

∣∣∣tan
(u

2
+

π
4

)∣∣∣+ c

13
∫ 1

sinx
dx = ln

∣∣∣tan
(x

2

)∣∣∣+ c
∫ u′

sinu
dx = ln

∣∣∣tan
(u

2

)∣∣∣+ c

14
∫

tan2 xdx = tanx− x+ c
∫

u′ tan2 udx = tanu−u+ c

15
∫

cot2 xdx =−cotx− x+ c
∫

u′ cot2 udx =−cotu−u+ c

16
∫

sin2 xdx =
x
2
− sin2x

4
+ c

∫
u′ sin2 udx =

u
2
− sin2u

4
+ c

17
∫

cos2 xdx =
x
2
+

sin2x
4

+ c
∫

u′ cos2 udx =
u
2
+

sin2u
4

+ c

18
∫ 1

x2 +a2 dx =
1
a

arctan
(x

a

)
+ c

∫ u′

u2 +a2 dx =
1
a

arctan
(u

a

)
+ c

19
∫ 1√

a2 − x2
dx = arcsin

(x
a

)
+ c

∫ u′√
a2 −u2

dx = arcsin
(u

a

)
+ c

20
∫ 1

x2 −a2 dx =
1

2a
ln
∣∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣∣+ c
∫ u′

u2 −a2 dx =
1

2a
ln
∣∣∣∣u−a
u+a

∣∣∣∣+ c
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៤. របូមន្ត្រពីមីទីវពិេសស និងអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត្រចាស (a > 0)

a.
∫ 1

x2 +a2 dx =
1
a

arctan
(x

a

)
+ c

b.
∫ 1√

a2 − x2
dx = arcsin

(x
a

)
+ c

c.
∫ 1

x2 −a2 dx =
1

2a
ln
∣∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣∣+ c

d.
∫ 1

a2 − x2 dx =
1

2a
ln
∣∣∣∣a+ x
a− x

∣∣∣∣+ c

e.
∫ 1√

x2 ±a2
dx = ln

∣∣∣x+√x2 ±a2
∣∣∣+ c

f.
∫

lnxdx = x lnx− x+ c

g.
∫

loga xdx =
1

lna
(x lnx− x)+ c

h.
∫ 1

x lnx
dx = ln | lnx|+ c

៥. លក្ខខណ្ឌ េដើមែស្វងរក្រពីមីទីវជាក់លាក់ (Initial Value Problem)
េដីម្បកីំណត់្រពីមីទីវ F(x) ែតមួយគត់ៃនអនុគមន៍ f (x) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ F(x0) = y0 ៖

1. គណនា្រពីមីទីវទូេទ ៖ F(x) =
∫

f (x)dx+ c

2. ជំនួស x = x0 និង F(x0) = y0 េទក្នុងសមីការ ៖ y0 =

[∫
f (x)dx

]
x=x0

+ c

3. េដាះ្រសាយសមីការរកតៃម្លេថរ c រចួជំនួស c ចូលេទក្នុង F(x) វញិ។

៦. ឧទាហរណ៍អនុវត្តគំរៃូនលក្ខខណ្ឌ េដើម (Initial Value Examples)
ឧទាហរណ៍ ១ ៖ រកអនុគមន៍ f (x) េបី f ′(x) = 3x2 −4x+5 និង f (1) = 6។
• ្រពីមីទីវទូេទ ៖ f (x) =

∫
(3x2 −4x+5)dx = x3 −2x2 +5x+ c

• េដាយ f (1) = 6 ⇐⇒ 13 −2(1)2 +5(1)+ c = 6 =⇒ 4+ c = 6 =⇒ c = 2

• ដូចេនះ f (x) = x3 −2x2 +5x+2

ឧទាហរណ៍ ២ ៖ រកសមីការែខ្សេកាង (C) : y = f (x)កាត់តាម A(0,3) េបីេមគុណ្របាប់ទិស y′ = 2e2x + cosx។
• សមីការទូេទ ៖ y =

∫
(2e2x + cosx)dx = e2x + sinx+ c

• ែខ្សេកាងកាត់ A(0,3) ⇐⇒ 3 = e0 + sin0+ c =⇒ 3 = 1+ c =⇒ c = 2

• ដូចេនះ សមីការែខ្សេកាងគឺ ៖ y = e2x + sinx+2
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ខ ៖ វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលគន្លឹះ (Integration Techniques)

១. វិធីសា�ស្តប្តូរអេថរ (Method of Substitution)

• េគាលការណ៍ទូេទ ៖ េបីកេន�មមានទ្រមង់
∫

f (g(x))g′(x)dx េគតាង u = g(x) =⇒ du = g′(x)dx នាឱំ្យ
៖ ∫

f (g(x))g′(x)dx =
∫

f (u)du និង
∫ b

a
f (g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f (u)du

• វធីិសា�ស្តប្តូរអេថរ្រតីេកាណមា្រត (Trigonometric Substitutions) ៖

ទ្រមង់កេន�ម អេថរជំនួស ឌីេផរង់៉ែស្យល រូបមន្តស្រម�ល√
a2 − x2 x = asinθ (−π

2 ≤ θ ≤ π
2 ) dx = acosθ dθ

√
a2 − x2 = acosθ

√
a2 + x2 ឬ a2 + x2 x = a tanθ (−π

2 < θ < π
2 ) dx =

a
cos2 θ

dθ
√

a2 + x2 =
a

cosθ√
x2 −a2 x =

a
cosθ

(0 ≤ θ < π
2 ) dx =

asinθ
cos2 θ

dθ
√

x2 −a2 = a tanθ

២. វិធីសា�ស្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក (Integration by Parts)

រូបមន្ត ៖
∫

udv = u · v−
∫

vdu និង
∫ b

a
udv =

[
u · v
]b

a −
∫ b

a
vdu

ក្ួបនអាទិភាពេ្រជីសេរសី u តាមវធិាន L-I-A-T-E ៖ L (lnx) → I (arcsin,arctan) → A (xn,P) → T
(sin,cos) → E (ex,ax)
វធីិសា�ស្តតារាង (Tabular Method / DI Method) ៖ េ្របីចំេពាះ

∫
P(x)eαxdx,

∫
P(x)sin(αx)dx,∫

P(x)cos(αx)dx ៖

• ជួរឈរ D ៖ យក P(x) េដរេីវបន្តបនា្ទ ប់រហូតដល់ 0។
• ជួរឈរ I ៖ យកអនុគមន៍ែដលេនសល់េធ្វីអាងំេត្រកាលបន្តបនា្ទ ប់។
• ជួរឈរ ± ៖ ឆា្ល ស់សញញ +,−,+,−, . . . រចួគុណតាមអង្កត់្រទ�ង។
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៣. វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍សនិទាន
∫ P(x)

Q(x)
dx

1. ករណី deg(P)≥ deg(Q) ៖ ្រត�វែតេធ្វីវធីិែចកពហុធាជាមុនសិន ៖
P(x)
Q(x)

= E(x)+
R(x)
Q(x)

(េដាយ deg(R)< deg(Q))

2. ករណីកតា្ត លីេនែអ៊រខុសៗគា្ន ៖
1

(x−a)(x−b)
=

A
x−a

+
B

x−b
=⇒

∫ dx
(x−a)(x−b)

= A ln |x−a|+B ln |x−b|+ c

3. ករណីកតា្ត លីេនែអ៊រ្រត�តគា្ន ៖
1

(x−a)2(x−b)
=

A
x−a

+
B

(x−a)2 +
C

x−b

4. ករណីកតា្ត ដឺេ្រកទីពីរមិនអាចបំែបកបាន (∆ < 0) ៖

Mx+N
ax2 +bx+ c

=
A(2ax+b)
ax2 +bx+ c

+
B

(x+ b
2a)

2 + k2
=⇒ A ln |ax2+bx+c|+ B

k
arctan

(
x+ b

2a
k

)
+c

៤. វិធីសា�ស្តគណនាអាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត

1. ទ្រមង់
∫

sinm xcosn xdx ៖

• េបី m ជាចំនួនេសស ៖ ផា្ត ច់ sinxdx =−d(cosx) រចួប្តូរ sin2 x = 1− cos2 x។
• េបី n ជាចំនួនេសស ៖ ផា្ត ច់ cosxdx = d(sinx) រចួប្តូរ cos2 x = 1− sin2 x។
• េបី m និង n ជាចំនួនគូទាងំពីរ ៖ េ្របីរូបមន្តបន្ថយដឺេ្រក ៖

cos2 x =
1+ cos2x

2
, sin2 x =

1− cos2x
2

, sinxcosx =
sin2x

2

2. ទ្រមង់ផលគុណេទជាផលបូក ៖

• sin(mx)cos(nx) =
1
2
[

sin(m+n)x+ sin(m−n)x
]

• cos(mx)cos(nx) =
1
2
[

cos(m+n)x+ cos(m−n)x
]

• sin(mx)sin(nx) =−1
2
[

cos(m+n)x− cos(m−n)x
]
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គ ៖ លក្ខណៈ និង្រទឹស្តបីទៃនអាងំេត្រកាលកំណត់ (Theorems of Definite Integrals)

១. ្រទឹស្តបីទ្រគឹះៃនគណិតវិភាគ (Fundamental Theorem of Calculus)

a. ែផ្នកទី ១ (េដរេីវៃនអាងំេត្រកាល) ៖ េបី f ជាប់េលី [a,b] េនាះអនុគមន៍ F(x) =
∫ x

a
f (t)dt មានេដរេីវេលី

[a,b] េហយី ៖

F ′(x) =
d
dx

[∫ x

a
f (t)dt

]
= f (x)

b. ែផ្នកទី ២ (រូបមន្តញូតុន-ែឡបនីស) ៖ េបី f ជាប់េលី [a,b] និង F ជា្រពីមីទីវៃន f េនាះ ៖
∫ b

a
f (x)dx =

[
F(x)

]b
a = F(b)−F(a)

២. លក្ខណៈ្រគឹះៃនអាងំេត្រកាលកំណត់
ចំេពាះអនុគមន៍ f ,g ជាប់េលី [a,b] និង k ∈ R ៖

•
∫ a

a
f (x)dx = 0

•
∫ a

b
f (x)dx =−

∫ b

a
f (x)dx

•
∫ b

a
k f (x)dx = k

∫ b

a
f (x)dx

•
∫ b

a
[ f ±g]dx =

∫ b

a
f dx±

∫ b

a
gdx

•
∫ b

a
f dx =

∫ c

a
f dx+

∫ b

c
f dx (c ∈ [a,b])

•
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
f (u)du

៣. វិធីសា�ស្តគន្លឹះគណនាអាងំេត្រកាលកំណត់ (Key Definite Integral Tips)

• វធីិសា�ស្តប្តូរអេថរ ៖កាលណាេ្របី u = g(x) ្រត�វប្តូរ្រពំែដនជានិច្ច ៖
∫ b

a
f (g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f (u)du

• វធីិសា�ស្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ៖
∫ b

a
udv = [u · v]ba −

∫ b

a
vdu =

(
u(b)v(b)−u(a)v(a)

)
−
∫ b

a
vdu

• ការបំែបកចេនា្ល ះ ៖ េបីមានតៃម្លដាច់ខាត | f (x)| ្រត�វរកឬស f (x) = 0 រចួបំែបកចេនា្ល ះ ∫ b
a =

∫ c
a +

∫ b
c ។
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៤. លក្ខណៈវិសមភាព និង្រទឹស្តបីទតៃម្លមធ្យម

1. លក្ខណៈវជិ្ជមាន ៖ េបី f (x)≥ 0 េលី [a,b] េនាះ
∫ b

a
f (x)dx ≥ 0។

2. លក្ខណៈលំដាប់ ៖ េបី f (x)≤ g(x) េលី [a,b] េនាះ
∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
g(x)dx។

3. វសិមភាពតៃម្លដាច់ខាត ៖
∣∣∣∣∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣≤ ∫ b

a
| f (x)|dx

4. ការកំណត់្រពំែដនតៃម្ល ៖ េបី m ≤ f (x)≤ M េលី [a,b] េនាះ m(b−a)≤
∫ b

a
f (x)dx ≤ M(b−a)។

5. ្រទឹស្តីបទតៃម្លមធ្យម ៖ េបី f ជាប់េលី [a,b] េនាះមាន c ∈ [a,b] យ៉ាងតិចមួយែដល ៖

f̄ =
1

b−a

∫ b

a
f (x)dx = f (c)

៥. អាងំេត្រកាលៃនអនុគមន៍សុេីម្រទី េលើចេនា្ល ះ [−a,a]

• អនុគមន៍គូ ( f (−x) = f (x)) ៖
∫ a

−a
f (x)dx = 2

∫ a

0
f (x)dx

• អនុគមន៍េសស ( f (−x) =− f (x)) ៖
∫ a

−a
f (x)dx = 0

៦. អនុគមន៍ខួប របូមន្ត Leibniz និង King's Property

a. អនុគមនខ៍ួប ( f (x+T ) = f (x)) ៖
∫ a+T

a
f (x)dx =

∫ T

0
f (x)dx និង

∫ nT

0
f (x)dx = n

∫ T

0
f (x)dx

b. េដរេីវៃនអាងំេត្រកាល (Leibniz Rule) ៖ d
dx

[∫ u(x)

v(x)
f (t)dt

]
= f (u(x))u′(x)− f (v(x))v′(x)

c. រូបមន្តប្តូរអេថរ King's Property ៖
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (a+b− x)dx



244 ឧបសម្ព័ន្ធ តារាងរូបមន្ត និងវធីិសា�ស្តគន្លឹះ
ឧប
ស
ម្ព័ន
្ធ
តា
រាង
រូប
មន
្តនិ
ងវ
ធិីសា

�ស
្តគន
្ល ឹះ

ឃ ៖ របូមន្តធរណីមា្រត និងរបូវិទយអនុវត្ត (Applications of Integrals)

១. ការគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ (Plane Areas)

1. ៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ្រកាប (C) : y = f (x), អ័ក្ស Ox និងបនា្ទ ត់ឈរ x = a,x = b ៖

S =
∫ b

a
| f (x)|dx (ឯកតាៃផ្ទ)

• េបី f (x)≥ 0 េលី [a,b] =⇒ S =
∫ b

a
f (x)dx

• េបី f (x)≤ 0 េលី [a,b] =⇒ S =−
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
[− f (x)]dx

• េបី f (x) ប្តូរសញញ ្រតង់ c ∈ (a,b) =⇒ S =
∫ c

a
f (x)dx−

∫ b

c
f (x)dx

2. ៃផ្ទខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាងពីរ (C1) : y = f (x) និង (C2) : y = g(x) េលី [a,b] ៖

S =
∫ b

a
| f (x)−g(x)|dx

(
េបី f (x)≥ g(x) =⇒ S =

∫ b

a
[ f (x)−g(x)]dx

)

3. ៃផ្ទគណនាេធៀបនឹងអ័ក្សអ័រេដាេន Oy េលីចេនា្ល ះ [c,d] ៖

S =
∫ d

c
|g(y)|dy ឬ S =

∫ d

c
[ f (y)−g(y)]dy ( f (y)≥ g(y))

២. ឧទាហរណ៍គំរគូណនាៃផ្ទ្រកឡាៃនែផ្នកប្លង់ (Plane Area Example)
ឧទាហរណ៍ ៖ គណនាៃផ្ទ្រកឡាខណ្ឌ េដាយប៉ារ៉ាបូល (C) : y = 4− x2 និងអ័ក្ស Ox (y = 0) ៖
• សមីការអាប់សីុស ៖ 4− x2 = 0 ⇐⇒ x =±2 (នាឱំ្យ្រពំែដន a =−2,b = 2)

• េលីចេនា្ល ះ [−2,2] ្រកាបស្ថិតេនខាងេលីអ័ក្ស Ox (y ≥ 0)

• ៃផ្ទ្រកឡា ៖ S =
∫ 2

−2
(4− x2)dx =

[
4x− x3

3

]2

−2
=

32
3
ឯកតាៃផ្ទ
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៣. ការគណនាមាឌសលូតីបរវិត្ត (Volumes of Solids of Revolution)

1. រង្វិលជំុវញិអ័ក្សអាប់សីុស Ox (ចេនា្ល ះ x = a ដល់ x = b) ៖

• វធីិសា�ស្តថាស (Disk) ៖ V = π
∫ b

a
[ f (x)]2 dx (ឯកតាមាឌ)

• វធីិសា�ស្ត្រកវលិ (Washer) ៖ V = π
∫ b

a

(
[ f (x)]2 − [g(x)]2

)
dx (| f (x)| ≥ |g(x)|)

2. រង្វិល ជំុវញិ អ័ក្សអ័រេដាេន Oy (ចេនា្ល ះ y = c ដល់ y = d) ៖ V = π
∫ d

c
[g(y)]2 dy ឬ V =

π
∫ d

c

(
[R(y)]2 − [r(y)]2

)
dy

3. វធីិសា�ស្តសំបកសីុឡាងំ (Cylindrical Shell Method) ៖ រង្វិលជំុវញិ Oy ៖ V = 2π
∫ b

a
x · f (x)dx

៤. ឧទាហរណ៍គំរគូណនាមាឌសលូតីបរវិត្ត (Volume Example)
ឧទាហរណ៍ ៖ គណនាមាឌសូលីតបរវិត្តែដលបានពីការរង្វិលជំុវញិអ័ក្ស Ox នូវៃផ្ទខណ្ឌ េដាយ y =

√
x, x = 4 និង

y = 0 ៖

V = π
∫ 4

0
(
√

x)2 dx = π
∫ 4

0
xdx = π

[
x2

2

]4

0
= 8π (ឯកតាមាឌ)
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៥. ការគណនា្របែវងធ្នូៃនែខ្សេកាង (Arc Length of Curves)

a. ែខ្សេកាង y = f (x) េលីចេនា្ល ះ [a,b] ៖

L =
∫ b

a

√
1+[ f ′(x)]2 dx =

∫ b

a

√
1+
(

dy
dx

)2

dx (ឯកតា្របែវង)

b. ែខ្សេកាង x = g(y) េលីចេនា្ល ះ [c,d] ៖

L =
∫ d

c

√
1+[g′(y)]2 dy =

∫ d

c

√
1+
(

dx
dy

)2

dy

c. ែខ្សេកាងប៉ារ៉ាែម៉្រត x = x(t),y = y(t) េលី [t1, t2] ៖

L =
∫ t2

t1

√
[x′(t)]2 +[y′(t)]2 dt

៦. កម្មវិធីអនុវត្តៃនអាងំេត្រកាលក្នងុរបូវិទយ (Physics Applications)

1. ចលនា្រតង់ ៖ ចមា្ង យចរ បមា្ល ស់ទី និងេល្ប�ន

• អនុគមន៍េល្ប�នពីសំទុះ ៖ v(t) =
∫

a(t)dt = v0 +
∫ t

0
a(t)dt

• អនុគមន៍ទីតាងំពីេល្ប�ន ៖ s(t) =
∫

v(t)dt = s0 +
∫ t

0
v(t)dt

• បមា្ល ស់ទី ៖ ∆s = s(t2)− s(t1) =
∫ t2

t1
v(t)dt ចមា្ង យសរុប ៖ d =

∫ t2

t1
|v(t)|dt

2. ការងារៃនកមា្ល ងំអេថរ ៖W =
∫ b

a
F(x)dx (រុសឺ័រ Hooke: F = kx =⇒ W =

1
2

k(b2 −a2))
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៧. របូមន្តផលបូក្រគឹះស្រមាប់ផលបូក Riemann (Summation Formulas)

a.
n

∑
i=1

1 = n

b.
n

∑
i=1

i =
n(n+1)

2

c.
n

∑
i=1

i2 =
n(n+1)(2n+1)

6

d.
n

∑
i=1

i3 =
[

n(n+1)
2

]2

=
n2(n+1)2

4

៨. តារាងតៃម្លអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រតៃនមុំពិេសស

មំុជាដឺេ្រក 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

មុំជារ៉ាដ្យង់ x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

sinx 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2

√
2

2
1
2

0

cosx 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0 −1
2 −

√
2

2
−
√

3
2

−1

tanx 0
√

3
3

1
√

3 ∥ −
√

3 −1 −
√

3
3

0

cotx ∥
√

3 1
√

3
3

0 −
√

3
3

−1 −
√

3 ∥

៩. យទុ្ធសា�ស្តគន្លឹះេដាះ្រសាយលហំាត់អាងំេត្រកាលក្នងុវិញញ សាបាក់ឌុប

1. សេង្កតកេន�មអាងំេត្រកង់ ៖ ពិនិត្យេមីលថាេតីជាទ្រមង់ស្វ័យគុណ u′
u , u′eu, ឬទ្រមង់ប្តូរអេថរ្រតង់ណា។

2. អនុវត្តអាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក ៖ េ្របវីធិាន ILATE ជានិច្ច ពិេសសកាលណាេឃញី lnx ្រត�វតាង u = lnx។
3. ចំេពាះអាងំេត្រកាលកំណត់ ៖ គណនាឱ្យបាន្រប�ង្របយត័្ន្រតង់ F(b)−F(a) និងកុំេភ្លចប្តូរ្រពំែដនេពលប្តូរ
អេថរ។

4. ៃផ្ទ្រកឡា និងមាឌ ៖ ្រត�វកំណត់ចំណុច្របសព្វៃនែខ្សេកាងជាមុន េដីម្បីរក្រពំែដនអាងំេត្រកាល និងពិនិត្យ
សញញ ែខ្សេកាងេលី-េ្រកាម។



ឯកសារេយាង

1. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា (២០១០-២០២៥) ៖ េសៀវេភសិក�េគាល គណិតវទិយ ថា្ន ក់ទី១២ ក្រមិតខ្ពស,់
នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានីភ្នំេពញ។

2. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា (២០១០-២០២៥) ៖ េសៀវេភសិក�េគាល គណិតវទិយ ថា្ន កទី់១២ ក្រមិតមូលដា្ឋ ន,
នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានីភ្នំេពញ។

3. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា ៖ េសៀវេភ្រគ� គណិតវទិយ ថា្ន ក់ទី១២, នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានី
ភ្នំេពញ។

4. នាយកដា្ឋ នធានាគុណភាពអប់រ ំ ៖ ក្រមងវញិញ សា្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) គណិតវទិយ
(២០១៤-២០២៥), ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា។

5. នាយកដា្ឋ នបណ្តុ ះបណា្ត ល និងវ្ិរកឹតការ ៖ ក្រមងវញិញ សា្របឡងេ្រជីសេរសីសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទសែផ្នកគណិតវទិយ
ថា្ន ក់ទី១២, រាជធានីភ្នំេពញ។

6. Stewart, James (2016) ៖ Calculus: Early Transcendentals (8th Edition), Cengage Learning,
Boston, USA.

7. Thomas, George B., Weir, Maurice D., & Hass, Joel (2018) ៖ Thomas' Calculus (14th
Edition), Pearson Education, New York, USA.

8. Larson, Ron, & Edwards, Bruce (2018) ៖ Calculus (11th Edition), Cengage Learning, USA.

9. Spivak, Michael (2008) ៖ Calculus (4th Edition), Publish or Perish, Houston, Texas.
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