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ថា្ន ក់ទី ១២ • GRADE 12

្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ
េ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែក

របូមន្ត្រគឹះៃនសមីការឌីេផរង៉់ែស្យល • CORE ODE FORMULAS

y′+ay = 0 =⇒ y =Ce−ax ay′′+by′+ cy = 0 =⇒ ar2 +br+ c = 0

y′+ay = p(x) =⇒ y = yc + yp ∆ > 0 =⇒ y =C1er1x +C2er2x

g(y)dy = f (x)dx =⇒
∫

g(y)dy =
∫

f (x)dx ∆ < 0 =⇒ y = eαx(Acosβx+Bsinβx)

អ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦



គណៈកម្មការេរៀបេរៀង និង្រត�តពិនិត្យ

គណៈកម្មការេរៀបេរៀង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

្រត�តពិនិត្យខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន
េរៀបចំខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រចនាគ្រមប និងទំព័រ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រូបភាព និងតារាង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ែកស្រម�លអក្ខរាវរិុទ្ធ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
គណៈកម្មការពិនិត្យចុងេ្រកាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី

េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

េសៀវេភេនះ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងស្រមិតស្រមាងំ ស្រមាប់សិស�នុសិស្សថា្ន ក់ទី១២ ក្នុងការស្វ័យ
សិក� និងេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងសិស្សពូែក

ទូទាងំ្របេទស។

ព័ត៌មានេសៀវេភ

កំែណសាកល្បង© ២០២៦

សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលថា្ន ក់ទី១២
DIFFERENTIAL EQUATIONS - GRADE 12

េរៀបេរៀងេដាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ស្រមាប់េបាះពុម្ពផ�យ៖ បណា្ណ គារអង្គរ



្របសទិ្ធពរ និងការឧទ្ទិស

េសៀវេភ «សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលថា្ន ក់ទី១២» មួយកបលេនះ
្រត�វបានបេង្កីតេឡងី និងឧទ្ទិសជូនយ៉ាងេសា្ម ះស្ម័្រគចំេពាះ ៖

មាតាបិតាជាទីេគារពសកា្ក រៈដ៏ខ្ពង់ខ្ពសប់ំផុត
ែដលបានលះបង់កមា្ល ងំកាយចិត្ត ឧបត្ថម្ភគា្ំរទ និងផ្តល់ក្តី្រសឡាញ់ឥត្រពំែដន

ក្នុងការផ្តល់ឱកាសឱ្យកូនបានេ្រកបជញ្ជក់ចំេណះវជិា្ជ និងរកីចេ្រមីនរហូតមកដល់បច្ចុប្បន្ន។

េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងសា�សា្ត ចារ្យ្រគប់ជំនាន់
ែដលជាអ្នកផ្តល់ពន្លឺ្របាជា្ញ ែណនាមំាគ៌ាដ៏្រតចះ្រតចង់

និងបណ្តុ ះបណា្ត លសិស�នុសិស្សឱ្យកា្ល យជាទំពាងំស្នងឫស្សដ៏ីមានសមត្ថភាព។

ប្អូនៗសសិ�នុសសិ្សថា្ន ក់ទី១២ទាងំអស់
ែដលកំពុងខិតខំ្របឹងែ្របងេរៀនសូ្រត េ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ
និងការ្របឡងសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទស សូមឱ្យទទួលបានេជាគជ័យ្រគប់ៗគា្ន !

េដាយេសចក្តីេគារព និង្រសឡាញ់ដ៏្រជាលេ្រជ

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



អារម្ភកថា
គណិតវទិយ គឺជាមូលដា្ឋ ន្រគឹះដ៏មានសារៈសំខានប់ំផុត ក្នុងការអភិវឌ្ឍការគិតែបបសមេហតុផល វភិាគសីុជេ្រម និងការេដាះ្រសាយ

បញ្ហ ក្នុងវទិយសា�ស្ត បេច្ចកវទិយ វសិ្វកម្ម និងជីវភាពរស់េនជាក់ែស្តង។ ក្នុងចំេណាម្របធានបទគណិតវទិយថា្ន កទី់១២ «សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល»

(Differential Equations) គឺជាស្នូលដ៏សំខានៃ់នគណិតវភិាគក្រមិតខ្ពស់ ែដលជាសា្ព នតភា្ជ បរ់វាងគំនិតគណិតវទិយអរូបី េទនឹងបាតុភូត
រូបវទិយ គីមីវទិយ ជីវសា�ស្ត និងេសដ្ឋកិច្ច។ ការេចះេដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល គឺជាលក្ខខណ្ឌ ចាបំាចប់ំផុតស្រមាបសិ់ស�នុសិស្ស
្រគប់រូប ទាងំក្នុងការេ្រតៀមខ្លួន្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងេ្រជីសេរសីសិស្សពូែកទូទាងំ
្របេទស។

េសៀវេភ «សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលថា្ន ក់ទី១២» មួយកបលេនះ ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងហ្មត់ចត់ ្រសបតាមកម្មវធីិសិក�
ផ្លូវការៃន្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា េដាយែបងែចកខ្លឹមសារជា ៣ េមេរៀនចម្បងៗ ៖

• េមេរៀនទី១ ៖ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី១ — ពន្យល់ពីសញញ ណ និងនិយមន័យៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់
ទី១, សមីការទ្រមង់ dy

dx
= f (x), សមីការែញកអេថរបាន g(y)dy = f (x)dx, សមីការលីេនែអ៊លំដាប់ទី១ េមគុណេថរអូម៉ូែសន

y′+ay= 0,សមីការមិនអូម៉ូែសន y′+ay= p(x)តាមវធីិែស្វងរកចេម្លីយពិេសស និងតាមវធីិបែ្រមប្រម�លចំនួនេថររបស់ Lagrange
អមេដាយឧទាហរណ៍ និងលំហាត់អនុវត្តន៍ច្រម�ះ។

• េមេរៀនទី២ ៖ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអល៊ំដាបទី់២ — េផា្ត តេលីសមីការលីេនែអល៊ំដាបទី់២ អូម៉ូែសនមានេមគុណេថរ ay′′+

by′ + cy = 0, វធីិសា�ស្តេដាះ្រសាយតាមសមីការសមា្គ ល់ ar2 + br + c = 0 ក្នុងករណី ∆ > 0, ∆ = 0 និង ∆ < 0, ្រពមទាងំ
វធីិេដាះ្រសាយសមីការមិនអូម៉ូែសន ay′′+by′+ cy = p(x) តាមវធីិសា�ស្តកំណត់េមគុណ (Undetermined Coefficients) និង
លំហាត់ជំពូកជាក់ែស្តង។

• េមេរៀនទី៣ ៖ អនុវត្តន៍ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល និងលំហាត់្របឡងបាក់ឌុប — បងា្ហ ញពីការអនុវត្តជាក់ែស្តងក្នុងវទិយសា�ស្តពិត
ដូចជា កំេណីន្របជាជន, ការបំែបកៃនធាតុវទិ្ុយសកម្ម និងកន្លះជីវតិ, ចបប់្រតជាក់ៃនញូតុន, ចលនាក្នុងមជ្ឈដា្ឋ នទប់, លំេយាល
េមកានិចៃន្របព័ន្ធរុសឺ័រ ្រពមទាងំក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុបថា្ន កជ់ាតិពីឆា្ន ំ២០១៤ដល់ ២០២៤អមេដាយដំេណាះ្រសាយ
គំរូយ៉ាងលម្អិត។

េសៀវេភេនះ្រត�វបានរចនាេឡងីយ៉ាងយកចិត្តទុកដាកត់ាមក្ួបនខា្ន តេបាះពុម្ពទំេនីប មានគំនូស្រកាហ្វកិ TikZ ចបស្់រតឹម្រត�វ ប្លង់
ទំព័រសា្អ តបាត និងមានែផ្នកដំេណាះ្រសាយលំហាត់គំរូ ្រពមទាងំឧបសម្ព័ន្ធរូបមន្តសេង្ខបេដីម្បជីា្របេយាជន៍ដល់ការរលឹំកេមេរៀន។

ខ្ញុ ំបាទសង្ឃមឹយ៉ាងមុតមាថំា េសៀវេភេនះនឹងកា្ល យជាមគ្គេទសក៍ និងជាក្រមងឯកសារជំនួយសា្ម រតីដ៏មានតៃម្លបំផុតស្រមាបេ់លាក្រគ�
អ្នក្រគ� និងប្អូនៗសិស�នុសិស្សក្នុងការបេ្រងៀននិងេរៀន។ េទាះបីជាមានការខិតខ្ំរបឹងែ្របងយ៉ាងណាក្តី កេ៏សៀវេភេនះ្របាកដជាមិនអាច
េជៀសផុតពីកំហុសអេចតនាណាមួយេឡយី។ ខ្ញុ ំបាទរង់ចាទំទួលនូវរាល់មតិរះិគន់សា្ថ បនាពីសំណាក់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងមិត្តអ្នកអាន
េដាយក្តីរកីរាយជានិច្ច។

រាជធានីភ្នំេពញ ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



េសចក្តីដឹងគុណ

ជាបឋម ខ្ញុ ំបាទ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី សូមលំឱនកាយវាចាចិត្ត ែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជបំផុត ជូនចំេពាះ
េលាកអ្នកមានគុណទាងំពីរ គឺមាតា និងបិតារបស់ខ្ញុ ំ ែដលេលាកទាងំពីរបានពលិកម្ម្រគប់ែបបយ៉ាង ចិញ្ច ឹមបីបាច់ែថរក�
ផ្តល់ភាពកក់េក្ត និងអប់រទូំនា្ម នេ្របៀន្របេដខ្ញុ ំបាទតាងំពីកុមារភាព រហូតេធ្វីឱ្យខ្ញុ ំអាចឈរយ៉ាងរងឹមាេំនេលីវថីិជីវតិមួយ
េនះ។ េបគីា្ម នការលះបង់ និងេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដម៏ហាសាលពីេលាកទាងំពីរេទ េនាះខ្ញុ ំបាទក្៏របែហលជាគា្ម នៃថ្ងេនះេឡយី។

ជាបន្តបនា្ទ ប់ ខ្ញុ ំបាទសូមសែម្តងនូវេសចក្តីេគារពដឹងគុណយ៉ាងេសា្ម ះស្ម័្រគ ជូនចំេពាះេលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងសា�សា្ត
ចារ្យ្រគប់លំដាប់ថា្ន ក់ តាងំពីក្រមិតបឋមសិក� រហូតដល់ថា្ន ក់សាកលវទិយល័យ ែដលបានខិតខំចំណាយកមា្ល ងំកាយចិត្ត
ក្នុងការេផ្ទរនូវចំេណះដឹង និងបណ្តុ ះបណា្ត លរូបខ្ញុឱំ្យកា្ល យជាធនធានមនុស្សមួយរូប្របកបេដាយសមត្ថភាព។ រាលដំ់បូនា្ម ន
ែដលទទួលបានពីេលាក្រគ� អ្នក្រគ� គឺជា្របទីបបំភ្លឺផ្លូវែដលែតងែតចង្អុលបងា្ហ ញឱ្យខ្ញុ ំបាទេដីរេលីកន្លងដ៏្រតឹម្រត�វ។

ជាពិេសសេលីសពីេនះេទេទៀត ខ្ញុ ំបាទសូមែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជ និងេផ្ញជូីននូវេសចក្ត្ីរសឡាញ់ដធ៏ំេធង
មិនអាចកាត់ៃថ្លបាន ជូនចំេពាះភរយិាជាទី្រសឡាញ់របស់ខ្ញុ ំ គឺេលាក្រសី ែង៉ត សុគនា្ធ ្រពមទាងំកូន្រសីជាទី្រសឡាញ់ ែខម
េសាភា ែដលែតងែតេនែក្បរ ផ្តល់ភាពកក់េក្ត េមីលែថទាំ េលីកទឹកចិត្ត និងលះបង់្រគប់ែបបយ៉ាង េដីម្បីឱ្យខ្ញុ ំបាទមាន
េពលេវលាេពញេលញក្នុងការ្រសាវ្រជាវ និងចង្រកងេសៀវេភមួយកបលេនះេឡងីរហូតទទួលបានេជាគជ័យ។

េសៀវេភ «សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលថា្ន កទ់ី១២» មួយកបលេនះ មិនអាចេលចេចញជារូបរាងេឡងីបានេឡយី
្របសិនេបីគា្ម នការេលីកទឹកចិត្តពីមនុស្សជាេ្រចីនជំុវញិខ្លួនខ្ញុ ំ។ ខ្ញុ ំបាទសូមអរគុណដលមិ់ត្តភក្តិ បងប្អូន និងសហការទីាងំអស់
ែដលែតងែតផ្តលម់តិេយាបល់ ជួយែកស្រម�ល និងជួយជំរុញទឹកចិត្តខ្ញុេំនក្នុងដំេណីរការៃនការចង្រកងេសៀវេភេនះជាភាសា
LATEX។ ជាចុងបញ្ចប់ ខ្ញុ ំបាទសូម្របសិទ្ធពរជ័យ សិរសីួស្តី ជ័យមង្គល ជូនដលេ់លាកអ្នកមានគុណ េលាក្រគ� អ្នក្រគ� ភរយិា
កូន្រសី ្រពមទាងំមិត្តអ្នកសិក�ទាងំអស់ សូម្របកបេដាយសុខភាពល្អបរបូិរណ៍ ្របាជា្ញ ភ្លថឺា្ល េជាគជ័យ្រគបភ់ារកិច្ច និងសេ្រមច
បាននូវរាល់បំណង្របាថា្ន ក្នុងជីវតិជានិរន្តរ។៍

ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



តារាងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយ

និមិត្តសញញ អត្ថន័យ អានថា / ការេ្របី្របាស់
y, f (x) អនុគមន៍អេថរ x ែដល្រត�វែស្វងរក អនុគមន៍អញញ តៃនសមីការ
y′,

dy
dx

េដរេីវទី១ ៃនអនុគមន៍ y េធៀបនឹង x ឌី y េលី ឌី x (េល្ប�នបែ្រមប្រម�ល)
y′′,

d2y
dx2 េដរេីវទី២ ៃនអនុគមន៍ y េធៀបនឹង x េដរេីវទីពីរ (សំទុះ ឬកេ្រមាងេកាង)

y(n) េដរេីវទី n ៃនអនុគមន៍ y េដរេីវលំដាប់ទី n

dx,dy,dt ឌីេផរង់៉ែស្យលៃនអេថរ x,y, t កំេណីនតូចល្អិតបំផុត
ay′+by = 0 សមីការលីេនែអ៊លំដាប់១ អូម៉ូែសន អង្គទី២ េស្មីសូន្យ

ay′+by = p(x) សមីការលីេនែអ៊លំដាប់១ មិនអូម៉ូែសន p(x) ̸= 0 ជាអនុគមន៍្របភព
yc,yh ចេម្លីយទូេទៃនសមីការអូម៉ូែសន Complementary / Homogeneous Solution

yp ចេម្លីយពិេសសៃនសមីការមិនអូម៉ូែសន Particular Solution
y = yc + yp ចេម្លីយទូេទៃនសមីការមិនអូម៉ូែសន ចេម្លីយេពញេលញៃនសមីការលីេនែអ៊រ

ay′′+by′+ cy = 0 សមីការលីេនែអ៊លំដាប់២ េមគុណេថរ សមីការលំដាប់ពីរអូម៉ូែសន
ar2 +br+ c = 0 សមីការសមា្គ ល់ (Characteristic Eq.) សមីការដឺេ្រកទីពីរជំនួយ

∆ = b2 −4ac ឌីស្រគីមីណង់ៃនសមីការសមា្គ ល់ ស្រមាប់វភិាគករណីឫស
r1,r2 ឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ ឫសពិត ឬឫសកុំផ្លិចឆា្ល ស់

A,B,C,C1,C2 ចំនួនេថរបំពានក្នុងចេម្លីយ កំណត់បានតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម
y(x0) = y0 លក្ខខណ្ឌ េដីម (Initial Condition) ស្រមាប់កំណត់រកចេម្លីយពិេសស

T1/2 កន្លះជីវតិៃនសារធាតុវទិ្ុយសកម្ម T1/2 =
ln2
λ

k,λ េមគុណសមាមា្រត ឬេថររលាយ េថរអ្រតាកំេណីន ឬអ្រតាថយ
R,C សំណំុចំនួនពិត និងសំណំុចំនួនកុំផ្លិច x ∈ R, z ∈ C
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េមេរៀនទីេមេរៀនទី

១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១

១ សញញ ណសមីការដីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់១

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
:

• សមីការឌីេផរង៉ែស្យលលំដាបទី់ 1 ជាទំនាក់ទំនងរវាងអនុគមន៍ េដរេីវទី 1 របសអ់នុគមនេ៍នះ អេថរ និង ចំនួន
េថរ។

• ចេម្លីយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល ជាអនុគមន៍មួយែដលអនុគមន៍េនះ និងេដរេីវរបស់វាេផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ។

• លំដាប់ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល គឺជាលំដាប់ៃនេដរេីវខ្ពស់ជាងេគក្នុងសមីការ។

លហំាត់គំរ ូ ១

េគមានអនុគមន៍ y = ke−3x កំណត់េលី R ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត k ។ សរេសរសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលែដលមាន y = ke−3x

ជាចេម្លីយទូេទ។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមានអនុគមន៍ y = ke−3x កំណត់េលី R (k ជាចំនួនពិតេថរ)។
េធ្វីេដរេីវេលីអង្គទាងំពីរេធៀបនឹងអេថរ x ៖

y′ = (ke−3x)′ = k(−3)e−3x =−3ke−3x

េដាយសារ y = ke−3x េនាះេគជំនួសចូលបាន ៖
y′ =−3y ⇐⇒ y′+3y = 0

ដូចេនះ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលែដលមាន y = ke−3x ជាចេម្លីយទូេទគឺ y′+3y = 0។
9



10 េមេរៀនទី ១ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី១
េម
េរៀ
នទ
ី១

ស
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រឌ
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ែស
្យល
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ែអ
៊ល
ំដា
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១

លហំាត់គំរ ូ ២

បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ជាចេម្លីយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល្រត�វគា្ន របស់វា ៖

១ . អនុគមន៍ y = ke−
x
2 សមីការ 2y′+ y = 0

២ . អនុគមន៍ y = 5tan5x សមីការ y′− y2 = 25

ដំេណាះ្រសាយ
១ . េគមាន y = ke−

x
2។ គណនាេដរេីវទីមួយ ៖

y′ = k
(
−1

2

)
e−

x
2 =−1

2
ke−

x
2 =−1

2
y

ជំនួស y′ ចូលក្នុងអង្គខាងេឆ្វងៃនសមីការ 2y′+ y ៖

2y′+ y = 2
(
−1

2
y
)
+ y =−y+ y = 0

សមីការេផ្ទ�ងផា្ទ ត់។ ដូចេនះ អនុគមន៍ y = ke−
x
2 ពិតជាចេម្លយីៃនសមីការ 2y′+ y = 0។

២ . េគមាន y = 5tan5x។ គណនាេដរេីវទីមួយ ៖
y′ = 5 ·5(1+ tan2 5x) = 25(1+ tan2 5x) = 25+25tan2 5x

េដាយ y2 = (5tan5x)2 = 25tan2 5x នាឱំ្យ ៖
y′ = 25+ y2 ⇐⇒ y′− y2 = 25

សមីការេផ្ទ�ងផា្ទ ត់។ ដូចេនះ អនុគមន៍ y = 5tan5x ជាចេម្លីយៃនសមីការ y′− y2 = 25។

២ ដំេណាះ្រសាយសមីការដីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់១

២.១ សមីការមានទ្រមង់ dy
dx

= f (x)



២ ដំេណាះ្រសាយសមីការដីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់១

េម
េរៀ
នទ
ី១

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
១
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ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

• សរេសរ dy
dx

= f (x)ជាទ្រមង់ dy = f (x)dx

• រកអាងំេត្រកាលអង្គទាងំពីរ : ∫ dy =
∫

f (x)dx ឬ y =
∫

f (x)dx+ c , c ជាចំនួនេថរ

• y =
∫

f (x)dx+ c ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល dy
dx

= f (x)

• រកចេម្លីយពិេសសតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(x0) = y0 គឺយក x0 និង y0 េទជំនួសក្នុងចេម្លីយទូេទ រចួទាញយក
c = y0 −F(x0)

y =
∫

f (x)dx+ y0 −F(x0)ជាចេម្លីយពិេសសតាមលក្ខខណ្ឌ y(x0) = y0 ។

លហំាត់គំរ ូ ៣

េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

១ . y′ =
2x

x2 +1
២ . y′ = 6x2 +4x+5 ៣ . y′ = xex2

ដំេណាះ្រសាយ

១ . សមីការ y′ =
2x

x2 +1
⇐⇒ dy

dx
=

2x
x2 +1

⇐⇒ dy =
2x

x2 +1
dx។

េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីអង្គទាងំពីរ ៖

y =
∫ 2x

x2 +1
dx =

∫ d(x2 +1)
x2 +1

= ln(x2 +1)+C (C ∈ R)

(េដាយសារ x2 +1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះពុំបាច់ដាក់តៃម្លដាច់ខាតេឡយី)។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ y = ln(x2 +1)+C (C ជាចំនួនេថរ)។

២ . សមីការ y′ = 6x2 +4x+5 ⇐⇒ dy = (6x2 +4x+5)dx។
េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីអង្គទាងំពីរ ៖

y =
∫
(6x2 +4x+5)dx = 2x3 +2x2 +5x+C (C ∈ R)

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ y = 2x3 +2x2 +5x+C (C ជាចំនួនេថរ)។
៣ . សមីការ y′ = xex2 ⇐⇒ dy = xex2

dx។
េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីអង្គទាងំពីរ ៖

y =
∫

xex2
dx =

1
2

∫
ex2

d(x2) =
1
2

ex2
+C (C ∈ R)

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ y = 1
2ex2

+C (C ជាចំនួនេថរ)។
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២.២ សមីការមានទ្រមង់ g(y)dy
dx

= f (x)

និយមន័យ ២និយមន័យ ២
សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់ទី 1 ែដលអាចែញកអេថរបាន ជាសមីការែដលេ្រកាយពសី្រម�លរចួ មានទ្រមង់ទូេទ :
g(y)

dy
dx

= f (x) ។

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េដីម្បេីដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់ទី 1 ែដលអាចែញកអេថរបានេគ្រត�វ៖

• សរេសរសមីការឳ្យេទជារាង :g(y)dy
dx

= f (x)

• េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីអង្គទាងំ 2 េធៀបនឹងអេថរ x :∫
g(y)dy =

∫
f (x)dx សមមូល G(y) = F(x)+ c (c ជាចំនួនេថរណាមួយក៏បាន)

G(y)ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ g(y) និង F(x)ជា្រពីមីទីវៃនអនុគមន៍ f (x) ។

លហំាត់គំរ ូ ៤

ក្នុងចំេណាមសមីការខាងេ្រកាម េតីសមីការណាខ្លះែដលអាចែញកអេថរបាន ?

១ .
dy
dx

=
2x(y+1)

y
២ .

dy
dx

=
y
x
+

x
y

៣ .
dy
dx

= ln(xy) ៤ .
dy
dx

= ex+y

េដាះ្រសាយសមីការែដលែញកអេថរបាន តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(2) = 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ
• **ការសមា្គ ល់សមីការែដលអាចែញកអេថរបាន ៖**

១ .
dy
dx

=
2x(y+1)

y
⇐⇒ y

y+1
dy = 2xdx =⇒ អាចែញកអេថរបាន។

២ .
dy
dx

=
y2 + x2

xy
=⇒ មិនអាចែញកអេថរបានេដាយផា្ទ ល់ (ជាសមីការអូម៉ូែសន)។

៣ .
dy
dx

= ln(xy) = lnx+ lny =⇒ មិនអាចែញកអេថរបាន។

៤ .
dy
dx

= ex+y = ex · ey ⇐⇒ e−y dy = ex dx =⇒ អាចែញកអេថរបាន។

• **េដាះ្រសាយសមីការែដលែញកបានតាមលក្ខខណ្ឌ y(2) = 0 ៖**



២ ដំេណាះ្រសាយសមីការដីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់១
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– ចំេពាះសមីការ (១) ៖ y
y+1

dy = 2xdx ⇐⇒
(

1− 1
y+1

)
dy = 2xdx

∫ (
1− 1

y+1

)
dy =

∫
2xdx ⇐⇒ y− ln |y+1|= x2 +C

ជំនួស x = 2,y = 0 ៖ 0− ln |1|= 22 +C =⇒ 0 = 4+C =⇒ C =−4។
ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសគឺ y− ln |y+1|= x2 −4។

– ចំេពាះសមីការ (៤) ៖ e−y dy = ex dx =⇒ −e−y = ex +C។
ជំនួស x = 2,y = 0 ៖ −e0 = e2 +C =⇒ −1 = e2 +C =⇒ C =−1− e2។
េគបាន −e−y = ex −1− e2 ⇐⇒ e−y = 1+ e2 − ex ⇐⇒ y =− ln(1+ e2 − ex)។

លហំាត់គំរ ូ ៥

ក្នុងចំេណាមសមីការខាងេ្រកាម េតីសមីការណាខ្លះែដលអាចែញកអេថរបាន ?

១ . y′ = 3+ y ២ .
dy
dx

= sin(x+ y) ៣ . y′ = y2 −4 ៤ .
dy
dx

=
y+1

xy
+ y

េដាះ្រសាយសមីការែដលែញកអេថរបាន តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) =−2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
• **ការសមា្គ ល់សមីការែដលអាចែញកអេថរបាន ៖**

១ . y′ = 3+ y ⇐⇒ dy
y+3

= dx =⇒ អាចែញកអេថរបាន។

២ .
dy
dx

= sin(x+ y) =⇒ មិនអាចែញកអេថរបាន។

៣ . y′ = y2 −4 ⇐⇒ dy
y2 −4

= dx =⇒ អាចែញកអេថរបាន។

៤ .
dy
dx

=
y+1+ xy2

xy
=⇒ មិនអាចែញកអេថរបាន។

• **េដាះ្រសាយសមីការែដលែញកបានតាមលក្ខខណ្ឌ y(0) =−2 ៖**

– ចំេពាះសមីការ (១) ៖ dy
y+3

= dx =⇒ ln |y+3|= x+C។
ជំនួស x = 0,y =−2 ៖ ln |−2+3|= 0+C =⇒ C = ln1 = 0។
នាឱំ្យ ln(y+3) = x ⇐⇒ y+3 = ex ⇐⇒ y = ex −3។

– ចំេពាះសមីការ (៣) ៖ y′ = y2 −4។
សេង្កតេឃញីថា ចំេពាះអនុគមន៍េថរ y(x) ≡ −2 េនាះ y′ = 0 េហយី (−2)2 − 4 = 0 េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ
ភា្ល មៗ និងេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ y(0) =−2។
ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសគឺអនុគមន៍េថរ y =−2។
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៣ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលីេនែអ៊លដំាប់ទី 1 េមគុណេថរ
អូម៉ូែសន (អង្គទី 2 េស្មើសនូ្យ)

៣.១ និយមន័យ

និយមន័យ ៣និយមន័យ ៣
សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអល៊ំដាបទី់ 1 េមគុណេថរអូម៉ូែសន (អង្គទី 2 េស្មសូីន្យ) ជាសមីការែដលមានរាងទូេទ ៖

y′+ay = 0 (a ជាចំនួនេថរពិត)

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ y = Ae−ax ែដល A ជាចំនួនេថរពិតណាមួយ។

៣.២ រេបៀបេដាះ្រសាយសមីការ y′+ay = 0

េគអាចសរេសរ ៖
y′ =−ay ⇐⇒ dy

dx
=−ay

តាមវធីិែញកអេថរ េគបាន dy
y

=−adx។
េធ្វីអាងំេត្រកាលេលីអង្គទាងំពីរ ៖∫ dy

y
=
∫

−adx

ln |y|=−ax+ c

|y|= e−ax+c = ec · e−ax

y =±ec · e−ax

តាង A =±ec (ជាចំនួនេថរពិតមិនសូន្យ រមួទាងំ A = 0 ចំេពាះចេម្លីយ y ≡ 0) េគបាន ៖
y = Ae−ax (A ∈ R)

ដូចេនះ y = Ae−ax ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី 1 អូម៉ូែសន។

លហំាត់គំរ ូ ៦

រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′+ y = 0 ។ រកចេម្លីយពិេសសៃនសមីការេនះ តាមលក្ខខណ្ឌ y(0) =−1,y(0) = 1,y(1) = 1



៣ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី 1 េមគុណេថរអូម៉ូែសន (អង្គទី 2 េស្មីសូន្យ)
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រចួសង់ែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ចេម្លីយនីមួយៗ។

ដំេណាះ្រសាយ
សមីការ y′+ y = 0 មានរាង y′+ay = 0 ែដល a = 1។
ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ ៖

y =Ce−x (C ∈ R)

• េបី y(0) =−1 =⇒ Ce0 =−1 =⇒ C =−1 =⇒ y1 =−e−x

• េបី y(0) = 1 =⇒ Ce0 = 1 =⇒ C = 1 =⇒ y2 = e−x

• េបី y(1) = 1 =⇒ Ce−1 = 1 =⇒ C = e =⇒ y3 = e · e−x = e1−x

x

y

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

0
y1 =−e−x

y2 = e−x

y3 = e1−x

(0,−1)

(0,1)
(1,1)

លហំាត់គំរ ូ ៧

េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល −y′+2y = 0 តាមលក្ខខណ្ឌ y(3) =−2 ។

ដំេណាះ្រសាយ

េគមាន −y′+2y = 0 ⇐⇒ y′−2y = 0 (ទ្រមង់ y′+ay = 0 ែដល a =−2)។
ចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y =Ce−(−2)x =Ce2x (C ∈ R)

តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(3) =−2 េគបាន ៖
Ce2(3) =−2 ⇐⇒ Ce6 =−2 ⇐⇒ C =−2e−6

ជំនួស C ចូលក្នុងចេម្លីយទូេទ ៖

y = (−2e−6)e2x =−2e2x−6 =−2e2(x−3)

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសែដល្រត�វរកគឺ y =−2e2(x−3)។
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លហំាត់គំរ ូ ៨

រកអនុគមន៍ចេម្លីយៃនសមីការ 3y′+6y = 0 ែដលែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ចេម្លីយេនះកាត់តាមចំណុច (−4,2) ។

ដំេណាះ្រសាយ
ែចកអង្គទាងំពីរៃនសមីការនឹង 3 េគបាន ៖

3y′+6y = 0 ⇐⇒ y′+2y = 0

ចេម្លីយទូេទគឺ y =Ce−2x (C ∈ R)។
េដាយែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ចេម្លីយកាត់តាមចំណុច (−4,2) េនាះេគបាន y(−4) = 2 ៖

Ce−2(−4) = 2 ⇐⇒ Ce8 = 2 ⇐⇒ C = 2e−8

ជំនួស C ចូលក្នុងចេម្លីយទូេទ ៖

y = (2e−8)e−2x = 2e−2(x+4)

ដូចេនះ អនុគមន៍ចេម្លីយែដល្រត�វរកគឺ y = 2e−2(x+4)។

៤ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ទី ១ េមគុណេថរ
មិនអូម៉ូែសន (អង្គទី ២ ខុសពីសនូ្យ)

និយមន័យ ៤និយមន័យ ៤
សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអល៊ំដាបទី់ ១ េមគុណេថរ(អង្គទី ២ ខុសពីសូន្យ)ជាសមីការែដលមានរាងទូេទ y′+ay=

p(x), a ជាចំនួនេថរ និង p(x)ជាអនុគមន៍ៃន x។

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

រេបៀបេដាះ្រសាយសមីការ y′+ay = p(x)

េដីម្បេីដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអល៊ំដាបទី់ ១ េមគុណេថរមិនអូម៉ូែសន y′+ay= p(x) ែដល p(x) ̸= 0
េគ្រត�វ ៖
១ . រកអនុគមន៍ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′+ay = 0 តាងេដាយ yc = Ae−ax

២ . រកអនុគមន៍ចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ y′+ay = p(x)តាងេដាយ yp ែដល yp មានរាងដូច p(x)

ex: p(x) ដឺេ្រកទី ១ តាង yp = ax+b , a,b ∈ R,a ̸= 0

p(x) ដឺេ្រកទី ២ តាង yp = ax2 +bx+ c ែដល a,b,c ∈ R,a ̸= 0

៣ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′+ay = p(x) គឺអនុគមន៍ y ែដល y = yc + yp



៥ ដំេណាះ្រសាយសមីការ y′+ay = p(x)តាមវធីិបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ
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៥ ដំេណាះ្រសាយសមីការ y′+ay= p(x)តាមវិធបីែ្រមប្រម�ល
ចំនួនេថរ

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

េដីម្បេីដាះ្រសាយសមីការ y′+ay = p(x) : (E), p(x) ̸= 0 េនាះេគ្រត�វ៖
១ . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′+ay = 0 គឺ មានរាង y = Ae−ax (A ជាចំនួនេថរណាមួយក៏បាន)

២ . ក្នុងចេម្លីយ y = Ae−ax ជំនួសចំនួនេថរ A េដាយអនុគមន៍ A(x)

៣ . ពី y = A(x)e−ax ទាញរក y′ រចួយក y និង y′ ជំនួសក្នងសមីការ y′+ay = p(x)

េដីម្បទីាញរក A(x) េគបាន ៖
y = A(x)e−ax ⇒ y′ = A′(x)e−ax −aA(x)e−ax

(E) : y′+ay = p(x)

A′(x)e−ax −aA(x)e−ax +aA(x)e−ax = p(x)

A′(x)e−ax = p(x)

A′(x) = eax p(x)

⇒ A(x) =
∫

eax p(x)dx+ c

ដូចេនះ y = e−ax
[∫

eax p(x)dx+ c
]

ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ y = ce−ax + e−ax ∫ eax p(x)dx
ែដល yc = ce−ax និង yp = e−ax ∫ eax p(x)dx

លហំាត់គំរ ូ ៩

េដាះ្រសាយសមីការ y′+ y = 2ex (E)

ដំេណាះ្រសាយ
សមីការ (E) : y′+ y = 2ex ជាសមីការលីេនែអ៊លំដាប់ទី១ មិនអូម៉ូែសន។
រេបៀបទី១ ៖ តាមវធីិេមគុណមិនកំណត់ (y = yc + yp)

• ចេម្លីយៃនសមីការអូម៉ូែសន y′+ y = 0 គឺ yc =Ce−x (C ជាចំនួនេថរ)។
• រកចេម្លីយពិេសស yp ៖ េដាយអង្គទីពីរគឺ p(x) = 2ex េគតាង yp = Aex។
គណនា y′p = Aex រចួជំនួសចូលក្នុង (E) ៖

Aex +Aex = 2ex ⇐⇒ 2Aex = 2ex ⇐⇒ 2A = 2 ⇐⇒ A = 1

នាឱំ្យ yp = ex។
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• ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ y = yc + yp =Ce−x + ex (C ∈ R)។

រេបៀបទី២ ៖ តាមវធីិបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ
• តាង y =C(x)e−x =⇒ y′ =C′(x)e−x −C(x)e−x។
• ជំនួសចូលក្នុង (E) ៖

C′(x)e−x −C(x)e−x +C(x)e−x = 2ex ⇐⇒ C′(x)e−x = 2ex ⇐⇒ C′(x) = 2e2x

• នាឱំ្យ C(x) =
∫

2e2x dx = e2x +C0 (C0 ∈ R)។

• ជំនួស C(x) ្រតឡប់មកវញិ ៖ y = (e2x +C0)e−x = ex +C0e−x។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ y =Ce−x + ex (C ជាចំនួនេថរ)។



៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ) េមេរៀនទី១ (១០០ លំហាត់)
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៦ សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) េមេរៀនទី១ (១០០
លហំាត់)

១ . លំដាប់ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′+5y = 0 គឺ ៖
0ក . 1ខ . 2គ . 5ឃ .

២ . លំដាប់ៃនសមីការ (y′)3 +4y = x2 គឺ ៖
1ក . 2ខ . 3គ . 4ឃ .

៣ . ដឺេ្រកៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (y′)4 −3y′+ y = 0 គឺ ៖
1ក . 2ខ . 3គ . 4ឃ .

៤ . សមីការណាខាងេ្រកាមជាសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី១?
y′+ y2 = xក . y′+3xy = sinxខ .
(y′)2 + y = 0គ . yy′ = 1ឃ .

៥ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′ = 0 គឺ ៖
y = x+Cក . y =C (C េថរ)ខ . y = 0គ . y = exឃ .

៦ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′ = 3x2 គឺ ៖
y = 6x+Cក . y = x3 +Cខ . y = 3x3 +Cគ . y = x2 +Cឃ .

៧ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′ = e2x គឺ ៖
y = 2e2x +Cក . y =

1
2

e2x +Cខ . y = e2x +Cគ . y =
1
4

e2x +Cឃ .

៨ . ចេម្លីយៃន y′ = cosx ែដល y(0) = 3 គឺ ៖
y = sinx+3ក . y =−sinx+3ខ . y = cosx+2គ . y = sinxឃ .

៩ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′ =
1
x
(x > 0) គឺ ៖

y =− 1
x2 +Cក . y = lnx+Cខ . y = ex +Cគ . y = x+Cឃ .

១០ . ចេម្លីយៃនសមីការ y′ =
2x

x2 +1
គឺ ៖

y = ln(x2 +1)+Cក . y = 2ln(x2 +1)+Cខ . y = arctanx+Cគ . y =
1

x2 +1
+Cឃ .

១១ . ចេម្លីយៃនសមីការ y′ =
1

1+ x2 គឺ ៖
y = ln(1+ x2)+Cក . y = arctanx+Cខ . y = arcsinx+Cគ . y = tanx+Cឃ .

១២ . អនុគមន៍ y =Ce−3x ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការ ៖
y′−3y = 0ក . y′+3y = 0ខ . 3y′+ y = 0គ . y′+9y = 0ឃ .
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១៣ . អនុគមន៍ y = 4e2x េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ ៖
y′−2y = 0ក . y′+2y = 0ខ . 2y′− y = 0គ . y′−4y = 0ឃ .

១៤ . េបី y = ekx ជាចេម្លីយៃន y′+7y = 0 េនាះ k =

7ក . −7ខ . 1
7

គ . −1
7

ឃ .

១៥ . េបី y = 5e−2x េនាះតៃម្ល y(0) េស្មី ៖
0ក . 1ខ . 5គ . −10ឃ .

១៦ . ក្នុងសមីការែដលអាចែញកអេថរបាន g(y)dy = f (x)dx, អាងំេត្រកាលអង្គទាងំពីរផ្តល់ ៖
G(y) = F(x)+Cក . G(y) ·F(x) =Cខ .
G(y)+F(x) = 0គ . g′(y) = f ′(x)ឃ .

១៧ . ចេម្លីយទូេទៃន dy
dx

= 2xy គឺ ៖
y =Cex2ក . y =Ce2xខ . y = x2 +Cគ . y =Ce−x2ឃ .

១៨ . ចេម្លីយទូេទៃន y′ =−2xy គឺ ៖
y =Cex2ក . y =Ce−x2ខ . y =−x2 +Cគ . y =Ce−2xឃ .

១៩ . ចេម្លីយទូេទៃន dy
dx

=
x
y
គឺ ៖

y2 − x2 =Cក . y2 + x2 =Cខ . y =Cxគ . xy =Cឃ .

២០ . ចេម្លីយទូេទៃន dy
dx

=−x
y
គឺ ៖

x2 + y2 =Cក . x2 − y2 =Cខ . y =−x+Cគ . xy =Cឃ .

២១ . ចេម្លីយទូេទៃន y′ = y2 គឺ ៖

y =− 1
x+C

ក . y =
1

x+C
ខ . y = x3 +Cគ . y = ex2ឃ .

២២ . ចេម្លីយៃន y′ = y2 ែដល y(0) = 1 គឺ ៖

y =
1

1− x
ក . y =

1
1+ x

ខ . y = exគ . y = x+1ឃ .

២៣ . ចេម្លីយទូេទៃន y′ = 1+ y2 គឺ ៖
y = tan(x+C)ក . y = arctan(x+C)ខ . y = sin(x+C)គ . y = ex +Cឃ .

២៤ . ចេម្លីយៃន y′ = 1+ y2 ែដល y(0) = 0 គឺ ៖
y = tanxក . y = arctanxខ . y = sinxគ . y = xឃ .

២៥ . ចេម្លីយទូេទៃន xy′ = y (x > 0) គឺ ៖

y =Cxក . y =
C
x

ខ . y = x2 +Cគ . y =C lnxឃ .
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២៦ . ចេម្លីយទូេទៃន xy′ =−y (x > 0) គឺ ៖

y =
C
x

ក . y =−Cxខ . y =C− xគ . y =− lnx+Cឃ .

២៧ . ចេម្លីយៃន y′ = ex−y គឺ ៖
ey = ex +Cក . e−y = e−x +Cខ . y = ex +Cគ . ey =−ex +Cឃ .

២៨ . ចេម្លីយៃន y′ =
y+1

x
(x > 0) គឺ ៖

y =Cx−1ក . y =Cx+1ខ . y =
C
x
−1គ . y = x2 −1ឃ .

២៩ . ចេម្លីយទូេទៃន y′ = 3x2y គឺ ៖
y =Cex3ក . y =Ce3x2ខ . y = x3 +Cគ . y =Ce−x3ឃ .

៣០ . ចេម្លីយទូេទៃន y′ =
ex

y
គឺ ៖

y2 = 2ex +Cក . y = ex +Cខ . y2 = ex +Cគ . y = 2ex +Cឃ .

៣១ . សមីការ y′+ay = 0 មានចេម្លីយទូេទរាង ៖
y =Ce−axក . y =Ceaxខ . y =−ax+Cគ . y =C cos(ax)ឃ .

៣២ . ចេម្លីយទូេទៃន y′+4y = 0 គឺ ៖
y =Ce−4xក . y =Ce4xខ . y = 4e−xគ . y =−4x+Cឃ .

៣៣ . ចេម្លីយទូេទៃន y′−5y = 0 គឺ ៖
y =Ce5xក . y =Ce−5xខ . y = 5exគ . y = 5x+Cឃ .

៣៤ . ចេម្លីយទូេទៃន 2y′+ y = 0 គឺ ៖
y =Ce−x/2ក . y =Ce−2xខ . y =Ce2xគ . y =Cex/2ឃ .

៣៥ . ចេម្លីយទូេទៃន 3y′−6y = 0 គឺ ៖
y =Ce2xក . y =Ce−2xខ . y =Ce6xគ . y =Ce−6xឃ .

៣៦ . ចេម្លីយទូេទៃន y′+ y
√

2 = 0 គឺ ៖
y =Ce−x

√
2ក . y =Cex

√
2ខ . y =Ce−2xគ . y =−

√
2x+Cឃ .

៣៧ . ចេម្លីយៃន y′+2y = 0 ែដល y(0) = 5 គឺ ៖
y = 5e−2xក . y = 5e2xខ . y = 2e−5xគ . y =−2x+5ឃ .

៣៨ . ចេម្លីយៃន y′−3y = 0 ែដល y(0) =−2 គឺ ៖
y =−2e3xក . y = 2e−3xខ . y =−2e−3xគ . y = 3e−2xឃ .

៣៩ . ចេម្លីយៃន 2y′+4y = 0 ែដល y(1) = e−2 គឺ ៖
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y = e−2xក . y = 2e−2xខ . y = e2xគ . y = e−xឃ .

៤០ . េបី y′+5y = 0 និង y(0) = 1 េនាះ y(1) =

e−5ក . e5ខ . 5e−1គ . −5ឃ .

៤១ . េបី y′−2y = 0 និង y(ln2) = 12 េនាះតៃម្ល C គឺ ៖
3ក . 6ខ . 12គ . 24ឃ .

៤២ . េបី y = 4e−3x ជាចេម្លីយៃន y′+ ky = 0 េនាះ k =

3ក . −3ខ . 4គ . −4ឃ .

៤៣ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y = 3e−2x ្រតង់ x = 0 គឺ ៖
−6ក . 6ខ . −2គ . 3ឃ .

៤៤ . ្រកាបៃនចេម្លីយ y =Ce−ax កាត់តាមគល់ត្រម�យ O(0,0) លុះ្រតាែត ៖
C = 0ក . C = 1ខ . a = 0គ . មិនអាចកាត់តាមOបានេទឃ .

៤៥ . ចំេពាះ C ̸= 0, ្រកាប y =Ce−2x មានអាសីុមតូតេដកគឺ ៖
បនា្ទ ត់ y= 0 (កាលណា
x →+∞)

ក . បនា្ទ ត់ x = 0ខ . បនា្ទ ត់ y =Cគ . គា្ម នអាសុីមតូតឃ .

៤៦ . កតា្ត អាងំេត្រកាល (Integrating factor) ៃន y′+3y = ex គឺ ៖
e3xក . e−3xខ . 3xគ . exឃ .

៤៧ . កតា្ត អាងំេត្រកាលៃន y′+
1
x

y = x2 (x > 0) គឺ ៖

xក . lnxខ . 1
x

គ . x2ឃ .

៤៨ . កតា្ត អាងំេត្រកាលៃន y′+
2
x

y = 1 (x > 0) គឺ ៖

x2ក . 2xខ . xគ . 1
x2

ឃ .

៤៩ . កតា្ត អាងំេត្រកាលៃន y′− 1
x

y = x (x > 0) គឺ ៖
1
x

ក . xខ . − lnxគ . −xឃ .

៥០ . កតា្ត អាងំេត្រកាលៃន y′+2xy = 4x គឺ ៖
ex2ក . e2xខ . x2គ . e−x2ឃ .

៥១ . កតា្ត អាងំេត្រកាលៃន y′+ tanxy = 1 េលី
(
−π

2
,
π
2

)
គឺ ៖

1
cosx

ក . cosxខ . sinxគ . ln |cosx|ឃ .

៥២ . ចេម្លីយពិេសសេថរៃនសមីការ y′+2y = 4 គឺ ៖
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yp = 2ក . yp = 4ខ . yp =−2គ . yp = 0ឃ .

៥៣ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′+2y = 4 គឺ ៖
y =Ce−2x +2ក . y =Ce2x +2ខ . y =Ce−2x +4គ . y =Ce2x −2ឃ .

៥៤ . ចេម្លីយពិេសសេថរៃន y′−3y = 6 គឺ ៖
yp =−2ក . yp = 2ខ . yp = 6គ . yp =−6ឃ .

៥៥ . ចេម្លីយទូេទៃន y′−3y = 6 គឺ ៖
y =Ce3x −2ក . y =Ce−3x −2ខ . y =Ce3x +2គ . y =Ce−3x +6ឃ .

៥៦ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′+ y = 2x មានរាង yp = ax+b។ តៃម្ល a និង b គឺ ៖
a = 2,b =−2ក . a = 2,b = 2ខ . a = 1,b =−1គ . a = 2,b = 0ឃ .

៥៧ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′+2y = 2x+1 គឺ ៖
yp = xក . yp = x+1ខ . yp = 2xគ . yp = x−1ឃ .

៥៨ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′− y = 3e2x មានរាង yp = Ae2x។ តៃម្ល A គឺ ៖
A = 3ក . A = 1ខ . A =−3គ . A = 6ឃ .

៥៩ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′+2y = ex គឺ ៖

yp =
1
3

exក . yp = exខ . yp = 3exគ . yp =
1
2

exឃ .

៦០ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′+ y = e−x គឺ ៖

yp = xe−xក . yp = e−xខ . yp =−e−xគ . yp =
1
2

e−xឃ .

៦១ . ចេម្លីយទូេទៃន y′+ y = e−x គឺ ៖
y = (x+C)e−xក . y =Ce−x + e−xខ . y = xe−x +Cគ . y = (x2 +C)e−xឃ .

៦២ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′−2y = e2x គឺ ៖
yp = xe2xក . yp = e2xខ . yp = 2xe2xគ . yp =−e2xឃ .

៦៣ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′+ y = cosx គឺ ៖

yp =
1
2
(cosx+ sinx)ក . yp =

1
2
(cosx− sinx)ខ .

yp = sinxគ . yp = cosxឃ .

៦៤ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′+ y = sinx គឺ ៖

yp =
1
2
(sinx− cosx)ក . yp =

1
2
(sinx+ cosx)ខ .

yp =−cosxគ . yp = sinxឃ .

៦៥ . ចេម្លីយៃន y′+2y = 4 ែដល y(0) = 5 គឺ ៖
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y = 3e−2x +2ក . y = 5e−2x +2ខ . y = 3e2x +2គ . y = e−2x +4ឃ .

៦៦ . ចេម្លីយៃន y′− y = 1 ែដល y(0) = 1 គឺ ៖
y = 2ex −1ក . y = exខ . y = 2e−x −1គ . y = ex +1ឃ .

៦៧ . ចេម្លីយៃន y′+3y = 3 ែដល y(0) = 0 គឺ ៖
y = 1− e−3xក . y = 1+ e−3xខ . y = e−3x −1គ . y = 3(1− e−3x)ឃ .

៦៨ . ចេម្លីយៃន y′+ y = x ែដល y(0) = 0 គឺ ៖
y = x−1+ e−xក . y = x+1− e−xខ . y = x− e−xគ . y = x−1− e−xឃ .

៦៩ . សមីការ (x2 +1)y′+2xy = 0 មានចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y =
C

x2 +1
ក . y =C(x2 +1)ខ . y =

C√
x2 +1

គ . y = ln(x2 +1)+Cឃ .

៧០ . សមីការ xy′+ y = 1 (x > 0) មានចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y = 1+
C
x

ក . y = x+Cខ . y = 1+Cxគ . y =
x+C

2
ឃ .

៧១ . សមីការ xy′−2y = 0 (x > 0) មានចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y =Cx2ក . y =
C
x2

ខ . y =Cxគ . y = 2lnx+Cឃ .

៧២ . ែខ្សេកាងអាងំេត្រកាលៃន y′ =
y
x
កាត់តាមចំណុច (1,3) គឺ ៖

y = 3xក . y =
3
x

ខ . y = x+2គ . y = 3x2ឃ .

៧៣ . ែខ្សេកាងែកងៃន្រគ�សារបនា្ទ ត់ y =Cx គឺ ៖
្រគ�សាររង្វង់ x2+y2 =

R2
ក . ្រគ�សារប៉ារ៉ាបូល y =

ax2
ខ . ្រគ�សារអុីែពបូល xy =

C
គ . ្រគ�សារេអលីបឃ .

៧៤ . ែខ្សេកាងែកងៃន្រគ�សារប៉ារ៉ាបូល y =Cx2 េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ ៖

y′ =− x
2y

ក . y′ =
2y
x

ខ . y′ =−2y
x

គ . y′ =
x
2y

ឃ .

៧៥ . ចេម្លីយៃន y′ =− x
2y
គឺជា្រគ�សារ ៖

េអលីប x2 +2y2 =Cក . រង្វង់ x2 + y2 =Cខ . អីុែពបូល x2 − 2y2 =
C

គ . ប៉ារ៉ាបូលឃ .

៧៦ . េបី y = 3e−4x ជាចេម្លីយៃន y′+ay = 0 េនាះ a =

4ក . −4ខ . 3គ . −3ឃ .

៧៧ . េបី y = e2x +3 ជាចេម្លីយៃន y′−2y = k េនាះ k =

−6ក . 6ខ . 0គ . −3ឃ .



៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ) េមេរៀនទី១ (១០០ លំហាត់)
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៧៨ . ចេម្លីយៃន y′ = 2
√

y ែដល y(0) = 4 គឺ ៖
y = (x+2)2ក . y = (x+4)2ខ . y = 4e2xគ . y = 2x+4ឃ .

៧៩ . ចេម្លីយៃន y′ = e−y ែដល y(0) = 0 គឺ ៖
y = ln(x+1)ក . y = ex −1ខ . y = lnxគ . y =− ln(x+1)ឃ .

៨០ . េបី y′+3y = 0 េនាះកាលណា x →+∞, y(x)→

0ក . +∞ខ . −∞គ . 3ឃ .

៨១ . េបី y′−3y = 0 និង C > 0 េនាះកាលណា x →+∞, y(x)→

+∞ក . 0ខ . −∞គ . 1ឃ .

៨២ . សមីការែប៊រនូយី (Bernoulli equation) មានទ្រមង់ទូេទ ៖
y′+P(x)y = Q(x)ynក . y′′+P(x)y = Q(x)ខ .
(y′)2 +P(x)y = Q(x)គ . y′ = P(x)+Q(y)ឃ .

៨៣ . េដីម្បេីដាះ្រសាយសមីការែប៊រនូយី y′+P(x)y = Q(x)yn (n ̸= 0,1) េគប្តូរអេថរ ៖

u = y1−nក . u = ynខ . u = yn−1គ . u =
1
y

ឃ .

៨៤ . សមីការ y′+ y = y2 ្រត�វនឹងសមីការែប៊រនូយែីដលមាន n =

2ក . −1ខ . 0គ . 1ឃ .

៨៥ . សមីការ y′ = f (y/x)អាចេដាះ្រសាយបានេដាយតាង ៖
u =

y
x

ក . u = xyខ . u = x+ yគ . u = x− yឃ .

៨៦ . ចេម្លីយៃន xy′ = x+ y (x > 0) ជាមួយ y(1) = 0 គឺ ៖
y = x lnxក . y = x2 − xខ . y = lnxគ . y = x−1ឃ .

៨៧ . ពីសំណួរទី ៨៦, តៃម្ល y(e) =
eក . 1ខ . 0គ . e2ឃ .

៨៨ . ចំេពាះសមីការ y′+4y = 8, កាលណា x →+∞ ចេម្លីយ y(x) ខិតជិត ៖
2ក . 8ខ . 4គ . 0ឃ .

៨៩ . សមីការ y′+ ky = kp (k > 0) មានលីមីត lim
x→+∞

y(x) =

pក . kខ . 0គ . +∞ឃ .

៩០ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y = 2e−x ្រតង់ x = 0 គឺ ៖
y =−2x+2ក . y = 2x+2ខ . y =−x+2គ . y =−2xឃ .

៩១ . េបីបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y =Ce−3x ្រតង់ x = 0 គឺ y =−6x+2 េនាះ ៖
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C = 2ក . C = 6ខ . C =−2គ . C = 3ឃ .

៩២ . សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលៃនែខ្សេកាងែដលមានេមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ (x,y) េស្មី 2x+ y គឺ ៖
y′− y = 2xក . y′+ y = 2xខ . y′ = 2xyគ . y′ = x+2yឃ .

៩៣ . ចេម្លីយទូេទៃន y′− y = 2x គឺ ៖
y =Cex −2x−2ក . y =Cex +2x+2ខ . y =Ce−x −2x−2គ . y =Cex −2x+2ឃ .

៩៤ . ចេម្លីយៃន y′− y = 2x ែដលកាត់តាមគល់ត្រម�យ O(0,0) គឺ ៖
y = 2ex −2x−2ក . y = ex −2x−1ខ . y = 2e−x −2x−2គ . y =−2xឃ .

៩៥ . សមីការ y′ = y មានចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y =Cexក . y =Ce−xខ . y = x+Cគ . y =
x2

2
+Cឃ .

៩៦ . សមីការ y′ =−y មានចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y =Ce−xក . y =Cexខ . y =−x+Cគ . y = e−x +Cឃ .

៩៧ . េបី y(x) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y′ = 3y និង y(0) = 2 េនាះ y(2) =

2e6ក . 2e3ខ . 6e2គ . 3e6ឃ .

៩៨ . េបី y′ =
1
2

y និង y(0) = 4 េនាះ y(4) =

4e2ក . 4e4ខ . 2e2គ . e2ឃ .

៩៩ . សមីការ y′+ y = 5 មានចេម្លីយពិេសសគឺ ៖
y = 5ក . y =−5ខ . y = 0គ . y = 5xឃ .

១០០ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′+ y = 5 គឺ ៖
y =Ce−x +5ក . y =Cex +5ខ . y =Ce−x −5គ . y = 5e−x +Cឃ .

១០១ . េបី y(0) = 2 ក្នុង y′+ y = 5 េនាះចេម្លីយពិេសសគឺ ៖
y =−3e−x +5ក . y = 3e−x +5ខ . y = 2e−x +5គ . y =−3ex +5ឃ .
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៧ លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល :

ក . y′ = 2x2 − x+1
ខ . y′ = e−2x

គ . y′ =
2x

x2 +1

ឃ . y′ =
x

x2 −1
កំណត់េលី (−1,1)

ង . xy′ = 1 កំណត់េលី (0,+∞)

ដំេណាះ្រសាយ
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២ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ ែដលឲ្យ :

ក . y′
y = cosx , y

(π
2

)
= e

ខ . y′ = e2x , y(0) = 5

គ . (3x2 −2)y′ = 6x , y(1) = 4

ឃ .
y′

tanx
= 1 , y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ
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៣ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី 1:

ក .
dy
dx

+2y = 0

ខ . 3
dy
dx

+ y = 0

គ . 2y′−3y = 0

ឃ . y′+ y
√

2 = 0

ដំេណាះ្រសាយ
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៤ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី 1 តាមលក្ខខណ្ឌ ែដលឲ្យ :
ក . −y′+2y = 0 , y(3) =−2

ខ . 2y′+ y = 0 , y(ln4) =
1
5

គ . 7y′+4y = 0 , y(7) = e−4

ឃ . 2y′−5y = 0 , y(1) =−3

ដំេណាះ្រសាយ
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៥ . ចូរបងា្ហ ញថាអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាមេនះជាចេម្លីយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលែដលេនខាងសា្ដ ំ :
ក . y = x+ ex , y′− y = 1− x

ខ . y = e3x − x−1 , y′−3y = 3x+2

គ . y = sinx+ cosx , y′+ y = 2cosx

ឃ . y = x+ lnx , xy′− y = 1− lnx

ដំេណាះ្រសាយ
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៦ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+2y = x2 ។
ក . កំណត់ពហុធា g មានដឺេ្រកទី 2 ែដលជាចេម្លីយពិេសសៃន (E) ។
ខ . តាង h ជាអនុគមន៍ែដល h(x) = f (x)− g(x) ។ េបី h ជាចេម្លយីៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′+ 2y = 0 េនាះ

បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ។
គ . េដាះ្រសាយសមីការ y′+2y = 0 រចួទាញរកអនុគមន៍ f ែដលជាចេម្លីយទូេទៃន (E)។

ដំេណាះ្រសាយ
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៧ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′−2y =
−2

1+ e−2x

ក . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′−2y = 0 ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = 1 ។
ខ . តាង f ជាអនុគមន៍មានេដរេីវ R ែដល f (x) = e2xg(x) ។ គណនា f ′(x)ជាអនុគមន៍ៃន g(x) និង g′(x) ។
គ . បងា្ហ ញថាេបី f ជាចេម្លីយៃន (E) លុះ្រតាែត g′(x) =

−2e−2x

1+ e−2x ។
ឃ . ទាញរកកេន�ម g(x) រចួ f (x) ែដល f ជាចេម្លីយៃន (E) ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ដំេណាះ្រសាយ



៧ លំហាត់អនុវត្តន៍
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៨ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+ y = xe−x

ក . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E0) : y′+ y = 0 ។
ខ . រកចំនួនពិត m និង n េដីម្បឱី្យអនុគមន៍ g(x) = (mx2 +nx)e−x ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E) ។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) រចួកំណត់ចេម្លីយ f ៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ y(0) = 2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
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ដំេណាះ្រសាយ



៧ លំហាត់អនុវត្តន៍
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៩ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល :

ក .
dy
dx

− y = e3x

ខ .
dy
dx

+ y = x−1

គ . y′+ y = xex

ឃ . y′+ y = sinx

ដំេណាះ្រសាយ



44 េមេរៀនទី ១ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី១
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ដំេណាះ្រសាយ



៧ លំហាត់អនុវត្តន៍
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១០ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម :

ក . y′− y = 1 , y(0) = 1 ខ . y′+2y = 1 , y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ



46 េមេរៀនទី ១ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី១
េម
េរៀ
នទ
ី១

ស
មីកា
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រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
១

១១ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម ៖
ក . y′−3y = 3x+2
ខ . xy′− y = 1− lnx
គ . y′+2y = e−2x

ឃ . y′+ y = 2ex

ង . y′+ y = cosx+ sinx

ច . y′+2y = 2x2 −3

ឆ . y′+5y = 20 , y(0) = 2

ជ . y′+ y = 1 , y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ



៧ លំហាត់អនុវត្តន៍
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ដំេណាះ្រសាយ





សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ទី២សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ទី២

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២

១ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់២អូម៉ូែសន

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី ២ អូម៉ូែសន និងមានេមគុណេថរ ជាសមីការែដលមានរាងទូេទ ៖

ay′′+by′+ cy = 0 (a,b,c ∈ R និង a ̸= 0)

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េគាលការណ៍្រត�តសីុគា្ន (Principle of Superposition) ៖
េបី y1(x) និង y2(x)ជាចេម្លីយលីេនែអឯ៊ករាជ្យពីរៃនសមីការ ay′′+by′+cy = 0 (េពាលគឺ ្រវ�ងស្គយីាងW (y1,y2) =

y1y′2 − y′1y2 ̸= 0) េនាះបន្សលីំេនែអ៊ ៖

y =C1y1(x)+C2y2(x) (C1,C2 ជាចំនួនេថរពិត)

គឺជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលេនះ។

២ ដំេណាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ ២
អូម៉ូែសន និងមានេមគុណេថរ

២.១ សមីការសមា្គ ល់

49



50 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល ay′′+by′+ cy = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ (Characteristic Equation) ៖
ar2 +br+ c = 0

ែដលឌីស្រគីមីណង់គឺ ∆ = b2 −4ac (ឬ ∆′ = b′2 −ac េបី b = 2b′)។

២.២ ដំេណាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់ ២ តាមឫសៃន
សមីការសមា្គ ល់

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

ក្នុងការេដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់២ អូម៉ូែសន រាង ay′′+ by′+ cy = 0 េគ្រត�វេដាះ្រសាយសមីការ
សមា្គ ល់ ar2 +br+ c = 0 តាម ៣ ករណីដូចខាងេ្រកាម ៖
ក . ករណី ∆ > 0 (សមីការសមា្គ ល់មានឫសពីរជាចំនួនពិតេផ្សងគា្ន ) ៖

សមីការសមា្គ ល់មានឫសពីរជាចំនួនពិតេផ្សងគា្ន r1 = α និង r2 = β។
ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ ៖

y = Aeαx +Beβx (A,B ∈ R)

ខ . ករណី ∆ = 0 (សមីការសមា្គ ល់មានឫសឌុប) ៖
សមីការសមា្គ ល់ ar2 +br+ c = 0 មានឫសឌុប r1 = r2 = α =− b

2a
។

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ ៖
y = (Ax+B)eαx (A,B ∈ R)

គ . ករណី ∆ < 0 (សមីការសមា្គ ល់មានឫសពីរជាចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់គា្ន ) ៖
សមីការសមា្គ ល់ ar2 + br + c = 0 មានឫសពីរជាចំនួនកុំផ្លិចឆា្ល ស់គា្ន r1,2 = α ± iβ ែដល α = − b

2a
និង

β =

√
−∆
2a

។
តាមរូបមន្តអយល័រ eiβx = cosβx+ isinβx េគទាញបានចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y = eαx(Acosβx+Bsinβx) (A,B ∈ R)

ករណីពិេសស (លំេយាលអាម៉ូនិចសុទ្ធ) ៖ ចំេពាះសមីការ y′′+ω2y = 0 (α = 0) េនាះចេម្លីយទូេទគឺ y =
Acosωx+Bsinωx។

លហំាត់គំរ ូ ១

(ករណី ∆ > 0 ឫសពិតពីរេផ្សងគា្ន ) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម ៖



២ ដំេណាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ ២ អូម៉ូែសន និងមានេមគុណេថរ
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១ . y′′−5y′+6y = 0

២ . y′′− y′−2y = 0 េដាយដឹងថាលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 4 និង y′(0) = 5។

ដំេណាះ្រសាយ
១ . សមីការ y′′−5y′+6y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 −5r+6 = 0 ⇐⇒ (r−2)(r−3) = 0 =⇒ r1 = 2, r2 = 3

េដាយសមីការសមា្គ ល់មានឫសពីរជាចំនួនពិតេផ្សងគា្ន េនាះចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y = Ae2x +Be3x (A,B ∈ R)

២ . សមីការ y′′− y′−2y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ ៖
r2 − r−2 = 0 ⇐⇒ (r+1)(r−2) = 0 =⇒ r1 =−1, r2 = 2

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ ៖ y = Ae−x +Be2x។
គណនាេដរេីវទីមួយ ៖ y′ =−Ae−x +2Be2x។
អនុវត្តលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 4 និង y′(0) = 5 ៖{

y(0) = A+B = 4
y′(0) =−A+2B = 5

បូកសមីការទាងំពីរអង្គនឹងអង្គ ៖ 3B = 9 =⇒ B = 3។
ទាញបាន A = 4−B = 4−3 = 1។
ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសែដល្រត�វរកគឺ y = e−x +3e2x។

លហំាត់គំរ ូ ២

(ករណី ∆ = 0 ឫសឌុប) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម ៖
១ . y′′−6y′+9y = 0

២ . 4y′′+4y′+ y = 0 េដាយេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 2 និង y′(0) =−3។

ដំេណាះ្រសាយ
១ . សមីការ y′′−6y′+9y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 −6r+9 = 0 ⇐⇒ (r−3)2 = 0 =⇒ r1 = r2 = 3 (ឫសឌុប)

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការគឺ ៖
y = (Ax+B)e3x (A,B ∈ R)
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េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

២ . សមីការ 4y′′+4y′+ y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ ៖

4r2 +4r+1 = 0 ⇐⇒ (2r+1)2 = 0 =⇒ r1 = r2 =−1
2

ចេម្លីយទូេទគឺ ៖ y = (Ax+B)e−
1
2 x។

គណនាេដរេីវ ៖ y′ = Ae−
1
2 x − 1

2(Ax+B)e−
1
2 x។

អនុវត្តលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖
y(0) = B = 2

y′(0) = A− 1
2

B =−3 =⇒ A− 1
2
(2) =−3 =⇒ A−1 =−3 =⇒ A =−2

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសគឺ y = (−2x+2)e−
1
2 x = 2(1− x)e−

x
2។

លហំាត់គំរ ូ ៣

(ករណី ∆ < 0 ឫសកំុផ្លិចឆា្ល ស់) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម ៖
១ . y′′+9y = 0

២ . y′′−2y′+5y = 0 េដាយេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 1 និង y′(0) = 3។

ដំេណាះ្រសាយ
១ . សមីការ y′′+9y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 +9 = 0 ⇐⇒ r2 =−9 = (3i)2 =⇒ r =±3i (α = 0,β = 3)

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y = Acos3x+Bsin3x (A,B ∈ R)

២ . សមីការ y′′−2y′+5y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ ៖
r2 −2r+5 = 0 ⇐⇒ (r−1)2 +4 = 0 ⇐⇒ (r−1)2 =−4 =⇒ r = 1±2i

េគបាន α = 1 និង β = 2។ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y = ex(Acos2x+Bsin2x)

គណនាេដរេីវទីមួយ ៖
y′= ex(Acos2x+Bsin2x)+ex(−2Asin2x+2Bcos2x) = ex((A+2B)cos2x+(B−2A)sin2x

)
អនុវត្តលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 1 និង y′(0) = 3 ៖{

y(0) = e0(Acos0+Bsin0) = A = 1
y′(0) = A+2B = 3 =⇒ 1+2B = 3 =⇒ 2B = 2 =⇒ B = 1

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសគឺ y = ex(cos2x+ sin2x)។
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៣ វិធីេដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ ២
មិនអូម៉ូែសន ay′′+by′+ cy = p(x)

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២ មិនអូម៉ូែសន និងមានេមគុណេថរ មានរាងទូេទ ៖
ay′′+by′+ cy = p(x) (p(x) ̸= 0)

វធីិេដាះ្រសាយរមួមាន ៣ ជំហាន ៖
ក . រកចេម្លីយទូេទតាងេដាយ yc ៃនសមីការអូម៉ូែសន ay′′+by′+ cy = 0 តាមសមីការសមា្គ ល់។

ខ . ែស្វងរកចេម្លីយពិេសសមួយតាងេដាយ yp ៃនសមីការមិនអូម៉ូែសន តាម វធីិសា�ស្តេមគុណមិនកំណត់ េដាយ
េ្រជីសេរសីទ្រមង់ yp ្រសបតាមទ្រមង់ៃន p(x)។

គ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការមិនអូម៉ូែសន ជាផលបូក ៖
y = yc + yp

តារាងេ្រជើសេរ ើសទ្រមងច់េម្លើយពិេសស yp តាមវិធសីា�ស្តេមគុណ
មិនកំណត់

ទ្រមង់ៃនអង្គទីពីរ p(x) ទ្រមង់េ្រជីសេរសីស្រមាប់ចេម្លីយពិេសស yp

ពហុធាដឺេ្រក n ៖ Pn(x) = anxn + · · ·+a0 yp = xs(Anxn + · · ·+A1x+A0)

(s = 0 េបី c ̸= 0, s = 1 េបី c = 0 និង b ̸= 0)
អនុគមន៍អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល ៖ keλx yp = Axseλx

(s = 0 េបី λ មិនែមនឫសៃនសមីការសមា្គ ល់)
(s = 1 េបី λ ជាឫសេទាល, s = 2 េបី λ ជាឫសឌុប)

្រតីេកាណមា្រត ៖ M cosωx+N sinωx yp = xs(Acosωx+Bsinωx)
(s = 0 េបី ±iω មិនែមនឫសៃនសមីការសមា្គ ល់)
(s = 1 េបី ±iω ជាឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ - េរសូណង់)

លហំាត់គំរ ូ ៤

(អង្គទីពីរជាពហុធា) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−3y′+2y = 2x2 −4x+1។

១ . រកចេម្លីយទូេទ yc ៃនសមីការអូម៉ូែសន y′′−3y′+2y = 0។
២ . រកចេម្លីយពិេសស yp ៃនសមីការ (E) ែដលមានរាង yp = ax2 +bx+ c។
៣ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
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ដំេណាះ្រសាយ
១ . សមីការសមា្គ ល់ៃនសមីការអូម៉ូែសន ៖

r2 −3r+2 = 0 ⇐⇒ (r−1)(r−2) = 0 =⇒ r1 = 1, r2 = 2

ដូចេនះ yc =C1ex +C2e2x (C1,C2 ∈ R)។
២ . រក yp = ax2 +bx+ c ៖

គណនាេដរេីវ ៖ y′p = 2ax+b និង y′′p = 2a។
ជំនួសចូលក្នុងសមីការ (E) ៖

2a−3(2ax+b)+2(ax2 +bx+ c) = 2x2 −4x+1

2ax2 +(−6a+2b)x+(2a−3b+2c) = 2x2 −4x+1

ផ្ទឹមេមគុណតាមដឺេ្រកៃន x ៖
2a = 2 =⇒ a = 1
−6a+2b =−4 =⇒ −6(1)+2b =−4 =⇒ 2b = 2 =⇒ b = 1
2a−3b+2c = 1 =⇒ 2(1)−3(1)+2c = 1 =⇒ −1+2c = 1 =⇒ c = 1

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសគឺ yp = x2 + x+1។
៣ . ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) គឺ ៖

y = yc + yp =C1ex +C2e2x + x2 + x+1 (C1,C2 ∈ R)

លហំាត់គំរ ូ ៥

(អង្គទីពីរជាអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល និងករណីេរសូណង់) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល ៖

១ . y′′−4y = 3ex

២ . y′′−4y = 8e2x

ដំេណាះ្រសាយ
សមីការសមា្គ ល់ r2 −4 = 0 =⇒ r =±2។ ចេម្លីយអូម៉ូែសនគឺ yc =C1e2x +C2e−2x។
១ . ចំេពាះ y′′−4y = 3ex ៖ េដាយសារ λ = 1 មិនែមនជាឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ េគតាង yp = Aex។

គណនា y′p = Aex, y′′p = Aex។ ជំនួសចូលសមីការ ៖
Aex −4Aex = 3ex ⇐⇒ −3Aex = 3ex ⇐⇒ −3A = 3 =⇒ A =−1

នាឱំ្យ yp =−ex។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ y =C1e2x +C2e−2x − ex។
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២ . ចំេពាះ y′′−4y = 8e2x ៖ េដាយសារ λ = 2 ជាឫសេទាលៃនសមីការសមា្គ ល់ េគ្រត�វគុណនឹង x េពាលគឺតាង ៖
yp = Axe2x

គណនាេដរេីវ ៖
y′p = Ae2x +2Axe2x

y′′p = 2Ae2x +2Ae2x +4Axe2x = 4Ae2x +4Axe2x

ជំនួសចូលក្នុងសមីការ ៖

(4Ae2x +4Axe2x)−4(Axe2x) = 8e2x ⇐⇒ 4Ae2x = 8e2x ⇐⇒ 4A = 8 =⇒ A = 2

នាឱំ្យចេម្លីយពិេសសគឺ yp = 2xe2x។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ y =C1e2x +C2e−2x +2xe2x (C1,C2 ∈ R)។

លហំាត់គំរ ូ ៦

(អង្គទីពីរជា្រតីេកាណមា្រត) េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល ៖
y′′+4y = 6cosx េដាយេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 3 និង y′(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ
• សមីការសមា្គ ល់ r2 +4 = 0 =⇒ r =±2i។
ចេម្លីយអូម៉ូែសនគឺ yc =C1 cos2x+C2 sin2x។

• រកចេម្លីយពិេសស yp ៖ េដាយអង្គទីពីរគឺ 6cosx (ω = 1 ̸= 2) េគតាង ៖
yp = Acosx+Bsinx

គណនាេដរេីវ ៖ y′p =−Asinx+Bcosx និង y′′p =−Acosx−Bsinx។
ជំនួសចូលក្នុងសមីការ ៖

(−Acosx−Bsinx)+4(Acosx+Bsinx) = 6cosx
3Acosx+3Bsinx = 6cosx

ផ្ទឹមេមគុណ ៖ 3A = 6 =⇒ A = 2 និង 3B = 0 =⇒ B = 0។
នាឱំ្យចេម្លីយពិេសសគឺ yp = 2cosx។

• ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y = yc + yp =C1 cos2x+C2 sin2x+2cosx

• គណនា y′ =−2C1 sin2x+2C2 cos2x−2sinx។
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អនុវត្តលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖{
y(0) =C1 +2 = 3 =⇒ C1 = 1
y′(0) = 2C2 = 0 =⇒ C2 = 0

ដូចេនះ ចេម្លីយពិេសសែដល្រត�វរកគឺ ៖
y = cos2x+2cosx



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ) េមេរៀនទី២ (១០០ លំហាត់)
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៤ សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) េមេរៀនទី២ (១០០
លហំាត់)

១ . សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២ អូម៉ូែសនមានរាងទូេទ ៖
ay′′+by′+ cy = 0 (a ̸= 0)ក . ay′′+by = cខ .
(y′′)2 +by′+ cy = 0គ . y′′+ yy′ = 0ឃ .

២ . សមីការសមា្គ ល់ៃន ay′′+by′+ cy = 0 គឺ ៖
ar2 +br+ c = 0ក . ar+b = 0ខ . ar3 +br+ c = 0គ . a2r+br+ c = 0ឃ .

៣ . សមីការសមា្គ ល់ៃន y′′−5y′+6y = 0 គឺ ៖
r2 −5r+6 = 0ក . r2 +5r+6 = 0ខ . r2 −6r+5 = 0គ . r2 −5r−6 = 0ឃ .

៤ . ឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ r2 −5r+6 = 0 គឺ ៖
r1 = 2,r2 = 3ក . r1 =−2,r2 =−3ខ . r1 = 1,r2 = 6គ . r1 =−1,r2 =−6ឃ .

៥ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−5y′+6y = 0 គឺ ៖
y =C1e2x +C2e3xក . y =C1e−2x +C2e−3xខ .
y = (C1x+C2)e2xគ . y =C1 cos2x+C2 sin3xឃ .

៦ . សមីការសមា្គ ល់ៃន y′′−9y = 0 គឺ ៖
r2 −9 = 0ក . r2 −9r = 0ខ . r−9 = 0គ . r2 +9 = 0ឃ .

៧ . ឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ r2 −9 = 0 គឺ ៖
r =±3ក . r =±3iខ . r = 9គ . r = 0,9ឃ .

៨ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−9y = 0 គឺ ៖
y =C1e3x +C2e−3xក . y =C1 cos3x+C2 sin3xខ .
y = (C1x+C2)e3xគ . y =C1e9x +C2ឃ .

៩ . សមីការសមា្គ ល់ៃន y′′+9y = 0 គឺ ៖
r2 +9 = 0ក . r2 −9 = 0ខ . r2 +9r = 0គ . r+9 = 0ឃ .

១០ . ឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ r2 +9 = 0 គឺ ៖
r =±3iក . r =±3ខ . r =−9គ . r =±9iឃ .

១១ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+9y = 0 គឺ ៖
y =C1 cos3x+C2 sin3xក . y =C1e3x +C2e−3xខ .
y = (C1x+C2)e3xគ . y =C1 cos9x+C2 sin9xឃ .

១២ . សមីការសមា្គ ល់ៃន y′′−6y′+9y = 0 គឺ ៖
(r−3)2 = 0ក . (r+3)2 = 0ខ . r2 −9 = 0គ . (r−2)(r−3) = 0ឃ .
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១៣ . ឌីស្រគីមីណង់ ∆ ៃនសមីការសមា្គ ល់ស្រមាប់ y′′−6y′+9y = 0 េស្មី ៖
0ក . 36ខ . −36គ . 72ឃ .

១៤ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−6y′+9y = 0 គឺ ៖
y = (C1x+C2)e3xក . y =C1e3x +C2e−3xខ .
y = (C1x+C2)e−3xគ . y =C1 cos3x+C2 sin3xឃ .

១៥ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+4y′+4y = 0 គឺ ៖
y = (C1x+C2)e−2xក . y = (C1x+C2)e2xខ .
y =C1e2x +C2e−2xគ . y =C1 cos2x+C2 sin2xឃ .

១៦ . សមីការ y′′−4y′ = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ r2 −4r = 0។ ឫសរបស់វាគឺ ៖
r1 = 0,r2 = 4ក . r =±2ខ . r = 4 (ឫសឌុប)គ . r =±2iឃ .

១៧ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−4y′ = 0 គឺ ៖
y =C1 +C2e4xក . y =C1e2x +C2e−2xខ .
y = (C1x+C2)e4xគ . y =C1x+C2ឃ .

១៨ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+2y′ = 0 គឺ ៖
y =C1 +C2e−2xក . y =C1 +C2e2xខ .
y = (C1x+C2)e−2xគ . y =C1e−x +C2e2xឃ .

១៩ . ឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ r2 +4r+13 = 0 គឺ ៖
r =−2±3iក . r = 2±3iខ . r =−4±6iគ . r =−2±9iឃ .

២០ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+4y′+13y = 0 គឺ ៖
y = e−2x(C1 cos3x+C2 sin3x)ក . y = e2x(C1 cos3x+C2 sin3x)ខ .
y =C1e−2x +C2e3xគ . y = (C1x+C2)e−2xឃ .

២១ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−2y′+5y = 0 គឺ ៖
y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)ក . y = e−x(C1 cos2x+C2 sin2x)ខ .
y = e2x(C1 cosx+C2 sinx)គ . y =C1ex +C2e2xឃ .

២២ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+2y′+2y = 0 គឺ ៖
y = e−x(C1 cosx+C2 sinx)ក . y = ex(C1 cosx+C2 sinx)ខ .
y =C1 cosx+C2 sinxគ . y = (C1x+C2)e−xឃ .

២៣ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+ y = 0 គឺ ៖
y =C1 cosx+C2 sinxក . y =C1ex +C2e−xខ .
y = (C1x+C2)exគ . y =C1 cosxឃ .
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២៤ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′− y = 0 គឺ ៖
y =C1ex +C2e−xក . y =C1 cosx+C2 sinxខ .
y = (C1x+C2)exគ . y =C1exឃ .

២៥ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+16y = 0 គឺ ៖
y =C1 cos4x+C2 sin4xក . y =C1e4x +C2e−4xខ .
y = (C1x+C2)e4xគ . y =C1 cos16x+C2 sin16xឃ .

២៦ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−16y = 0 គឺ ៖
y =C1e4x +C2e−4xក . y =C1 cos4x+C2 sin4xខ .
y = (C1x+C2)e4xគ . y =C1e16x +C2ឃ .

២៧ . សមីការ y′′− y′−2y = 0 មានឫសសមីការសមា្គ ល់ ៖
r1 =−1,r2 = 2ក . r1 = 1,r2 =−2ខ . r1 = 1,r2 = 2គ . r =±

√
2ឃ .

២៨ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′− y′−2y = 0 គឺ ៖
y =C1e−x +C2e2xក . y =C1ex +C2e−2xខ .
y = (C1x+C2)e2xគ . y =C1 cos2x+C2 sinxឃ .

២៩ . សមីការ y′′−4y′+3y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1ex +C2e3xក . y =C1e−x +C2e−3xខ .
y = (C1x+C2)e3xគ . y =C1 cos3x+C2 sinxឃ .

៣០ . សមីការ y′′+3y′+2y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1e−x +C2e−2xក . y =C1ex +C2e2xខ .
y = (C1x+C2)e−xគ . y =C1e−3x +C2e2xឃ .

៣១ . សមីការ y′′−7y′+12y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1e3x +C2e4xក . y =C1e−3x +C2e−4xខ .
y =C1e2x +C2e6xគ . y = (C1x+C2)e4xឃ .

៣២ . សមីការ 2y′′−3y′+ y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ 2r2 −3r+1 = 0។ ឫសរបស់វាគឺ ៖

r1 = 1,r2 =
1
2

ក . r1 =−1,r2 =−1
2

ខ . r1 = 2,r2 = 1គ . r1 = 1,r2 =−1ឃ .

៣៣ . ចេម្លីយទូេទៃន 2y′′−3y′+ y = 0 គឺ ៖
y =C1ex +C2ex/2ក . y =C1e−x +C2e−x/2ខ .
y =C1e2x +C2exគ . y = (C1x+C2)exឃ .

៣៤ . សមីការ 2y′′+5y′+2y = 0 មានឫសសមីការសមា្គ ល់ ៖
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r1 =−2,r2 =−1
2

ក . r1 = 2,r2 =
1
2

ខ . r1 =−1,r2 =−4គ . r1 = 1,r2 = 4ឃ .

៣៥ . ចេម្លីយទូេទៃន 2y′′+5y′+2y = 0 គឺ ៖
y =C1e−2x +C2e−x/2ក . y =C1e2x +C2ex/2ខ .
y = (C1x+C2)e−2xគ . y =C1e−5x +C2e2xឃ .

៣៦ . សមីការ y′′−2y′+ y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y = (C1x+C2)exក . y = (C1x+C2)e−xខ .
y =C1ex +C2e−xគ . y =C1 cosx+C2 sinxឃ .

៣៧ . សមីការ y′′+2y′+ y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y = (C1x+C2)e−xក . y = (C1x+C2)exខ .
y =C1ex +C2e−xគ . y =C1 cosx+C2 sinxឃ .

៣៨ . សមីការ 4y′′−4y′+ y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ (2r−1)2 = 0។ ឫសឌុបគឺ ៖

r =
1
2

ក . r =−1
2

ខ . r = 2គ . r =−2ឃ .

៣៩ . ចេម្លីយទូេទៃន 4y′′−4y′+ y = 0 គឺ ៖
y = (C1x+C2)ex/2ក . y = (C1x+C2)e−x/2ខ .
y =C1ex/2 +C2e−x/2គ . y =C1 cos(x/2)+C2 sin(x/2)ឃ .

៤០ . ចេម្លីយទូេទៃន 9y′′+6y′+ y = 0 គឺ ៖
y = (C1x+C2)e−x/3ក . y = (C1x+C2)ex/3ខ .
y =C1e−x/3 +C2ex/3គ . y =C1 cos(x/3)+C2 sin(x/3)ឃ .

៤១ . សមីការ y′′+4y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1 cos2x+C2 sin2xក . y =C1e2x +C2e−2xខ .
y = (C1x+C2)e2xគ . y =C1 cos4x+C2 sin4xឃ .

៤២ . សមីការ y′′+25y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1 cos5x+C2 sin5xក . y =C1e5x +C2e−5xខ .
y = (C1x+C2)e5xគ . y =C1 cos25x+C2 sin25xឃ .

៤៣ . សមីការ y′′−25y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1e5x +C2e−5xក . y =C1 cos5x+C2 sin5xខ .
y = (C1x+C2)e5xគ . y =C1e25x +C2ឃ .

៤៤ . សមីការ y′′+ω2y = 0 (ω > 0) មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1 cosωx+C2 sinωxក . y =C1eωx +C2e−ωxខ .
y = (C1x+C2)eωxគ . y =C1 cosω2x+C2 sinω2xឃ .
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៤៥ . សមីការ y′′−ω2y = 0 (ω > 0) មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1eωx +C2e−ωxក . y =C1 cosωx+C2 sinωxខ .
y = (C1x+C2)eωxគ . y =C1eω2x +C2ឃ .

៤៦ . សមីការ y′′ = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1x+C2ក . y =C1ខ . y =C1x2 +C2គ . y = 0ឃ .

៤៧ . េបី y =C1x+C2 ជាចេម្លីយៃន y′′ = 0, េនាះ្រកាបរបស់វាជា ៖
បនា្ទ ត់្រតង់ក . ប៉ារ៉ាបូលខ . រង្វង់គ . អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យលឃ .

៤៨ . ចេម្លីយៃន y′′+ y = 0 ែដល y(0) = 1,y′(0) = 0 គឺ ៖
y = cosxក . y = sinxខ . y = cosx+ sinxគ . y = exឃ .

៤៩ . ចេម្លីយៃន y′′+ y = 0 ែដល y(0) = 0,y′(0) = 1 គឺ ៖
y = sinxក . y = cosxខ . y =−sinxគ . y = xឃ .

៥០ . ចេម្លីយៃន y′′+4y = 0 ែដល y(0) = 2,y′(0) = 0 គឺ ៖
y = 2cos2xក . y = 2sin2xខ . y = cos2xគ . y = 2e2xឃ .

៥១ . ចេម្លីយៃន y′′+4y = 0 ែដល y(0) = 0,y′(0) = 6 គឺ ៖
y = 3sin2xក . y = 6sin2xខ . y = 3cos2xគ . y = 2sin3xឃ .

៥២ . ចេម្លីយៃន y′′−4y = 0 ែដល y(0) = 2,y′(0) = 0 គឺ ៖
y = e2x + e−2xក . y = 2e2xខ . y = e2x − e−2xគ . y = 2cos2xឃ .

៥៣ . ចេម្លីយៃន y′′−4y = 0 ែដល y(0) = 0,y′(0) = 4 គឺ ៖
y = e2x − e−2xក . y = 2e2x −2e−2xខ . y = e2x + e−2xគ . y = 2sin2xឃ .

៥៤ . ចេម្លីយៃន y′′−2y′+ y = 0 ែដល y(0) = 1,y′(0) = 2 គឺ ៖
y = (x+1)exក . y = (2x+1)exខ . y = (x+2)exគ . y = exឃ .

៥៥ . ចេម្លីយៃន y′′+2y′+ y = 0 ែដល y(0) = 1,y′(0) =−1 គឺ ៖
y = e−xក . y = (x+1)e−xខ . y = (1− x)e−xគ . y = exឃ .

៥៦ . ចេម្លីយពិេសសេថរ yp ៃន y′′−5y′+6y = 12 គឺ ៖
yp = 2ក . yp = 6ខ . yp = 12គ . yp =−2ឃ .

៥៧ . ចេម្លីយពិេសសេថរៃន y′′+4y = 8 គឺ ៖
yp = 2ក . yp = 4ខ . yp = 8គ . yp = 0ឃ .

៥៨ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′+4y = 8 គឺ ៖
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y =C1 cos2x+C2 sin2x+2ក . y =C1e2x +C2e−2x +2ខ .
y =C1 cos2x+C2 sin2x+8គ . y = (C1x+C2)e2x +2ឃ .

៥៩ . ចេម្លីយពិេសសេថរៃន y′′−9y = 18 គឺ ៖
yp =−2ក . yp = 2ខ . yp = 9គ . yp =−9ឃ .

៦០ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−9y = 18 គឺ ៖
y =C1e3x +C2e−3x −2ក . y =C1 cos3x+C2 sin3x−2ខ .
y =C1e3x +C2e−3x +2គ . y = (C1x+C2)e3x −2ឃ .

៦១ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′−3y′+2y = 2x−3 មានរាង yp = ax+b។ តៃម្ល a និង b គឺ ៖
a = 1,b = 0ក . a = 1,b = 1ខ . a = 2,b =−3គ . a = 1,b =−1ឃ .

៦២ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′+ y = 2x គឺ ៖
yp = 2xក . yp = xខ . yp = 2x−2គ . yp =−2xឃ .

៦៣ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′− y = 4e3x មានរាង yp = Ae3x។ តៃម្ល A គឺ ៖

A =
1
2

ក . A = 1ខ . A = 4គ . A = 2ឃ .

៦៤ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′+ y = 3e2x គឺ ៖

yp =
3
5

e2xក . yp = e2xខ . yp = 3e2xគ . yp =
1
5

e2xឃ .

៦៥ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′−4y′+3y = 8e−x គឺ ៖

yp = e−xក . yp = 2e−xខ . yp = 8e−xគ . yp =
1
8

e−xឃ .

៦៦ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′+4y = 3cosx គឺ ៖

yp = cosxក . yp = 3cosxខ . yp = sinxគ . yp =
1
3

cosxឃ .

៦៧ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′+9y = 5sin2x គឺ ៖

yp = sin2xក . yp = 5sin2xខ . yp = cos2xគ . yp =
1
5

sin2xឃ .

៦៨ . ចំេពាះសមីការ y′′+ y = cosx, េដាយសារ r =±i ជាឫសសមីការសមា្គ ល់ េនាះ yp មានរាង ៖
yp = x(Acosx+Bsinx)ក . yp = Acosx+Bsinxខ .
yp = Acosxគ . yp = Ax2 cosxឃ .

៦៩ . ចេម្លីយពិេសសៃន y′′+ y = cosx គឺ ៖

yp =
1
2

xsinxក . yp =
1
2

xcosxខ . yp =−1
2

xsinxគ . yp = xcosxឃ .

៧០ . ចំេពាះសមីការ y′′+ y = sinx, ចេម្លីយពិេសសគឺ ៖
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រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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yp =−1
2

xcosxក . yp =
1
2

xsinxខ . yp =
1
2

xcosxគ . yp =−xsinxឃ .

៧១ . សមីការ y′′−2y′+ y = ex មាន r = 1 ជាឫសឌុប េនាះចេម្លីយពិេសសមានរាង ៖
yp = Ax2exក . yp = Axexខ . yp = Aexគ . yp = Ax3exឃ .

៧២ . តៃម្ល A ក្នុង yp = Ax2ex ៃនសមីការ y′′−2y′+ y = ex គឺ ៖

A =
1
2

ក . A = 1ខ . A = 2គ . A =
1
4

ឃ .

៧៣ . សមីការ y′′−3y′+2y = ex មាន r = 1 ជាឫសេទាល េនាះចេម្លីយពិេសសមានរាង ៖
yp = Axexក . yp = Ax2exខ . yp = Aexគ . yp = Ae2xឃ .

៧៤ . តៃម្ល A ៃន yp = Axex ស្រមាប់ y′′−3y′+2y = ex គឺ ៖
A =−1ក . A = 1ខ . A = 2គ . A =−2ឃ .

៧៥ . ្របសិនេបី y1,y2 ជាចេម្លីយៃន ay′′+by′+ cy = 0 េនាះ y =C1y1 +C2y2 ក៏ជាចេម្លីយែដរ តាមេគាលការណ៍ ៖
េគាលការណ៍្រត�តសីុគា្ន (Principle of Superposition)ក . េគាលការណ៍ញូតុនខ .

េគាលការណ៍អាងំេត្រកាលគ . េគាលការណ៍េដរេីវឃ .

៧៦ . សមីការ y′′−6y′+9y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់មានឫសឌុប r0 = 3 ។ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការេនះគឺ ៖
y = (C1x+C2)e3xក . y =C1e3x +C2e−3xខ .
y = e3x(C1 cosx+C2 sinx)គ . y = (C1x2 +C2)e3xឃ .

៧៧ . សមីការ y′′+25y = 0 មានចេម្លីយទូេទេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = 2 និង y′(0) = 5 គឺ ៖
y = 2cos5x+5sin5xក . y = 2cos5x+ sin5xខ .
y = cos5x+2sin5xគ . y = 2e5xឃ .

៧៨ . សមីការ y′′−2y′−3y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់ និងឫស ៖
r2 +2r−3 = 0 មានឫស r1 = 1,r2 =−3ក . r2 −3r−2 = 0 មានឫស r1 =−1,r2 = 2ខ .

r2 −2r−3 = 0 មានឫស r1 =−1,r2 = 3គ . r2 −2r+3 = 0 មានឫសកុំផ្លិចឃ .

៧៩ . សមីការ y′′−4y′+13y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y = e2x(C1 cos3x+C2 sin3x)ក . y = e−2x(C1 cos3x+C2 sin3x)ខ .
y = e3x(C1 cos2x+C2 sin2x)គ . y = (C1x+C2)e2xឃ .

៨០ . សមីការ y′′+6y′+10y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y = e−3x(C1 cosx+C2 sinx)ក . y = e3x(C1 cosx+C2 sinx)ខ .
y = e−3x(C1 cos3x+C2 sin3x)គ . y = (C1x+C2)e−3xឃ .

៨១ . សមីការ y′′+2y′+5y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖



64 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

y = e−x(C1 cos2x+C2 sin2x)ក . y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)ខ .
y = e−2x(C1 cosx+C2 sinx)គ . y =C1e−x +C2e2xឃ .

៨២ . ចេម្លីយៃន y′′+2y′+5y = 0 ែដល y(0) = 1,y′(0) =−1 គឺ ៖
y = e−x cos2xក . y = e−x sin2xខ . y= e−x(cos2x+sin2x)គ . y = ex cos2xឃ .

៨៣ . សមីការ y′′−4y′+4y = 0 ែដល y(0) = 2,y′(0) = 5 មានចេម្លីយ ៖
y = (x+2)e2xក . y = (2x+2)e2xខ . y = (5x+2)e2xគ . y = (x+5)e2xឃ .

៨៤ . សមីការ y′′− y′−6y = 0 មានឫសសមីការសមា្គ ល់ ៖
r1 = 3,r2 =−2ក . r1 =−3,r2 = 2ខ . r1 = 6,r2 =−1គ . r1 =−6,r2 = 1ឃ .

៨៥ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′− y′−6y = 0 គឺ ៖
y =C1e3x +C2e−2xក . y =C1e−3x +C2e2xខ .
y = (C1x+C2)e3xគ . y =C1 cos3x+C2 sin2xឃ .

៨៦ . េបី y =C1e3x +C2e−2x និង y(0) = 0,y′(0) = 5 េនាះ ៖
y = e3x − e−2xក . y = 5e3x −5e−2xខ . y = e3x + e−2xគ . y = 2e3x −2e−2xឃ .

៨៧ . សមីការ y′′−2y′ = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1 +C2e2xក . y =C1e2xខ . y = (C1x+C2)e2xគ . y =C1 +C2xឃ .

៨៨ . េបី y(0) = 3 និង y′(0) = 4 ក្នុង y′′−2y′ = 0 េនាះ ៖
y = 1+2e2xក . y = 3+4e2xខ . y = 2+ e2xគ . y =−1+4e2xឃ .

៨៩ . សមីការ y′′+4y′ = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y =C1 +C2e−4xក . y =C1 +C2e4xខ . y =C1e−4xគ . y = (C1x+C2)e−4xឃ .

៩០ . េបី y(0) = 2 និង lim
x→+∞

y(x) = 5 ក្នុង y =C1 +C2e−4x េនាះ ៖
C1 = 5,C2 =−3ក . C1 = 2,C2 = 3ខ . C1 =−3,C2 = 5គ . C1 = 5,C2 = 2ឃ .

៩១ . សមីការ y′′+π2y = 0 មានខួប T =

2ក . πខ . 2πគ . 2
π

ឃ .

៩២ . សមីការ y′′+4π2y = 0 មានេ្របកង់ f =

1 Hzក . 2 Hzខ . π Hzគ . 2π Hzឃ .

៩៣ . សមីការ y′′−4y = 0 អាចសរេសរជាទ្រមង់ ៖
(D−2)(D+2)y = 0

ែដល D =
d
dx

ក . (D−4)y = 0ខ . (D2 +4)y = 0គ . (D−2)2y = 0ឃ .

៩៤ . សមីការ (D−3)2y = 0 សមមូលនឹងសមីការ ៖



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ) េមេរៀនទី២ (១០០ លំហាត់)

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

65

y′′−6y′+9y = 0ក . y′′−9y = 0ខ . y′′+6y′+9y = 0គ . y′′−3y′+9y = 0ឃ .

៩៥ . សមីការ (D+1)2y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y = (C1x+C2)e−xក . y = (C1x+C2)exខ . y =C1e−x +C2exគ . y=C1 cosx+C2 sinxឃ .

៩៦ . សមីការ y′′−4y′+5y = 0 មាន ∆′ = (−2)2 −5 =−1 = i2។ ឫសរបស់វាគឺ ៖
r = 2± iក . r =−2± iខ . r = 1±2iគ . r = 4± iឃ .

៩៧ . ចេម្លីយទូេទៃន y′′−4y′+5y = 0 គឺ ៖
y = e2x(C1 cosx+C2 sinx)ក . y = e−2x(C1 cosx+C2 sinx)ខ .
y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)គ . y = (C1x+C2)e2xឃ .

៩៨ . ្រកាប y = e2x(C1 cosx+C2 sinx)កាត់តាម O(0,0) លុះ្រតាែត ៖
C1 = 0ក . C2 = 0ខ . C1 = 1គ . C2 = 1ឃ .

៩៩ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y = e2x sinx ្រតង់ x = 0 គឺ ៖
1ក . 2ខ . 0គ . −1ឃ .

១០០ . សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាប y = e2x sinx ្រតង់ x = 0 គឺ ៖
y = xក . y = 2xខ . y = x+1គ . y = 2x+1ឃ .



66 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៥ លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម៖
ក . y′′−9y′ = 0

ខ . y′′−3y′+3y = 0

គ . 2y′′+3y′−2y = 0

ឃ . y′′−3y′+ y = 0

ង . y′′+2y′+ y = 0

ច . y′′−2
√

11y′+11y = 0

ឆ . y′′−2y′+ y = 0

ជ . y′′+ y = 0

ឈ . 9y′′+6y′+ y = 0

ញ . y′′−2y′+4y = 0

ដ . 4y′′+12y′+9y = 0

ឋ . 9y′′−12y′+11y = 0

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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ដំេណាះ្រសាយ



68 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

២ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម៖
ក . y′′−9y′ = 0 y(0) = 3;y′(0) = 1
ខ . y′′−3y′+3y = 0 y(0) = 0;y′(0) = 11
គ . 2y′′+3y′−2y = 0 y(0) = 12;y′(0) =−3

ឃ . y′′−3y′+ y = 0 y(0) =−7;y′(0) = 11

ង . y′′+2y′+ y = 0 y(0) = 15;y′(0) =−2

ច . y′′−2
√

11y′+11y = 0 y(0) = 5,y′(0) =−7

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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ដំេណាះ្រសាយ



70 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៣ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម៖
ក . y′′− y = 0 y(0) = 1;y′(0) =−2
ខ . y′′−2y′+3y = 0 y(0) = 2;y′(0) = 1
គ . y′′−3y′+2y = 0 y(1) = 1;y′(1) = 3

ឃ . y′′+ y′+
1
4

y = 0 y(0) = 0;y′(0) = 1

ង .
1
4

y′′+ y = 0 y(0) =
3
√

2
2

;y′(0) = 3
√

2

ច . y′′+ y = 0 y(
π
2
) = 3;y′(

π
2
) = 2

ឆ . y′′−9y = 0 y(ln2) = 1;y′(ln2) =−3

ជ . y′′+6y′+13y = 0 y(0) = 1;y′(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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ដំេណាះ្រសាយ



72 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៤ . េដាះ្រសាយសមីការ
ក . y′′+4y = 0 េបី y(0) = 1,y′(0) =−1
ខ . y′′+4y′+5y = 35e−4x , y(0) =−3 , y′(0) = 1
គ . y′′−2y′+5y = 10cosx

ឃ . y′′+4y = sinx , y(0) = 1 , y′(0) = 2

ង . y′′−2y′+5y = 0 េដាយដឹងថា y(0) =−1 និង y′(0) = 1 ។
ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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ដំេណាះ្រសាយ



74 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៥ . ក . េដាះ្រសាយសមីការ (E) y′′+5y′+6y = 0 ។
ខ . កំណត់ចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E) េបីេគដឹងថាបនា្ទ ត់ (D) : y = x−1 ប៉ះ្រកាបៃនចេម្លីយ្រតង់ x = 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

75

៦ . េយងីមានសមីការ (E) y′− y ln3 = 0

ក . រកសំណំុចេម្លីយៃន (E)

ខ . កំណត់ f ែដលជាចេម្លីយៃន (E) េដាយដឹងថា f (1) = 2

គ . បងា្ហ ញថា g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយៃន (E) ។
ដំេណាះ្រសាយ



76 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៧ . េគេអាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល f ′′+2 f ′ = 0

ក . េគតាង g = f ′ ។ បងា្ហ ញថា g ជាចេម្លីយៃនសមីការ g′+2g = 0

ខ . េដាះ្រសាយសមីការ g′+2g = 0 រចួទាញរកចេម្លីយៃន f ′′+2 f ′ = 0

គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចេម្លីយេនសំណួរ b េដាយេដាះ្រសាយសមីការ f ′′+2 f ′ = 0 តាមសមីការសមា្គ ល់។

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

77

៨ . េគេអាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−3y′+2y = 2x+1 ។
ក . េដាះ្រសាយសមីការ (E1) : y′′−3y′+2y = 0 ។ កំណត់ចេម្លីយ f ៃន (E1) ែដល f (0) = 3 និង f ′(0) = 4

ខ . កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បេីអាយ g(x) = ax+b ជាចេម្លីយៃន (E) ។
ដំេណាះ្រសាយ



78 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៩ . ក . េដាះ្រសាយសមីការ y′′−6y′+8y = 0 (α)

ខ . រកអនុគមន៍ g ែដលជាចេម្លីយមួយៃន (α) េដាយដឹងថា្រកាប (C) របស់វាប៉ះនឹងបនា្ទ ត់េដកមួយេន្រតង់ចំនុច
E(0,−1) ។

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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១០ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+5y = nx2 + px+q ។
ក . េដាះ្រសាយសមីការ (F) : y′′−2y′+5y = 0 ។ រកចេម្លីយៃន (F) េបី y(0) = 2 និង y′(0) = 6 ។
ខ . រកចំនួនពិត n, p និង q េដាយដឹងថា y = 2x2+3x+1ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E) ។ រកចេម្លីយទូេទ y ៃនសមីការ

(E)

ដំេណាះ្រសាយ



80 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

១១ . េគេអាយសមីការ y′′−4y′+5y = 0 (E)

ក . រកចេម្លីយទូេទ yg ៃនសមីការ (E)
ខ . េគដឹងថា yp = acosx+ bsinx ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ y′′− 4y′+ 5y = 4cosx− 12sinx (F) ចំេពាះ

្រគប់ចំនួនពិត x ។ រកចំនួនពិត a និង b េហយីទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (F)

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

81

១២ . េគេអាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E1) : −y′′− y′+6y = 6x2 −2x+4

ក . េដាះ្រសាយសមីការ (E2) : −y′′− y′+6y = 0

ខ . រកពហុធា p(x) = ax2 +bx+ c ែដលជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E1) ។ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E1)

ដំេណាះ្រសាយ



82 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

១៣ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−4y′+2y = 4 (E) ។
ក . រកអនុគមន៍េថរ k ែដលជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)

ខ . េដាះ្រសាយសមីការ y′′−4y′+2y = 4

គ . រកចេម្លីយពិេសសៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 2
√

2 , y′(0) = 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

83

១៤ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′+3y′ = 5 (E)

ក . រកឬសៃនសមីការសមា្គ ល់ៃនសមីការ (E)
ខ . រកអនុគមន៍ g ែដល g(x) = ax ជាចេម្លីយពិេសសៃន សមីការ (E)
គ . េដាះ្រសាយសមីការ y′′+3y′ = 5

ឃ . រកចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ កាលណា y(0) = e3 , y′(1) =
2
3

ដំេណាះ្រសាយ



84 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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១៥ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−3y′+2y = 2x2 −5x+3 (E)។
ក . រកពហុធាដឺេ្រកទី 2 p(x)ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)

ខ . បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E) េបី h = f − p ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′′−3y′+2y = 0

ដំេណាះ្រសាយ



86 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

១៦ . េគេអាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′+ y = sinx (E)

ក . រកចំនួនពិត α ែដលអនុគមន៍ ϕ កំណត់េលី R េដាយ ϕ(x) = αxcosx ជាចេម្លីយៃន (E) ។
ខ . តាង f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E) ។ បងា្ហ ញថា ( f −ϕ)′′+( f −ϕ) = 0

គ . េដាះ្រសាយសមីការ :y′′+ y = 0 ។ ទាញរកចេម្លីយទូេទ f ៃន (E) ។
ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

87

១៧ . ក . េដាះ្រសាយសមីការ 2y′′−3y′+ y = 0 (E)

ខ . កំណតច់េម្លីយ g(x) មួយរបសស់មីការ (E) េដីម្បេីអាយ្រកាបតាងអនុគមន៍ g ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ (d)សមីការ y=−1
2

x

េន្រតង់ចំណុច O(0,0) ។
ដំេណាះ្រសាយ



88 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

១៨ . ក . រកចេម្លីយទូេទ yg ៃនសមីការ y′′−5y′+6y = 0 ។
ខ . រកចំនួនពិត a,b និង c េដីម្បេីអាយ yp = ax2 +bx+ c ជាចេម្លីយៃនសមីការ y′′−5y′+6y = x2 + x (E)

គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)
ដំេណាះ្រសាយ



៥ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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១៩ . េគេអាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−6y′+5y = xe2x ។
ក . រកចេម្លីយទូេទ yh ៃនសមីការ y′′−6y′+5y = 0 ។
ខ . កំណត់ A និង B េដីម្បេីអាយ yp = e2x(Ax+B)ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E)
គ . បងា្ហ ញថា y = yh + yp ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E)

ដំេណាះ្រសាយ



90 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៦ លហំាត់ជំពូក

១ . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉ែស្យលខាងេ្រកាម៖
ក . y′−3y = 3x+2
ខ . y′+2y = e−2x

គ . y′+ y = cosx+ sinx

ឃ . y′+5y = 20,y(0) = 2

ង . xy′− y = 1− lnx

ច . y′+ y = 2ex

ឆ . y′+2y = 2x2 −3

ជ . y′+ y = 1,y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២
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ដំេណាះ្រសាយ



92 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

២ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−3y′+2y = 2x2 −5x+3 (E)។
ក . រកពហុធាដឺេ្រកទី២ P(x)ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E)។
ខ . បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E) េបី h = f − p ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′′−3y′+2y = 0 (E ′)។
គ . េដាះ្រសាយសមីការ (E ′) រចួទាញរកអនុគមន៍ f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E)។
ឃ . រកចេម្លីយ f មួយៃន (E) ែដលែខ្សេកាង (C)តាងអនុគមន៍ f កាត់តាមចំណុចគល់ O(0,0) េហយីប៉ះនឹងបនា្ទ ត់

ែដល្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស្រតង់ចំណុចេនាះ។
ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
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94 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៣ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′+9y = 2cosx (E)។ េគតាង y = Z+k cosx ែដល Z ជាអនុគមនៃ៍ន x និង k ជា
ចំនួនពិតេថរ។
ក . រក k ែដល Z ជាចេម្លីយៃនសមីការ Z′′+9Z = 0 កាលណា y = Z + k cosx ជាចេម្លីយសមីការ (E)។
ខ . េដាះ្រសាយសមីការ Z′′+9Z = 0 រចួទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
គ . រកចេម្លីយមួយៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = 0,y′(π) = 3។

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក
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96 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៤ . េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′+ y = sinx (E)។
ក . រកចំនួនពិត α ែដលអនុគមន៍ φ កំណត់េលី R េដាយ φ(x) = αxcosx ជាចេម្លីយៃន (E)។
ខ . តាង f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E)។ បងា្ហ ញថា ( f −φ)′′+( f −φ) = 0។
គ . េដាះ្រសាយសមីការ y′′+ y = 0 ទាញរកចេម្លីយទូេទ f ៃន (E)។

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក
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២
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98 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៥ . េដាះ្រសាយសមីការ
ក . y′′+4y′+5y = 35e−4x,y(0) =−3,y′(0) = 1
ខ . y′′−2y′+5y = 10cosx
គ . y′′+4y = sinx,y(0) = 1,y′(0) = 2

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក
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100 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៦ . េគយកទឹកកំេសៀវែដលេទីបនឹងដាពុំះមានសីតុណ្ហ ភាព 100◦C មកដាក់ក្នុងបន្ទប់មួយែដលមានសីតុណ្ហ ភាព 20◦C។
េគដឹងថា 20 នាទីេ្រកាយមក សីតុណ្ហ ភាពទឹកថយចុះេន្រតឹម 60◦C។ េតកី្នុងរយៈេពលប៉ុនា្ម ននាទីែដលសីតុណ្ហ ភាព
ទឹកថយចុះពី 60◦C មក 30◦C?

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក
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102 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៧ . េនេពលែដលមានការំស្មីចាងំពន្លឺេទេលីៃផ្ទៃនអង្កធាតុរាវមួយ េនាះបរមិាណពន្លឺ្រត�វបានអង្គធាតុរាវ្រស�បយកអស់
មួយចំនួន។ េគដឹងថា បរមិាណពន្លឺ dy ែដលអង្គធាតុរាវ្រស�បយកសមាមា្រតេទនឹងផលគុណៃន្របែវងជេ្រម dx

ែដលកាពំន្លេឺទដលនឹ់ងបរមិាណពន្លឺ y ែដលេនសល្់រតង់ៃផ្ទែដលកាពំន្លបឺ៉ះ។ រកបរមិាណពន្លែឺដលេនសល្់រតង់ជេ្រម
x េបីេគដឹងថាបរមិាណពន្លឺែដលមានពីដំបូងគឺ y0។

ៃផ្ទអង្គធាតុរាវ (x = 0)
x

dx

ពន្លឺេដីម y0

y

y−dy

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក
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104 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៨ . េនេពលេភ្ល�ងធា្ល ក់ តំណក់ទឹកេភ្ល�ងែដលធា្ល ក់ចុះមក្រត�វរងនូវកមា្ល ងំទប់ៃន
ខ្យល់ េបីមិនដូចេនះេទ មនុស្សនឹងអាចសា្ល ប់េដាយសារតំណក់ទឹកេភ្ល�ងេន
េរៀងរាល់រដូវវស� ។ េគដឹងថាកមា្ល ងំទប់ៃនខ្យល់សមាមា្រតនឹងេល្ប�នៃន
ទឹកេភ្ល�ងែដលកំពុងធា្ល ក់ េហយីគា្ម នកមា្ល ងំេផ្សងេទៀតេ្រកពីកមា្ល ងំទំនាញ
និង កមា្ល ងំ ទប់ មានអំេពី េលី តំណក់ទឹកេភ្ល�ង េឡយី ។ រក េល្ប�ន របស់
តំណក់ទឹកេភ្ល�ងេនខណៈេពល t េបីេគដឹងថា តំណក់ទឹកេភ្ល�ងមានម៉ាស
m និងេល្ប�នេដីម v0។

ពពក

m

F⃗r =−k⃗v

P⃗ = mg⃗

v⃗

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក
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106 េមេរៀនទី ២ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី២
េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

៩ . េគភា្ជ បម៉់ាស 1 kg េនខាងចុងៃនរុសឺ័រ ែដលមានេថរក្រមាញ k = 16 N/m។ ្របព័ន្ធរុសឺរ័េនះេធ្វចីលនាក្នុងអង្គធាតុរាវ
ែដលមានកមា្ល ងំកកិតេស្មីនឹង 10 ដងៃនេល្ប�នខណៈេនាះ។ រកសមីការៃនចលនាេបី៖
ក . េគែលងម៉ាសឱ្យេចញពីចំណុចេនខាងេ្រកាមទីតាងំលំនឹង្របែវង 1 m េដាយគា្ម នេល្ប�នេដីម។
ខ . េគែលងម៉ាសឱ្យេចញពីចំណុចេនខាងេ្រកាមទីតាងំលំនឹង្របែវង 1 m េដាយឱ្យេល្ប�នរត់េឡងីេលី 12 m/s។

ដំេណាះ្រសាយ



៦ លំហាត់ជំពូក

េម
េរៀ
នទ
ី២

ស
មីកា

រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
លី
េន
ែអ
៊ល
ំដា
ប់ទី
២

107

ដំេណាះ្រសាយ





អនុវត្តន៍ៃនសមីការឌីេផរង៉់ែស្យលអនុវត្តន៍ៃនសមីការឌីេផរង៉់ែស្យល

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣

១ ម៉ូែដលគណិតវិទយ និងអនុវត្តន៍ក្នងុវិទយសា�ស្ត

សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល គឺជាឧបករណ៍គណិតវទិយដ៏មានឥទ្ធិពលបំផុត ក្នុងការបេង្កីតគំរូ (Mathematical Modeling) េដីម្បី
សិក�ពីបាតុភូតធម្មជាតិ បែ្រមប្រម�លរូបវទិយ ជីវសា�ស្ត និងេសដ្ឋកិច្ច។

១.១ កំេណើ ន្របជាជន និងបែ្រមប្រម�លបរមិាណ

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
េបីអ្រតាបែ្រមប្រម�លៃនចំនួន្របជាជន P(t) េនខណៈេពល t សមាមា្រតេទនឹងចំនួន្របជាជនែដលមានេនេពលេនាះ
េនាះេគបានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល ៖

dP
dt

= kP (k > 0 ជាេថរអ្រតាកំេណីន)

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការេនះគឺ ៖
P(t) = P0ekt

ែដល P0 = P(0)ជាចំនួន្របជាជនេនខណៈេដីម t = 0។
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េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
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ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

រយៈេពលែដលចំនួន្របជាជនេកីនេឡងីេទ្វដង (Doubling Time Td) ៖
េគឱ្យ P(Td) = 2P0 ⇐⇒ P0ekTd = 2P0 ⇐⇒ ekTd = 2។
ទាញបាន ៖

Td =
ln2
k

១.២ ការបំែបកធាតុវិទ្យសុកម្ម និងកន្លះជីវិត

និយមន័យ ២និយមន័យ ២
អ្រតាៃនការបំែបកធាតុវទិ្ុយសកម្ម N(t) គឺសមាមា្រតេទនឹងបរមិាណសារធាតុែដលេនសល់ ៖

dN
dt

=−λN (λ > 0 ជាេថរបំែបក ឬ Decay constant)

ចេម្លីយទូេទៃនសមីការេនះគឺ ៖

N(t) = N0e−λ t

ែដល N0 = N(0)ជាបរមិាណសារធាតុេនខណៈេដីម t = 0។

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

កន្លះជីវតិៃនសារធាតុវទិ្ុយសកម្ម (Half-life T1/2) ៖
កន្លះជីវតិ គឺជារយៈេពលែដលសារធាតុវទិ្ុយសកម្មថយចុះអស់ពាក់កណា្ត លៃនបរមិាណេដីម ៖

N(T1/2) =
N0

2
⇐⇒ N0e−λT1/2 =

N0

2
⇐⇒ e−λT1/2 =

1
2

ទាញបានរូបមន្តទំនាក់ទំនង ៖

T1/2 =
ln2
λ

ឬ λ =
ln2
T1/2

១.៣ ចបប់្រតជាក់ៃនញូតុន



១ ម៉ូែដលគណិតវទិយ និងអនុវត្តន៍ក្នុងវទិយសា�ស្ត
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និយមន័យ ៣និយមន័យ ៣
ចបប់ ្រតជាក់ ៃនញូតុនែចងថា ៖ អ្រតាបែ្រមប្រម�លសីតុណ្ហ ភាពៃនអង្គធាតុមួយ សមាមា្រតេទនឹងផលដកៃន
សីតុណ្ហ ភាពរបស់អង្គធាតុ និងសីតុណ្ហ ភាពៃនមជ្ឈដា្ឋ នជំុវញិ ៖

dT
dt

=−k(T −Tm) (k > 0)

ែដល T (t)ជាសីតុណ្ហ ភាពៃនអង្គធាតុេនខណៈេពល t, Tm ជាសីតុណ្ហ ភាពេថរៃនមជ្ឈដា្ឋ នជំុវញិ, និង k ជាេមគុណ
្រតជាក់។

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

តាមវធីិែញកអេថរ េគបាន ៖
dT

T −Tm
=−k dt =⇒ ln |T −Tm|=−kt +C =⇒ T (t)−Tm = Ae−kt

េបីេនខណៈ t = 0, T (0) = T0 (សីតុណ្ហ ភាពេដីម) េនាះ A = T0 −Tm។ ដូចេនះ ៖
T (t) = Tm +(T0 −Tm)e−kt

១.៤ ចលនារបសវ់ត្ថុក្នងុមជ្ឈដា្ឋ នទប់

និយមន័យ ៤និយមន័យ ៤
អង្គធាតុមួយមានម៉ាស mធា្ល ក់ចុះេ្រកាមេ្រកាមអំេពីៃនកមា្ល ងំទំនាញ P = mg និងកមា្ល ងំទបៃ់នខ្យល់ Fr =−kv (k > 0
ជាេមគុណកកិត)។ តាមចបប់ទី២ ញូតុន ៖

m
dv
dt

= mg− kv ⇐⇒ dv
dt

+
k
m

v = g

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

សមីការ dv
dt

+
k
m

v = g ជាសមីការលីេនែអ៊លំដាប់ទី១ មិនអូម៉ូែសន ៖

• ចេម្លីយៃនសមីការអូម៉ូែសន ៖ vc =Ce−
k
m t

• ចេម្លីយពិេសសេថរ ៖ vp =
mg
k
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• ចេម្លីយទូេទ ៖ v(t) =
mg
k

+Ce−
k
m t

• េបីេល្ប�នេដីម v(0) = 0 េនាះ C =−mg
k
នាឱំ្យ ៖

v(t) =
mg
k

(
1− e−

k
m t
)

• កាលណា t →+∞, េល្ប�នខិតេទរក េល្ប�ន្រពំែដន (Terminal Velocity) ៖

vlim = lim
t→+∞

v(t) =
mg
k

១.៥ លេំយាលេមកានិចៃន្របព័ន្ធរ ុសឺរ័

និយមន័យ ៥និយមន័យ ៥
្របព័ន្ធម៉ាស-រុសឺ័រមានម៉ាស m, េថរក្រមាញរុសឺ័រ k > 0, និងកមា្ល ងំទប់កកិត c ≥ 0 េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល
លំដាប់ទី២ ៖

my′′+ cy′+ ky = 0

ក . លំេយាលេសរគីា្ម នកកិត (c = 0) ៖ my′′+ ky = 0 ⇐⇒ y′′+ω2
0 y = 0 ែដល ω0 =

√
k
m ជាេ្របកង់ែកង។

ចេម្លីយទូេទ ៖ y(t) = Acosω0t +Bsinω0t។
ខ . លំេយាលេខ�យ (c2 −4mk < 0) ៖ ចលនាថយចុះជាលំេយាល ៖

y(t) = e−αt(Acosβ t +Bsinβ t) ែដល α =
c

2m

២ ឧទាហរណ៍គំរ ូ និងវិធីសា�ស្តេដាះ្រសាយ

លហំាត់គំរ ូ ១

(កំេណីនបាក់េតរ)ី េនក្នុងមន្ទីរពិេសាធន៍មួយ េគសេង្កតេឃញីថាបាក់េតរេីកីនេឡងីតាមចបប់កំេណីនអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល
dP
dt

= kP។ េនេពលចាប់េផ្តីមពិេសាធន៍ (t = 0) េគរាប់េឃញីមានបាក់េតរចីំនួន 1000 េកាសិកា។ រយៈេពល 3 េម៉ាង
េ្រកាយមក បរមិាណបាក់េតរេីកីនេឡងីដល់ 4000 េកាសិកា។



២ ឧទាហរណ៍គំរូ និងវធីិសា�ស្តេដាះ្រសាយ

េម
េរៀ
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ី៣

អនុ
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នស
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រឌី
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រង៉់
ែស
្យល
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១ . កំណត់កេន�ម P(t)ជាអនុគមន៍ៃនេពល t (គិតជាេម៉ាង)។
២ . រកចំនួនបាក់េតរេី្រកាយេពលកន្លងផុតេទ 5 េម៉ាង។
៣ . េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នេម៉ាង េទីបចំនួនបាក់េតរេីកីនដល់ 16000 េកាសិកា?

ដំេណាះ្រសាយ

១ . សមីការ dP
dt

= kP មានចេម្លីយទូេទ P(t) = P0ekt។
េនេពល t = 0, P(0) = 1000 =⇒ P0 = 1000។ ដូចេនះ P(t) = 1000ekt។
េនេពល t = 3, P(3) = 4000 នាឱំ្យ ៖

1000e3k = 4000 ⇐⇒ e3k = 4 ⇐⇒ 3k = ln4 ⇐⇒ k =
ln4
3

=
2ln2

3

ដូចេនះ កេន�មអនុគមន៍គឺ ៖

P(t) = 1000e(
ln4
3 )t = 1000 ·4t/3

២ . េ្រកាយេពល t = 5 េម៉ាង ៖

P(5) = 1000 ·45/3 = 1000 · 3√
45 = 1000 ·4 3

√
16 = 1000 ·8 3

√
2 ≈ 10080 េកាសិកា

៣ . រក t េដីម្បឱី្យ P(t) = 16000 ៖

1000 ·4t/3 = 16000 ⇐⇒ 4t/3 = 16 = 42 ⇐⇒ t
3
= 2 ⇐⇒ t = 6 េម៉ាង

ដូចេនះ រយៈេពល 6 េម៉ាង េទីបចំនួនបាក់េតរេីកីនដល់ 16000 េកាសិកា។

លហំាត់គំរ ូ ២

(ចបប្់រតជាកៃ់នញូតុន)កាេហ្វេក្ត មួយែពងេទីបឆុងរចួមានសីតុណ្ហ ភាព 95◦C ្រត�វបានេគយកមកដាក់េលីតុក្នុងបន្ទបែ់ដល
មានសីតុណ្ហ ភាពេថរ 20◦C។ រយៈេពល 5 នាទីេ្រកាយមក សីតុណ្ហ ភាពកាេហ្វថយចុះេន្រតឹម 70◦C។

១ . រកសមីការសីតុណ្ហ ភាព T (t)ជាអនុគមន៍ៃនេពល t (គិតជានាទី)។
២ . គណនាសីតុណ្ហ ភាពកាេហ្វេ្រកាយេពលដាក់េចាល 15 នាទី។
៣ . េតី្រត�វចំណាយេពលប៉ុនា្ម ននាទី េទីបសីតុណ្ហ ភាពកាេហ្វថយចុះមកដល់ 40◦C?

ដំេណាះ្រសាយ

១ . តាមចបប់្រតជាក់ៃនញូតុន ៖ dT
dt

=−k(T −Tm) ែដល Tm = 20◦C។
ចេម្លីយទូេទគឺ ៖ T (t) = 20+(T0 −20)e−kt។
េដាយ T (0) = 95◦Cនាឱំ្យ T (t) = 20+75e−kt។
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េនេពល t = 5, T (5) = 70◦C នាឱំ្យ ៖

20+75e−5k = 70 ⇐⇒ 75e−5k = 50 ⇐⇒ e−5k =
50
75

=
2
3

នាឱំ្យ −5k = ln
(

2
3

)
=− ln

(
3
2

)
=⇒ k =

1
5

ln
(

3
2

)
≈ 0.0811។

ដូចេនះ សមីការសីតុណ្ហ ភាពគឺ ៖

T (t) = 20+75
(

2
3

)t/5

២ . េ្រកាយេពល t = 15 នាទី ៖

T (15) = 20+75
(

2
3

)15/5

= 20+75
(

2
3

)3

= 20+75 · 8
27

= 20+
200
9

≈ 42.22◦C

៣ . រកេពល t ែដល T (t) = 40◦C ៖

20+75e−kt = 40 ⇐⇒ 75e−kt = 20 ⇐⇒ e−kt =
20
75

=
4

15

យកេលាការតីេនែព ៖

−kt = ln
(

4
15

)
=⇒ t =

ln(15/4)
k

=
ln(3.75)
0.0811

≈ 16.3 នាទី

ដូចេនះ ្រត�វចំណាយេពល្របែហល 16.3 នាទី។

លហំាត់គំរ ូ ៣

(ការបំែបកធាតុវទិ្ុយសកម្ម និងកាបូន-១៤) ធាតុវទិ្ុយសកម្មប៉ូឡូញូ៉ម 210Po មានកន្លះជីវតិ 140 ៃថ្ង។ សន្មតថាបរមិាណ
វទិ្ុយសកម្មបំែបកេទតាមសមីការ dN

dt
=−λN។ េគមានសំណាកប៉ូឡូញូ៉មេដីម N0 = 12 mg។

១ . គណនាេថរបំែបក λ ៃនប៉ូឡូញូ៉ម 210Po។

២ . រកបរមិាណប៉ូឡូញូ៉មែដលេនសល់េ្រកាយេពល 70 ៃថ្ង។

៣ . េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម នៃថ្ង េទីបសំណាកេនាះបំែបកអស់ 90% ៃនបរមិាណេដីម?

ដំេណាះ្រសាយ

១ . តាមរូបមន្តទំនាក់ទំនងរវាងកន្លះជីវតិ និងេថរបំែបក ៖

λ =
ln2
T1/2

=
ln2
140

≈ 0.00495 ៃថ្ង−1



២ ឧទាហរណ៍គំរូ និងវធីិសា�ស្តេដាះ្រសាយ

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
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២ . ចេម្លីយទូេទគឺ N(t) = N0e−λ t = 12e−(
ln2
140)t = 12 ·2−t/140។

េ្រកាយេពល t = 70 ៃថ្ង ៖

N(70) = 12 ·2−70/140 = 12 ·2−1/2 =
12√

2
= 6

√
2 ≈ 8.49 mg

ដូចេនះ េនសល់ប៉ូឡូញូ៉ម្របែហល 8.49 mg។

៣ . កាលណាសំណាកបំែបកអស់ 90% េនាះបរមិាណែដលេនសល់គឺ 10% ៃន N0 េពាលគឺ ៖

N(t) = 0.1N0 ⇐⇒ N0e−λ t = 0.1N0 ⇐⇒ e−λ t = 0.1 ⇐⇒ −λ t = ln(0.1) =− ln10

នាឱំ្យ ៖

t =
ln10

λ
=

ln10
ln2
140

= 140 · ln10
ln2

≈ 140 ·3.3219 ≈ 465 ៃថ្ង

ដូចេនះ ្រត�វចំណាយេពល្របែហល 465 ៃថ្ង។

លហំាត់គំរ ូ ៤

(ចលនាធា្ល កក់្នុងមជ្ឈដា្ឋ នមានកកិត និងេល្ប�ន្រពំែដន) វត្ថុមួយមានម៉ាស m = 5 kg ្រត�វបានទមា្ល កពី់េលីកំពូលអគារខ្ពស់
មួយេដាយគា្ម នេល្ប�នេដីម (v(0) = 0)។ ក្នុងេពលធា្ល ក់ វត្ថុ រងកមា្ល ងំទប់ៃនខ្យល់ Fr = −kv ែដល k = 10 kg/s (យក
g = 9.8 m/s2)។

១ . បេង្កីតសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលៃនចលនា និងកំណត់កេន�មេល្ប�ន v(t)។

២ . គណនាេល្ប�ន្រពំែដន (Terminal Velocity) vlim ៃនវត្ថុេនាះ។

៣ . គណនាេល្ប�នវត្ថុេនខណៈ t = 2 s។

ដំេណាះ្រសាយ

១ . តាមចបប់ទីពីរញូតុន ៖ m
dv
dt

= mg− kv ⇐⇒ dv
dt

+
k
m

v = g។
ជំនួស m = 5 kg,k = 10 kg/s,g = 9.8 m/s2 ៖

dv
dt

+2v = 9.8

សមីការេនះមានចេម្លីយទូេទ ៖ v(t) =Ce−2t +
9.8
2

=Ce−2t +4.9។
េដាយេល្ប�នេដីម v(0) = 0 =⇒ C+4.9 = 0 =⇒ C =−4.9។
ដូចេនះ កេន�មេល្ប�នគឺ ៖

v(t) = 4.9(1− e−2t) (m/s)
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២ . េល្ប�ន្រពំែដនេនេពល t →+∞ គឺ ៖

vlim = lim
t→+∞

4.9(1− e−2t) = 4.9 m/s

៣ . េនខណៈ t = 2 s ៖
v(2) = 4.9(1− e−4)≈ 4.9(1−0.0183) = 4.9×0.9817 ≈ 4.81 m/s

លហំាត់គំរ ូ ៥

(េសៀគ្វីអគ្គិសនី RL) េសៀគ្វីអគ្គិសនីមួយរមួមានេរសីុស្តង់ R = 12Ω និងប៊ូប៊ីនមានអាងំឌុចតង់ L = 3 H តភា្ជ ប់ជាេស៊រ ី
ជាមួយ្របភពតង់ស្ុយងេថរ E = 60 V។ សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាងអាងំតង់សីុេតចរន្ត i(t) គឺ ៖

L
di
dt

+Ri = E

េដាយដឹងថាេនខណៈេដីម t = 0 គា្ម នចរន្តឆ្លងកាត់ (i(0) = 0)។

១ . រកកេន�មអាងំតង់សីុេតចរន្ត i(t)ជាអនុគមន៍ៃនេពល t។
២ . គណនាអាងំតង់សីុេតចរន្តេនេពលរបបអចិៃ�ន្តយ៍ (t →+∞)។

៣ . គណនាតៃម្លចរន្តេនខណៈ t = 0.5 s។

ដំេណាះ្រសាយ
១ . ជំនួសតៃម្ល L = 3,R = 12,E = 60 ចូលក្នុងសមីការ ៖

3
di
dt

+12i = 60 ⇐⇒ di
dt

+4i = 20

ចេម្លីយៃនសមីការអូម៉ូែសន di
dt

+4i = 0 គឺ ic =Ce−4t។
ចេម្លីយពិេសសេថរគឺ ip =

20
4

= 5។
នាឱំ្យចេម្លីយទូេទគឺ ៖ i(t) =Ce−4t +5។
េដាយសារ i(0) = 0 =⇒ C+5 = 0 =⇒ C =−5។
ដូចេនះ កេន�មអាងំតង់សីុេតចរន្តគឺ ៖

i(t) = 5(1− e−4t) (A)

២ . េនរបបអចិៃ�ន្តយ៍ (t →+∞) ៖
Imax = lim

t→+∞
5(1− e−4t) = 5 A

៣ . េនខណៈ t = 0.5 s ៖
i(0.5) = 5(1− e−4×0.5) = 5(1− e−2)≈ 5(1−0.1353) = 5×0.8647 ≈ 4.32 A
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៣ សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ) េមេរៀនទី៣ (១០០
លហំាត់)

១ . សមីការ dP
dt

= kP តាងកំេណីន្របជាជន។ េបី k > 0 េនាះចំនួន្របជាជន P(t) ៖

ថយចុះជាលំដាប់ក . េកីនេឡងីជាលំដាបត់ាមអនុគមនអិ៍ចស្ប ៉ូណង់ែស្យលខ .

េនេថរជានិច្ចគ . ែ្រប្រប�លជាខួបឃ .

២ . េបី P(t) = P0ekt េនាះរយៈេពលេទ្វដង (Doubling time) Td េស្មីនឹង ៖
Td =

k
ln2

ក . Td =
ln2
k

ខ . Td = ln(2k)គ . Td =
2
k

ឃ .

៣ . បាក់េតរមីួយ្របេភទេកីនេឡងីេទ្វដងេរៀងរាល់ 4 េម៉ាងម្តង។ តៃម្លៃនេថរកំេណីន k គឺ ៖
ln2
4

ក . 4ln2ខ . 4
ln2

គ . ln8ឃ .

៤ . ចំនួន្របជាជនទី្រក�ងមួយេកីនេឡងីពី 100000 េទ 200000 នាក់ក្នុងរយៈេពល 10 ឆា្ន ។ំ េតីេ្រកាយរយៈេពល 20 ឆា្ន ំ
ចំនួន្របជាជននឹងេកីនដល់ប៉ុនា្ម ន?

300000 នាក់ក . 400000 នាក់ខ . 500000 នាក់គ . 800000 នាក់ឃ .

៥ . សមីការបំែបកៃនសារធាតុវទិ្ុយសកម្មគឺ dN
dt

=−λN (λ > 0)។ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖

N(t) = N0eλ tក . N(t) = N0e−λ tខ . N(t) = N0 −λ tគ . N(t) =
N0

λ t
ឃ .

៦ . កន្លះជីវតិ T1/2 ៃនសារធាតុវទិ្ុយសកម្មទាក់ទងនឹងេថរបំែបក λ តាមរូបមន្ត ៖

T1/2 =
λ

ln2
ក . T1/2 =

ln2
λ

ខ . T1/2 = λ ln2គ . T1/2 = ln(2λ )ឃ .

៧ . ធាតុវទិ្ុយសកម្មមួយមានកន្លះជីវតិ 8 ៃថ្ង។ េ្រកាយេពល 24 ៃថ្ង បរមិាណែដលេនសលេ់ស្មីនឹងប៉ុនា្ម នភាគរយៃនបរមិាណ
េដីម?

50%ក . 25%ខ . 12.5%គ . 6.25%ឃ .

៨ . េ្រកាយេពលកន្លងផុតេទ ៤ ដងៃនកន្លះជីវតិ (t = 4T1/2) បរមិាណសារធាតុវទិ្ុយសកម្មេនសល់ ៖
N0

4
ក . N0

8
ខ . N0

16
គ . N0

32
ឃ .

៩ . តាមចបប់្រតជាក់ៃនញូតុន សមីការឌីេផរង់៉ែស្យលសីតុណ្ហ ភាពគឺ ៖
dT
dt

=−k(T −Tm)ក . dT
dt

= k(T +Tm)ខ .
dT
dt

=−kT Tmគ . dT
dt

=−k(Tm −T )2ឃ .

១០ . ក្នុងចបប់្រតជាក់ញូតុន កាលណា t →+∞ េនាះសីតុណ្ហ ភាព T (t) ខិតជិត ៖
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0◦Cក . T0ខ . Tmគ . +∞ឃ .

១១ . ទឹកេក្ត មានសីតុណ្ហ ភាពេដីម 100◦Cដាក់ក្នុងបន្ទប់សីតុណ្ហ ភាព 20◦C។ កេន�ម T (t)មានរាង ៖
T (t) = 20+80e−ktក . T (t) = 20+100e−ktខ .
T (t) = 100+20e−ktគ . T (t) = 80+20e−ktឃ .

១២ . អង្គធាតុមួយធា្ល ក់ចុះេ្រកាមរងកមា្ល ងំទប់ Fr =−kv។ សមីការចលនាគឺ ៖

m
dv
dt

= mg+ kvក . m
dv
dt

= mg− kvខ . m
dv
dt

=−mg− kvគ . dv
dt

= g− kvឃ .

១៣ . េល្ប�ន្រពំែដន (Terminal velocity) vlim ៃនអង្គធាតុធា្ល ក់ក្នុងខ្យល់រងកមា្ល ងំទប់ −kv គឺ ៖
k

mg
ក . mg

k
ខ .

√
mg
k

គ . m
kg

ឃ .

១៤ . ្របព័ន្ធម៉ាស-រុសឺ័រគា្ម នកកិតមានសមីការ y′′+16y = 0។ េ្របកង់ែកង ω0 គឺ ៖
16 rad/sក . 8 rad/sខ . 4 rad/sគ . 2 rad/sឃ .

១៥ . ខួប T ៃនលំេយាល y′′+4y = 0 គឺ ៖
π sក . 2π sខ . π

2
sគ . 4π sឃ .

១៦ . សមីការលំេយាល y′′+2y′+5y = 0 មានចេម្លីយ្របេភទ ៖
លំេយាលេសរមិីនថយចុះក . លំេយាលថយចុះ (Underdamped)ខ .

គា្ម នលំេយាល (Overdamped)គ . ថយចុះក្រមិត្រពំែដន (Critically damped)ឃ .

១៧ . សមីការ y′′+6y′+9y = 0 ្រត�វនឹងករណី ៖
លំេយាលថយចុះក . Critically damped (∆ = 0)ខ .

Overdamped (∆ > 0)គ . លំេយាលគា្ម នកកិតឃ .

១៨ . សមីការ y′′+5y′+4y = 0 ្រត�វនឹងករណី ៖
Overdamped (∆ = 9 > 0)ក . Critically dampedខ .

Underdampedគ . គា្ម នកមា្ល ងំទប់ឃ .

១៩ . េសៀគ្វី LC គា្ម នេរសុីស្តង់ (R = 0) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ Lq′′+
1
C

q = 0។ េ្របកង់ែកងៃនលំេយាលអគ្គិសនីគឺ ៖

ω =
√

LCក . ω =
1√
LC

ខ . ω =
L
C

គ . ω =
C
L

ឃ .

២០ . ក្នុងេសៀគ្វី RLC, បន្ទុកអគ្គិសនី q(t) និងចរន្តអគ្គិសនី i(t)ទាក់ទងគា្ន េដាយ ៖
i(t) =

∫
q(t)dtក . i(t) = q′(t)ខ . i(t) = q′′(t)គ . i(t) = Rq(t)ឃ .

២១ . េបី dP
dt

= 0.05P និង P(0) = 2000 េនាះ P(t) =

2000e0.05tក . 2000e−0.05tខ . 0.05e2000tគ . 2000+0.05tឃ .
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២២ . អ្រតាកំេណីន្របចាឆំា្ន ំ r = 5% ្រត�វនឹងេថរ k =

0.5ក . 0.05ខ . 5គ . 0.005ឃ .

២៣ . េបីចំនួន្របជាជនេកីនេឡងីបីដង (Triple) ក្នុងរយៈេពល T េនាះ ៖

T =
ln3
k

ក . T =
3
k

ខ . T =
k

ln3
គ . T = 3lnkឃ .

២៤ . សារធាតុមួយមានកន្លះជីវតិ 10 េម៉ាង។ បរមិាណេដីម 100 g។ េ្រកាយ 30 េម៉ាង បរមិាណេនសល់គឺ ៖
50 gក . 25 gខ . 12.5 gគ . 6.25 gឃ .

២៥ . រូបមន្តគណនាអាយុកាលតាមកាបូន-១៤ គឺ t =− 1
λ

ln
(

N
N0

)
។ េបី N

N0
=

1
2
េនាះ t =

0ក . T1/2ខ . 2T1/2គ .
T1/2

2
ឃ .

២៦ . ទឹក្រតជាក់មួយែកវមានសីតុណ្ហ ភាព 5◦Cដាក់ក្នុងបន្ទប់ 25◦C។ សមីការសីតុណ្ហ ភាពគឺ ៖
T (t) = 25−20e−ktក . T (t) = 25+20e−ktខ .
T (t) = 5+20e−ktគ . T (t) = 5−20e−ktឃ .

២៧ . េបី T (t) = 25−20e−kt េនាះេនេពល t →+∞, T (t)→

5◦Cក . 20◦Cខ . 25◦Cគ . 0◦Cឃ .

២៨ . េល្ប�នៃនអង្គធាតុធា្ល ក់ពីភាពេនេស្ង�ម (v(0) = 0) រងកមា្ល ងំទប់ −kv គឺ ៖
v(t) =

mg
k
(1− e−

k
m t)ក . v(t) =

mg
k
(1+ e−

k
m t)ខ .

v(t) = gtគ . v(t) =
mg
k

e−
k
m tឃ .

២៩ . ម៉ាស m = 2 kg, k = 10 N · s/m, g = 10 m/s2។ េល្ប�ន្រពំែដន vlim =

1 m/sក . 2 m/sខ . 5 m/sគ . 20 m/sឃ .

៣០ . សមីការ y′′+25y = 0 មានចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y =C1e5x +C2e−5xក . y =C1 cos5x+C2 sin5xខ .
y = (C1x+C2)e5xគ . y =C1 cos25x+C2 sin25xឃ .

៣១ . ក្នុងសមីការ y′′+ω2
0 y = 0, អំព្លីទុតៃនលំេយាល y(t) = Acosω0t +Bsinω0t គឺ ៖

A+Bក .
√

A2 +B2ខ . |A−B|គ . ABឃ .

៣២ . េថរក្រមាញៃនរុសឺ័រពីរតភា្ជ ប់ជាេស៊រ ីk1,k2 មានតៃម្លសមមូល keq =

k1 + k2ក . k1k2

k1 + k2
ខ .

√
k1k2គ . k1 + k2

2
ឃ .

៣៣ . េថរក្រមាញៃនរុសឺ័រពីរតភា្ជ ប់ជា្រសប k1,k2 មានតៃម្លសមមូល keq =
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k1 + k2ក . k1k2

k1 + k2
ខ . |k1 − k2|គ . k1 + k2

k1k2
ឃ .

៣៤ . សមីការ dy
dx

=−x
y
មានែខ្សេកាងអាងំេត្រកាលជា ៖

បនា្ទ ត់្រតង់ក . ប៉ារ៉ាបូលខ . រង្វង់ផ្ចិត O(0,0)គ . អីុែពបូលឃ .

៣៥ . ែខ្សេកាងែកង (Orthogonal trajectories) ៃន្រគ�សារបនា្ទ ត់ y = kx គឺ ៖
្រគ�សារប៉ារ៉ាបូលក . ្រគ�សាររង្វង់ x2+y2 =

C
ខ . ្រគ�សារបនា្ទ ត់ y=−kxគ . ្រគ�សារេអលីបឃ .

៣៦ . ែខ្សេកាងែកងៃន្រគ�សាររង្វង់ x2 + y2 =C គឺ ៖
្រគ�សារបនា្ទ ត់កាតត់ាម
គល់ត្រម�យ y = kx

ក . ្រគ�សារប៉ារ៉ាបូល y =

ax2
ខ . ្រគ�សារអុីែពបូល xy =

k
គ . ្រគ�សាររង្វង់ដូចគា្នឃ .

៣៧ . សមីការ dy
dx

= ky(M− y) េហថាសមីការ ៖

សមីការលីេនែអ៊ក . សមីការឡូជីស្ទកិ (Logistic
equation)

ខ . សមីការែប៊រនូយីគ . សមីការអយល័រឃ .

៣៨ . ក្នុងសមីការឡូជីស្ទិក
dy
dt

= ky(M− y), M តំណាងឱ្យ ៖

ចំនួន្របជាជនេដីមក . សមត្ថភាពផ្ទុកអតិបរមា (Carrying capacity)ខ .

អ្រតាកំេណីនគ . រយៈេពលេទ្វដងឃ .

៣៩ . កាលណា t →+∞, ចេម្លីយៃនសមីការឡូជីស្ទិក y(t)→

0ក . Mខ . +∞គ . y0ឃ .

៤០ . សមីការ y′ = 2
√

y ជាមួយ y(0) = 0 មានចេម្លីយ ៖
ែតមួយគត់ y = x2ក . គា្ម នចេម្លីយខ . យ៉ាងតិចពីរ គឺ y = 0

និង y = x2 (x ≥ 0)
គ . គា្ម នចេម្លីយពិតឃ .

៤១ . ្របព័ន្ធរុសឺ័រមាន m = 1 kg,k = 9 N/m។ ខួបៃនលំេយាលេសរគឺី ៖

T =
2π
3

sក . T = 3π sខ . T = 6π sគ . T =
π
3

sឃ .

៤២ . េបីម៉ាសេកីនេឡងី 4 ដង េនាះខួបៃនលំេយាលរុសឺ័រនឹង ៖
េកីនេឡងី 2 ដងក . ថយចុះ 2 ដងខ . េកីនេឡងី 4 ដងគ . មិនែ្រប្រប�លឃ .

៤៣ . េបីេថរក្រមាញ k េកីនេឡងី 4 ដង េនាះេ្របកង់ែកង ω0 នឹង ៖
ថយចុះ 2 ដងក . េកីនេឡងី 2 ដងខ . េកីនេឡងី 4 ដងគ . មិនែ្រប្រប�លឃ .

៤៤ . េបី dN
dt

=−0.02N េនាះភាគរយៃនការបំែបកក្នុងមួយឯកតាេពលគឺ ៖
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0.02%ក . 0.2%ខ . 2%គ . 20%ឃ .

៤៥ . ធាតុវទិ្ុយសកម្មមួយមានកន្លះជីវតិ 100 ឆា្ន ។ំ េ្រកាយេពល 200 ឆា្ន ំ បរមិាណសារធាតុែដលបានបំែបកអស់េស្មីនឹង ៖
25%ក . 50%ខ . 75%គ . 100%ឃ .

៤៦ . សីតុណ្ហ ភាពបន្ទប់ Tm = 30◦C។ សីតុណ្ហ ភាពេដីម T0 = 90◦C។ បនា្ទ ប់ពីេពលយូរអែង្វង សីតុណ្ហ ភាពនឹងេស្មី ៖
0◦Cក . 30◦Cខ . 60◦Cគ . 90◦Cឃ .

៤៧ . សមីការ y′′+4y = sin(ωt) េកីតមានបាតុភូតអនុភាព (Resonance) កាលណា ω =

1ក . 2ខ . 4គ . 16ឃ .

៤៨ . ក្នុងករណីមានអនុភាព ចេម្លីយពិេសសៃន y′′+ω2
0 y = F0 cos(ω0t)មានរាង ៖

yp = Acosω0tក . yp = t(Acosω0t +Bsinω0t)ខ .
yp = Aeω0tគ . yp = At2 cosω0tឃ .

៤៩ . អំព្លីទុតៃនលំេយាលក្នុងបាតុភូតអនុភាពសុទ្ធ (Pure resonance) ៖
េកីនេឡងីឥត្រពំែដនកាលណា t →+∞ក . ថយចុះេទសូន្យខ .

េនេថរជានិច្ចគ . ែ្រប្រប�លជាខួបឃ .

៥០ . េនក្នុងចលនាក្នុងមជ្ឈដា្ឋ នទប់ m
dv
dt

= mg− kv, េបី v = vlim េនាះសំទុះ dv
dt

=

gក . 0ខ . −gគ . k
m

ឃ .

៥១ . អង្គធាតុមួយមានម៉ាស m = 5 kg, k = 2 N · s/m, g = 9.8 m/s2។ vlim =

24.5 m/sក . 49 m/sខ . 19.6 m/sគ . 9.8 m/sឃ .

៥២ . េបីេល្ប�នធា្ល ក់េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ v(t) = 50(1− e−0.2t) េនាះសំទុះេដីម a(0) =

0 m/s2ក . 10 m/s2ខ . 50 m/s2គ . 2.5 m/s2ឃ .

៥៣ . សមីការបំែបកវទិ្ុយសកម្ម dN
dt

=−λN ផ្តល់ lnN =−λ t +C។ ្រកាបៃន lnN ជាអនុគមន៍ៃន t ជា ៖

បនា្ទ ត់្រតង់មានេមគុណ្របាប់ទិស −λក . ប៉ារ៉ាបូលខ .

អិចស្ប ៉ូណង់ែស្យលគ . ែខ្សេកាងរាង Sឃ .

៥៤ . េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់តាង lnN េធៀបនឹង t គឺ ៖

λក . −λខ . − 1
λ

គ . lnλឃ .

៥៥ . បាក់េតរមីួយ្របេភទមាន P(0) = 500 និងេកីនដល់ 1500 េ្រកាយេពល 2 េម៉ាង។ ចំនួនបាក់េតរេី្រកាយ 6 េម៉ាងគឺ ៖
4500ក . 13500ខ . 6000គ . 9000ឃ .

៥៦ . កាេហ្វេក្ត 80◦Cដាក់ក្នុងបន្ទប់ 20◦C។ េ្រកាយ 10 នាទី សីតុណ្ហ ភាពគឺ 50◦C។ េ្រកាយ 20 នាទី សីតុណ្ហ ភាពគឺ ៖
30◦Cក . 35◦Cខ . 40◦Cគ . 25◦Cឃ .
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៥៧ . ្របព័ន្ធរុសឺ័រ y′′+9y = 0 មានលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 4,y′(0) = 0។ សមីការទីតាងំគឺ ៖
y(t) = 4cos3tក . y(t) = 4sin3tខ . y(t) = 4e3tគ . y(t) = 4cos9tឃ .

៥៨ . ្របព័ន្ធរុសឺ័រ y′′+16y = 0 មាន y(0) = 0,y′(0) = 8។ សមីការទីតាងំគឺ ៖
y(t) = 2sin4tក . y(t) = 8sin4tខ . y(t) = 2cos4tគ . y(t) = 4sin2tឃ .

៥៩ . សមីការលំេយាល y′′+4y′+13y = 0 មានេ្របកង់ែកងៃនលំេយាលេខ�យ β =

2ក . 3ខ .
√

13គ . 5ឃ .

៦០ . សមីការ y′′+2y′+ y = 0 ជាមួយ y(0) = 1,y′(0) = 0 មានចេម្លីយ ៖
y = (1+ x)e−xក . y = (1− x)e−xខ .
y = e−xគ . y = cosx+ sinxឃ .

៦១ . េសៀគ្វី RC តភា្ជ ប់េស៊រមីានសមីការ R
dq
dt

+
q
C

= E។ េថរេពល (Time constant) τ គឺ ៖

τ =
R
C

ក . τ = RCខ . τ =
C
R

គ . τ =
1

RC
ឃ .

៦២ . ក្នុងេសៀគ្វី RL តភា្ជ ប់េស៊រមីានសមីការ L
di
dt

+Ri = E។ េថរេពល τ គឺ ៖

τ =
L
R

ក . τ =
R
L

ខ . τ = RLគ . τ =
1

RL
ឃ .

៦៣ . ចរន្តអតិបរមាក្នុងេសៀគ្វី RL ភា្ជ ប់តង់ស្ុយងេថរ E គឺ ៖

Imax =
E
R

ក . Imax =
E
L

ខ . Imax = ERគ . Imax =
R
E

ឃ .

៦៤ . បន្ទុកអតិបរមាក្នុងេសៀគ្វី RC ភា្ជ ប់តង់ស្ុយងេថរ E គឺ ៖

Qmax =CEក . Qmax =
E
C

ខ . Qmax =
C
E

គ . Qmax = RCEឃ .

៦៥ . េបី dP
dt

= 2P េនាះអ្រតាកំេណីនេធៀប (Relative growth rate) 1
P

dP
dt
េស្មី ៖

1ក . 2ខ . 2Pគ . e2tឃ .

៦៦ . េបី dP
dt

= kP និង P(0) = 100 េហយី P(1) = 100e3 េនាះ k =

1ក . 2ខ . 3គ . ln3ឃ .

៦៧ . សារធាតុវទិ្ុយសកម្មមួយមានេថរបំែបក λ = 0.693 ឆា្ន ំ−1។ កន្លះជីវតិរបស់វា្របែហល ៖
1 ឆា្ន ំក . 2 ឆា្ន ំខ . 0.5 ឆា្ន ំគ . 10 ឆា្ន ំឃ .

៦៨ . េបីកន្លះជីវតិ T1/2 = 5 េម៉ាង េនាះេ្រកាយ 15 េម៉ាង បរមិាណសារធាតុថយចុះអស់ ៖
1
8

ក . 7
8

ខ . 1
4

គ . 3
4

ឃ .

៦៩ . សមីការ dT
dt

=−0.1(T −20)មាន T (0) = 80។ េនខណៈ t = 0, dT
dt

=



៣ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (MCQ) េមេរៀនទី៣ (១០០ លំហាត់)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល

123

−6◦C/minក . 6◦C/minខ . −8◦C/minគ . −2◦C/minឃ .

៧០ . ពីសំណួរទី ៦៩, េនេពល T = 20◦C, dT
dt

=

0◦C/minក . −2◦C/minខ . 2◦C/minគ . −0.1◦C/minឃ .

៧១ . អង្គធាតុមួយមានសមីការចលនា v′+2v = 20។ េល្ប�ន្រពំែដនគឺ ៖
5 m/sក . 10 m/sខ . 20 m/sគ . 40 m/sឃ .

៧២ . េបី v(0) = 0 ក្នុង v′+2v = 20 េនាះ v(t) =

v(t) = 10(1− e−2t)ក . v(t) = 10(1+ e−2t)ខ .
v(t) = 20(1− e−2t)គ . v(t) = 10e−2tឃ .

៧៣ . រុសឺ័រមួយេយាលតាមសមីការ y(t) = 3cos2t +4sin2t។ អំព្លីទុតៃនលំេយាលគឺ ៖
5ក . 7ខ . 1គ . 12ឃ .

៧៤ . ពីសំណួរទី ៧៣, េល្ប�នអតិបរមា vmax =

5ក . 10ខ . 20គ . 2.5ឃ .

៧៥ . ពីសំណួរទី ៧៣, សំទុះអតិបរមា amax =

10ក . 20ខ . 40គ . 5ឃ .

៧៦ . សមីការ y′′+4y′+4y = 0 មានចេម្លីយទូេទ ៖
y = (C1x+C2)e−2xក . y =C1e2x +C2e−2xខ .
y =C1 cos2x+C2 sin2xគ . y = (C1x+C2)e2xឃ .

៧៧ . សមីការ y′′+4y′+8y = 0 មានសមីការសមា្គ ល់មានឫស ៖
r =−2±2iក . r = 2±2iខ . r =−4±2iគ . r =−2±4iឃ .

៧៨ . កតា្ត ថយចុះ (Damping factor) ៃនចេម្លីយក្នុងសំណួរទី ៧៧ គឺ ៖
e−2xក . e2xខ . e−4xគ . e−8xឃ .

៧៩ . ្រគ�សារែខ្សេកាងែកងៃន y =Cx2 េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការ ៖
dy
dx

=− x
2y

ក . dy
dx

=
2y
x

ខ . dy
dx

=−2y
x

គ . dy
dx

=
x
2y

ឃ .

៨០ . ចេម្លីយៃនសមីការ dy
dx

=− x
2y
គឺជា្រគ�សារ ៖

េអលីប x2 +2y2 =Cក . រង្វង់ x2 + y2 =Cខ . ប៉ារ៉ាបូល y = ax2គ . អីុែពបូល x2 − 2y2 =
C

ឃ .

៨១ . ្របសិនេបីចំនួន្របជាជនេកីនពី P0 ដល់ 3P0 ក្នុងេពល 4 ឆា្ន ំ េនាះេពលែដលេកីនដល់ 9P0 គឺ ៖
6 ឆា្ន ំក . 8 ឆា្ន ំខ . 12 ឆា្ន ំគ . 16 ឆា្ន ំឃ .
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៨២ . េពលែដលេកីនដល់ 27P0 (ពីសំណួរទី ៨១) គឺ ៖
12 ឆា្ន ំក . 16 ឆា្ន ំខ . 24 ឆា្ន ំគ . 36 ឆា្ន ំឃ .

៨៣ . ធាតុ 14Cមានកន្លះជីវតិ 5730 ឆា្ន ។ំ េបីេនសល់ 25% េនាះអាយុកាលគឺ ៖
2865 ឆា្ន ំក . 5730 ឆា្ន ំខ . 11460 ឆា្ន ំគ . 17190 ឆា្ន ំឃ .

៨៤ . េបីេនសល់ 12.5% េនាះអាយុកាលគឺ ៖
11460 ឆា្ន ំក . 17190 ឆា្ន ំខ . 22920 ឆា្ន ំគ . 5730 ឆា្ន ំឃ .

៨៥ . សមីការ dy
dt

= k(y−100)មាន y(0) = 20 និង k =−0.5។ កេន�ម y(t) =

y(t) = 100−80e−0.5tក . y(t) = 100+80e−0.5tខ .
y(t) = 20+80e−0.5tគ . y(t) = 80−100e−0.5tឃ .

៨៦ . ពីសំណួរទី ៨៥, តៃម្លលីមីត lim
t→+∞

y(t) =

20ក . 80ខ . 100គ . 0ឃ .

៨៧ . ក្នុងសមីការចលនា v′+3v = 30, េពល t =
1
3

ln2 េល្ប�ន v េស្មី ៖
5 m/sក . 10 m/sខ . 2.5 m/sគ . 15 m/sឃ .

៨៨ . លំេយាល y′′+100y = 0 មានេ្របកង់ f =

5
π

Hzក . 10
π

Hzខ . 10π Hzគ . 5π Hzឃ .

៨៩ . ថាមពលេមកានិចសរុបៃន្របព័ន្ធរុសឺ័រគា្ម នកកិត ៖
េកីនេឡងីតាមេពលក . ថយចុះតាមេពលខ . រក�េថរជានិច្ចគ . ែ្រប្រប�លជាអនុគមនសីុ៍នុសឃ .

៩០ . ក្នុង្របព័ន្ធរុសឺ័រមានកកិត (c > 0), ថាមពលេមកានិច ៖
ថយចុះជាលំដាបេ់ដាយសារការកកិតបំែប្លងជាកេម្តក . រក�េថរខ .

េកីនេឡងីគ . ែ្រប្រប�លជាខួបឃ .

៩១ . សមីការ dy
dx

=
y
x
មានែខ្សេកាងអាងំេត្រកាលជា ៖

្រគ�សារបនា្ទ ត់កាតត់ាម
គល់ត្រម�យ y = kx

ក . ្រគ�សារប៉ារ៉ាបូលខ . ្រគ�សាររង្វង់គ . ្រគ�សារអីុែពបូលឃ .

៩២ . ែខ្សេកាងែកងៃន dy
dx

=
y
x
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ៖

dy
dx

=−x
y

ក . dy
dx

=
x
y

ខ . dy
dx

=−y
x

គ . dy
dx

=−xyឃ .

៩៣ . ចេម្លីយៃន dy
dx

=−x
y
គឺ x2 + y2 =C ជា ៖
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្រគ�សាររង្វង់មានផ្ចិត្រតង់
គល់ត្រម�យ

ក . ្រគ�សារបនា្ទ ត់្រតង់ខ . ្រគ�សារប៉ារ៉ាបូលគ . ្រគ�សារេអលីបឃ .

៩៤ . េបី y(t)ជាដំេណាះ្រសាយៃន y′ = ky, េនាះ្រកាប lny េធៀបនឹង t មានរាងជា ៖
បនា្ទ ត់្រតង់ក . ប៉ារ៉ាបូលខ . រង្វង់គ . អីុែពបូលឃ .

៩៥ . េបី dP
dt

= kP(1− P
1000

) េនាះអ្រតាកំេណីន dP
dt
ធំបំផុតេនេពល P =

0ក . 500ខ . 1000គ . 250ឃ .

៩៦ . ចំណុចរបត់ (Inflection point) ៃនែខ្សេកាងឡូជីស្ទិកេកីតេឡងីេនេពល ៖

P =
M
2

ក . P = Mខ . P =
M
4

គ . P = 0ឃ .

៩៧ . សមីការ y′′+9y = 5cos3t ពិពណ៌នាអំពី ៖
លំេយាលេសរ ីក . បាតុភូតអនុភាព (Resonance)ខ .

លំេយាលថយចុះគ . លំេយាលទប់ខា្ល ងំឃ .

៩៨ . សមីការ y′′+0.2y′+9y = 5cos3t ពិពណ៌នាអំពី ៖
លំេយាលបង្ខំមានកកិតក . អនុភាពសុទ្ធគា្ម នែដនកំណត់ខ .

លំេយាលេសរគីា្ម នកកិតគ . Critically dampedឃ .

៩៩ . ក្នុងេសៀគ្វី RLC, ករណី R2 − 4L
C

= 0 ្រត�វនឹង ៖
Critical dampingក . Underdamping (លំេយាលថយចុះ)ខ .
Overdampingគ . គា្ម នការថយចុះឃ .

១០០ . ក្នុងេសៀគ្វី RLC, ករណី R2 <
4L
C
្រត�វនឹង ៖

Underdamping (លំេយាលថយចុះ)ក . Critical dampingខ .

Overdampingគ . គា្ម នកមា្ល ងំទប់ឃ .
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៤ លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . (វទិ្ុយសកម្មកាបូន-១៤) ធាតុវទិ្ុយសកម្មកាបូន 14C មានកន្លះជីវតិ T1/2 = 5730 ឆា្ន ។ំ េនក្នុងកំណាយបុរាណវទិយ
មួយ េគរកេឃញីបំែណកេឈបុីរាណមួយ ែដលមានបរមិាណ 14C េនសលែ់ត 35% ៃនបរមិាណែដលមានក្នុងរុក្ខជាតិ
រស់េនបច្ចុប្បន្នប៉ុេណា្ណ ះ។ គណនាអាយុកាលៃនបំែណកេឈបុីរាណេនាះ។

ដំេណាះ្រសាយ
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២ . (េល្ប�នធា្ល កៃ់នឆ្រតេយាង)អ្នកេលាតឆ្រតេយាងមា្ន កម់ានម៉ាសសរុបរមួទាងំឆ្រតm= 80 kg េលាតេចញពីយន្តេហាះ។
កមា្ល ងំទប់ៃនខ្យល់គឺ Fr =−kv ែដល k = 16 kg/s (យក g = 9.8 m/s2)។
ក . សរេសរសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលៃនចលនា និងកំណត់េល្ប�ន v(t)ជាអនុគមន៍ៃន t េបីេល្ប�នេដីម v(0) = 0។
ខ . គណនាេល្ប�ន្រពំែដន (Terminal velocity) របស់អ្នកេលាតឆ្រតេយាង។
គ . គណនាេល្ប�នេនខណៈ t = 5 s។

ដំេណាះ្រសាយ
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៣ . (សីតុណ្ហ ភាពែដកេក្ត ) ដំុែដកមួយ្រត�វបានដុតកេម្ត រហូតដល់ 800◦C រចួេគទមា្ល កវ់ាេទក្នុងធុងទឹក្រតជាកែ់ដលមាន
សីតុណ្ហ ភាពេថរ 25◦C។ រយៈេពល 2 នាទីេ្រកាយមក សីតុណ្ហ ភាពដំុែដកថយចុះមកេន្រតឹម 200◦C។
ក . កំណត់សមីការសីតុណ្ហ ភាព T (t) ៃនដំុែដក។
ខ . េតីរយៈេពលប៉ុនា្ម ននាទី េទីបសីតុណ្ហ ភាពដំុែដកថយមក្រតឹម 50◦C?

ដំេណាះ្រសាយ



៤ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
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ដំេណាះ្រសាយ



132 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល

៤ . (លំេយាលរុសឺ័រ) វត្ថុមួយមានម៉ាស m = 2 kg ភា្ជ ប់នឹងរុសឺ័រែដលមានេថរក្រមាញ k = 50 N/m និងកមា្ល ងំទប់កកិត
c = 12 N · s/m។ េនខណៈេដីម t = 0 េគទាញវត្ថុឱ្យឃា្ល តពីទីតាងំលំនឹង្របែវង 0.5 m េទខាងសា្ត ំ រចួែលងេដាយ
គា្ម នេល្ប�នេដីម។
ក . បេង្កីតសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាងចលនារបស់វត្ថុ។
ខ . េដាះ្រសាយសមីការេដីម្បរីកសមីការទីតាងំ y(t) ៃនវត្ថុ។
គ . កំណត់ខណៈេពលែដលវត្ថុឆ្លងកាត់ទីតាងំលំនឹងជាេលីកដំបូង។

ដំេណាះ្រសាយ



៤ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
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ដំេណាះ្រសាយ



134 េមេរៀនទី ៣ អនុវត្តន៍ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល
េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌ
ីេផ
រង៉់
ែស
្យល

៥ . (េសៀគ្វីអគ្គិសនី RLC) េសៀគ្វីតភា្ជ ប់ជាេស៊រមីានេរសុីស្តង់ R = 10Ω, អាងំឌុចតង់ L = 0.5 H, និងកាប៉ាសីុទ័រ
C = 0.02 Fភា្ជ ប់នឹង្របភពតង់ស្ុយងេថរ E = 12 V។ សមីការបន្ទុកអគ្គិសនី q(t) គឺ ៖

Lq′′+Rq′+
1
C

q = E

េដាយដឹងថាបន្ទុកេដីម q(0) = 0 និងចរន្តេដីម i(0) = q′(0) = 0។ ចូរកំណត់កេន�មបន្ទុកអគ្គិសនី q(t) និងចរន្ត
អគ្គិសនី i(t) = q′(t)។

ដំេណាះ្រសាយ



៤ លំហាត់អនុវត្តន៍

េម
េរៀ
នទ
ី៣

អនុ
វត
្តន៍ៃ
នស

មីកា
រឌី
េផ
រង៉់
ែស
្យល
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ក្រមង្របធានវិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)ក្រមង្របធានវិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

្របមូលផ្តុវំិញញ សា្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ ពីឆា្ន ២ំ០១៤ដល់២០២៦និងវិញញ សា
េ្រតៀមេ្រជើសេរ ើសពិេសស អមេដាយកែន្លងកត់្រតាដំេណាះ្រសាយ ៖

ែផ្នកទី១ ៖ ្របធានវិញញ សា្របឡងផ្លូវការ (២០១៤ -
២០២៦)

១ . (បាក់ឌុប ២០១៤)
ក . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′−3y = 0។
ខ . រកអនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ៃនសមីការ (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (0) = 2។

ដំេណាះ្រសាយ
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138 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

២ . (បាក់ឌុប ២០១៥)
ក . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−4y′+3y = 0។
ខ . រកចេម្លីយពិេសសមួយៃន (E) េដាយដឹងថា y(0) = 1 និង y′(0) = 5។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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៣ . (បាក់ឌុប ២០១៦) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+2y′+ y = 0។
ក . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
ខ . រកចេម្លីយពិេសស g(x) ៃន (E) ែដល្រកាបរបស់វាកាត់តាមចំណុច A(0,3) េហយីមានេមគុណ្របាប់ទិសៃន

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ចំណុចេនាះេស្មីនឹង −1។
ដំេណាះ្រសាយ



140 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

៤ . (បាក់ឌុប ២០១៧) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+9y = 0។
ក . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
ខ . រកអនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) មួយៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f

(π
6

)
= 2 និង f ′

(π
6

)
= 0។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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៥ . (បាក់ឌុប ២០១៨) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+2y = 4x។
ក . រកចំនួនពិត a និង b េដីម្បឱី្យ yp = ax+b ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E)។
ខ . េដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែសន (E0) : y′+2y = 0។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = 1។

ដំេណាះ្រសាយ



142 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

៦ . (បាក់ឌុប ២០១៩) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+5y = 0។
ក . សរេសរសមីការសមា្គ ល់ៃន (E) រចួរកឫសរបស់វា។
ខ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
គ . កំណត់ចេម្លីយពិេសស f (x) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (0) = 1 និង f ′(0) = 3។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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៧ . (បាក់ឌុប ២០២០) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−5y′+6y = 6x−5។
ក . កំណត់ពហុធាដឺេ្រកទី១ P(x) = ax+b ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)។
ខ . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E0) : y′′−5y′+6y = 0។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E)។

ដំេណាះ្រសាយ



144 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

៨ . (បាក់ឌុប ២០២១)
ក . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : 2y′+ y = 0។
ខ . កំណត់អនុគមន៍ f (x) ជាចេម្លីយៃន (E) េដាយដឹងថា្រកាបរបស់វាប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ y = −x+ 2 ្រតង់ចំណុចែដល

មានអាប់សីុស x = 0។
ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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៩ . (បាក់ឌុប ២០២២) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+4y′+4y = 8e2x។
ក . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការអូម៉ូែសន (E0) : y′′+4y′+4y = 0។
ខ . កំណត់ចំនួនពិត A េដីម្បឱី្យ yp = Ae2x ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E)។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 2 និង y′(0) = 0។

ដំេណាះ្រសាយ



146 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

១០ . (បាក់ឌុប ២០២៣) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+3y = e−3x។
ក . េដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែសន y′+3y = 0។
ខ . តាមវធីិបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ ចូររកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
គ . កំណត់ចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ y(0) = 5។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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១១ . (បាក់ឌុប ២០២៤) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+16y = 4cos2x។
ក . េដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែសន y′′+16y = 0។
ខ . កំណត់ចំនួនពិត k េដីម្បឱី្យ yp = k cos2x ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)។
គ . សរេសរចេម្លីយទូេទៃន (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 1 និង y′

(π
4

)
= 0។

ដំេណាះ្រសាយ



148 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

១២ . (បាក់ឌុប ២០២៥) (១០ពិន្ទុ)
ក . េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ = 3y−2y′។
ខ . រកចេម្លីយពិេសសមួយៃនសមីការ (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = e (e ជាចំនួនពិតែដល ln e = 1)។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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១៣ . (បាក់ឌុប ២០២៦) (១៥ពិន្ទុ) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : 2y′+ y = 0។
១ . កំណត់ចេម្លីយ f (x) ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) េលី R។
២ . កំណត់ចេម្លីយៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាមេបីមាន ៖

a. f (1) = 1 ; b. f (2) = ( f (1))2 ; c. lim
x→−∞

f (x) = +∞

ដំេណាះ្រសាយ



150 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

ែផ្នកទី២ ៖ វិញញ សាេ្រតៀម្របឡងបាក់ឌុបេ្រជើសេរ ើសពិេសស

១ . (វញិញ សាេ្រតៀមទី១) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′−2y =−4x+6។
ក . កំណត់ចំនួនពិត m និង n េដីម្បឱី្យពហុធា g(x) = mx+n ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)។
ខ . េដាះ្រសាយសមីការ y′−2y = 0។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល្រកាបកាត់តាមគល់ត្រម�យ O(0,0)។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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២ . (វញិញ សាេ្រតៀមទី២) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−6y′+9y = 0។
ក . សរេសរសមីការសមា្គ ល់ និងទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E)។
ខ . កំណត់អនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (0) = 2 និង f ′(0) = 7។
គ . សិក�អេថរភាព និងទិសេដអេថរៃនអនុគមន៍ f (x) េលីក្រមិត R។

ដំេណាះ្រសាយ



152 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

៣ . (វញិញ សាេ្រតៀមទី៣) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+4y = 3sinx។
ក . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការអូម៉ូែសន (E0) : y′′+4y = 0។
ខ . រកចំនួនពិត A េដីម្បឱី្យ yp = Asinx ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 0 និង y′

(π
2

)
= 1។

ដំេណាះ្រសាយ



ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)

ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)
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៤ . (វញិញ សាេ្រតៀមទី៤) េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+ y = cosx− sinx។
ក . បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ yp = cosx ជាចេម្លីយពិេសសមួយៃន (E)។
ខ . រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
គ . កំណត់ចេម្លីយ f (x) ៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (π) =−2។

ដំេណាះ្រសាយ



154 ក្រមង្របធានវញិញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ក្រ
មង
្រប
ធា
នវ
ញិ
ញសា

្រប
ឡ
ងបា

ក់ឌុ
ប

(២
០១
៤-
២០

២៦
)

៥ . (វញិញ សាេ្រតៀមទី៥) េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′+2y′+2y = 0។
ក . រកឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ និងទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។
ខ . រកចេម្លីយ f (x) ៃន (E) ែដល្រកាបកាត់តាម A(0,1) និងមានបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x។

ដំេណាះ្រសាយ



ែផ្នកដំេណាះ្រសាយែផ្នកដំេណាះ្រសាយ

េមេរៀនទី ១ ៖ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ទី១

តារាងចេម្លើយសណួំរពហុ េ្រជើសេរ ើស (MCQ 100) — េមេរៀនទី ១

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ ខ ២១ ខ ៤១ ខ ៦១ គ ៨១ គ
២ ក ២២ ក ៤២ ក ៦២ ឃ ៨២ ឃ
៣ ឃ ២៣ ឃ ៤៣ ឃ ៦៣ ក ៨៣ ក
៤ ខ ២៤ គ ៤៤ គ ៦៤ ខ ៨៤ ខ
៥ ខ ២៥ ខ ៤៥ ខ ៦៥ គ ៨៥ គ
៦ ខ ២៦ គ ៤៦ គ ៦៦ ឃ ៨៦ ឃ
៧ ខ ២៧ ឃ ៤៧ ឃ ៦៧ ក ៨៧ ក
៨ ក ២៨ ក ៤៨ ក ៦៨ ខ ៨៨ ខ
៩ ខ ២៩ ខ ៤៩ ខ ៦៩ គ ៨៩ គ
១០ ក ៣០ ខ ៥០ ក ៧០ គ ៩០ ឃ
១១ ខ ៣១ ឃ ៥១ ខ ៧១ ក ៩១ ក
១២ ខ ៣២ ក ៥២ ក ៧២ ខ ៩២ ខ
១៣ ក ៣៣ គ ៥៣ គ ៧៣ គ ៩៣ គ
១៤ ខ ៣៤ ឃ ៥៤ ឃ ៧៤ ឃ ៩៤ ឃ
១៥ គ ៣៥ ខ ៥៥ ខ ៧៥ ក ៩៥ ក
១៦ ក ៣៦ ក ៥៦ ក ៧៦ ខ ៩៦ ខ
១៧ ក ៣៧ គ ៥៧ គ ៧៧ គ ៩៧ គ
១៨ ខ ៣៨ ឃ ៥៨ ឃ ៧៨ ឃ ៩៨ ឃ
១៩ ក ៣៩ ខ ៥៩ ខ ៧៩ ក ៩៩ ក
២០ ក ៤០ ក ៦០ ខ ៨០ ខ ១០០ ខ
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156 ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ១
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
េម
េរៀ
នទ
ី១

១. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម ៖
ក y′ = 2x2 − x+1
ខ y′ = e−2x គ y′ =

2x
x2 +1

ឃ y′ =
x

x2 −1
េលី (−1,1)

ង xy′ = 1 េលី (0,+∞)

ដំេណាះ្រសាយ

ក y′ = 2x2 − x+1 =⇒ y =
∫
(2x2 − x+1)dx ៖

ដូចេនះ ៖ y =
2
3

x3 − 1
2

x2 + x+C

ខ y′ = e−2x =⇒ y =
∫

e−2x dx ៖
ដូចេនះ ៖ y =−1

2
e−2x +C

គ y′ =
2x

x2 +1
=⇒ y =

∫ 2x
x2 +1

dx ៖
ដូចេនះ ៖ y = ln(x2 +1)+C

ឃ y′ =
x

x2 −1
េលី (−1,1) ៖

y =
1
2
∫ 2x

x2 −1
dx =

1
2

ln |x2 −1|+C។
េដាយ x ∈ (−1,1) =⇒ |x2 −1|= 1− x2 ៖
ដូចេនះ ៖ y =

1
2

ln(1− x2)+C

ង xy′ = 1 ⇐⇒ y′ =
1
x

=⇒ y = lnx+C។
ដូចេនះ ៖ y = lnx+C

លហំាត់ទី ២
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ ែដលឱ្យ ៖

ក y′

y
= cosx , y

(π
2

)
= e

ខ y′ = e2x , y(0) = 5

គ (3x2 −2)y′ = 6x , y(1) = 4

ឃ y′

tanx
= 1 , y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ

ក y′

y
= cosx , y

(π
2

)
= e

ln |y|= sinx+ c ⇐⇒ y =Cesinx។
y
(π

2

)
=Ce1 = e =⇒ C = 1។ ដូចេនះ ៖ y = esinx

ខ y′ = e2x , y(0) = 5

y =
1
2

e2x +C =⇒ 1
2
+C = 5 =⇒ C =

9
2
។

ដូចេនះ ៖ y =
1
2

e2x +
9
2

គ (3x2 −2)y′ = 6x , y(1) = 4
y = ln |3x2 −2|+C =⇒ ln |1|+C = 4 =⇒ C = 4។
ដូចេនះ ៖ y = ln |3x2 −2|+4

ឃ y′

tanx
= 1 =⇒ y′ = tanx , y(0) = 0

y=− ln |cosx|+C =⇒ − ln(1)+C = 0 =⇒ C = 0។
ដូចេនះ ៖ y =− ln |cosx|



ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
េម
េរៀ
នទ
ី១
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លហំាត់ទី ៣
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលីេនែអ៊លំដាប់ទី 1 (y′+ay = 0) ៖

ក dy
dx

+2y = 0

ខ 3
dy
dx

+ y = 0

គ 2y′−3y = 0
ឃ y′+ y

√
2 = 0

ដំេណាះ្រសាយ

ក dy
dx

+2y = 0 (a = 2) ៖
ដូចេនះ ៖ y =Ce−2x (C ∈ R)

ខ 3y′+ y = 0 ⇐⇒ y′+
1
3

y = 0 (a =
1
3
) ៖

ដូចេនះ ៖ y =Ce−
1
3 x (C ∈ R)

គ 2y′−3y = 0 ⇐⇒ y′− 3
2

y = 0 (a =−3
2
) ៖

ដូចេនះ ៖ y =Ce
3
2 x (C ∈ R)

ឃ y′+ y
√

2 = 0 (a =
√

2) ៖
ដូចេនះ ៖ y =Ce−x

√
2 (C ∈ R)

លហំាត់ទី ៤
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖
ក −y′+2y = 0 , y(3) =−2

ខ 2y′+ y = 0 , y(ln4) =
1
5

គ 7y′+4y = 0 , y(7) = e−4

ឃ 2y′−5y = 0 , y(1) =−3

ដំេណាះ្រសាយ

ក −y′+2y = 0 ⇐⇒ y′−2y = 0 (a =−2) ៖
y =Ce2x , y(3) =−2 =⇒ C =−2e−6។
ដូចេនះ ៖ y =−2e2(x−3)

ខ 2y′+ y = 0 ⇐⇒ y′+
1
2

y = 0 ៖
y =Ce−

1
2 x , y(ln4) =

C
2
=

1
5

=⇒ C =
2
5
។

ដូចេនះ ៖ y =
2
5

e−
1
2 x

គ 7y′+4y = 0 ⇐⇒ y′+
4
7

y = 0 ៖
y =Ce−

4
7 x , y(7) =Ce−4 = e−4 =⇒ C = 1។

ដូចេនះ ៖ y = e−
4
7 x

ឃ 2y′−5y = 0 ⇐⇒ y′− 5
2

y = 0 ៖
y =Ce

5
2 x , y(1) =Ce5/2 =−3 =⇒ C =−3e−5/2។

ដូចេនះ ៖ y =−3e
5
2 (x−1)
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លហំាត់ទី ៥
បងា្ហ ញថាអនុគមន៍នីមួយៗខាងេ្រកាមជាចេម្លីយៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលេនខាងសា្ត ំ ៖
ក y = x+ ex , y′− y = 1− x
ខ y = e3x − x−1 , y′−3y = 3x+2

គ y = sinx+ cosx , y′+ y = 2cosx
ឃ y = x+ lnx , xy′− y = 1− lnx

ដំេណាះ្រសាយ

ក y = x+ ex =⇒ y′ = 1+ ex ៖
y′− y = (1+ ex)− (x+ ex) = 1− x។
ដូចេនះ ៖ y = x+ ex ជាចេម្លីយ

ខ y = e3x − x−1 =⇒ y′ = 3e3x −1 ៖
y′−3y = (3e3x −1)−3(e3x − x−1) = 3x+2។
ដូចេនះ ៖ y = e3x − x−1 ជាចេម្លីយ

គ y = sinx+ cosx =⇒ y′ = cosx− sinx ៖
y′+ y = (cosx− sinx)+(sinx+ cosx) = 2cosx។
ដូចេនះ ៖ y = sinx+ cosx ជាចេម្លីយ

ឃ y = x+ lnx =⇒ y′ = 1+
1
x
៖

xy′− y = x
(

1+
1
x

)
− (x+ lnx) = 1− lnx។

ដូចេនះ ៖ y = x+ lnx ជាចេម្លីយ

លហំាត់ទី ៦
សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+2y = x2

ក កំណត់ពហុធា g(x) = ax2 + bx + c ជាចេម្លីយ
ពិេសសៃន (E)។
ខ បងា្ហ ញ f ជាចេម្លីយ (E) ⇐⇒ h = f −gជាចេម្លីយ

ៃន y′+2y = 0។
គ េដាះ្រសាយ y′+2y = 0 រចួទាញរកចេម្លីយទូេទៃន
(E)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក g′(x) = 2ax+b។ ជំនួសចូល (E) ៖
2ax2 +(2a+2b)x+(b+2c) = x2

=⇒ a =
1
2
, b =−1

2
, c =

1
4
។

ដូចេនះ ៖ g(x) =
1
2

x2 − 1
2

x+
1
4

ខ h′ + 2h = ( f ′ + 2 f )− (g′ + 2g) = x2 − x2 = 0
(ពិត)។
គ y′+2y = 0 =⇒ h(x) =Ce−2x។
ដូចេនះ ៖ f (x) =Ce−2x +

1
2

x2 − 1
2

x+
1
4
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លហំាត់ទី ៧
េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′−2y =

−2
1+ e−2x

ក េដាះ្រសាយ y′−2y = 0 ែដល y(0) = 1។
ខ តាង f (x) = e2xg(x)។ គណនា f ′(x)។ គ បងា្ហ ញ f ជាចេម្លីយ (E) ⇐⇒ g′(x) =

−2e−2x

1+ e−2x។
ឃ រកកេន�ម g(x) រចួទាញរក f (x)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក y′−2y = 0 =⇒ y =Ce2x។
y(0) = 1 =⇒ C = 1។ ដូចេនះ ៖ y = e2x

ខ េដរេីវផលគុណ ៖ f ′(x) = 2e2xg(x)+ e2xg′(x)

គ f ′(x)−2 f (x) = e2xg′(x) =
−2

1+ e−2x

⇐⇒ g′(x) =
−2e−2x

1+ e−2x

ឃ g(x) =
∫ −2e−2x

1+ e−2x dx = ln(1+ e−2x)+C។
ដូចេនះ ៖ f (x) = e2x ln(1+ e−2x)+Ce2x

លហំាត់ទី ៨
េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′+ y = xe−x

ក េដាះ្រសាយសមីការ (E0) : y′+ y = 0។
ខ រក m,n េដីម្បី g(x) = (mx2 + nx)e−x ជាចេម្លីយ

(E)។
គ រកចេម្លីយទូេទៃន (E) រចួរក f ែដល y(0) = 2។

ដំេណាះ្រសាយ

ក (E0) : y′+ y = 0 =⇒ y0 =Ce−x

ខ g′(x)+g(x) = (2mx+n)e−x = xe−x

=⇒ 2m = 1 =⇒ m =
1
2
, n = 0។

ដូចេនះ ៖ g(x) =
1
2

x2e−x

គ ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖
y = y0 +g(x) =

(
C+

1
2

x2
)

e−x។
y(0) = 2 =⇒ C = 2។
ដូចេនះ ៖ f (x) =

(
2+

1
2

x2
)

e−x



160 ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ១
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
េម
េរៀ
នទ
ី១

លហំាត់ទី ៩
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលមិនអូម៉ូែសន ៖

ក dy
dx

− y = e3x

ខ dy
dx

+ y = x−1

គ y′+ y = xex

ឃ y′+ y = sinx

ដំេណាះ្រសាយ
ក y′− y = e3x

ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Cex។
រកចេម្លីយពិេសស yp = Ae3x =⇒ 3Ae3x − Ae3x =

e3x =⇒ A =
1
2
។

ដូចេនះ ៖ y =Cex +
1
2

e3x

ខ y′+ y = x−1
ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−x។
យក yp = ax+ b =⇒ a+ ax+ b = x− 1 =⇒ a =
1,b =−2។
ដូចេនះ ៖ y =Ce−x + x−2

គ y′+ y = xex

ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−x។
យក yp = (ax + b)ex =⇒ y′p + yp = (2ax + a +

2b)ex = xex =⇒ a =
1
2
,b =−1

4
។

ដូចេនះ ៖ y =Ce−x +

(
1
2

x− 1
4

)
ex

ឃ y′+ y = sinx
ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−x។
យក yp = Acosx + Bsinx =⇒ y′p + yp = (B +

A)cosx+(B−A)sinx = sinx =⇒ A =−1
2
,B =

1
2
។

ដូចេនះ ៖ y =Ce−x − 1
2

cosx+
1
2

sinx

លហំាត់ទី ១០
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖
ក y′− y = 1 , y(0) = 1 ខ y′+2y = 1 , y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ
ក y′− y = 1 , y(0) = 1
ចេម្លីយទូេទ ៖ y =Cex −1។
y(0) = 1 =⇒ C−1 = 1 =⇒ C = 2។
ដូចេនះ ៖ y = 2ex −1

ខ y′+2y = 1 , y(0) = 0

ចេម្លីយទូេទ ៖ y =Ce−2x +
1
2
។

y(0) = 0 =⇒ C+
1
2
= 0 =⇒ C =−1

2
។

ដូចេនះ ៖ y =
1
2
(
1− e−2x)
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លហំាត់ទី ១១
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលខាងេ្រកាម ៖
ក y′−3y = 3x+2
ខ xy′− y = 1− lnx
គ y′+2y = e−2x

ឃ y′+ y = 2ex

ង y′+ y = cosx+ sinx
ច y′+2y = 2x2 −3
ឆ y′+5y = 20 , y(0) = 2
ជ y′+ y = 1 , y(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ
ក y′−3y = 3x+2
ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce3x។
ចេម្លីយពិេសស ៖ yp =−x−1។
ដូចេនះ ៖ y =Ce3x − x−1

ខ xy′− y = 1− lnx

ែចកនឹង x2 ៖
(y

x

)′
=

1− lnx
x2 =

(
lnx
x

)′
។

ដូចេនះ ៖ y =Cx+ lnx

គ y′+2y = e−2x

ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−2x។
ចេម្លីយពិេសស ៖ yp = xe−2x។
ដូចេនះ ៖ y = (x+C)e−2x

ឃ y′+ y = 2ex

ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−x។
ចេម្លីយពិេសស ៖ yp = ex។
ដូចេនះ ៖ y =Ce−x + ex

ង y′+ y = cosx+ sinx
ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−x។
ចេម្លីយពិេសស ៖ yp = sinx។
ដូចេនះ ៖ y =Ce−x + sinx

ច y′+2y = 2x2 −3
ចេម្លីយអូម៉ូែសន ៖ yh =Ce−2x។
ចេម្លីយពិេសស ៖ yp = x2 − x−1។
ដូចេនះ ៖ y =Ce−2x + x2 − x−1

ឆ y′+5y = 20 , y(0) = 2
ចេម្លីយទូេទ ៖ y =Ce−5x +4។
y(0) = 2 =⇒ C+4 = 2 =⇒ C =−2។
ដូចេនះ ៖ y = 4−2e−5x

ជ y′+ y = 1 , y(0) = 0
ចេម្លីយទូេទ ៖ y =Ce−x +1។
y(0) = 0 =⇒ C+1 = 0 =⇒ C =−1។
ដូចេនះ ៖ y = 1− e−x
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េមេរៀនទី ២ ៖ សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលេីនែអ៊លដំាប់ទី២

តារាងចេម្លើយសណួំរពហុ េ្រជើសេរ ើស (MCQ 100) — េមេរៀនទី ២

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ ក ២១ គ ៤១ ក ៦១ ឃ ៨១ ក
២ ក ២២ ខ ៤២ ខ ៦២ ក ៨២ ខ
៣ ខ ២៣ គ ៤៣ ក ៦៣ គ ៨៣ គ
៤ ក ២៤ ក ៤៤ ឃ ៦៤ ខ ៨៤ ក
៥ គ ២៥ ឃ ៤៥ ក ៦៥ គ ៨៥ ឃ
៦ ខ ២៦ ក ៤៦ ខ ៦៦ ក ៨៦ ក
៧ ក ២៧ ខ ៤៧ គ ៦៧ ឃ ៨៧ ខ
៨ ឃ ២៨ គ ៤៨ ក ៦៨ ខ ៨៨ គ
៩ ក ២៩ ក ៤៩ ឃ ៦៩ ក ៨៩ ក
១០ ខ ៣០ ឃ ៥០ ខ ៧០ គ ៩០ ឃ
១១ គ ៣១ ខ ៥១ ក ៧១ ឃ ៩១ ក
១២ ក ៣២ ក ៥២ គ ៧២ ក ៩២ ខ
១៣ ឃ ៣៣ គ ៥៣ ខ ៧៣ ខ ៩៣ គ
១៤ ខ ៣៤ ក ៥៤ ក ៧៤ គ ៩៤ ឃ
១៥ ក ៣៥ ឃ ៥៥ ឃ ៧៥ ក ៩៥ ក
១៦ គ ៣៦ ខ ៥៦ ក ៧៦ ក ៩៦ ខ
១៧ ក ៣៧ ក ៥៧ ខ ៧៧ ខ ៩៧ គ
១៨ ឃ ៣៨ គ ៥៨ គ ៧៨ គ ៩៨ ក
១៩ ខ ៣៩ ខ ៥៩ ក ៧៩ ក ៩៩ ឃ
២០ ក ៤០ ក ៦០ ឃ ៨០ ខ ១០០ ខ
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២. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់ទី២ អូម៉ូែសន ៖
ក y′′−9y′ = 0
ខ y′′−3y′+3y = 0
គ 2y′′+3y′−2y = 0
ឃ y′′−3y′+ y = 0

ង y′′+2y′+ y = 0
ច y′′−2

√
11y′+11y = 0

ឆ y′′−2y′+ y = 0
ជ y′′+ y = 0

ឈ 9y′′+6y′+ y = 0
ញ y′′−2y′+4y = 0
ដ 4y′′+12y′+9y = 0
ឋ 9y′′−12y′+11y = 0

ដំេណាះ្រសាយ
ក y′′−9y′ = 0
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 −9r = 0 =⇒ r1 = 0,r2 = 9។
ដូចេនះ ៖ y =C1 +C2e9x

ខ y′′−3y′+3y = 0

r2−3r+3 = 0 =⇒ ∆ =−3 < 0 =⇒ r =
3
2
± i

√
3

2
។

ដូចេនះ ៖ y = e
3
2 x

(
C1 cos

√
3

2
x+C2 sin

√
3

2
x

)

គ 2y′′+3y′−2y = 0

2r2 +3r−2 = 0 =⇒ r1 =
1
2
,r2 =−2។

ដូចេនះ ៖ y =C1e
1
2 x +C2e−2x

ឃ y′′−3y′+ y = 0

r2 −3r+1 = 0 =⇒ r =
3±

√
5

2
។

ដូចេនះ ៖ y =C1e
3+

√
5

2 x +C2e
3−

√
5

2 x

ង y′′+2y′+ y = 0
r2 +2r+1 = 0 =⇒ r1 = r2 =−1 (ឫសឌុប)។
ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)e−x

ច y′′−2
√

11y′+11y = 0

r2 −2
√

11r+11 = 0 =⇒ r1 = r2 =
√

11។
ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)ex

√
11

ឆ y′′−2y′+ y = 0 =⇒ r = 1 (ឫសឌុប) ៖
ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)ex

ជ y′′+ y = 0 =⇒ r =±i ៖
ដូចេនះ ៖ y =C1 cosx+C2 sinx

ឈ 9y′′+6y′+ y = 0 =⇒ r =−1
3
(ឫសឌុប) ៖

ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)e−
1
3 x

ញ y′′−2y′+4y = 0 =⇒ r = 1± i
√

3 ៖
ដូចេនះ ៖ y = ex(C1 cosx

√
3+C2 sinx

√
3)

ដ 4y′′+12y′+9y = 0 =⇒ r =−3
2
៖

ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)e−
3
2 x

ឋ 9y′′−12y′+11y = 0 =⇒ r =
2
3
± i

√
7

3
៖

ដូចេនះ ៖ y = e
2
3 x

(
C1 cos

√
7

3
x+C2 sin

√
7

3
x

)
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លហំាត់ទី ២
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖
ក . y′′−9y′ = 0 , y(0) = 3 , y′(0) = 1

ខ . y′′−3y′+3y = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = 11

គ . 2y′′+3y′−2y = 0 , y(0) = 12 , y′(0) =−3

ឃ . y′′−3y′+ y = 0 , y(0) =−7 , y′(0) = 11

ង . y′′+2y′+ y = 0 , y(0) = 15 , y′(0) =−2

ច . y′′−2
√

11y′+11y = 0 , y(0) = 5 , y′(0) =−7

ដំេណាះ្រសាយ
ក y =C1 +C2e9x =⇒ y′ = 9C2e9x ៖

y(0) = C1 +C2 = 3 និង y′(0) = 9C2 = 1 =⇒ C2 =
1
9
,C1 =

26
9
។

ដូចេនះ ៖ y =
26
9
+

1
9

e9x

ខ y = e
3
2 x

(
C1 cos

√
3

2
x+C2 sin

√
3

2
x

)
៖

y(0) =C1 = 0។
y′ =C2

√
3

2
=⇒ C2

√
3

2
= 11 =⇒ C2 =

22
√

3
3
។

ដូចេនះ ៖ y =
22

√
3

3
e

3
2 x sin

(√
3

2
x

)

គ y =C1e
1
2 x +C2e−2x ៖

y(0) =C1 +C2 = 12។
y′(0) =

1
2

C1 −2C2 =−3។
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ ៖ C1 =

42
5
,C2 =

18
5
។

ដូចេនះ ៖ y =
42
5

e
1
2 x +

18
5

e−2x

ឃ r =
3±

√
5

2
៖

y =C1e
3+

√
5

2 x +C2e
3−

√
5

2 x។
y(0) =C1 +C2 =−7។
y′(0) =

3
2
(C1 +C2)+

√
5

2
(C1 −C2) = 11

=⇒ C1 =
−35+43

√
5

10
, C2 =

−35−43
√

5
10

។
ដូចេនះ ៖ y = e

3
2 x
(
−7cosh

√
5

2 x+ 43
√

5
5 sinh

√
5

2 x
)

ង y = (C1x+C2)e−x ៖
y(0) =C2 = 15។
y′(0) =C1 −C2 =−2 =⇒ C1 = 13។
ដូចេនះ ៖ y = (13x+15)e−x

ច r =
√

11 (ឫសឌុប) ៖
y = (C1x+C2)ex

√
11។

y(0) =C2 = 5។
y′(0) =C1 +C2

√
11 =−7 =⇒ C1 =−7−5

√
11។

ដូចេនះ ៖ y =
(
(−7−5

√
11)x+5

)
ex

√
11
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លហំាត់ទី ៣
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖
ក y′′− y = 0 , y(0) = 1 , y′(0) =−2
ខ y′′−2y′+3y = 0 , y(0) = 2 , y′(0) = 1
គ y′′−3y′+2y = 0 , y(1) = 1 , y′(1) = 3

ឃ y′′+ y′+
1
4

y = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = 1

ង 1
4

y′′+ y = 0 , y(0) =
3
√

2
2

, y′(0) = 3
√

2

ច y′′+ y = 0 , y
(π

2

)
= 3 , y′

(π
2

)
= 2

ឆ y′′−9y = 0 , y(ln2) = 1 , y′(ln2) =−3
ជ y′′+6y′+13y = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 0

ដំេណាះ្រសាយ
ក r =±1 =⇒ y =C1ex +C2e−x ៖

y(0) =C1 +C2 = 1, y′(0) =C1 −C2 =−2

=⇒ C1 =−1
2
, C2 =

3
2
។

ដូចេនះ ៖ y =−1
2

ex +
3
2

e−x

ខ r = 1± i
√

2 ៖
y = ex(C1 cosx

√
2+C2 sinx

√
2)។

y(0) =C1 = 2។
y′(0) =C1 +C2

√
2 = 1 =⇒ C2 =−

√
2

2
។

ដូចេនះ ៖ y = ex

(
2cosx

√
2−

√
2

2
sinx

√
2

)

គ r = 1,2 =⇒ y =C1ex−1 +C2e2(x−1) ៖
y(1) =C1 +C2 = 1។
y′(1) =C1 +2C2 = 3 =⇒ C2 = 2,C1 =−1។
ដូចេនះ ៖ y =−ex−1 +2e2(x−1)

ឃ r =−1
2
(ឫសឌុប) ៖

y = (C1x+C2)e−
1
2 x។

y(0) =C2 = 0។
y′(0) =C1 = 1។
ដូចេនះ ៖ y = xe−

1
2 x

ង y′′+4y = 0 =⇒ r =±2i ៖
y =C1 cos2x+C2 sin2x។
y(0) =C1 =

3
√

2
2
។

y′(0) = 2C2 = 3
√

2 =⇒ C2 =
3
√

2
2
។

ដូចេនះ ៖ y =
3
√

2
2

(cos2x+ sin2x)

ច r =±i =⇒ y =C1 cosx+C2 sinx ៖
y(π/2) =C2 = 3។
y′(π/2) =−C1 = 2 =⇒ C1 =−2។
ដូចេនះ ៖ y =−2cosx+3sinx

ឆ r =±3 =⇒ y =C1e3x +C2e−3x ៖
y(ln2) = 8C1 +

1
8

C2 = 1។
y′(ln2) = 24C1 −

3
8

C2 =−3។
=⇒ C1 = 0, C2 = 8។
ដូចេនះ ៖ y = 8e−3x

ជ r =−3±2i ៖
y = e−3x(C1 cos2x+C2 sin2x)។
y(0) =C1 = 1។
y′(0) =−3C1 +2C2 = 0 =⇒ C2 =

3
2
។

ដូចេនះ ៖ y = e−3x
(

cos2x+
3
2

sin2x
)
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លហំាត់ទី ៤
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលលំដាប់ទី២ ច្រម�ះ ៖
ក y′′+4y = 0 , y(0) = 1 , y′(0) =−1
ខ y′′−2y′+5y = 10cosx
គ y′′+4y = sinx , y(0) = 1 , y′(0) = 2

ឃ y′′+4y′+5y = 35e−4x , y(0) =−3 , y′(0) = 1
ង y′′−2y′+5y = 0 , y(0) =−1 , y′(0) = 1

ដំេណាះ្រសាយ
ក y′′+4y = 0 =⇒ r =±2i ៖

y =C1 cos2x+C2 sin2x។
y(0) =C1 = 1 , y′(0) = 2C2 =−1 =⇒ C2 =−1

2
។

ដូចេនះ ៖ y = cos2x− 1
2

sin2x

ខ y′′−2y′+5y = 10cosx ៖
r = 1±2i =⇒ yh = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)។
យក yp = Acosx+Bsinx =⇒ A = 2,B =−1។
ដូចេនះ ៖
y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)+2cosx− sinx

គ y′′+4y = sinx , y(0) = 1 , y′(0) = 2 ៖
y =C1 cos2x+C2 sin2x+

1
3

sinx។

y(0) =C1 = 1 , y′(0) = 2C2 +
1
3
= 2 =⇒ C2 =

5
6
។

ដូចេនះ ៖ y = cos2x+
5
6

sin2x+
1
3

sinx

ឃ y′′+4y′+5y = 35e−4x ៖
r =−2± i =⇒ yh = e−2x(C1 cosx+C2 sinx)។
yp = 7e−4x =⇒ y = e−2x(C1 cosx + C2 sinx) +
7e−4x។
y(0) =−3 =⇒ C1 =−10 , y′(0) = 1 =⇒ C2 = 9។
ដូចេនះ ៖
y = e−2x(−10cosx+9sinx)+7e−4x

ង y′′−2y′+5y = 0 ៖
r = 1±2i =⇒ y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)។
y(0) =−1 =⇒ C1 =−1 , y′(0) = 1 =⇒ C2 = 1។
ដូចេនះ ៖ y = ex(−cos2x+ sin2x)

លហំាត់ទី ៥
ក េដាះ្រសាយសមីការ (E) : y′′+5y′+6y = 0។
ខ កំណត់ចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E) េបីេគដឹងថាបនា្ទ ត់ (D) : y = x−1 ប៉ះ្រកាបៃនចេម្លីយ្រតង់ x = 0។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 +5r+6 = 0 ⇐⇒ (r+2)(r+3) = 0
=⇒ r1 =−2, r2 =−3។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y =C1e−2x +C2e−3x (C1,C2 ∈ R)

ខ ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ (D) : y = x−1 ្រតង់ x = 0 ៖
y(0) =−1 និង y′(0) = 1។
y(0) =C1 +C2 =−1
y′(0) =−2C1 −3C2 = 1
=⇒ C1 =−2, C2 = 1។
ដូចេនះ ៖ y =−2e−2x + e−3x
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លហំាត់ទី ៦
េយងីមានសមីការ (E) : y′− y ln3 = 0 ៖
ក . រកសំណំុចេម្លីយៃនសមីការ (E)។

ខ . កំណត់អនុគមន៍ f ែដលជាចេម្លីយៃន (E) េដាយដឹងថា f (1) = 2។
គ . បងា្ហ ញថា g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយមួយៃន (E)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក រកសំណំុចេម្លីយៃន (E) ៖

y′− y ln3 = 0 ⇐⇒ y′

y
= ln3

=⇒ ln |y|= x ln3+C0 =⇒ y =Cex ln3

ដូចេនះ ៖ y =C ·3x (C ∈ R)

ខ កំណត់ f េដាយដឹងថា f (1) = 2 ៖
f (x) =C ·3x =⇒ f (1) = 3C = 2 =⇒ C =

2
3
។

ដូចេនះ ៖ f (x) =
2
3
·3x = 2 ·3x−1

គ បងា្ហ ញថា g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយៃន (E) ៖
g′(x) = (3x−1)′ = 3x−1 ln3។
ជំនួសចូល (E) ៖
g′(x)−g(x) ln3 = 3x−1 ln3−3x−1 ln3 = 0 (ពិត)។
ដូចេនះ g(x) = 3x−1 ជាចេម្លីយៃន (E)។

លហំាត់ទី ៧
េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល f ′′+2 f ′ = 0 ៖
ក . េគតាង g = f ′។ បងា្ហ ញថា g ជាចេម្លីយៃនសមីការ g′+2g = 0។
ខ . េដាះ្រសាយសមីការ g′+2g = 0 រចួទាញរកចេម្លីយៃន f ′′+2 f ′ = 0។

គ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចេម្លីយេនសំណួរ b េដាយេដាះ្រសាយសមីការ f ′′+2 f ′ = 0 តាមសមីការសមា្គ ល់។

ដំេណាះ្រសាយ
ក េដាយ g = f ′ =⇒ g′ = f ′′ ៖
ជំនួសចូល f ′′+2 f ′ = 0 េគបាន ៖
g′+2g = 0 (ពិត)។
ដូចេនះ g ជាចេម្លីយៃន g′+2g = 0។

ខ េដាះ្រសាយ g′+2g = 0 ៖
g(x) =C1e−2x (C1 ∈ R)។
េដាយ f ′(x) = g(x) =C1e−2x េនាះ ៖
f (x) =

∫
C1e−2x dx =−C1

2
e−2x +C2។

តាង A =−C1

2
និង B =C2 ៖

ដូចេនះ ៖ f (x) = Ae−2x +B (A,B ∈ R)

គ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់តាមសមីការសមា្គ ល់ ៖
r2+2r = 0 ⇐⇒ r(r+2) = 0 =⇒ r1 = 0, r2 =−2។
ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
f (x) = Ae−2x +Be0x = Ae−2x +B។
ចេម្លីយទាងំពីរវធីិដូចគា្ន ទាងំ្រស�ង។
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លហំាត់ទី ៨
េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−3y′+2y = 2x+1 ៖
ក . េដាះ្រសាយសមីការ (E1) : y′′−3y′+2y = 0។ កំណត់ចេម្លីយ f ៃន (E1) ែដល f (0) = 3 និង f ′(0) = 4។

ខ . កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដីម្បឱី្យ g(x) = ax+b ជាចេម្លីយៃន (E)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ៃន (E1) ៖

r2 −3r+2 = 0 ⇐⇒ (r−1)(r−2) = 0
=⇒ r1 = 1, r2 = 2។
ចេម្លីយទូេទគឺ ៖ y =C1ex +C2e2x។
អនុវត្តលក្ខខណ្ឌ f (0) = 3 និង f ′(0) = 4 ៖{

f (0) =C1 +C2 = 3
f ′(0) =C1 +2C2 = 4

=⇒ C2 = 1, C1 = 2។
ដូចេនះ ៖ f (x) = 2ex + e2x

ខ រក a និង b េដីម្បឱី្យ g(x) = ax+b ជាចេម្លីយ (E) ៖
គណនាេដរេីវ ៖ g′(x) = a និង g′′(x) = 0។
ជំនួសចូលសមីការ (E) ៖
0−3(a)+2(ax+b) = 2x+1
2ax+(2b−3a) = 2x+1។
ផ្ទឹមេមគុណអង្គទាងំពីរ ៖{

2a = 2 =⇒ a = 1
2b−3a = 1 =⇒ 2b = 4 =⇒ b = 2

។

ដូចេនះ ៖ a = 1 , b = 2 (េហយី g(x) = x+2)

លហំាត់ទី ៩
ក . េដាះ្រសាយសមីការ y′′−6y′+8y = 0 (α)។

ខ . រកអនុគមន៍ g ែដលជាចេម្លីយមួយៃន (α) េដាយដឹងថា្រកាប (C) របសវ់ាប៉ះនឹងបនា្ទ តេ់ដកមួយេន្រតង់ចំណុច
E(0,−1)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 −6r+8 = 0 ⇐⇒ (r−2)(r−4) = 0
=⇒ r1 = 2, r2 = 4។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y =C1e2x +C2e4x (C1,C2 ∈ R)

ខ ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់េដក្រតង់ E(0,−1) ៖

បនា្ទ ត់េដកមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មី 0។
េគបាន g(0) =−1 និង g′(0) = 0។
g′(x) = 2C1e2x +4C2e4x។{

g(0) =C1 +C2 =−1
g′(0) = 2C1 +4C2 = 0

⇐⇒

{
C1 +C2 =−1
C1 +2C2 = 0

=⇒ C2 = 1, C1 =−2។
ដូចេនះ ៖ g(x) =−2e2x + e4x
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លហំាត់ទី ១០
េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−2y′+5y = nx2 + px+q ៖
ក . េដាះ្រសាយសមីការ (F) : y′′−2y′+5y = 0។ រកចេម្លីយៃន (F) េបី y(0) = 2 និង y′(0) = 6។

ខ . រកចំនួនពិត n, p និង q េដាយដឹងថា y = 2x2+3x+1 ជាចេម្លីយៃនសមីការ (E)។ រកចេម្លីយទូេទ y ៃនសមីការ
(E)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ៃន (F) ៖

r2 −2r+5 = 0 =⇒ ∆′ = 1−5 =−4 = (2i)2

=⇒ r = 1±2i។
ចេម្លីយទូេទ ៖ y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)។
y(0) =C1 = 2។
y′(0) =C1+2C2 = 6 =⇒ 2+2C2 = 6 =⇒ C2 = 2។
ដូចេនះ ៖ y = 2ex(cos2x+ sin2x)

ខ ែស្វងរក n, p,q ៖
y = 2x2 +3x+1 =⇒ y′ = 4x+3, y′′ = 4។
ជំនួសចូល (E) ៖
4−2(4x+3)+5(2x2 +3x+1) = nx2 + px+q
10x2 +7x+3 = nx2 + px+q
=⇒ n = 10, p = 7, q = 3។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖
y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)+2x2 +3x+1

លហំាត់ទី ១១
េគឱ្យសមីការ y′′−4y′+5y = 0 (E) ៖
ក . រកចេម្លីយទូេទ yg ៃនសមីការ (E)។

ខ . េគដឹងថា yp = acosx+bsinxជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ y′′−4y′+5y = 4cosx−12sinx (F) ចំេពាះ្រគប់
ចំនួនពិត x។ រកចំនួនពិត a និង b េហយីទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (F)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ៃន (E) ៖

r2 −4r+5 = 0 =⇒ ∆′ = 4−5 =−1 = i2

=⇒ r = 2± i។
ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
yg = e2x(C1 cosx+C2 sinx) (C1,C2 ∈ R)

ខ រក a និង b ៖
y′p =−asinx+bcosx, y′′p =−acosx−bsinx។

ជំនួសចូល (F) ៖
y′′p −4y′p +5yp = (4a−4b)cosx+(4a+4b)sinx{

4a−4b = 4
4a+4b =−12

⇐⇒

{
a−b = 1
a+b =−3

=⇒ a =

−1, b =−2។
ដូចេនះ yp =−cosx−2sinx។
ចេម្លីយទូេទៃន (F) គឺ ៖
y = e2x(C1 cosx+C2 sinx)− cosx−2sinx
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លហំាត់ទី ១២
េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E1) : − y′′− y′+6y = 6x2 −2x+4 ៖
ក . េដាះ្រសាយសមីការ (E2) : − y′′− y′+6y = 0។
ខ . រកពហុធា p(x) = ax2 +bx+ c ែដលជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E1)។ ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E1)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ៃន (E2) ៖
−r2 − r+6 = 0 ⇐⇒ r2 + r−6 = 0
⇐⇒ (r−2)(r+3) = 0 =⇒ r1 = 2, r2 =−3។
ដូចេនះ ៖ yh =C1e2x +C2e−3x

ខ រកពហុធា p(x) = ax2 +bx+ c ៖
p′(x) = 2ax+b, p′′(x) = 2a។
ជំនួសចូល (E1) ៖

−2a− (2ax+b)+6(ax2 +bx+ c) = 6x2 −2x+4
6ax2 +(6b−2a)x+(6c−2a−b) = 6x2 −2x+4

6a = 6 =⇒ a = 1
6b−2 =−2 =⇒ b = 0
6c−2 = 4 =⇒ c = 1

។

ដូចេនះ p(x) = x2 +1។
ចេម្លីយទូេទៃន (E1) គឺ ៖
y =C1e2x +C2e−3x + x2 +1

លហំាត់ទី ១៣
េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−4y′+2y = 4 (E) ៖
ក . រកអនុគមន៍េថរ k ែដលជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)។
ខ . េដាះ្រសាយសមីការ y′′−4y′+2y = 4។

គ . រកចេម្លីយពិេសសៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 2
√

2 និង y′(0) = 0។

ដំេណាះ្រសាយ
ក រកអនុគមន៍េថរ k ៖

y = k =⇒ y′ = 0, y′′ = 0។
ជំនួសចូល (E) =⇒ 2k = 4 =⇒ k = 2។
ដូចេនះ ៖ k = 2

ខ េដាះ្រសាយសមីការ (E) ៖
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 −4r+2 = 0 =⇒ ∆′ = 2
=⇒ r = 2±

√
2។

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y =C1e(2+

√
2)x +C2e(2−

√
2)x +2

គ រកចេម្លីយពិេសស ៖
y(0) =C1+C2+2 = 2

√
2 =⇒ C1+C2 = 2

√
2−2។

y′(0) = (2+
√

2)C1 +(2−
√

2)C2 = 0
=⇒ 2(C1 +C2)+

√
2(C1 −C2) = 0

=⇒ C1 −C2 = 2
√

2−4។
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ ៖ C1 = 2

√
2−3, C2 = 1។

ដូចេនះ ៖
y = (2

√
2−3)e(2+

√
2)x + e(2−

√
2)x +2
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លហំាត់ទី ១៤
េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′+3y′ = 5 (E) ៖
ក . រកឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ៃនសមីការ (E)។
ខ . រកអនុគមន៍ g ែដល g(x) = ax ជាចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E)។
គ . េដាះ្រសាយសមីការ y′′+3y′ = 5។

ឃ . រកចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ កាលណា y(0) = e3 និង y′(1) =
2
3
។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ ៖

r2+3r = 0 ⇐⇒ r(r+3) = 0 =⇒ r1 = 0, r2 =−3។
ដូចេនះ ឫសគឺ ៖ r1 = 0 , r2 =−3

ខ រក g(x) = ax ៖
g′(x) = a, g′′(x) = 0 =⇒ 3a = 5 =⇒ a =

5
3
។

ដូចេនះ ៖ g(x) =
5
3

x

គ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ ៖

y =C1 +C2e−3x +
5
3

x (C1,C2 ∈ R)

ឃ រកចេម្លីយពិេសស ៖
y′(x) =−3C2e−3x +

5
3
។

y′(1) =−3C2e−3 +
5
3
=

2
3

=⇒ C2 =
e3

3
។

y(0) =C1 +C2 =C1 +
e3

3
= e3 =⇒ C1 =

2e3

3
។

ដូចេនះ ៖ y =
e3

3
(2+ e−3x)+

5
3

x

លហំាត់ទី ១៥
េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′−3y′+2y = 2x2 −5x+3 (E) ៖
ក . រកពហុធាដឺេ្រកទី ២ p(x)ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)។
ខ . បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E) េបី h = f − p ជាចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y′′−3y′+2y = 0។

ដំេណាះ្រសាយ
ក តាង p(x) = ax2 +bx+ c ៖
p′(x) = 2ax+b, p′′(x) = 2a។
ជំនួសចូល (E) ៖
2ax2 +(2b−6a)x+(2a−3b+2c) = 2x2 −5x+3

2a = 2 =⇒ a = 1

2b−6 =−5 =⇒ b =
1
2

2− 3
2
+2c = 3 =⇒ c =

5
4

។

ដូចេនះ ៖ p(x) = x2 +
1
2

x+
5
4

ខ បងា្ហ ញថា f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E) ៖
h′′−3h′+2h = ( f − p)′′−3( f − p)′+2( f − p)
= ( f ′′−3 f ′+2 f )− (p′′−3p′+2p) = 0
⇐⇒ f ′′−3 f ′+2 f = p′′−3p′+2p = 2x2−5x+3។
សមីការសមា្គ លៃ់ន h គឺ r2 −3r+2 = 0 =⇒ r = 1,2។
=⇒ h(x) =C1ex +C2e2x។
ដូចេនះ ៖
f (x) =C1ex +C2e2x + x2 +

1
2

x+
5
4
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លហំាត់ទី ១៦
េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល y′′+ y = sinx (E) ៖
ក . រកចំនួនពិត α ែដលអនុគមន៍ ϕ កំណត់េលី R េដាយ ϕ(x) = αxcosx ជាចេម្លីយៃន (E)។
ខ . តាង f ជាចេម្លីយទូេទៃន (E)។ បងា្ហ ញថា ( f −ϕ)′′+( f −ϕ) = 0។
គ . េដាះ្រសាយសមីការ y′′+ y = 0។ ទាញរកចេម្លីយទូេទ f ៃន (E)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក គណនាេដរេីវ ៖

ϕ ′(x) = α cosx−αxsinx
ϕ ′′(x) =−2α sinx−αxcosx។
ជំនួសចូល (E) =⇒ −2α sinx = sinx =⇒ α =−1

2
។

ដូចេនះ ៖ α =−1
2

(ϕ(x) =−1
2

xcosx)

ខ បងា្ហ ញសមភាព ៖
( f −ϕ)′′+( f −ϕ) = ( f ′′+ f )− (ϕ ′′+ϕ)

= sinx− sinx = 0 (ពិត)។

គ េដាះ្រសាយ y′′+ y = 0 ៖
r2 +1 = 0 =⇒ r =±i។
=⇒ y =C1 cosx+C2 sinx។
ទាញរក f (x) ៖
f (x)−ϕ(x) =C1 cosx+C2 sinx
=⇒ f (x) =C1 cosx+C2 sinx+ϕ(x)។
ដូចេនះ ៖
f (x) =C1 cosx+C2 sinx− 1

2
xcosx

លហំាត់ទី ១៧
ក . េដាះ្រសាយសមីការ 2y′′−3y′+ y = 0 (E)។

ខ . កំណតច់េម្លីយ g(x) មួយរបសស់មីការ (E) េដីម្បឱី្យ្រកាបតាងអនុគមន៍ g ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ (d)សមីការ y =−1
2

x

េន្រតង់ចំណុច O(0,0)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ៃន (E) ៖

2r2 −3r+1 = 0 ⇐⇒ (2r−1)(r−1) = 0

=⇒ r1 = 1, r2 =
1
2
។

ដូចេនះ ចេម្លីយទូេទគឺ ៖
y =C1ex +C2e

1
2 x (C1,C2 ∈ R)

ខ ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ (d) : y =−1
2

x ្រតង់ O(0,0) ៖

g(0) = 0 និង g′(0) =−1
2
។

g(0) =C1 +C2 = 0 =⇒ C2 =−C1។
g′(x) = C1ex +

1
2

C2e
1
2 x =⇒ g′(0) = C1 +

1
2

C2 =

−1
2
។

C1−
1
2

C1 =−1
2
=⇒ 1

2
C1 =−1

2
=⇒ C1 =−1, C2 =

1។
ដូចេនះ ៖ g(x) =−ex + e

1
2 x
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លហំាត់ទី ១៨
ក . រកចេម្លីយទូេទ yg ៃនសមីការ y′′−5y′+6y = 0។

ខ . រកចំនួនពិត a,b និង c េដីម្បឱី្យ yp = ax2 +bx+ c ជាចេម្លីយៃនសមីការ y′′−5y′+6y = x2 + x (E)។
គ . ទាញរកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 −5r+6 = 0 ⇐⇒ (r−2)(r−3) = 0
=⇒ r1 = 2, r2 = 3។
ដូចេនះ ៖ yg =C1e2x +C2e3x

ខ រក a,b,c ៖
y′p = 2ax+b, y′′p = 2a។
ជំនួសចូល (E) =⇒ 6ax2+(6b−10a)x+(2a−5b+
6c) = x2 + x


6a = 1 =⇒ a = 1/6
6b−10a = 1 =⇒ b = 4/9
2a−5b+6c = 0 =⇒ c = 17/54

ដូចេនះ ៖ a =
1
6
, b =

4
9
, c =

17
54

គ ចេម្លីយទូេទៃន (E) ៖
y =C1e2x +C2e3x +

1
6

x2 +
4
9

x+
17
54

លហំាត់ទី ១៩
េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−6y′+5y = xe2x ៖
ក . រកចេម្លីយទូេទ yh ៃនសមីការ y′′−6y′+5y = 0។

ខ . កំណត់ A និង B េដីម្បឱី្យ yp = e2x(Ax+B)ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E)។
គ . បងា្ហ ញថា y = yh + yp ជាចេម្លីយមួយៃនសមីការ (E)។

ដំេណាះ្រសាយ
ក សមីការសមា្គ ល់ ៖

r2 −6r+5 = 0 ⇐⇒ (r−1)(r−5) = 0
=⇒ r1 = 1, r2 = 5។
ដូចេនះ ៖ yh =C1ex +C2e5x

ខ កំណត់ A និង B ៖
y′p = e2x(2Ax+2B+A)
y′′p = e2x(4Ax+4B+4A)។
ជំនួសចូល (E) =⇒ e2x[−3Ax− (2A+3B)] = xe2x{
−3A = 1 =⇒ A =−1/3
−2A−3B = 0 =⇒ B = 2/9

ដូចេនះ ៖ A =−1
3
, B =

2
9

គ បងា្ហ ញថា y = yh + yp ជាចេម្លីយៃន (E) ៖
(yh + yp)

′′−6(yh + yp)
′+5(yh + yp)

= (y′′h − 6y′h + 5yh)+ (y′′p − 6y′p + 5yp) = 0+ xe2x =

xe2x (ពិត)។
ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖
y =C1ex +C2e5x + e2x

(
−1

3
x+

2
9

)
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េមេរៀនទី ៣ ៖ អនុវត្តន៍ៃនសមីការឌីេផរង៉់ែស្យល

តារាងចេម្លើយសណួំរពហុ េ្រជើសេរ ើស (MCQ 100) — េមេរៀនទី ៣

ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
១ គ ២១ គ ៤១ គ ៦១ គ ៨១ ក
២ ក ២២ ខ ៤២ ខ ៦២ ខ ៨២ ខ
៣ ក ២៣ ក ៤៣ ក ៦៣ ឃ ៨៣ ក
៤ ក ២៤ ក ៤៤ គ ៦៤ ក ៨៤ ក
៥ ខ ២៥ ខ ៤៥ ខ ៦៥ ខ ៨៥ គ
៦ ក ២៦ ក ៤៦ ក ៦៦ ក ៨៦ ខ
៧ ក ២៧ ក ៤៧ ក ៦៧ ក ៨៧ ក
៨ ខ ២៨ គ ៤៨ ឃ ៦៨ គ ៨៨ ខ
៩ ខ ២៩ ខ ៤៩ ខ ៦៩ ក ៨៩ គ
១០ ក ៣០ ក ៥០ ក ៧០ ខ ៩០ ក
១១ ក ៣១ ឃ ៥១ គ ៧១ ឃ ៩១ ឃ
១២ ក ៣២ ខ ៥២ ក ៧២ ក ៩២ ខ
១៣ ក ៣៣ ក ៥៣ ឃ ៧៣ គ ៩៣ ក
១៤ ក ៣៤ គ ៥៤ ខ ៧៤ ខ ៩៤ គ
១៥ ក ៣៥ ក ៥៥ ក ៧៥ ក ៩៥ ឃ
១៦ ខ ៣៦ ឃ ៥៦ ខ ៧៦ គ ៩៦ ក
១៧ ខ ៣៧ ខ ៥៧ គ ៧៧ ក ៩៧ ខ
១៨ ក ៣៨ ក ៥៨ ក ៧៨ ឃ ៩៨ គ
១៩ ខ ៣៩ គ ៥៩ ខ ៧៩ ខ ៩៩ ក
២០ ខ ៤០ គ ៦០ ក ៨០ ក ១០០ ខ
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៣. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍

លហំាត់ទី ១
(វទិ្ុយសកម្មកាបូន-១៤)ធាតុវទិ្ុយសកម្មកាបូន 14Cមានកន្លះជីវតិ T1/2 = 5730 ឆា្ន ។ំ េនក្នុងកំណាយបុរាណវទិយមួយ
េគរកេឃញីបំែណកេឈបុីរាណមួយ ែដលមានបរមិាណ 14C េនសលែ់ត 35% ៃនបរមិាណេដីម។ គណនាអាយុកាល
ៃនបំែណកេឈបុីរាណេនាះ។

ដំេណាះ្រសាយ

ចបប់បំែបកវទិ្ុយសកម្ម ៖ N(t) = N0e−kt។
េថរ រលាយ ៖ k =

ln2
T1/2

=
ln2

5730
≈ 1.2097 ×

10−4 ឆា្ន ំ−1។

េនេពល N(t) = 0.35N0 ៖
e−kt = 0.35 =⇒ t =− ln(0.35)

k
≈ 8679 ឆា្ន ។ំ

ដូចេនះ ៖
t ≈ 8679 ឆា្ន ំ (្របែហល ៨៦៧៩ ឆា្ន )ំ

លហំាត់ទី ២
(េល្ប�នធា្ល ក់ៃនឆ្រតេយាង) អ្នកេលាតឆ្រតេយាងមានម៉ាសសរុប m = 80 kg េលាតេចញពីយន្តេហាះ។ កមា្ល ងំទប់
ខ្យល់គឺ Fr =−kv ែដល k = 16 kg/s (g = 9.8 m/s2)។
ក . សរេសរសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល និងកំណត់េល្ប�ន v(t) េបី v(0) = 0។

ខ . គណនាេល្ប�ន្រពំែដន (Terminal velocity)។

គ . គណនាេល្ប�នេនខណៈ t = 5 s។

ដំេណាះ្រសាយ

ក តាមចបប់ញូតុន ៖ m
dv
dt

= mg− kv

⇐⇒ dv
dt

+0.2v = 9.8។
ចេម្លីយទូេទ ៖ v(t) =Ce−0.2t +49។
v(0) = 0 =⇒ C =−49។
ដូចេនះ ៖ v(t) = 49(1− e−0.2t) (m/s)

ខ េល្ប�ន្រពំែដន ៖
vlim = lim

t→+∞
v(t) =

mg
k

= 49 m/s។
ដូចេនះ ៖ vlim = 49 m/s= 176.4 km/h

គ េនខណៈ t = 5 s ៖
v(5) = 49(1− e−1)≈ 30.97 m/s។
ដូចេនះ ៖ v(5)≈ 30.97 m/s
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លហំាត់ទី ៣
(សីតុណ្ហ ភាពែដកេក្ត ) ដំុែដកដុតកេម្ត ដល់ 800◦C ទមា្ល កក់្នុងទឹកេថរ 25◦C។ េ្រកាយមក 2 នាទី សីតុណ្ហ ភាពថយ
មក 200◦C។
ក កំណត់សមីការ T (t)។ ខ រក t េពលសីតុណ្ហ ភាពថយមក 50◦C។

ដំេណាះ្រសាយ

ក ចបប់្រតជាក់ញូតុន ៖
dT
dt

=−k(T −25) =⇒ T (t) = 25+Ce−kt។
T (0) = 800 =⇒ C = 775។
T (2)= 200 =⇒ 25+775e−2k = 200 =⇒ e−2k =

7
31

=⇒ k≈ 0.744។ ដូចេនះ ៖ T (t) = 25+775e−0.744t

ខ រក t េពល T (t) = 50◦C ៖
25+775e−kt = 50 =⇒ e−kt =

1
31

=⇒ t =
ln31
0.744

≈ 4.61 នាទី។
ដូចេនះ ៖ t ≈ 4.61 នាទី (៤ នាទី ៣៧ វនិាទី)

លហំាត់ទី ៤
(លេំយាលរុសឺ័រ) វត្ថុមានម៉ាស m = 2 kgភា្ជ បនឹ់ងរុសឺ័រ k = 50 N/m និងកកិត c = 12 N · s/m។ េន t = 0 េគទាញ
0.5 m េទសា្ត ំ រចួែលងេដាយគា្ម នេល្ប�នេដីម។
ក សរេសរសមីការចលនា។ ខ រកទីតាងំ y(t)។ គ រកខណៈឆ្លងកាត់លំនឹងេលីកដំបូង។

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការចលនា ៖ 2y′′ + 12y′ + 50y = 0 =⇒
y′′+6y′+25y = 0

ខ សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 + 6r + 25 = 0 =⇒ r =
−3±4i។
y(t) = e−3t(C1 cos4t +C2 sin4t)។
y(0) = 0.5 =⇒ C1 =

1
2
, y′(0) = 0 =⇒ C2 =

3
8
។

ដូចេនះ ៖ y(t) = e−3t
(

1
2

cos4t +
3
8

sin4t
)

គ ឆ្លងកាត់លំនឹងេលីកដំបូង ៖
y(t) = 0 =⇒ tan4t =−4

3
=⇒ 4t ≈ 2.2143

=⇒ t =
2.2143

4
≈ 0.554 s។ ដូចេនះ ៖

t ≈ 0.554 s

លហំាត់ទី ៥
(េសៀគ្វអីគ្គិសនី RLC) េសៀគ្វេីស៊រ ីR = 10Ω,L = 0.5 H,C = 0.02 F,E = 12 V។ សមីការបន្ទុក ៖ Lq′′+Rq′+
1
C

q = E េដាយ q(0) = 0,q′(0) = 0។ កំណត់កេន�មបន្ទុក q(t) និងចរន្ត i(t) = q′(t)។

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការបន្ទុក ៖ 0.5q′′+10q′+50q = 12
⇐⇒ q′′+20q′+100q = 24។
r =−10 =⇒ qh = (C1t +C2)e−10t , qp = 0.24 C។
q(0) = 0 =⇒ C2 = −0.24 , q′(0) = 0 =⇒ C1 =
−2.4។
ដូចេនះ ៖ q(t) = 0.24− (2.4t +0.24)e−10t

កេន�មចរន្តអគ្គិសនី ៖
i(t) = q′(t) = 24te−10t។
ដូចេនះ ៖ i(t) = 24te−10t (A)
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ដំេណាះ្រសាយក្រមងវិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប (២០១៤-
២០២៦)

បាក់ឌុប ២០១៤

េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′−3y = 0 ៖
េដាះ្រសាយសមីការ (E)ក . រកអនុគមន៍ f (x) ែដល f (0) = 2ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាះ្រសាយសមីការ (E) ៖
សមីការមានរាង y′−ay = 0 ជាមួយ a = 3។
ចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y =Ce3x (C ∈ R)

ដូចេនះ ៖ y =Ce3x (C ∈ R)

ខ រកអនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ៖
េដាយ f (0) = 2 េនាះេគបាន ៖

Ce3(0) = 2 ⇐⇒ C = 2

ជំនួស C = 2 ចូលក្នុងចេម្លីយទូេទ ៖
ដូចេនះ ៖ f (x) = 2e3x

បាក់ឌុប ២០១៥

េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′−4y′+3y = 0 ៖
េដាះ្រសាយសមីការ (E)ក . រកចេម្លីយែដល y(0) = 1 និង y′(0) = 5ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាះ្រសាយសមីការ (E) ៖
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 −4r+3 = 0
(r−1)(r−3) = 0 =⇒ r1 = 1, r2 = 3។
ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖

y =C1ex +C2e3x (C1,C2 ∈ R)

ដូចេនះ ៖ y =C1ex +C2e3x

ខ រកចេម្លីយពិេសស ៖
េដរេីវ ៖ y′(x) =C1ex +3C2e3x។
តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖{

y(0) =C1 +C2 = 1
y′(0) =C1 +3C2 = 5

ដកសមីការទាងំពីរ ៖ 2C2 = 4 =⇒ C2 = 2។
នាឱំ្យ C1 = 1−2 =−1។
ដូចេនះ ៖ y =−ex +2e3x
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បាក់ឌុប ២០១៦
េគមានសមីការ (E) : y′′+2y′+ y = 0 ៖

រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)ក .

រកចេម្លីយ g(x) ែដល្រកាបកាត់តាម A(0,3) និងមានេមគុណ្របាប់ទិសបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A េស្មី −1ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ៖
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 +2r+1 = 0
(r+1)2 = 0 =⇒ r0 =−1 (ឫសឌុប)។
ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖

y = (C1x+C2)e−x (C1,C2 ∈ R)

ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)e−x

ខ រកអនុគមន៍ចេម្លីយ g(x) ៖
្រកាបកាត់តាម A(0,3) =⇒ g(0) =C2 = 3។
េដរេីវ ៖ g′(x) = [C1 − (C1x+C2)]e−x។
េមគុណ្របាប់ទិស្រតង់ x = 0 គឺ g′(0) =−1 ៖

C1−C2 =−1 =⇒ C1−3 =−1 =⇒ C1 = 2

ដូចេនះ ៖ g(x) = (2x+3)e−x

បាក់ឌុប ២០១៧
េគឱ្យសមីការ (E) : y′′+9y = 0 ៖

រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)ក .

រកអនុគមន៍ f (x) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f
(π

6

)
= 2 និង f ′

(π
6

)
= 0ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ៖
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 +9 = 0 =⇒ r =±3i។
ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖

y =C1 cos3x+C2 sin3x (C1,C2 ∈ R)

ដូចេនះ ៖ y =C1 cos3x+C2 sin3x

ខ រកអនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ៖
f ′(x) =−3C1 sin3x+3C2 cos3x។
្រតង់ x =

π
6

=⇒ 3x =
π
2
៖

f
(π

6

)
=C1(0)+C2(1) = 2 =⇒ C2 = 2

f ′
(π

6

)
=−3C1(1)+3C2(0) = 0 =⇒ C1 = 0

ដូចេនះ ៖ f (x) = 2sin3x
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បាក់ឌុប ២០១៨
េគមានសមីការ (E) : y′+2y = 4x ៖

រក a,b េដីម្បឱី្យ yp = ax+b ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)ក .

េដាះ្រសាយសមីការ (E0) : y′+2y = 0ខ .

ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 1គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក រកតៃម្ល a និង b ៖
y′p = a។ ជំនួសចូល (E) ៖
a+2(ax+b) = 4x ⇐⇒ 2ax+(a+2b) = 4x

=⇒

{
2a = 4 =⇒ a = 2
a+2b = 0 =⇒ b =−1

ដូចេនះ ៖ a = 2, b =−1 =⇒ yp = 2x−1

ខ េដាះ្រសាយសមីការ (E0) ៖
y′+2y = 0 =⇒ yh =Ce−2x (C ∈ R)។
ដូចេនះ ៖ yh =Ce−2x (C ∈ R)

គ ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E) ៖
y = yh + yp =Ce−2x +2x−1 (C ∈ R)។
តាម y(0) = 1 ៖
Ce0 +2(0)−1 = 1 =⇒ C−1 = 1 =⇒ C = 2។
ដូចេនះ ៖ y = 2e−2x +2x−1

បាក់ឌុប ២០១៩
េគមានសមីការ (E) : y′′−2y′+5y = 0 ៖

សរេសរសមីការសមា្គ ល់ៃន (E) រចួរកឫសក .

ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E)ខ .

កំណត់ចេម្លីយពិេសស f (x) ែដល f (0) = 1 និង f ′(0) = 3គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការសមា្គ ល់ និងឫស ៖
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 −2r+5 = 0
∆′ = (−1)2 −5 =−4 = (2i)2

=⇒ r = 1±2i (α = 1,β = 2)។
ដូចេនះ ៖ r = 1±2i

ខ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ៖
y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x) (C1,C2 ∈ R)។
ដូចេនះ ៖ y = ex(C1 cos2x+C2 sin2x)

គ កំណត់ចេម្លីយពិេសស f (x) ៖
f (0) = e0(C1) =C1 = 1។
f ′(x) = ex[(C1 +2C2)cos2x+(C2 −2C1)sin2x]។
f ′(0) =C1+2C2 = 3 =⇒ 1+2C2 = 3 =⇒ C2 = 1។
ដូចេនះ ៖ f (x) = ex(cos2x+ sin2x)
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បាក់ឌុប ២០២០
េគមានសមីការ (E) : y′′−5y′+6y = 6x−5 ៖

កំណត់ពហុធា P(x) = ax+b ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)ក .

រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E0) : y′′−5y′+6y = 0ខ .

ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E)គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក កំណត់ពហុធា P(x) ៖
P′ = a, P′′ = 0។ ជំនួសចូល (E) ៖
0−5a+6(ax+b) = 6x−5
6ax+(6b−5a) = 6x−5
=⇒ 6a = 6 =⇒ a = 1
6b−5(1) =−5 =⇒ 6b = 0 =⇒ b = 0
ដូចេនះ ៖ P(x) = x

ខ េដាះ្រសាយសមីការ (E0) ៖
r2 −5r+6 = 0 =⇒ r1 = 2, r2 = 3។
ដូចេនះ ៖ yh =C1e2x +C2e3x

គ ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E) ៖
ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖

y = yh +P(x) =C1e2x +C2e3x + x

ដូចេនះ ៖ y =C1e2x +C2e3x + x

បាក់ឌុប ២០២១

េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : 2y′+ y = 0 ៖
េដាះ្រសាយសមីការ (E)ក .

កំណត់ f (x) េដាយដឹងថា្រកាបប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ y =−x+2 ្រតង់អាប់សីុស x = 0ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាះ្រសាយសមីការ (E) ៖
2y′+ y = 0 ⇐⇒ y′+

1
2

y = 0

ចេម្លីយទូេទគឺ ៖

y =Ce−
1
2 x (C ∈ R)

ដូចេនះ ៖ y =Ce−
1
2 x (C ∈ R)

ខ កំណត់អនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ៖
បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ x = 0 គឺ y =−x+2។
នាឱំ្យ f (0) =−0+2 = 2។
ជំនួសចូលក្នុង f (x) =Ce−

1
2 x ៖

Ce0 = 2 ⇐⇒ C = 2

(េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ៖ f ′(0) =−1 ្រត�វគា្ន នឹងេមគុណ្របាប់ទិស)។
ដូចេនះ ៖ f (x) = 2e−

1
2 x
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បាក់ឌុប ២០២២
េគឱ្យសមីការ (E) : y′′+4y′+4y = 8e2x ៖

រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E0) : y′′+4y′+4y = 0ក .

កំណត់ចំនួនពិត A េដីម្បឱី្យ yp = Ae2x ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)ខ .

ទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 2 និង y′(0) = 0គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក រកចេម្លីយទូេទៃន (E0) ៖
r2 +4r+4 = 0 ⇐⇒ (r+2)2 = 0 =⇒ r0 =−2។
ដូចេនះ ៖ yh = (C1x+C2)e−2x

ខ កំណត់តៃម្ល A ៖
y′p = 2Ae2x, y′′p = 4Ae2x។ ជំនួសចូល (E) ៖
(4A+8A+4A)e2x = 8e2x ⇐⇒ 16A= 8 =⇒ A=

1
2
។

ដូចេនះ ៖ A =
1
2

=⇒ yp =
1
2

e2x

គ ចេម្លីយទូេទ និងចេម្លីយពិេសស ៖
y = (C1x+C2)e−2x +

1
2

e2x។
y(0) =C2 +

1
2
= 2 =⇒ C2 =

3
2
។

y′(x) = [C1 −2(C1x+C2)]e−2x + e2x។
y′(0) = C1 − 2C2 + 1 = 0 =⇒ C1 − 3+ 1 = 0 =⇒
C1 = 2។
ដូចេនះ ៖ y =

(
2x+

3
2

)
e−2x +

1
2

e2x

បាក់ឌុប ២០២៣
េគឱ្យសមីការ (E) : y′+3y = e−3x ៖

េដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែសន y′+3y = 0ក .

តាមវធីិបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ ចូររកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)ខ .

កំណត់ចេម្លីយពិេសសៃនសមីការ (E) ែដល y(0) = 5គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាះ្រសាយសមីការ y′+3y = 0 ៖
ដូចេនះ ៖ yh =Ce−3x (C ∈ R)

ខ វធីិបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ ៖
តាង y =C(x)e−3x =⇒ y′ =C′e−3x −3Ce−3x។
ជំនួសចូល (E) ៖
C′e−3x −3Ce−3x +3Ce−3x = e−3x

=⇒ C′(x) = 1 =⇒ C(x) = x+K។
ដូចេនះ ៖ y = (x+K)e−3x (K ∈ R)

គ កំណត់ចេម្លីយពិេសស ៖
តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម y(0) = 5 ៖

(0+K)e0 = 5 ⇐⇒ K = 5

ជំនួស K = 5 ចូលក្នុងចេម្លីយទូេទ ៖
ដូចេនះ ៖ y = (x+5)e−3x
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បាក់ឌុប ២០២៤
េគមានសមីការ (E) : y′′+16y = 4cos2x ៖

េដាះ្រសាយសមីការ (E0) : y′′+16y = 0ក .

កំណត់ចំនួនពិត k េដីម្បឱី្យ yp = k cos2x ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)ខ .

សរេសរចេម្លីយទូេទៃន (E) រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 1 និង y′
(π

4

)
= 0គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាះ្រសាយ (E0) ៖
r2 +16 = 0 =⇒ r =±4i។
ដូចេនះ ៖ yh =C1 cos4x+C2 sin4x

ខ កំណត់តៃម្ល k ៖
y′′p =−4k cos2x។ ជំនួសចូល (E) ៖
−4k cos2x+16k cos2x = 4cos2x ⇐⇒ 12k = 4 =⇒
k =

1
3
។

ដូចេនះ ៖ k =
1
3

=⇒ yp =
1
3

cos2x

គ ចេម្លីយទូេទ និងចេម្លីយពិេសស ៖
y =C1 cos4x+C2 sin4x+

1
3

cos2x។
y(0) =C1 +

1
3
= 1 =⇒ C1 =

2
3
។

y′(x) =−4C1 sin4x+4C2 cos4x− 2
3

sin2x។
y′
(π

4

)
=−4C2 −

2
3
= 0 =⇒ C2 =−1

6
។

ដូចេនះ ៖ y =
2
3

cos4x− 1
6

sin4x+
1
3

cos2x

បាក់ឌុប ២០២៥

េគឱ្យសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : y′′ = 3y−2y′ ៖
េដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E)ក .

រកចេម្លីយពិេសសមួយៃន (E) ែដល y(0) = 1 និង y′(1) = e (e ជាចំនួនពិតែដល ln e = 1)ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាះ្រសាយសមីការ (E) ៖
សមីការសមមូល ៖ y′′+2y′−3y = 0។
សមីការសមា្គ ល់ ៖ r2 +2r−3 = 0
(r−1)(r+3) = 0 =⇒ r1 = 1, r2 =−3។
ចេម្លីយទូេទៃន (E) គឺ ៖

y =C1ex +C2e−3x (C1,C2 ∈ R)

ដូចេនះ ៖ y =C1ex +C2e−3x

ខ រកចេម្លីយពិេសស ៖
េដរេីវ ៖ y′(x) =C1ex −3C2e−3x។
តាមលក្ខខណ្ឌ េដីម ៖{

y(0) =C1 +C2 = 1 =⇒ C2 = 1−C1

y′(1) =C1e−3C2e−3 = e

ជំនួស C2 = 1−C1 ចូល ៖
C1e−3(1−C1)e−3 = e
⇐⇒ C1(e+3e−3) = e+3e−3 =⇒ C1 = 1។
នាឱំ្យ C2 = 1−1 = 0។
ដូចេនះ ៖ y = ex
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បាក់ឌុប ២០២៦

េគមានសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) : 2y′+ y = 0 ៖
កំណត់ចេម្លីយ f (x) ៃនសមីការឌីេផរង់៉ែស្យល (E) េលី Rក .

កំណត់ចេម្លីយៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ៖ a. f (1) = 1 ; b. f (2) = [ f (1)]2 ; c. lim
x→−∞

f (x) = +∞ខ .

ដំេណាះ្រសាយ

១ កំណត់ចេម្លីយ f (x) ៃនសមីការ (E) ៖
សមីការ 2y′+ y = 0 ⇐⇒ y′+

1
2

y = 0។
ចេម្លីយទូេទេលី R គឺ ៖

f (x) =Ce−
1
2 x (C ∈ R)

ដូចេនះ ៖ f (x) =Ce−
1
2 x (C ∈ R)

២ កំណត់ចេម្លីយតាមលក្ខខណ្ឌ ៖
a. េបី f (1) = 1 =⇒ Ce−

1
2 = 1 =⇒ C =

√
e។

ដូចេនះ ៖ f (x) =
√

ee−
1
2 x = e

1−x
2

b. េបី f (2) = [ f (1)]2 ៖
f (2) =Ce−1 និង [ f (1)]2 =C2e−1។
Ce−1 =C2e−1 ⇐⇒ C(1−C) = 0
=⇒ C = 0 ឬ C = 1។
ដូចេនះ ៖ f (x) = 0 ឬ f (x) = e−

1
2 x

c. េបី lim
x→−∞

f (x) = +∞ ៖
េពល x →−∞ =⇒ e−

1
2 x →+∞។

ដូេច្នះ lim
x→−∞

f (x) = +∞ ⇐⇒ C > 0។
ដូចេនះ ៖ f (x) =Ce−

1
2 x (∀C > 0)

វិញញ សាេ្រតៀមទី១
េគឱ្យសមីការ (E) : y′−2y =−4x+6 ៖

កំណត់ m,n េដីម្បឱី្យ g(x) = mx+n ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)ក .

េដាះ្រសាយសមីការ y′−2y = 0ខ .

ទាញរកចេម្លីយទូេទ រចួកំណត់ចេម្លីយែដល្រកាបកាត់តាម O(0,0)គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក កំណត់តៃម្ល m និង n ៖
g′ = m។ ជំនួសចូល (E) ៖
m− 2(mx+ n) = −4x+ 6 ⇐⇒ −2mx+(m− 2n) =
−4x+6
=⇒ −2m =−4 =⇒ m = 2
m−2n = 6 =⇒ 2−2n = 6 =⇒ n =−2
ដូចេនះ ៖ m = 2, n =−2 =⇒ g(x) = 2x−2

ខ េដាះ្រសាយសមីការ y′−2y = 0 ៖
ដូចេនះ ៖ yh =Ce2x (C ∈ R)

គ ចេម្លីយទូេទ និងចេម្លីយពិេសស ៖
y =Ce2x +2x−2 (C ∈ R)។
កាត់តាម O(0,0) =⇒ Ce0 −2 = 0 =⇒ C = 2។
ដូចេនះ ៖ y = 2e2x +2x−2



184 ដំេណាះ្រសាយ វញិញ សាបាក់ឌុប (២០១៤-២០២៦)
ដំេ
ណា

ះ្រសា
យ
វញិ
ញសា

បា
ក់ឌុ
ប
(២
០១
៤-
២០

២៦
)

វិញញ សាេ្រតៀមទី២
េគឱ្យសមីការ (E) : y′′−6y′+9y = 0 ៖

សរេសរសមីការសមា្គ ល់ និងទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E)ក .

កំណត់អនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ែដល f (0) = 2 និង f ′(0) = 7ខ .

សិក�អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f (x) េលីក្រមិត Rគ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការសមា្គ ល់ និងចេម្លីយទូេទ ៖
r2 −6r+9 = 0 ⇐⇒ (r−3)2 = 0 =⇒ r0 = 3។
ដូចេនះ ៖ y = (C1x+C2)e3x

ខ កំណត់អនុគមន៍ f (x) ៖
f (0) =C2 = 2។
f ′(x) = [C1 +3(C1x+C2)]e3x។
f ′(0) =C1 +3(2) = 7 =⇒ C1 = 1។
ដូចេនះ ៖ f (x) = (x+2)e3x

គ សិក�អេថរភាពៃន f (x) ៖
f ′(x) = (1+3x+6)e3x = (3x+7)e3x។
េដាយ e3x > 0 =⇒ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x =−7

3
។

- េលី
(
−∞,−7

3

)
៖ f ′(x)< 0 =⇒ f ចុះ

- េលី
(
−7

3
,+∞

)
៖ f ′(x)> 0 =⇒ f េកីន

អប្បបរមាេធៀប ៖ f
(
−7

3

)
=−1

3
e−7។

ដូចេនះ ៖ f មានអប្បបរមា −1
3

e−7 ្រតង់ x =−7
3

វិញញ សាេ្រតៀមទី៣
េគឱ្យសមីការ (E) : y′′+4y = 3sinx ៖

រកចេម្លីយទូេទៃន (E0) : y′′+4y = 0ក .

រកចំនួនពិត A េដីម្បឱី្យ yp = Asinx ជាចេម្លីយពិេសសៃន (E)ខ .

ទាញរកចេម្លីយទូេទ រចួកំណត់ចេម្លីយែដល y(0) = 0 និង y′
(π

2

)
= 1គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក ចេម្លីយទូេទៃន (E0) ៖
r2 +4 = 0 =⇒ r =±2i។
ដូចេនះ ៖ yh =C1 cos2x+C2 sin2x

ខ កំណត់តៃម្ល A ៖
y′′p =−Asinx។ ជំនួសចូល (E) ៖
−Asinx+4Asinx = 3sinx ⇐⇒ 3A = 3 =⇒ A = 1។
ដូចេនះ ៖ A = 1 =⇒ yp = sinx

គ ចេម្លីយទូេទ និងចេម្លីយពិេសស ៖
y =C1 cos2x+C2 sin2x+ sinx។
y(0) =C1 = 0។
y′(x) = 2C2 cos2x+ cosx។
y′
(π

2

)
= 2C2 cosπ + cos

π
2
= −2C2 = 1 =⇒ C2 =

−1
2
។

ដូចេនះ ៖ y =−1
2

sin2x+ sinx
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វិញញ សាេ្រតៀមទី៤
េគមានសមីការ (E) : y′+ y = cosx− sinx ៖

បងា្ហ ញថា yp = cosx ជាចេម្លីយពិេសសមួយៃន (E)ក .

រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E)ខ .

កំណត់ចេម្លីយ f (x) ៃន (E) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ f (π) =−2គ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក បងា្ហ ញថា yp = cosx ជាចេម្លីយពិេសស ៖
y′p =−sinx។ ជំនួសចូលអង្គខាងេឆ្វងៃន (E) ៖
y′p + yp =−sinx+ cosx = cosx− sinx

េស្មីអង្គខាងសា្ត ៃំន (E) (ពិត)។
ដូចេនះ ៖ yp = cosx ជាចេម្លីយពិេសស

ខ រកចេម្លីយទូេទៃនសមីការ (E) ៖
សមីការអូម៉ូែសន ៖ y′+ y = 0 =⇒ yh =Ce−x។
ដូចេនះ ៖ y =Ce−x + cosx (C ∈ R)

គ កំណត់អនុគមន៍ f (x) ៖
តាម f (π) =−2 ៖
Ce−π + cosπ =−2 ⇐⇒ Ce−π −1 =−2
Ce−π =−1 ⇐⇒ C =−eπ។
ជំនួស C ចូល ៖ f (x) =−eπe−x + cosx។
ដូចេនះ ៖ f (x) =−eπ−x + cosx

វិញញ សាេ្រតៀមទី៥
េគឱ្យសមីការ (E) : y′′+2y′+2y = 0 ៖

រកឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ និងទាញរកចេម្លីយទូេទៃន (E)ក .

រកចេម្លីយ f (x) ែដល្រកាបកាត់តាម A(0,1) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = xខ .

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការសមា្គ ល់ និងចេម្លីយទូេទ ៖
r2 +2r+2 = 0 =⇒ ∆′ = 1−2 =−1 = i2

=⇒ r =−1± i (α =−1,β = 1)។
ដូចេនះ ៖ y = e−x(C1 cosx+C2 sinx)

ខ កំណត់អនុគមន៍ចេម្លីយ f (x) ៖
កាត់តាម A(0,1) =⇒ f (0) =C1 = 1។
បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតង់ A ្រសបនឹង y = x =⇒ f ′(0) = 1។
f ′(x) = e−x[(−C1 +C2)cosx− (C1 +C2)sinx]។
f ′(0)=−C1+C2 = 1 =⇒ −1+C2 = 1 =⇒ C2 = 2។
ដូចេនះ ៖ f (x) = e−x(cosx+2sinx)





ឧបសម្ព័ន្ធឧបសម្ព័ន្ធ
ក ៖តារាងសេង្ខបវិធីសា�ស្តេដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់ទី១

១. សមីការែញកអេថរបាន និងសមីការអូម៉ូែសន

• សមីការទ្រមង់ dy
dx

= f (x) ៖ dy = f (x)dx =⇒ y =
∫

f (x)dx+ c

• សមីការែញកអេថរបាន g(y)
dy
dx

= f (x) ៖ g(y)dy = f (x)dx =⇒
∫

g(y)dy =
∫

f (x)dx+ c

• សមីការលីេនែអ៊រអូម៉ូែសន y′+ay = 0 (a ជាចំនួនេថរ) ៖ y = Ae−ax (A ជាចំនួនេថរណាមួយ)

• សមីការលីេនែអ៊រទូេទ y′+a(x)y = 0 ៖ y =Ce−
∫

a(x)dx (C ជាចំនួនេថរ)

២. សមីការលេីនែអ៊រមិនអូម៉ូែសន y′+ay = p(x)

ចេម្លីយទូេទមានរាង ៖ y = yc + yp ែដល yc = Ae−ax ជាចេម្លីយៃនសមីការអូម៉ូែសន y′+ay = 0។

a. វធីិសា�ស្តរកចេម្លីយពិេសស yp តាមទ្រមង់ p(x) ៖

• េបី p(x) = Pn(x) (ពហុធាដឺេ្រក n) =⇒ យក yp = Qn(x) (ពហុធាដឺេ្រក n)
• េបី p(x) = keαx (α ̸=−a) =⇒ យក yp = Aeαx

• េបី p(x) = ke−ax =⇒ យក yp = Axe−ax

• េបី p(x) = α cosωx+β sinωx =⇒ យក yp = Acosωx+Bsinωx

b. វធីិសា�ស្តបែ្រមប្រម�លចំនួនេថរ (Variation of Constants) ៖

y = e−ax
[∫

eax p(x)dx+C
]
=Ce−ax + e−ax

∫
eax p(x)dx

187



188 ឧបសម្ព័ន្ធ តារាងរូបមន្ត និងវធីិសា�ស្តគន្លឹះ
ឧប
ស
ម្ព័ន
្ធ
តា
រាង
រូប
មន
្តនិ
ងវ
ធិីសា

�ស
្តគន
្ល ឹះ

ខ ៖តារាងសេង្ខបវិធីសា�ស្តេដាះ្រសាយសមីការឌីេផរង៉់ែស្យលលដំាប់ទី២

១. សមីការលេីនែអ៊លដំាប់ទី២ អូម៉ូែសន ay′′+by′+ cy = 0 (a ̸= 0)
ពិនិត្យសមីការសមា្គ ល់ ៖ ar2 +br+ c = 0 ែដលមាន ∆ = b2 −4ac ៖

លក្ខខណ្ឌ ∆ ្របេភទឫសៃនសមីការសមា្គ ល់ ចេម្លីយទូេទៃនសមីការ y

∆ > 0 ឫសពិតពីរេផ្សងគា្ន r1 ̸= r2 y =C1er1x +C2er2x

∆ = 0 ឫសឌុបជាចំនួនពិត r1 = r2 = r0 y = (C1x+C2)er0x

∆ < 0 ឫសកំុផ្លិចឆា្ល ស់ r = α ± iβ y = eαx(C1 cosβx+C2 sinβx)

២. សមីការមិនអូម៉ូែសន ay′′+by′+ cy = p(x) (កំណត់េមគុណ yp)
ចេម្លីយទូេទគឺ y = yh + yp ែដល yh ជាចេម្លីយៃនសមីការអូម៉ូែសន ៖

ទ្រមង់ៃនអង្គទី២ p(x) លក្ខខណ្ឌ ៃនឫសសមីការសមា្គ ល់ ទ្រមង់ចេម្លីយពិេសស yp

ពហុធា Pn(x) c ̸= 0 (r = 0 មិនែមនជាឫស) yp = Qn(x)
ពហុធា Pn(x) c = 0, b ̸= 0 (r = 0 ជាឫសេទាល) yp = xQn(x)

keγx γ មិនែមនជាឫសសមីការសមា្គ ល់ yp = Aeγx

keγx γ ជាឫសេទាលៃនសមីការសមា្គ ល់ yp = Axeγx

keγx γ ជាឫសឌុបៃនសមីការសមា្គ ល់ yp = Ax2eγx

α cosωx+β sinωx ±iω មិនែមនជាឫស yp = Acosωx+Bsinωx
α cosωx+β sinωx ±iω ជាឫស (ay′′+aω2y = p) yp = x(Acosωx+Bsinωx)
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គ ៖តារាងរបូមន្ត្រពីមីទីវ និងេដរេីវ្រគឹះែដល្រត�វេ្របើជា្របចាំ

១. តារាងរបូមន្តេដរេីវ្រគឹះ

• (k)′ = 0 (k ជាចំនួនេថរ)
• (xn)′ = nxn−1 =⇒ (un)′ = nu′un−1

•
(

1
u

)′
=− u′

u2

• (
√

u)′ =
u′

2
√

u

• (eu)′ = u′eu =⇒ (eax)′ = aeax

• (ln |u|)′ = u′

u

• (sinu)′ = u′ cosu

• (cosu)′ =−u′ sinu

• (tanu)′ = u′(1+ tan2 u) =
u′

cos2 u

• (uv)′ = u′v+uv′

•
(u

v

)′
=

u′v−uv′

v2

• (uv)′′ = u′′v+2u′v′+uv′′

២. តារាងរបូមន្ត្រពីមីទីវ្រគឹះ

•
∫

xn dx =
xn+1

n+1
+ c (n ̸=−1)

•
∫ 1

x
dx = ln |x|+ c

•
∫ u′

u
dx = ln |u|+ c

•
∫

eax dx =
1
a

eax + c (a ̸= 0)

•
∫

u′eu dx = eu + c

•
∫

sin(ax)dx =−1
a

cos(ax)+ c

•
∫

cos(ax)dx =
1
a

sin(ax)+ c

•
∫ 1

ax+b
dx =

1
a

ln |ax+b|+ c

•
∫

udv= uv−
∫

vdu (អាងំេត្រកាលេដាយែផ្នក)

៣. យទុ្ធសា�ស្តេដាះ្រសាយលហំាត់សមីការឌីេផរង៉់ែស្យលក្នងុវិញញ សាបាក់ឌុប

1. កំណត់លំដាប់ៃនសមីការ ៖ ពិនិត្យេដរេីវខ្ពស់បំផុត (y′ ជាលំដាប់ទី១, y′′ ជាលំដាប់ទី២)។
2. ពិនិត្យភាពអូម៉ូែសន ៖ េបីអង្គទី២ េស្មីសូន្យ ្រត�វេដាះ្រសាយសមីការអូម៉ូែសនជាមុនតាមរូបមន្តចេម្លីយទូេទ។
3. សមីការលំដាប់ទី២ ៖ សរេសរសមីការសមា្គ ល់ ar2 + br + c = 0 ឱ្យបាន្រតឹម្រត�វ រចួគណនា ∆ េដាយ
្រប�ង្របយត័្ន។ ពិេសសក្នុងករណី ∆ < 0 ្រត�វចងចាថំា r = α ± iβ នាឱំ្យចេម្លីយមានកេន�ម eαx(C1 cosβx+
C2 sinβx)។

4. លក្ខខណ្ឌ េដីម ៖ ជំនួស x0,y0 និង y′0 ចូលក្នុងកេន�មចេម្លីយទូេទ និងេដរេីវរបសវ់ា េដីម្បបីេង្កីត្របព័ន្ធសមីការ
ទាញរកតៃម្លចំនួនេថរ C1,C2។

5. ចំេណាទអនុវត្តនជ៍ាក់ែស្តង ៖កំណតអ់ញញ ត និងអេថរេពល t, បេង្កីតសមីការឌីេផរង់៉ែស្យលតាមប្រមាប្់របធាន,
រកចេម្លីយទូេទ និងេ្របីលក្ខខណ្ឌ េដីម t = 0 េដីម្បរីកចេម្លីយជាក់ែស្តង។
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ឃ ៖សទា្ទ នុ្រកមពាក្យគន្លឹះ និងគំរមូ៉ូែដលអនុវត្តន៍ក្នងុវិទយសា�ស្ត និងេសដ្ឋកិច្ច

១. ែផ្នករបូវិទយ និងវិស្វកម្ម (Physics & Engineering)

• កមា្ល ងំទប់ខ្យល់ និងេល្ប�ន្រពំែដន (Air Resistance & Terminal Velocity) ៖
អង្គធាតុម៉ាស m ធា្ល ក់ក្នុងខ្យល់រងកមា្ល ងំទប់ Fr =−kv (k > 0) ៖ m

dv
dt

= mg− kv។
េល្ប�ន ៖ v(t) =

mg
k

(
1− e−

k
m t
)
(េបី v(0) = 0)។ េល្ប�ន្រពំែដន ៖ vlim = lim

t→+∞
v(t) =

mg
k
។

• លំេយាលេមកានិចៃន្របព័ន្ធម៉ាស-រុសឺ័រ (Mechanical Vibrations) ៖ my′′+ cy′+ ky = 0

េ្របកង់ែកង ៖ ω0 =

√
k
m

(rad/s), ខួប ៖ T =
2π
ω0

(s), េ្របកង់ ៖ f =
1
T

=
ω0

2π
(Hz)។

របបលំេយាល លក្ខខណ្ឌ ∆ លក្ខណៈៃនចលនា និងទ្រមង់ចេម្លីយ y(t)
គា្ម នកកិត (Undamped) c = 0 y = Acosω0t +Bsinω0t (េយាលខួបមិនថយចុះ, ថាមពលេថរ)
ថយចុះ (Underdamped) ∆ < 0 y = e−αt(Acosβ t +Bsinβ t) (េយាលចុះេឡងីេដាយអំព្លីទុតថយចុះ)
្រពំែដន (Critical) ∆ = 0 y = (C1t +C2)e−rt (វលិរកលំនឹងេលឿនបំផុតេដាយគា្ម នលំេយាល)
រលត់ខា្ល ងំ (Overdamped) ∆ > 0 y =C1er1t +C2er2t (វលិរកទីតាងំលំនឹងយតឺៗេដាយគា្ម នលំេយាល)

• បាតុភូតអនុភាព (Resonance) ៖ ក្នុង y′′+ω2
0 y = F0 cosωt េបី ω = ω0 នាឱំ្យអំព្លីទុតេកីនេឡងីធំេធងឥត

ែដនកំណត់ (yp ∼ t sinω0t)។

• េសៀគ្វីអគ្គិសនី (Electrical Circuits) ៖ ទំនាក់ទំនងចរន្ត និងបន្ទុក ៖ i(t) = q′(t) =
dq
dt

• េសៀគ្វី RL ៖ L
di
dt

+Ri = E =⇒ i(t) =
E
R

(
1− e−

R
L t
)

(ចរន្តអចិៃ�ន្តយ៍ Imax =
E
R
)

• េសៀគ្វី LC ៖ Lq′′+
1
C

q = 0 =⇒ ω =
1√
LC

• េសៀគ្វី RLC ៖ Lq′′+Rq′+
1
C

q = E

២. ែផ្នកគីមីវិទយ និងរបូវិទយនុយេក្លែអ៊រ (Chemistry & Nuclear Physics)

• ការបំែបកធាតុវទិ្ុយសកម្ម (Radioactive Decay) ៖ dN
dt

=−λN =⇒ N(t) = N0e−λ t (λ > 0 េថរបំែបក)

• កន្លះជីវតិ (Half-life T1/2) ៖ T1/2 =
ln2
λ

≈ 0.693
λ

• កាបូន-១៤ ៖ t =
5730ln(N/N0)

− ln2
(T1/2 =

5730 ឆា្ន )ំ
• ្របតិកម្មគីមីលំដាប់ទី១ (First-Order Reactions) ៖ −d[A]

dt
= k[A] =⇒ [A](t) = [A]0e−kt (k: េថរ

េល្ប�ន)។

• ចបប់្រតជាក់ៃនញូតុន (Newton's Law of Cooling) ៖ dT
dt

= −k(T −Tm) =⇒ T (t) = Tm +(T0 −
Tm)e−kt

ែដល Tm: សីតុណ្ហ ភាពមជ្ឈដា្ឋ ន, T0: សីតុណ្ហ ភាពេដីម, k: េមគុណ្រតជាក់។ េពល t →+∞ =⇒ T (t)→ Tm។
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៣. ែផ្នកជវីវិទយ និង្របជាសា�ស្ត (Biology & Population Dynamics)

• ម៉ូែដលកំេណីនអិចស្ប ៉ូណង់ែស្យល (Malthusian Growth Model) ៖
អនុវត្តេលីការលូតលាស់ៃនបាក់េតរ ីឬ្របជាជន ៖ dP

dt
= kP =⇒ P(t) = P0ekt (k > 0 ជាអ្រតាកំេណីន)។

• រយៈេពលេទ្វដង (Doubling Time Td) ៖ Td =
ln2
k

≈ 0.693
k

• បីដង ៖ T =
ln3
k

≈ 1.0986
k

• ម៉ូែដលកំេណីនឡូជីស្ទិក (Logistic Growth Model / Verhulst) ៖
គិតបញ្ចូ លែដនកំណត់ៃនធនធាន ៖ dP

dt
= kP

(
1− P

K

)
=⇒ P(t) =

K
1+Ae−kt

(
A =

K −P0

P0

)
។

•សមត្ថភាពផ្ទុកអតិបរមា (Carrying Capacity K) ៖ lim
t→+∞

P(t) = K (ធនធានអាច្រទ្រទង់បាន)។

• ចំណុចរបត់ និងកំេណីនេលឿនបំផុត (Inflection Point) ៖ P =
K
2

(អ្រតាកំេណីន dP
dt អតិបរមា)។

៤. ែផ្នកេសដ្ឋកិច្ច និងហរិញញវត្ថុ (Economics & Finance)

• ការ្របាក់សមាសបន្ត (Continuous Compounding Interest) ៖
កំេណីន្របាក់សន្សំ ៖ dA

dt
= rA =⇒ A(t) = A0ert (A0: ្របាក់េដីម, r: អ្រតាការ្របាក់)។

រយៈេពលេទ្វដងៃនទុនវនិិេយាគ (Rule of 70) ៖ Td =
ln2
r

≈ 0.70
r

• តៃម្លរេំលាះៃន្រទព្យសកម្ម (Asset Depreciation) ៖
តៃម្លម៉ាសុីនថយចុះតាមអ្រតារេំលាះ k > 0 ៖ dV

dt
=−kV =⇒ V (t) =V0e−kt (V0: តៃម្លេដីម)។

• ៃថ្លេដីម និងចំណូលបែន្ថម (Marginal Functions) ៖
ៃថ្លេដីមសរុបគឺ C(x) =

∫
C′(x)dx+C0 (C0: ៃថ្លេដីមេថរ Fixed cost)។

៥. តារាងេ្របៀបេធៀបគំរមូ៉ូែដលគណិតវិទយឆ្លងវិសយ័

វសិ័យ បាតុភូតជាក់ែស្តង សមីការឌីេផរង់៉ែស្យល ពាក្យគន្លឹះ និងចេម្លីយេគាល
រូបវទិយ អង្គធាតុធា្ល ក់ក្នុងខ្យល់ mv′+ kv = mg េល្ប�ន្រពំែដន vlim = mg

k

រូបវទិយ លំេយាល្របព័ន្ធរុសឺ័រ my′′+ cy′+ ky = 0 Underdamped, Critically, Overdamped
អគ្គិសនី េសៀគ្វីអគ្គិសនី RLC Lq′′+Rq′+ 1

C q = E i(t) = q′(t), េ្របកង់ែកង ω = 1√
LC

គីមី-នុយេក្លែអ៊រ បំែបកវទិ្ុយសកម្ម N′ =−λN កន្លះជីវតិ T1/2 =
ln2
λ , 14C Dating

កេម្ត ចបប់្រតជាក់ញូតុន T ′ =−k(T −Tm) សីតុណ្ហ ភាពមជ្ឈដា្ឋ ន Tm, T → Tm

ជីវវទិយ កំេណីន Malthus P′ = kP រយៈេពលេទ្វដង Td = ln2
k , បីដង T = ln3

k

ជីវវទិយ កំេណីន Logistic P′ = kP(1−P/K) សមត្ថភាពផ្ទុក K, ចំណុចរបត់ P = K/2

េសដ្ឋកិច្ច ការ្របាក់សមាសបន្ត A′ = rA ទុនេកីនេទ្វដង T = ln2
r , តៃម្លរេំលាះ V ′ =−kV
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