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ថា្ន ក់ទី ១២ • GRADE 12

្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ្រទឹស្ដសីេង្ខប • វិធីសា�ស្តគណនា • លហំាត់ និង ដំេណាះ្រសាយ
េ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែកេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និង្របឡងសសិ្សពូែក

របូមន្ត្រគឹះៃនធរណីមា្រតក្នងុលហំ • CORE SOLID GEOMETRY FORMULAS

u⃗ · v⃗ = xx′+ yy′+ zz′ = |⃗u||⃗v|cosθ S្របេលឡូ្រកាម = |⃗u× v⃗| , S△ = 1
2 |⃗u× v⃗|

u⃗× v⃗ = (uyvz −uzvy)⃗i− (uxvz −uzvx) j⃗+(uxvy −uyvx)⃗k V្របេលពីែប៉ត = |⃗u · (⃗v× w⃗)| , Vេត្រតាែអ៊ត = 1
6 |⃗u · (⃗v× w⃗)|

(P) : a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0 d(M0,(P)) =
|ax0 +by0 + cz0 +d|√

a2 +b2 + c2

អ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធីអ្នកេរៀបេរៀង ៖ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦េបាះពុម្ពេលើកទី១ ឆា្ន ំ២០២៦



គណៈកម្មការេរៀបេរៀង និង្រត�តពិនិត្យ

គណៈកម្មការេរៀបេរៀង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

្រត�តពិនិត្យខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន
េរៀបចំខ្លឹមសារ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រចនាគ្រមប និងទំព័រ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
រូបភាព និងតារាង េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ែកស្រម�លអក្ខរាវរិុទ្ធ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
គណៈកម្មការពិនិត្យចុងេ្រកាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី

េលាក្រគ� ឡាយ ចាន់េហន

េសៀវេភេនះ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងស្រមិតស្រមាងំ ស្រមាប់សិស�នុសិស្សថា្ន ក់ទី១២ ក្នុងការស្វ័យ
សិក� និងេ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) ្រពមទាងំការ្របឡងសិស្សពូែក

ទូទាងំ្របេទស។

ព័ត៌មានេសៀវេភ

កំែណសាកល្បង© ២០២៦

ធរណីមា្រតថា្ន ក់ទី១២
GEOMETRY - GRADE 12

េរៀបេរៀងេដាយ េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី
ស្រមាប់េបាះពុម្ពផ�យ៖ បណា្ណ គារអង្គរ



្របសទិ្ធពរ និងការឧទ្ទិស

េសៀវេភ «ធរណីមា្រតថា្ន ក់ទី១២» មួយកបលេនះ
្រត�វបានបេង្កីតេឡងី និងឧទ្ទិសជូនយ៉ាងេសា្ម ះស្ម័្រគចំេពាះ ៖

មាតាបិតាជាទីេគារពសកា្ក រៈដ៏ខ្ពង់ខ្ពសប់ំផុត
ែដលបានលះបង់កមា្ល ងំកាយចិត្ត ឧបត្ថម្ភគា្ំរទ និងផ្តល់ក្តី្រសឡាញ់ឥត្រពំែដន

ក្នុងការផ្តល់ឱកាសឱ្យកូនបានេ្រកបជញ្ជក់ចំេណះវជិា្ជ និងរកីចេ្រមីនរហូតមកដល់បច្ចុប្បន្ន។

េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងសា�សា្ត ចារ្យ្រគប់ជំនាន់
ែដលជាអ្នកផ្តល់ពន្លឺ្របាជា្ញ ែណនាមំាគ៌ាដ៏្រតចះ្រតចង់

និងបណ្តុ ះបណា្ត លសិស�នុសិស្សឱ្យកា្ល យជាទំពាងំស្នងឫស្សដ៏ីមានសមត្ថភាព។

ប្អូនៗសសិ�នុសសិ្សថា្ន ក់ទី១២ទាងំអស់
ែដលកំពុងខិតខំ្របឹងែ្របងេរៀនសូ្រត េ្រតៀម្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ
និងការ្របឡងសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទស សូមឱ្យទទួលបានេជាគជ័យ្រគប់ៗគា្ន !

េដាយេសចក្តីេគារព និង្រសឡាញ់ដ៏្រជាលេ្រជ

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



អារម្ភកថា
គណិតវទិយ គឺជាមូលដា្ឋ ន្រគឹះដ៏មានសារៈសំខាន់បំផុត ក្នុងការអភិវឌ្ឍការគិតែបបសីុជេ្រម ការវភិាគសមេហតុផល និងការ

េដាះ្រសាយបញ្ហ ក្នុងវទិយសា�ស្ត បេច្ចកវទិយ េសដ្ឋកិច្ច និងជីវភាពរស់េនជាក់ែស្តង។ ក្នុងចំេណាម្របធានបទគណិតវទិយថា្ន ក់ទី១២
«ធរណីមា្រតក្នុងលំហ» (Solid Geometry) ឬ «វុចិទ័រក្នុងលំហ» គឺជាែផ្នកមួយដ៏មានអត្ថន័យ និងជាសា្ព នតភា្ជ ប់យ៉ាងរងឹមារំវាងពិជ
គណិត និងធរណីមា្រត។ ការសិក�អំពីវុចិទ័រក្នុងលំហ មិន្រតឹមែតបណ្តុ ះនូវការ្រសេមី្រសៃមក្នុងលំហវមិា្រតបី និងការគិតែបបតក្កវជិា្ជ
ប៉ុេណា្ណ ះេទ ប៉ុែន្តែថមទាងំជាមូលដា្ឋ ន្រគឹះមិនអាចខ្វះបានស្រមាប់រូបវទិយ វសិ្វកម្ម សា្ថ បត្យកម្ម បេច្ចកវទិយកុំព្ូយទ័រ និងការ្រសាវ្រជាវ
វទិយសា�ស្តទំេនីប។ េលីសពីេនះ ្របធានបទធរណីមា្រតក្នុងលំហែតងែតមានវត្តមានជា្របចាេំនក្នុងវញិញ សា្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�
ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) និងការ្របឡងសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទស។

េសៀវេភ «ធរណីមា្រតថា្ន កទ់ី១២» មួយកបលេនះ ្រត�វបានេរៀបចំេឡងីយ៉ាងហ្មត់ចត់ ្រសបតាមកម្មវធីិសិក�ផ្លូវការៃន្រកសួង
អប់រ ំ យុវជន និងកីឡា េដាយែបងែចកខ្លឹមសារជា ៣ េមេរៀនចម្បងៗ ៖

• េមេរៀនទី១ ៖ វុចិទ័រក្នុងលំហ — សិក�លម្អិតអំពី្របព័ន្ធកូអរេដាេនក្នុងលំហ, លក្ខណៈៃនកូអរេដាេន, ទិសេដកូសីុនុសៃនវុចិទ័រ,
ផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុចិទ័រ និងលក្ខណៈរបសវ់ា, ផលគុណសា្ក ែលក្នុងេគាលអរតូណរម៉ាល់, កូអរេដាេនចំណុចកណា្ត ល ្រពមទាងំ
លំហាត់អនុវត្តន៍្រគឹះជាេ្រចីន។

• េមេរៀនទី២ ៖ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ — េផា្ត តេលីនិយមន័យផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ (ផលគុណវុចិទ័រ), លក្ខណៈធរណីមា្រត
និងពិជគណិត, ការគណនាៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាម និងៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ, ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រ (Mixed Product) និងការ
គណនាមាឌ្របេលពីែប៉ត និងមាឌេត្រតាែអត (ចតុមុខ)។

• េមេរៀនទី៣ ៖ អនុវត្តនៃ៍នផលគុណវុចិទ័រ— អនុវត្តផលគុណវុចិទ័រក្នុងការរកសមីការបនា្ទ តក់្នុងលំហ (សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត និងសមីការ
ឆ្លុះ), សមីការប្លង់, សមីការែស្វ៊, ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច, ចមា្ង យពីចំណុចមួយេទបនា្ទ ត់, ចមា្ង យពីចំណុចមួយេទប្លង់, ចមា្ង យរវាង
បនា្ទ តពី់រ្រសបគា្ន និងបនា្ទ តពី់រែខ្វងគា្ន , មុរំវាងបនា្ទ តនិ់ងប្លង់, មុរំវាងប្លង់ពីរ ្រពមទាងំក្រមងលំហាតវ់ញិញ សា្របឡងបាក់ឌុបជាក់ែស្តង
រាប់សិបឆា្ន ។ំ

េសៀវេភេនះ្រត�វបានរចនាេឡងីយ៉ាងយកចិត្តទុកដាកត់ាមក្ួបនខា្ន តេបាះពុម្ពទំេនីប មានគំនូស្រកាហ្វកិ TikZ 3D ចបស្់រតឹម្រត�វ
ប្លង់ទំព័រសា្អ តបាត និងមាន្រកឡាក្នុងការអនុវត្តេដាះ្រសាយ (Workspace Grid) យ៉ាងងាយ្រស�លដល់ការសិក�្រសាវ្រជាវ។

ខ្ញុ ំបាទសង្ឃមឹយ៉ាងមុតមាថំា េសៀវេភេនះនឹងកា្ល យជាមគ្គេទសក៍ និងជាក្រមងឯកសារជំនួយសា្ម រតីដ៏មានតៃម្លបំផុតស្រមាបេ់លាក្រគ�
អ្នក្រគ� និងប្អូនៗសិស�នុសិស្សក្នុងការបេ្រងៀននិងេរៀន។ េទាះបីជាមានការខិតខ្ំរបឹងែ្របងយ៉ាងណាក្តី កេ៏សៀវេភេនះ្របាកដជាមិនអាច
េជៀសផុតពីកំហុសអេចតនាណាមួយេឡយី។ ខ្ញុ ំបាទរង់ចាទំទួលនូវរាល់មតិរះិគន់សា្ថ បនាពីសំណាក់េលាក្រគ� អ្នក្រគ� និងមិត្តអ្នកអាន
េដាយក្តីរកីរាយជានិច្ច។

រាជធានីភ្នំេពញ ៃថ្ងទី.......... ែខ.......... ឆា្ន ២ំ០២៦

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



េសចក្តីែថ្លងអំណរគុណ

េដីម្បសីេ្រមចបាននូវសា្ន ៃដេសៀវេភ «ធរណីមា្រតថា្ន កទ់ី១២» មួយកបលេនះេឡងី ្របកបេដាយគុណភាព និង
ភាពសុ្រកឹត ខ្ញុ ំបាទសូមែថ្លងអំណរគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជបំផុតចំេពាះ ៖

• ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា ែដលបានបេង្កីតកម្មវធីិសិក�គណិតវទិយ និងឯកសារេមេរៀន្រគឹះដ៏មានតៃម្លស្រមាប់
សិស�នុសិស្សទូទាងំ្របេទសកម្ពុជា។

• គណៈកម្មការេរៀបេរៀង និង្រត�តពិនិត្យខ្លឹមសារជាពិេសស េលាក្រគ�ឡាយចានេ់ហន ែដលបានចំណាយេពលេវលាដ៏
មានតៃម្លក្នុងការជួយពិនិត្យ ែកលម្អ និងផ្តល់នូវធាតុចូលយ៉ាងល្អិតល្អន់ទាងំែផ្នក្រទឹស្ដី និងលំហាត់។

• េលាក្រគ�-អ្នក្រគ�គណិតវទិយ្រគប់រូប ែដលែតងែតបានលះបង់កមា្ល ងំកាយចិត្តក្នុងការបណ្តុ ះបណា្ត លចំេណះដឹង និង
ផ្តល់ការគា្ំរទ េលីកទឹកចិត្តដល់ការ្រសាវ្រជាវ និងចង្រកងឯកសារេនះ។

• ្រក�ម្រគ�សារ និងមិត្តភក្តទិាងំអស់ ែដលែតងែតផ្តលនូ់វការេលីកទឹកចិត្ត ភាពកក់េក្ត និងការគា្ំរទ្រគប់ែបបយ៉ាងជានិច្ចកាល។

េដាយក្តីេគារព និងដឹងគុណយ៉ាង្រជាលេ្រជ

េលាក្រគ� ែខម ពុទ្ធី



តារាងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយ

និមិត្តសញញ អត្ថន័យ និងនិយមន័យ
R, R3 សំណំុចំនួនពិត និងលំហវមិា្រតបី

(O,⃗ i, j⃗,⃗k) ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ក្នុងលំហ
M(x,y,z) កូអរេដាេនៃនចំណុច M ក្នុងលំហ (x: អាប់សីុស, y: អរេដាេន, z: កូត)

u⃗, v⃗, w⃗ វុចិទ័រក្នុងលំហ
−→
AB វុចិទ័រមានចំណុចេដីម A និងចំណុចចុង B

|⃗u| ឬ ∥⃗u∥ ណម ឬ្របែវងៃនវុចិទ័រ u⃗

u⃗ · v⃗ ផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗

u⃗× v⃗ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ (ផលគុណវុចិទ័រ) ៃន u⃗ និង v⃗

u⃗ · (⃗v× w⃗) ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រ u⃗, v⃗, w⃗

u⃗ ⊥ v⃗ វុចិទ័រ u⃗ ែកងនឹងវុចិទ័រ v⃗ (⃗u · v⃗ = 0)

u⃗ ∥ v⃗ វុចិទ័រ u⃗ ្រសបនឹងវុចិទ័រ v⃗ (⃗u× v⃗ = 0⃗)

(L) បនា្ទ ត់ក្នុងលំហ
(P) ឬ (α) ប្លង់ក្នុងលំហ

(S) ែស្វ៊ក្នុងលំហែដលមានផ្ចិត I និងកាំ R
d(A,B) ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច A និង B

d(M,(P)) ចមា្ង យពីចំណុច M េទប្លង់ (P)

d(M,(L)) ចមា្ង យពីចំណុច M េទបនា្ទ ត់ (L)
d((L1),(L2)) ចមា្ង យរវាងបនា្ទ ត់ពីរែខ្វងគា្ន (L1) និង (L2)

S ៃផ្ទ្រកឡា (្រតីេកាណ, ្របេលឡូ្រកាម, ...)
V មាឌ (្របេលពីែប៉ត, េត្រតាែអ៊ត, ែស្វ៊, ...)

cosα,cosβ ,cosγ កូសុីនុសទិសេដៃនវុចិទ័រេធៀបនឹងអ័ក្សកូអរេដាេនទាងំបី
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េមេរៀនទី១ វុិចទ័រក្នងុលហំេមេរៀនទី១ វុិចទ័រក្នងុលហំ

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១១

១ និយមន័យកអូរេដាេន

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
េគ មាន ត្រម�យ

(
O,

−→
i ,

−→
j ,
−→
k
)
មួយ ក្នុង លំហ។

ចំេពាះ្រគបច់ំណុច Pមាន្រតីធាតុ (x,y,z) ែតមួយគត់
ែដល −→

OP = x ·−→i + y ·−→j + z ·
−→
k ។

្រតីធាតុ (x,y,z) េហថាកអូរេដាេនៃនចំណុច P

េគកំណត់សរេសរេដាយ P(x,y,z) ែដល៖

• x ជាអាប់សីុស

• y ជាអរេដាេន

• z ជាកូត

x

y

z

O
i⃗ j⃗

k⃗

xo
yo

zo

P(xo,yo,zo)

សមា្គ ល៖់ −→i = (1,0,0);
−→
j = (0,1,0) ;

−→
k = (0,0,1) េហថា វុិចទ័រឯកតា។

8



២ លក្ខណៈកូអរេដាេន

េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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លហំាត់គំរ ូ ១

េគឲ្យចំណុច A(1,2,3),B(2,3,5),C(−3,2,4) និងD(−3,1,4)។ ចូរេដចំណុចទាងំេនះេនក្នុងត្រម�យអរតូណរេម (O,⃗ i, j⃗,⃗k)

ដំេណាះ្រសាយ

េដីម្បេីដចំណុច M(x,y,z) ក្នុងត្រម�យអរតូណរេម (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េយងីអនុវត្តដូចខាងេ្រកាម៖

• រាប់្របែវង x ឯកតាតាមបេណា្ត យអ័ក្ស (Ox)

• រាប់្របែវង y ឯកតា្រសបតាមទិសេដអ័ក្ស (Oy)

• រាប់្របែវង z ឯកតា្រសបតាមទិសេដអ័ក្ស (Oz)។

x

y

z

O

-3
-2

-1

1
2
1 2 3

1

2

3

4

5

i⃗ j⃗

k⃗

D(−3,1,4)
C(−3,2,4)

A(1,2,3)

B(2,3,5)

២ លក្ខណៈកអូរេដាេន

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េគមានចំណុច A(xA,yA,zA) និង B(xB,ybB,zB) េនាះកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ
−→
AB(xB − xA,yB − xA,zB − zA)។

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

េបី −→u (x,y,z) និង −→u ′(x′,y′,z′)ជាពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ េគបាន



10 េមេរៀនទី ១ េមេរៀនទី១ វុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

• −→u =−→u ′ ⇔


x = x′

y = y′

z = z′

• −→u ̸=−→u ′ ⇔


x ̸= x′

y ̸= y′

z ̸= z′

• −→u +−→u ′ = (x+ x′,y+ y′,z+ z′)

• −→u −−→u ′ = (x− x′,y− y′,z− z′)

• ∀k ∈ R ⇒ k ·−→u = (kx,ky,kz)

• ∀(k,k′) ∈ R⊭ ⇒ k−→u + k′−→u ′ = (kx+ k′x′,ky+ k′y′,kz+ k′z′)

• ចំណា៖ំ ្របែវងៃនវុចិទ័រ −→u គឺ ណមៃន−→u កំណត់េដាយ |u|=
√

x2 + y2 + z2

៣ ទិសេដកសូុនីុស

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

េគឲ្យវុចិទ័រ −→u = (x,y,z) មួយ និងចំណុច P េនក្នុងលំហែដល
−→u =

−→
OP។

• α ជាមំុែដលេកីតេទ្បងីេដាយ −→
OP និងអ័ក្ស (Ox)

• β ជាមំុែដលេកីតេទ្បងីេដាយ −→
OP និងអ័ក្ស (Oy)

• γ ជាមំុែដលេកីតេទ្បងីេដាយ −→
OP និងអ័ក្ស (Oz)

(មានបងា្ហ ញក្នុងរូប) x

y

z

O
α

β

γ
−→u

P(x,y,z)

តាមទំនាក់ទំនង្រតីេកាណមា្រតេយងីបាន៖

• cosα = x∣∣∣−→OP
∣∣∣ ⇒ x =

∣∣∣−→OP
∣∣∣cosα

• cosβ = y∣∣∣−→OP
∣∣∣ ⇒ y =

∣∣∣−→OP
∣∣∣cosβ



៤ និយមន័យផលគុណសា្ក ែលៃនវុចិទ័រក្នុងលំហ

េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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• cosγ = z∣∣∣−→OP
∣∣∣ ⇒ z =

∣∣∣−→OP
∣∣∣cosγ

េគបាន
∣∣∣−→OP

∣∣∣2 = x2 + y2 + z2 =
∣∣∣−→OP

∣∣∣2 (cos2 α + cos2 β + cos2 γ
)

⇒ cos2 α + cos2 β + cos2 γ =

∣∣∣−→OP
∣∣∣2∣∣∣−→OP
∣∣∣2 = 1

តៃម្ល cosα ; cosβ និង cosγ េនះ គឺបញ្ជ ក់ពីទិសេដកូសុីនុសៃនវុចិទ័រ −→u =
−→
OP ។

៤ និយមន័យផលគុណសា្ក ែលៃនវុិចទ័រក្នងុលហំ

និយមន័យ ២និយមន័យ ២
ផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុចិទ័រ −→u និង −→v ក្នុងលំហ គឺជាចំនួនពិត k មួយែដលកំណត់េដាយ៖

• −→u ·−→v = |−→u | · |−→v |cosθ ែដល θ ជាមំុផ្គុ ំេទ្បងីេដាយវុចិទ័រ −→u និង −→v

θ

O |−→u |
−→u

|−→v |

−→v

|−→v |cosθ

៥ លក្ខណៈៃនផលគុណសា្ក ែល

ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

• ចំេពាះបីចំណុច A ; B ; C ែដល A ̸= B និង A ̸=C េគបាន
−→
AB ·−→AC =

∣∣∣−→AB
∣∣∣ · ∣∣∣−→AC

∣∣∣cosθ ែដល θ ជាមំុផ្គុ ំេទ្បងីេដាយវុចិទ័រ
−→
AB និង −→

AC

– ចំណុច A(xA,yA,zA) ; B(xB,yB,zB) ⇒ −→
AB(xB − xA,yB − yA,zB − zA)



12 េមេរៀនទី ១ េមេរៀនទី១ វុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

– ណមៃនវុចិទ័រ −→AB គឺជាចមា្ង យពី A េទ B៖∣∣∣−→AB
∣∣∣= AB = d(A,B) =

√
(xB − xA)

2 +(yB − yA)
2 +(zB − zA)

2

• −→u ·−→v =−→v ·−→u

• −→u ⊥−→v ⇔ −→u ·−→v = 0 (−→u ̸= 0; −→v ̸= 0)

• (m−→u ) ·−→v = m(−→u ·−→v )

• |−→u ·−→v | ≤ |−→u | · |−→v | េហថា វិសមភាពកសូុី

• |−→u +−→v | ≤ |−→u |+ |−→v | េហថា វិសមភាព្រតីេកាណ

៦ ផលគុណសា្ក ែលក្នងុេគាលអរតូកណូាល់

និយមន័យ ៣និយមន័យ ៣
េគាលអរណូម៉ាលៃ់នវុិចទ័រ គឺ្រគប់្រតីធាតុ

(−→
i ,

−→
j ,
−→
k
)
ែដល

∣∣∣−→i ∣∣∣= ∣∣∣−→j ∣∣∣= ∣∣∣−→k ∣∣∣= 1

និង −→
i ·−→j =

−→
j ·

−→
k =

−→
k ·−→i = 0

ជាទូេទ ៥ជាទូេទ ៥

េគមានពីរវុចិទ័រ −→u = (x,y,z) និង −→v = (x′,y′,z′)ស្ថិតក្នុងេគាលអរតូណរម៉ាល់ៃនលំហ េគបាន

• −→u = (x,y,z) = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k

• −→u ·−→v = xx′+ yy′+ zz′

• −→u // −→v ⇔ −→u = k ·−→v ⇔ x
x′ =

y
y′ =

z
z′

• −→u ⊥−→v ⇔ xx′+ yy′+ zz′ = 0

• |−→u |=
√

x2 + y2 + z2

• −→u ·−→v = |−→u | · |−→v |cosθ =⇒ cosθ =
−→u ·−→v

|−→u |·|−→v | =
xx′+yy′+zz′√

x2+y2+z2
√

x′2+y′2+z′2



៦ ផលគុណសា្ក ែលក្នុងេគាលអរតូកូណាល់

េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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ជាទូេទ ៦ជាទូេទ ៦
• −→u · (−→v +−→w ) =−→u ·−→v +−→u ·−→w

• (−→u +−→v ) ·−→w =−→u ·−→w +−→v ·−→w

• −→u · (m−→v ) = m(−→u ·−→v )

• (m−→u ) ·−→v = m(−→u ·−→v )

លហំាត់គំរ ូ ២

េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) េគឱ្យពីរវុចិទ័រ −→u =

−→
i +

−→
j +

−→
k និង −→v =

−→
i −−→

j +
√

6
−→
k ។

ក . គណនា |−→u |, |−→v | និង −→u ·−→v ។

ខ . គណនាមុំ្រស�ចែដលផ្គុ ំេដាយវុចិទ័រ −→u និង −→v ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . គណនា |−→u |, |−→v | និង −→u ·−→v ៖

• វុចិទ័រ −→u =
−→
i +

−→
j +

−→
k = (1,1,1)

|−→u |=
√

12 +12 +12 =
√

3

• វុចិទ័រ −→v =
−→
i −−→

j +
√

6
−→
k = (1,−1,

√
6)

|−→v |=
√

12 +(−1)2 +(
√

6)2 =
√

1+1+6 =
√

8 = 2
√

2

• ផលគុណសា្ក ែល −→u ·−→v ៖

−→u ·−→v = (1)(1)+(1)(−1)+(1)(
√

6) = 1−1+
√

6 =
√

6

ខ . គណនាមុំ្រស�ច θ ែដលផ្គុ ំេដាយវុចិទ័រ −→u និង −→v ៖
តាមរូបមន្តកូសីុនុសៃនមុំរវាងពីរវុចិទ័រ៖

cosθ =
−→u ·−→v

|−→u | · |−→v |
=

√
6√

3 ·2
√

2
=

√
6

2
√

6
=

1
2

េដាយសារ θ ជាមំុ្រស�ច (0◦ ≤ θ ≤ 90◦) នាឱំ្យេយងីបាន៖

θ = 60◦
(
ឬ θ =

π
3
◌៉ារ៉ាដ្យង់

)



14 េមេរៀនទី ១ េមេរៀនទី១ វុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៧ កអូរេដាេនចំណុចកណា្ត លៃនពីរចំណុច

ជាទូេទ ៧ជាទូេទ ៧

េគមានចំណុច A(x1,y1,z1); B(x2,y2,z2) េយងីបាន កូអរេដាេនចំណុចកណា្ត លៃនអង្កត់ [AB] គឺ ៖

I
(

xA + xB

2
,
yA + yB

2
,
zA + zB

2

)

លហំាត់គំរ ូ ៣

រកកូអរេដាេនចំណុចកណា្ត លៃនពីរចំណុចខាងេ្រកាម៖

ក . A(2,1,1) និង B(4,3,1)

ខ . A(−2,3,5) និង B(3,−1,1)

គ . A(−2,−3,0) និង B(0,−1,−3)

ឃ . A(3,−11,−6) និង B(−4,0,1)

ង . A(−
√

3,1,
√

2) និង B(3
√

3,3,2
√

2)

ច . A(−2,−3,4) និង B(2,−1,−3)

ដំេណាះ្រសាយ
រូបមន្តកូអរេដាេនចំណុចកណា្ត ល I ៃនអង្កត់ [AB] គឺ I

( xA+xB
2 , yA+yB

2 , zA+zB
2

) ៖
ក . ចំេពាះ A(2,1,1) និង B(4,3,1) ៖

I
(

2+4
2

,
1+3

2
,
1+1

2

)
=⇒ I(3,2,1)

ខ . ចំេពាះ A(−2,3,5) និង B(3,−1,1) ៖

I
(
−2+3

2
,
3+(−1)

2
,
5+1

2

)
=⇒ I

(
1
2
,1,3

)

គ . ចំេពាះ A(−2,−3,0) និង B(0,−1,−3) ៖

I
(
−2+0

2
,
−3+(−1)

2
,
0+(−3)

2

)
=⇒ I

(
−1,−2,−3

2

)



៧ កូអរេដាេនចំណុចកណា្ត លៃនពីរចំណុច

េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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ឃ . ចំេពាះ A(3,−11,−6) និង B(−4,0,1) ៖

I
(

3+(−4)
2

,
−11+0

2
,
−6+1

2

)
=⇒ I

(
−1

2
,−11

2
,−5

2

)

ង . ចំេពាះ A(−
√

3,1,
√

2) និង B(3
√

3,3,2
√

2) ៖

I

(
−
√

3+3
√

3
2

,
1+3

2
,

√
2+2

√
2

2

)
=⇒ I

(
√

3,2,
3
√

2
2

)

ច . ចំេពាះ A(−2,−3,4) និង B(2,−1,−3) ៖

I
(
−2+2

2
,
−3+(−1)

2
,
4+(−3)

2

)
=⇒ I

(
0,−2,

1
2

)



16 េមេរៀនទី ១ េមេរៀនទី១ វុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៨ សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (Multiple Choice Questions)

ចូរបញ្ជ ក់ចេម្លីយ្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក, ខ, គ, និង ឃ ៖

១ . ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) ចំណុច M(2,−3,5)មានកូអរេដាេនតាមអ័ក្សកូត (z) េស្មីនឹង៖

2ក . −3ខ . 5គ . −5ឃ .

២ . ចំេណាលែកងៃនចំណុច A(3,4,−2) េលីប្លង់ (Oxy) គឺ៖
(3,4,0)ក . (3,0,−2)ខ . (0,4,−2)គ . (0,0,−2)ឃ .

៣ . ចំេណាលែកងៃនចំណុច B(−1,5,7) េលីប្លង់ (Oyz) គឺ៖
(−1,5,0)ក . (0,5,7)ខ . (−1,0,7)គ . (0,0,7)ឃ .

៤ . ចំេណាលែកងៃនចំណុច C(6,−2,4) េលីប្លង់ (Oxz) គឺ៖
(6,0,4)ក . (6,−2,0)ខ . (0,−2,4)គ . (0,0,4)ឃ .

៥ . ចំេណាលែកងៃនចំណុច M(4,−5,3) េលីអ័ក្ស (Ox) គឺ៖
(0,−5,3)ក . (4,0,0)ខ . (0,−5,0)គ . (0,0,3)ឃ .

៦ . ចំេណាលែកងៃនចំណុច N(−2,8,−6) េលីអ័ក្ស (Oy) គឺ៖
(−2,0,0)ក . (0,0,−6)ខ . (0,8,0)គ . (0,−8,0)ឃ .

៧ . ចំេណាលែកងៃនចំណុច P(7,1,−9) េលីអ័ក្ស (Oz) គឺ៖
(0,0,−9)ក . (7,0,0)ខ . (0,1,0)គ . (7,1,0)ឃ .

៨ . ចំណុចឆ្លុះៃន A(1,−2,3) េធៀបនឹងគល់ត្រម�យ O គឺ៖

(−1,2,−3)ក . (−1,−2,3)ខ . (1,2,−3)គ . (1,−2,−3)ឃ .

៩ . ចំណុចឆ្លុះៃន M(3,4,5) េធៀបនឹងប្លង់ (Oxy) គឺ៖

(−3,−4,5)ក . (3,4,−5)ខ . (−3,4,5)គ . (3,−4,5)ឃ .

១០ . ចមា្ង យពីចំណុច A(3,−4,0) េទគល់ត្រម�យ O(0,0,0) គឺ៖
7ក . 5ខ . 25គ .

√
7ឃ .

១១ . ចមា្ង យពីចំណុច M(1,2,2) េទគល់ត្រម�យ O គឺ៖
3ក . 5ខ . 9គ .

√
5ឃ .

១២ . ចមា្ង យពីចំណុច P(2,3,6) េទគល់ត្រម�យ O គឺ៖



៨ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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7ក . 6ខ . 11គ .
√

13ឃ .

១៣ . ចមា្ង យពីចំណុច M(a,b,c) េទប្លង់ (Oxy) េស្មីនឹង៖
|a|ក . |b|ខ . |c|គ .

√
a2 +b2ឃ .

១៤ . ចមា្ង យពីចំណុច M(2,−3,4) េទអ័ក្ស (Oz) េស្មីនឹង៖
4ក .

√
22 +(−3)2 =

√
13ខ .

√
22 +42 =

√
20គ . 3ឃ .

១៥ . ចំណុចណាែដលស្ថិតេនេលីប្លង់ (Oxz) ក្នុងចំេណាមចំណុចខាងេ្រកាម?

A(1,2,0)ក . B(0,3,4)ខ . C(5,0,−2)គ . D(0,0,7)ឃ .

១៦ . េគឱ្យចំណុច A(1,2,3) និង B(4,6,8)។ កូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB គឺ៖
(3,4,5)ក . (−3,−4,−5)ខ . (5,8,11)គ . (4,12,24)ឃ .

១៧ . េគឱ្យ A(−2,3,1) និង B(1,−1,5)។ វុចិទ័រ −→BA គឺ៖
(3,−4,4)ក . (−3,4,−4)ខ . (−1,2,6)គ . (1,−2,−6)ឃ .

១៨ . េគឱ្យ u⃗ = (2,−1,3) និង v⃗ = (1,4,−2)។ វុចិទ័រ u⃗+ v⃗ គឺ៖
(3,3,1)ក . (1,−5,5)ខ . (3,−5,1)គ . (2,−4,−6)ឃ .

១៩ . េគឱ្យ u⃗ = (4,−2,6) និង v⃗ = (1,3,−1)។ វុចិទ័រ u⃗− v⃗ គឺ៖
(3,−5,7)ក . (5,1,5)ខ . (3,1,7)គ . (−3,5,−7)ឃ .

២០ . េគឱ្យ u⃗ = (−3,2,−1)។ វុចិទ័រ 2⃗u គឺ៖
(−6,4,−2)ក . (−1,4,1)ខ . (−6,2,−2)គ . (6,−4,2)ឃ .

២១ . េគឱ្យ u⃗ = (1,−2,3) និង v⃗ = (3,0,−1)។ វុចិទ័រ 2⃗u− 3⃗v គឺ៖
(−7,−4,9)ក . (11,−4,3)ខ . (−7,−4,3)គ . (7,4,−9)ឃ .

២២ . េបី −→
AB = (2,−1,4) និង A(1,3,−2) េនាះកូអរេដាេនៃនចំណុច B គឺ៖
(3,2,2)ក . (1,−4,6)ខ . (−1,4,−6)គ . (3,−2,2)ឃ .

២៣ . េបី −→
AB = (−3,5,2) និង B(2,1,4) េនាះកូអរេដាេនៃនចំណុច A គឺ៖
(5,−4,2)ក . (−1,6,6)ខ . (5,4,2)គ . (−5,4,−2)ឃ .

២៤ . វុចិទ័រពីរ u⃗ = (2,−4,6) និង v⃗ = (1,m,3) កូលីេនែអ៊រគា្ន កាលណា m េស្មីនឹង៖
−2ក . 2ខ . −4គ . 4ឃ .

២៥ . វុចិទ័រពីរ u⃗ = (3,−6,9) និង v⃗ = (−1,2,k) ្រសបគា្ន កាលណា k េស្មីនឹង៖
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3ក . −3ខ . 9គ . −9ឃ .

២៦ . េបី u⃗ = 2⃗i−3 j⃗+ 4⃗k េនាះកូអរេដាេនៃន u⃗ គឺ៖
(2,−3,4)ក . (2,3,4)ខ . (−2,3,−4)គ . (4,−3,2)ឃ .

២៧ . េបី v⃗ = 5⃗i− k⃗ េនាះកូអរេដាេនៃន v⃗ គឺ៖

(5,−1,0)ក . (5,0,−1)ខ . (0,5,−1)គ . (5,1,0)ឃ .

២៨ . បីចំណុច A(1,2,3),B(2,4,5),C(4,8,9) ៖
រត់្រតង់ជួរគា្ន េ្រពាះ −→AB ∥ −→ACក . មិនរត់្រតង់ជួរគា្ន េទខ .

បេង្កីតបានជា្រតីេកាណែកងគ . បេង្កីតបានជា្រតីេកាណសម័ង្សឃ .

២៩ . វុចិទ័រឯកតាៃនអ័ក្ស (Oz) គឺ៖
i⃗ = (1,0,0)ក . j⃗ = (0,1,0)ខ . k⃗ = (0,0,1)គ . 0⃗ = (0,0,0)ឃ .

៣០ . ម៉ូឌុលៃនវុចិទ័រ u⃗ = (1,−2,2) គឺ៖
3ក . 9ខ .

√
5គ . 5ឃ .

៣១ . ម៉ូឌុលៃនវុចិទ័រ v⃗ = (0,−3,4) គឺ៖
5ក . 7ខ . 25គ .

√
7ឃ .

៣២ . វុចិទ័រឯកតា្រសបនឹង u⃗ = (3,0,4) គឺ៖(3
5 ,0,

4
5

)ក . (3,0,4)ខ .
(3

7 ,0,
4
7

)គ .
( 3

25 ,0,
4

25

)ឃ .

៣៣ . េបី α,β ,γ ជាមំុរវាងវុចិទ័រ u⃗ ជាមួយអ័ក្ស Ox,Oy,Oz េនាះទំនាក់ទំនង្រតឹម្រត�វគឺ៖

cosα + cosβ + cosγ = 1ក . cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1ខ .

sin2 α + sin2 β + sin2 γ = 1គ . cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 0ឃ .

៣៤ . ទំនាក់ទំនងរវាង sin2 α + sin2 β + sin2 γ េស្មីនឹង៖
1ក . 2ខ . 3គ . 0ឃ .

៣៥ . ទិសេដកូសុីនុសៃនវុចិទ័រ u⃗ = (1,2,2) គឺ៖
cosα = 1

3 ,cosβ = 2
3 ,cosγ = 2

3
ក . cosα = 1,cosβ = 2,cosγ = 2ខ .

cosα = 1
9 ,cosβ = 2

9 ,cosγ = 2
9

គ . cosα = 1√
5
,cosβ = 2√

5
,cosγ = 0ឃ .

៣៦ . ទិសេដកូសុីនុសៃនវុចិទ័រ i⃗ = (1,0,0) គឺ៖
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cosα = 1,cosβ = 0,cosγ = 0ក . cosα = 0,cosβ = 1,cosγ = 0ខ .

cosα = 0,cosβ = 0,cosγ = 1គ . cosα = 1√
3
,cosβ = 1√

3
,cosγ = 1√

3
ឃ .

៣៧ . េបី cosα = 1
2 និង cosβ = 1

2 េនាះតៃម្ល cos2 γ េស្មីនឹង៖
1
2

ក . 1
4

ខ . 3
4

គ . 0ឃ .

៣៨ . េបី cosα =
√

2
2 និង cosβ = 1

2 េហយី γ ជាមំុ្រស�ច េនាះ γ េស្មីនឹង៖
30◦ក . 45◦ខ . 60◦គ . 90◦ឃ .

៣៩ . វុចិទ័រ u⃗ បេង្កីតបានមំុេស្មីៗគា្ន ជាមួយអ័ក្សកូអរេដាេនទាងំបី។ តៃម្ល |cosα| គឺ៖
1
3

ក . 1√
3

ខ .
√

3
2

គ . 1
2

ឃ .

៤០ . ទិសេដកូសុីនុសៃនវុចិទ័រ v⃗ = (0,0,−5) គឺ៖
cosα = 0,cosβ = 0,cosγ =−1ក . cosα = 0,cosβ = 0,cosγ = 1ខ .

cosα = 0,cosβ =−5,cosγ = 0គ . cosα = 1,cosβ = 0,cosγ =−1ឃ .

៤១ . េបី u⃗ មានទិសេដកូសុីនុស (cosα,cosβ ,cosγ) េនាះវុចិទ័រ e⃗ = (cosα,cosβ ,cosγ)ជា៖
វុចិទ័រសូន្យក . វុចិទ័រឯកតា (∥⃗e∥= 1)ខ .

វុចិទ័រមានម៉ូឌុលេស្មី 3គ . វុចិទ័រគា្ម នទិសេដឃ .

៤២ . រកទិសេដកូសុីនុសៃន −→
AB ែដល A(1,1,1) និង B(2,3,3) ៖(1

3 ,
2
3 ,

2
3

)ក . (1,2,2)ខ .(1
9 ,

2
9 ,

2
9

)គ .
(

1√
3
, 2√

3
, 2√

3

)
ឃ .

៤៣ . េបី α = 60◦,β = 60◦ េនាះមំុ γ អាចមានតៃម្ល៖
45◦ ឬ 135◦ក . 30◦ ឬ 150◦ខ . 60◦ ឬ 120◦គ . 90◦ឃ .

៤៤ . វុចិទ័រមួយស្ថិតក្នុងប្លង់ (Oxy)។ ទិសេដកូសីុនុស cosγ របស់វាេស្មីនឹង៖

1ក . 0ខ . −1គ . 1
2

ឃ .

៤៥ . វុចិទ័រមួយ្រសបនឹងអ័ក្ស (Oy) និងមានទិសេដដូចគា្ន ។ មុំ α,β ,γ េរៀងគា្ន គឺ៖
90◦,0◦,90◦ក . 0◦,90◦,90◦ខ .

90◦,90◦,0◦គ . 0◦,0◦,0◦ឃ .

៤៦ . និយមន័យផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ គឺ៖
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u⃗ · v⃗ = ∥⃗u∥∥⃗v∥sinθក . u⃗ · v⃗ = ∥⃗u∥∥⃗v∥cosθខ .

u⃗ · v⃗ = ∥⃗u∥+ ∥⃗v∥គ . u⃗ · v⃗ = ∥⃗u∥∥⃗v∥ tanθឃ .

៤៧ . េបី ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 4 និងមុំ θ = 60◦ េនាះ u⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
6ក . 12ខ . 6

√
3គ . 3ឃ .

៤៨ . េបី ∥⃗u∥= 5, ∥⃗v∥= 2 និងមុំ θ = 90◦ េនាះ u⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
10ក . 0ខ . 5គ . −10ឃ .

៤៩ . េបី ∥⃗u∥= 4, ∥⃗v∥= 3 និងមុំ θ = 180◦ េនាះ u⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
12ក . −12ខ . 0គ . 7ឃ .

៥០ . េបី ∥⃗u∥= 6, ∥⃗v∥=
√

2 និងមំុ θ = 45◦ េនាះ u⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
6ក . 6

√
2ខ . 12គ . 3ឃ .

៥១ . ផលគុណសា្ក ែល u⃗ · u⃗ េស្មីនឹង៖
∥⃗u∥ក . ∥⃗u∥2ខ . 2∥⃗u∥គ . 0ឃ .

៥២ . េបី u⃗ · v⃗ > 0 េនាះមុំ θ រវាងវុចិទ័រទាងំពីរជា៖
មុំែកងក . មំុ្រស�ច (0◦≤ θ < 90◦)ខ . មំុទាល (90◦< θ ≤ 180◦)គ . មំុរាបឃ .

៥៣ . េបី u⃗ · v⃗ < 0 េនាះមុំ θ រវាងវុចិទ័រទាងំពីរជា៖
មុំែកងក . មំុ្រស�ចខ . មំុទាល (90◦< θ ≤ 180◦)គ . មំុសូន្យឃ .

៥៤ . តៃម្លអតិបរមាៃន u⃗ · v⃗ គឺេស្មីនឹង៖
∥⃗u∥∥⃗v∥ក . 0ខ . −∥⃗u∥∥⃗v∥គ . 1ឃ .

៥៥ . តៃម្លអប្បបរមាៃន u⃗ · v⃗ គឺេស្មីនឹង៖
0ក . −∥⃗u∥∥⃗v∥ខ . ∥⃗u∥∥⃗v∥គ . −1ឃ .

៥៦ . ស្រមាប់្រគប់វុចិទ័រ u⃗ ផលគុណសា្ក ែល u⃗ · 0⃗ េស្មីនឹង៖
0⃗ក . 0ខ . 1គ . ∥⃗u∥ឃ .

៥៧ . េបី ∥⃗u∥= 2, ∥⃗v∥= 5 និង u⃗ · v⃗ = 5 េនាះមំុ θ េស្មីនឹង៖
30◦ក . 45◦ខ . 60◦គ . 90◦ឃ .

៥៨ . េបី ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 2 និង u⃗ · v⃗ =−3
√

3 េនាះមំុ θ េស្មីនឹង៖
120◦ក . 135◦ខ . 150◦គ . 180◦ឃ .
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៥៩ . លក្ខណៈ្រតឡប់ៃនផលគុណសា្ក ែលគឺ៖
u⃗ · v⃗ = v⃗ · u⃗ក . u⃗ · v⃗ =−(⃗v · u⃗)ខ .

u⃗ · v⃗ = 1
v⃗·⃗uគ . u⃗ · v⃗ = ∥⃗v · u⃗∥ឃ .

៦០ . លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់ និង្រគប់្រគាន់េដីម្បឱី្យ u⃗ ⊥ v⃗ (⃗u, v⃗ ̸= 0⃗) គឺ៖
u⃗ · v⃗ = 1ក . u⃗ · v⃗ = 0ខ . u⃗ = k⃗vគ . ∥⃗u∥= ∥⃗v∥ឃ .

៦១ . កេន�ម (⃗u+ v⃗)2 េស្មីនឹង៖
∥⃗u∥2 + ∥⃗v∥2ក . ∥⃗u∥2 + 2⃗u · v⃗+ ∥⃗v∥2ខ .

∥⃗u∥2 − 2⃗u · v⃗+ ∥⃗v∥2គ . 2∥⃗u∥+2∥⃗v∥ឃ .

៦២ . កេន�ម (⃗u− v⃗)2 េស្មីនឹង៖
∥⃗u∥2 −∥⃗v∥2ក . ∥⃗u∥2 − 2⃗u · v⃗+ ∥⃗v∥2ខ .

∥⃗u∥2 + 2⃗u · v⃗+ ∥⃗v∥2គ . (∥⃗u∥− ∥⃗v∥)2ឃ .

៦៣ . កេន�ម (⃗u+ v⃗) · (⃗u− v⃗) េស្មីនឹង៖
∥⃗u∥2 −∥⃗v∥2ក . 0ខ . ∥⃗u∥2 + ∥⃗v∥2គ . 2⃗u · v⃗ឃ .

៦៤ . េបី ∥⃗u+ v⃗∥= ∥⃗u− v⃗∥ េនាះេគទាញបាន៖
u⃗ ⊥ v⃗ក . u⃗ ∥ v⃗ខ . ∥⃗u∥= ∥⃗v∥គ . u⃗ = v⃗ឃ .

៦៥ . េបី ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 4 និង u⃗ ⊥ v⃗ េនាះ ∥⃗u+ v⃗∥ េស្មីនឹង៖
7ក . 5ខ . 1គ . 25ឃ .

៦៦ . េបី ∥⃗u∥= 2, ∥⃗v∥= 3 និង u⃗ · v⃗ = 1 េនាះ ∥⃗u+ v⃗∥2 េស្មីនឹង៖
13ក . 15ខ . 14គ . 16ឃ .

៦៧ . េបី ∥⃗u∥= 1, ∥⃗v∥= 2 និង ∥⃗u+ v⃗∥=
√

7 េនាះ u⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
1ក . 2ខ . 1

2
គ . 3ឃ .

៦៨ . ក្នុងេគាលអរតូណរម៉ាល់ (⃗i, j⃗,⃗k) ផលគុណ i⃗ · j⃗ េស្មីនឹង៖

1ក . 0ខ . k⃗គ . −1ឃ .

៦៩ . ក្នុងេគាលអរតូណរម៉ាល់ (⃗i, j⃗,⃗k) ផលគុណ k⃗ ·⃗ k េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . k⃗គ . −1ឃ .

៧០ . តៃម្លៃន i⃗ ·⃗ i+ j⃗ · j⃗+ k⃗ ·⃗ k គឺ៖
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1ក . 2ខ . 3គ . 0ឃ .

៧១ . េគឱ្យ u⃗ = (x,y,z) និង v⃗ = (x′,y′,z′)។ កេន�មវភិាគៃន u⃗ · v⃗ គឺ៖
xx′+ yy′+ zz′ក . xy′+ yz′+ zx′ខ .

(x+ x′)+(y+ y′)+(z+ z′)គ .
√

x2 + y2 + z2 ·
√

x′2 + y′2 + z′2ឃ .

៧២ . េគឱ្យ u⃗ = (1,2,3) និង v⃗ = (4,−1,2)។ ផលគុណសា្ក ែល u⃗ · v⃗ គឺ៖
8ក . 6ខ . 12គ . 4ឃ .

៧៣ . េគឱ្យ u⃗ = (2,−3,1) និង v⃗ = (3,1,−2)។ ផលគុណសា្ក ែល u⃗ · v⃗ គឺ៖

1ក . 0ខ . −1គ . 7ឃ .

៧៤ . េគឱ្យ u⃗ = (m,2,−1) និង v⃗ = (3,−1,4)។ រក m េដីម្បឱី្យ u⃗ ⊥ v⃗ ៖
m = 2ក . m =−2ខ . m = 6គ . m = 1ឃ .

៧៥ . េគឱ្យ u⃗ = (1,−3,2) និង v⃗ = (2,k,4)។ រក k េដីម្បឱី្យ u⃗ ⊥ v⃗ ៖
k = 10

3
ក . k =−10

3
ខ . k = 3គ . k = 4ឃ .

៧៦ . េគឱ្យ A(1,0,2),B(2,1,3),C(0,2,1)។ ផលគុណសា្ក ែល −→
AB ·−→AC េស្មីនឹង៖

0ក . 1ខ . 2គ . −1ឃ .

៧៧ . ពីសំណួរខាងេលី ្រតីេកាណ ABC ជា្របេភទ្រតីេកាណអ្វី?
្រតីេកាណែកង្រតង់ Aក . ្រតីេកាណសមបាតខ . ្រតីេកាណសម័ង្សគ . ្រតីេកាណែកង្រតង់ Bឃ .

៧៨ . គណនាមុំ θ រវាងវុចិទ័រ u⃗ = (1,1,0) និង v⃗ = (0,1,1) ៖
30◦ក . 45◦ខ . 60◦គ . 90◦ឃ .

៧៩ . គណនាកូសីុនុសៃនមុំរវាង u⃗ = (1,2,2) និង v⃗ = (2,1,−2) ៖
0ក . 1

9
ខ . 2

9
គ . −2

9
ឃ .

៨០ . វុចិទ័រពីរ u⃗ = (1,2,2) និង v⃗ = (2,1,−2) ៖
ែកងគា្នក . ្រសបគា្នខ . មានទិសេដផ្ទុយគា្នគ . មាន្របែវងេស្មីគា្ន និង

ែកងគា្ន
ឃ .

៨១ . ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច A(1,2,3) និង B(3,0,2) គឺ៖
3ក . 9ខ .

√
5គ .

√
7ឃ .

៨២ . ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច M(−1,3,2) និង N(2,−1,2) គឺ៖



៨ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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ល
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5ក . 25ខ .
√

7គ .
√

41ឃ .

៨៣ . ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច P(0,0,0) និង Q(2,−3,6) គឺ៖
7ក . 49ខ . 5គ .

√
13ឃ .

៨៤ . រកតៃម្ល x េបីចមា្ង យរវាង A(x,1,2) និង B(1,1,2) េស្មីនឹង 3 ៖
x = 4 ឬ x =−2ក . x = 2 ឬ x =−4ខ . x = 3 ឬ x =−3គ . x = 1ឃ .

៨៥ . េគឱ្យ u⃗ = (1,1,1) និង v⃗ = (1,−1,0)។ មុំរវាង u⃗ និង v⃗ គឺ៖
0◦ក . 45◦ខ . 60◦គ . 90◦ឃ .

៨៦ . េគឱ្យ u⃗ = (2,0,0) និង v⃗ = (1,1,0)។ មុំរវាង u⃗ និង v⃗ គឺ៖
30◦ក . 45◦ខ . 60◦គ . 90◦ឃ .

៨៧ . េគឱ្យ u⃗ = (1,0,1) និង v⃗ = (−1,0,1)។ ផលគុណសា្ក ែល u⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
0ក . 2ខ . −2គ . 1ឃ .

៨៨ . េបី u⃗ = (2,−1,3) េនាះ ∥⃗u∥2 េស្មីនឹង៖
14ក .

√
14ខ . 4គ . 12ឃ .

៨៩ . កូអរេដាេនចំណុចកណា្ត ល I ៃនអង្កត់ [AB] ែដល A(1,2,3) និង B(3,4,5) គឺ៖
(2,3,4)ក . (4,6,8)ខ . (1,1,1)គ . (2,2,2)ឃ .

៩០ . កូអរេដាេនចំណុចកណា្ត ល I ៃនអង្កត់ [AB] ែដល A(−3,5,2) និង B(1,−1,4) គឺ៖
(−1,2,3)ក . (−2,4,6)ខ . (2,3,1)គ . (−1,3,2)ឃ .

៩១ . េបី I(2,1,−1)ជាចំណុចកណា្ត លៃន [AB] េហយី A(1,3,0) េនាះកូអរេដាេនៃន B គឺ៖
(3,−1,−2)ក . (3,4,−1)ខ . (1.5,2,−0.5)គ . (0,−2,−1)ឃ .

៩២ . េបី M(0,2,4)ជាចំណុចកណា្ត លៃន [AB] េហយី B(2,−1,3) េនាះកូអរេដាេនៃន A គឺ៖
(−2,5,5)ក . (2,1,7)ខ . (−1,3,5)គ . (1,0.5,3.5)ឃ .

៩៣ . ទី្របជំុទម្ងន់ G ៃន្រតីេកាណ ABC ែដល A(1,2,0),B(3,0,4),C(2,4,5) គឺ៖
(2,2,3)ក . (6,6,9)ខ . (3,3,4.5)គ . (1,1,1.5)ឃ .

៩៤ . ទី្របជំុទម្ងន់ G ៃន្រតីេកាណ ABC ែដល A(−1,3,2),B(4,1,−5),C(0,−1,3) គឺ៖
(1,1,0)ក . (3,3,0)ខ . (1,1,1)គ . (0,1,1)ឃ .

៩៥ . ចំណុច M េនេលីអង្កត់ [AB] ែដល −→
AM = 1

2
−→
MB មានន័យថា៖
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េម
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នទ
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េម
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ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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M ជាចំណុចកណា្ត លៃន [AB]ក . M ែចក [AB]តាមផលេធៀប AM
MB = 1

2
ខ .

A ជាចំណុចកណា្ត លៃន [MB]គ . B ជាចំណុចកណា្ត លៃន [AM]ឃ .

៩៦ . េគឱ្យ A(1,2,3) និង B(4,5,6)។ ចំណុច M ែចក [AB]តាមផលេធៀប −→
AM = 2

−→
MB មានកូអរេដាេន៖

(3,4,5)ក . (2,3,4)ខ . (5,6,7)គ . (2.5,3.5,4.5)ឃ .

៩៧ . ទី្របជំុទម្ងន់ G ៃនេត្រតាែអត ABCD កំណត់េដាយរូបមន្ត៖
O⃗G = O⃗A+O⃗B+O⃗C+O⃗D

4
ក . O⃗G = O⃗A+O⃗B+O⃗C+O⃗D

3
ខ .

O⃗G = O⃗A+O⃗B+O⃗C
3

គ . O⃗G = O⃗A+ O⃗B+ O⃗C+ O⃗Dឃ .

៩៨ . េគឱ្យ A(1,0,1),B(0,2,1),C(2,1,0),D(1,1,2)។ ទី្របជំុទម្ងន់ G ៃនេត្រតាែអត ABCD គឺ៖
(1,1,1)ក . (4,4,4)ខ . (2,2,2)គ . (0.5,0.5,0.5)ឃ .

៩៩ . ចំណុច M ស្ថិតេនេលីប្លង់ (Oxy) េស្មីចមា្ង យពីចំណុច A(1,2,3) និង B(1,2,−3) ៖
្រគប់ចំណុច M(x,y,0) សុទ្ធែតេស្មីចមា្ង យពី A និង
B

ក . គា្ម នចំណុចណាមួយេឡយីខ .

មានែតចំណុច (1,2,0) មួយគត់គ . មានែតគល់ត្រម�យ O(0,0,0) មួយគត់ឃ .

១០០ . ចំណុច C ស្ថិតេនេលីអ័ក្ស (Oz) ែដលេស្មីចមា្ង យពី A(2,−1,0) និង B(0,1,2)មានកូអរេដាេន៖

(0,0, 3
4)ក . (0,0, 1

2)ខ . (0,0,1)គ . (0,0,2)ឃ .
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លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . េគឲ្យ u⃗ = (4,−2,5) និង v⃗ = (7,9,−8)។ រកវុចិទ័រ x⃗ ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម៖

ក . 2⃗u+ x⃗ = 3⃗v ខ . 4⃗x− u⃗ = 3⃗u− 4⃗v+ 2⃗x។

ដំេណាះ្រសាយ



26 េមេរៀនទី ១ េមេរៀនទី១ វុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

២ . េគឲ្យ u⃗ = (1,1,0), v⃗ = (1,0,1), w⃗ = (0,1,1) និង p⃗ = (5,6,7)។
បងា្ហ ញថា p⃗ ជាទ្រមង់ p⃗ = l⃗u+ m⃗v+nw⃗។

ដំេណាះ្រសាយ
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៣ . រកទិសេដកូសុីនុសៃនវុចិទ័រខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = (3,−4,5) ខ . v⃗ = (−3,2,2
√

3)។

ដំេណាះ្រសាយ
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េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៤ . េគឲ្យវុចិទ័រ u⃗ = (2,−1,5), v⃗ = (3x,5,4y−2) និង w⃗ = (z−1,2,z+1)។
ក . រកតៃម្ល x និង y ែដល u⃗ ∥ v⃗។
ខ . រកតៃម្ល z ែដល u⃗ ⊥ w⃗។

ដំេណាះ្រសាយ
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៥ . រកតៃម្ល x,y និង z ែដលវុចិទ័រ u⃗ = (x,4,6), v⃗ = (2,y,6) និង w⃗ = (2,4,z) ែកងគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ
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េម
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េម
េរៀ
នទ
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ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៦ . េគឲ្យ u⃗ = (1,2,−3), v⃗ = (2,−1,−2) និង w⃗ = (1,−3,1)។ េបីវុចិទ័រ x⃗ = (x1,x2,x3) អរតូកូណាល់នឹងវុចិទ័រ u⃗, v⃗

និង w⃗។ រក x1,x2,x3 ែដល x⃗ ̸= 0។

ដំេណាះ្រសាយ
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៧ . េគឲ្យ u⃗ = (2,−2,1) និង v⃗ = (2,3,−4)។ តាង v⃗− k⃗u = w⃗ ែដល k ជាចំនួនពិត។ េបី w⃗ និង u⃗ ែកងគា្ន ។ កំណត់
តៃម្ល k និង w⃗។

ដំេណាះ្រសាយ
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េម
េរៀ
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េម
េរៀ
នទ
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វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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៨ . េគឲ្យចំណុច A(0,3,0),B(0,1,−2) និង C(2,3,−2)។ េតី △ABC ជា្របេភទ្រតីេកាណអ្វី?

ដំេណាះ្រសាយ
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៩ . (⃗i, j⃗,⃗k)ជាេគាលអរតូណរម៉ាល់មួយ។ គណនា u⃗ · v⃗, v⃗ · w⃗, w⃗ · u⃗ ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . u⃗ = (1+

√
2)⃗i+

√
3 j⃗, v⃗ = (1−

√
2)⃗i− k⃗, w⃗ =

√
3 j⃗+ k⃗

ខ . u⃗ =
2
3

i⃗− 1
6

j⃗+
1
2

k⃗, v⃗ =
1
2

i⃗−2 j⃗+
2
5

k⃗, w⃗ = i⃗+ k⃗

ដំេណាះ្រសាយ
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ក្ន ុង
ល
ំហ

១០ . SABCD ជាពីរ៉ាមីតែដលមានបាតជាកាេរមានកំពូល S និង ្រទនុងមានរងា្វ ស់
a េស្មីគា្ន ទាងំអស់។ គណនាផលគុណសា្ក ែលខាងេ្រកាមេនះជាអនុគមន៍ៃន
a ៖
ក .

−→
SA ·−→SB

ខ .
−→
SA ·−→SC

គ .
−→
SA ·−→AC

S

A

B

C

D

ដំេណាះ្រសាយ



៨ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី១

េម
េរៀ
នទ
ី១
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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១១ . េគឱ្យរង្វង់ (C)មានអង្កត់ផ្ចិត [AB] េនក្នុងប្លង់ (α)។ បនា្ទ ត់ (L) ែកងប្លង់
(α) ្រតង់ A។យក Pជាចំណុចមួយេនេលីបនា្ទ ត់ (L)។ បងា្ហ ញថា ចំេពាះ
្រគប់ចំណុច M ∈ (C) េគបាន −→

PM ·−→MB = 0។

(α)

(C)

(L)
P

A
B

M

ដំេណាះ្រសាយ



េមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុិចទ័រក្នងុលហំេមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុិចទ័រក្នងុលហំ

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២២

១ ផលគុណៃនពីរវុិចទ័រក្នងុលហំ

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ −→u (ux,uy,uz) និង −→v (vx,vy,vz) គឺកំណត់េដាយ

−→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

ux uy uz

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣uy uz

vy vz

∣∣∣∣∣∣−→i −

∣∣∣∣∣∣ux uz

vx vz

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣ux uy

vx vy

∣∣∣∣∣∣−→k
= (uyvz − vyuz)

−→
i − (uxvz − vxuz)

−→
j +(uxvy − vxuy)

−→
k

x

y

z

O
i⃗ j⃗

k⃗

S = |⃗u× v⃗|u⃗

v⃗
θ

u⃗× v⃗

• −→u ×−→v អរតូកូណាល់(ែកង)េទនឹង −→u ផង និង −→v ផង

• |−→u ×−→v |= |−→u | · |−→v |sinθ

36



១ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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• −→u ×−→v =
−→
0 េគបាន −→u និង −→v ជាវុចិទ័រកូលីេនែអ៊រនឹងគា្ន (្រសបគា្ន )

• A,B,C ជាបីចំណុចក្នុងលំហ៖

– េបី
∣∣∣−→AB×−→

AC
∣∣∣= 0 េគបាន ចំណុច A,B,C ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ

– េបី
∣∣∣−→AB×−→

AC
∣∣∣ ̸= 0 េគបាន ចំណុច A,B,C មិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ

• |−→u ×−→v |= ៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាម

• 1
2 |
−→u ×−→v |= ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ

លហំាត់គំរ ូ ១

េគឱ្យ −→u =
−→
i −2

−→
j +

−→
k និង −→v = 3

−→
i +

−→
j −2

−→
k ។ រកវុចិទ័រ

ក . −→u ×−→v ខ . −→v ×−→u គ . −→v ×−→v

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន −→u =

−→
i −2

−→
j +

−→
k = (1,−2,1) និង −→v = 3

−→
i +

−→
j −2

−→
k = (3,1,−2) ៖

ក . រក −→u ×−→v ៖

−→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 −2 1

3 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣−2 1

1 −2

∣∣∣∣∣∣−→i −

∣∣∣∣∣∣1 1

3 −2

∣∣∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣∣∣1 −2

3 1

∣∣∣∣∣∣−→k

= (4−1)
−→
i − (−2−3)

−→
j +(1− (−6))

−→
k = 3

−→
i +5

−→
j +7

−→
k = (3,5,7)

ខ . រក −→v ×−→u ៖
តាមលក្ខណៈ្រតឡប់ៃនផលគុណវុចិទ័រ េយងីបាន៖

−→v ×−→u =−(−→u ×−→v ) =−(3
−→
i +5

−→
j +7

−→
k ) =−3

−→
i −5

−→
j −7

−→
k = (−3,−5,−7)

គ . រក −→v ×−→v ៖
ផលគុណៃនវុចិទ័រមួយជាមួយខ្លួនវាផា្ទ ល់ ែតងែតេស្មីនឹងវុចិទ័រសូន្យ៖

−→v ×−→v =
−→
0 = (0,0,0)



38 េមេរៀនទី ២ េមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

លហំាត់គំរ ូ ២

េគឱ្យ −→u =
√

2
−→
i +

√
3
−→
j + 2

−→
k និង −→v = −−→

i +
−→
j ។ គណនា −→u ×−→v និង −→v ×−→v រចួគណនា |−→u ×−→v | និង

|−→v ×−→v | រចួេធ្វីេសចក្តីសន្និដា្ឋ ន។

ដំេណាះ្រសាយ
េគមាន −→u = (

√
2,
√

3,2) និង −→v = (−1,1,0) ៖

• គណនា −→u ×−→v ៖

−→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

√
2

√
3 2

−1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (0−2)
−→
i − (0− (−2))

−→
j +(

√
2− (−

√
3))

−→
k

=−2
−→
i −2

−→
j +(

√
2+

√
3)
−→
k = (−2,−2,

√
2+

√
3)

• គណនា −→v ×−→v ៖

−→v ×−→v =
−→
0 = (0,0,0)

• គណនា |−→u ×−→v | ៖

|−→u ×−→v |=
√
(−2)2 +(−2)2 +(

√
2+

√
3)2 =

√
4+4+(2+2

√
6+3) =

√
13+2

√
6

• គណនា |−→v ×−→v | ៖

|−→v ×−→v |= |−→0 |= 0

• េសចក្តីសន្និដា្ឋ ន៖

– ផលគុណៃនវុចិទ័រមួយជាមួយខ្លួនវាផា្ទ ល់ ែតងែតេស្មីនឹងវុចិទ័រសូន្យ −→v ×−→v =
−→
0 និងមានម៉ូឌុលេស្មី 0។

– វុចិទ័រ −→u ×−→v ជាវុចិទ័រមួយែដលែកង (អរតូកូណាល់) េទនឹងវុចិទ័រទាងំពីរ −→u និង −→v ។



២ លក្ខណៈផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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២ លក្ខណៈផលគុណៃនពីរវុិចទ័រ

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េបី −→u ; −→v ; −→w ជាវុចិទ័រក្នុងលំហ េហយី c ∈ R េគបាន៖

• −→u ×−→v =−(−→v ×−→u )

• −→u × (−→v +−→w ) = (−→u ×−→v )+(−→u ×−→w )

• c(−→u ×−→v ) = (c−→u )×−→v =−→u × (c−→v )

• −→u ×−→
O =

−→
O ×−→u =

−→
O

• −→u ×−→u =
−→
O

• −→u · (−→v ×−→w ) = (−→u ×−→v ) ·−→w

៣ ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុិចទ័រ

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រ −→u (ux,uy,uz) ; −→v (vx,vy,vz) ; −→w (wx,wy,wz) គឺជាចំនួនពិតែដលកំណត់េដាយ

−→u · (−→v ×−→w ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= ux

∣∣∣∣∣∣vy vz

wy wz

∣∣∣∣∣∣−uy

∣∣∣∣∣∣vx vz

wx wz

∣∣∣∣∣∣+uz

∣∣∣∣∣∣vx vy

wx wy

∣∣∣∣∣∣
• េបី −→u · (−→v ×−→w ) = 0 េគបាន −→u ,−→v ,−→w ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ
• េបី −→u · (−→v ×−→w ) ̸= 0 េគបាន −→u ,−→v ,−→w មិនស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ េហយីទាញបាន៖

– មាឌ្របេលពីែប៉តសង់េលីវុចិទ័រ −→u ,−→v ,−→w គឺ V = |−→u · (−→v ×−→w )|

– មាឌេត្រតាែអតគឺ V =
|−→u · (−→v ×−→w )|

6
(េត្រតាែអត = ចតុមុខ)

• ចំេពាះបួនចំណុច A,B,C,D ក្នុងលំហ (មិនស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ) េគបាន៖
– មាឌ្របេលពីែប៉តសង់េលីវុចិទ័រ −→AB,

−→
AC,

−→
AD គឺ V =

∣∣∣−→AB ·
(−→

AC×−→
AD
)∣∣∣

– មាឌេត្រតាែអត ABCD គឺ VABCD =

∣∣∣−→AB ·
(−→

AC×−→
AD
)∣∣∣

6
– េបី B ជាកំពូលៃនេត្រតាែអត និងបាតជា្រតីេកាណ ACD េគបាន៖

VABCD =
1
3
·S∆ACD ·h =⇒ h = d(B,(ACD)) =

3VABCD

S∆ACD
=

∣∣∣−→AB ·
(−→

AC×−→
AD
)∣∣∣∥∥∥−→AC×−→

AD
∥∥∥



40 េមេរៀនទី ២ េមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៤ សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (Multiple Choice Questions)

ចូរបញ្ជ ក់ចេម្លីយ្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក, ខ, គ, និង ឃ ៖

១ . ក្នុងេគាលអរតូណរម៉ាល់ (⃗i, j⃗,⃗k) ផលគុណ i⃗× j⃗ េស្មីនឹង៖

k⃗ក . −⃗kខ . 0⃗គ . 1ឃ .

២ . ផលគុណវុចិទ័រ j⃗× i⃗ េស្មីនឹង៖
k⃗ក . −⃗kខ . 0⃗គ . −1ឃ .

៣ . ផលគុណវុចិទ័រ j⃗× k⃗ េស្មីនឹង៖
−⃗iក . i⃗ខ . 0⃗គ . 1ឃ .

៤ . ផលគុណវុចិទ័រ k⃗× j⃗ េស្មីនឹង៖
i⃗ក . 0⃗ខ . −⃗iគ . −1ឃ .

៥ . ផលគុណវុចិទ័រ k⃗× i⃗ េស្មីនឹង៖
− j⃗ក . 0⃗ខ . 1គ . j⃗ឃ .

៦ . ផលគុណវុចិទ័រ i⃗× k⃗ េស្មីនឹង៖
− j⃗ក . j⃗ខ . 0⃗គ . −1ឃ .

៧ . ផលគុណៃនវុចិទ័រមួយជាមួយខ្លួនវាផា្ទ ល់ u⃗× u⃗ ែតងែតេស្មីនឹង៖

0ក . 0⃗ខ . ∥⃗u∥2គ . u⃗ឃ .

៨ . ផលគុណវុចិទ័រ i⃗× i⃗ េស្មីនឹង៖
1ក . k⃗ខ . 0⃗គ . 0ឃ .

៩ . ផលគុណវុចិទ័រៃនពីរវុចិទ័រ u⃗× v⃗ ជា៖
ចំនួនពិត (សា្ក ែល)ក . ៃផ្ទ្រកឡាខ .

មុំមួយគ . វុចិទ័រមួយឃ .

១០ . វុចិទ័រ u⃗× v⃗ មានទិសេដ៖
ែកងនឹង u⃗ ផង និងែកងនឹង v⃗ ផងក . ្រសបនឹង u⃗ខ .

្រសបនឹង v⃗គ . ស្ថិតក្នុងប្លង់កំណត់េដាយ u⃗ និង v⃗ឃ .

១១ . េគឱ្យ u⃗ = (1,0,0) និង v⃗ = (0,1,0)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
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(0,0,−1)ក . (0,0,1)ខ . (1,1,0)គ . (0,0,0)ឃ .

១២ . េគឱ្យ u⃗ = (2,0,0) និង v⃗ = (0,3,0)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(0,0,−6)ក . (6,0,0)ខ . (0,0,6)គ . (0,6,0)ឃ .

១៣ . េគឱ្យ u⃗ = (1,2,0) និង v⃗ = (0,0,1)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(−2,1,0)ក . (2,1,0)ខ . (0,0,2)គ . (2,−1,0)ឃ .

១៤ . េគឱ្យ u⃗ = (1,1,1) និង v⃗ = (1,1,1)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(0,0,0)ក . (1,1,1)ខ . (3,3,3)គ . 3ឃ .

១៥ . េគឱ្យ u⃗ = (1,−1,2) និង v⃗ = (2,1,−1)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(1,−5,−3)ក . (−1,5,3)ខ . (−1,3,5)គ . (3,5,−1)ឃ .

១៦ . េគឱ្យ u⃗ = (2,−3,1) និង v⃗ = (1,−2,1)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(1,1,1)ក . (−1,1,−1)ខ . (−1,−1,−1)គ . (1,−1,1)ឃ .

១៧ . េគឱ្យ u⃗ = (3,2,−1) និង v⃗ = (1,0,2)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(4,7,−2)ក . (−4,7,2)ខ . (2,−7,−2)គ . (4,−7,−2)ឃ .

១៨ . េគឱ្យ u⃗ = (0,1,2) និង v⃗ = (3,−1,0)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(2,6,−3)ក . (−2,−6,3)ខ . (2,−6,−3)គ . (−2,6,−3)ឃ .

១៩ . ផលគុណសា្ក ែល (⃗u× v⃗) · u⃗ េស្មីនឹង៖
1ក . 0ខ . ∥⃗u∥2គ . ∥⃗u× v⃗∥ឃ .

២០ . ផលគុណសា្ក ែល (⃗u× v⃗) · v⃗ េស្មីនឹង៖
1ក . ∥⃗v∥2ខ . 0គ . −∥⃗v∥2ឃ .

២១ . វុចិទ័រមួយែដលែកងនឹង u⃗ = (1,0,0) និង v⃗ = (0,2,0) គឺ៖
(1,2,0)ក . (2,0,0)ខ . (0,1,0)គ . (0,0,5)ឃ .

២២ . វុចិទ័រឯកតាែដលែកងនឹង i⃗ និង j⃗ គឺ៖
±⃗kក . i⃗+ j⃗ខ . 0⃗គ . i⃗+ j⃗√

2
ឃ .

២៣ . េគឱ្យ u⃗ = (2,1,0) និង v⃗ = (0,1,2)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(−2,4,−2)ក . (2,−4,2)ខ . (2,4,2)គ . (4,−2,2)ឃ .

២៤ . ម៉ូឌុលៃន u⃗× v⃗ ែដល u⃗ = (2,0,0) និង v⃗ = (0,3,0) គឺ៖
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5ក . 0ខ . 6គ . 13ឃ .

២៥ . េគឱ្យ u⃗ = (1,1,0) និង v⃗ = (1,0,1)។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
(−1,1,1)ក . (1,1,−1)ខ . (0,1,1)គ . (1,−1,−1)ឃ .

២៦ . ម៉ូឌុលៃន u⃗× v⃗ ក្នុងសំណួរខាងេលីគឺ៖
√

3ក . 3ខ . 1គ .
√

2ឃ .

២៧ . េគឱ្យ A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)។ វុចិទ័រ −→AB×−→
AC គឺ៖

(−1,−1,−1)ក . (1,1,1)ខ . (1,−1,1)គ . (0,0,1)ឃ .

២៨ . េគឱ្យ u⃗ = (2,−1,3)។ គណនា u⃗× (2⃗u) ៖
2∥⃗u∥2ក . (4,−2,6)ខ . 0⃗គ . 2ឃ .

២៩ . េបី u⃗× v⃗ = (3,−2,6) េនាះ ∥⃗u× v⃗∥ េស្មីនឹង៖
49ក . 11ខ . 5គ . 7ឃ .

៣០ . េបី u⃗× v⃗ = (0,4,−3) េនាះ ∥⃗u× v⃗∥ េស្មីនឹង៖
5ក . 7ខ . 25គ . 1ឃ .

៣១ . េបី u⃗× v⃗ = (1,2,2) េនាះ v⃗× u⃗ េស្មីនឹង៖
(1,2,2)ក . (−1,−2,−2)ខ . (2,2,1)គ . (0,0,0)ឃ .

៣២ . េគឱ្យ u⃗ = 3⃗i និង v⃗ = 2⃗k។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
6 j⃗ក . 6⃗iខ . −6 j⃗គ . 5⃗kឃ .

៣៣ . េគឱ្យ u⃗ =−2 j⃗ និង v⃗ = 4⃗k។ វុចិទ័រ u⃗× v⃗ គឺ៖
8⃗iក . −8 j⃗ខ . 2⃗iគ . −8⃗iឃ .

៣៤ . វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់កំណត់េដាយ u⃗ = (1,2,0) និង v⃗ = (0,1,1) គឺ៖
(2,−1,1)ក . (−2,1,−1)ខ . (2,1,1)គ . (1,1,1)ឃ .

៣៥ . វុចិទ័រឯកតាណរម៉ាល់ៃនប្លង់កំណត់េដាយ i⃗ និង j⃗+ k⃗ គឺ៖
(0,−1,1)ក .

(
0,− 1√

2
, 1√

2

)
ខ . (1,1,1)គ . (1,0,0)ឃ .

៣៦ . លក្ខណៈ្រតឹម្រត�វៃនផលគុណវុចិទ័រគឺ៖
u⃗× v⃗ = v⃗× u⃗ក . u⃗× v⃗ = u⃗ · v⃗ខ .

−(⃗v× u⃗) = u⃗× v⃗គ . u⃗× v⃗ = u⃗
v⃗

ឃ .
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៣៧ . ទំនាក់ទំនងរវាងម៉ូឌុលផលគុណវុចិទ័រ និងមំុ θ គឺ៖

∥⃗u× v⃗∥= ∥⃗u∥∥⃗v∥cosθក . ∥⃗u× v⃗∥= ∥⃗u∥∥⃗v∥ tanθខ .

∥⃗u× v⃗∥= ∥⃗u∥∥⃗v∥
sinθគ . ∥⃗u× v⃗∥= ∥⃗u∥∥⃗v∥sinθឃ .

៣៨ . លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់ និង្រគប់្រគាន់េដីម្បឱី្យ u⃗ ∥ v⃗ (⃗u, v⃗ ̸= 0⃗) គឺ៖
u⃗× v⃗ = 0⃗ក . u⃗ · v⃗ = 0ខ . u⃗× v⃗ = 1គ . ∥⃗u∥= ∥⃗v∥ឃ .

៣៩ . េបី u⃗ ∥ v⃗ េនាះ ∥⃗u× v⃗∥ េស្មីនឹង៖
1ក . 0ខ . ∥⃗u∥∥⃗v∥គ . −1ឃ .

៤០ . េបី u⃗ ⊥ v⃗ េនាះ ∥⃗u× v⃗∥ េស្មីនឹង៖
0ក . 1

2 ∥⃗u∥∥⃗v∥ខ . ∥⃗u∥∥⃗v∥គ . 1ឃ .

៤១ . ៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាមែដលសង់េលីពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ កំណត់េដាយ៖

S = 1
2 ∥⃗u× v⃗∥ក . S = u⃗ · v⃗ខ .

S = ∥⃗u∥+ ∥⃗v∥គ . S = ∥⃗u× v⃗∥ឃ .

៤២ . ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណែដលសង់េលីពីរវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ កំណត់េដាយ៖
S = 1

2 ∥⃗u× v⃗∥ក . S = ∥⃗u× v⃗∥ខ .

S = 1
6 ∥⃗u× v⃗∥គ . S = 2∥⃗u× v⃗∥ឃ .

៤៣ . ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC កំណត់េដាយរូបមន្ត៖
S = ∥−→AB×−→

AC∥ក . S = 1
2∥
−→
AB×−→

AC∥ខ .

S = 1
6∥
−→
AB×−→

AC∥គ . S = 1
2
−→
AB ·−→ACឃ .

៤៤ . េបី ∥⃗u∥= 4, ∥⃗v∥= 5 និងមុំរវាងវុចិទ័រទាងំពីរគឺ θ = 30◦ េនាះៃផ្ទ្របេលឡូ្រកាមគឺ៖

20ក . 10
√

3ខ . 10គ . 5ឃ .

៤៥ . េបី ∥⃗u∥= 6, ∥⃗v∥= 8 និងមុំ θ = 30◦ េនាះៃផ្ទ្រតីេកាណសង់េលី u⃗ និង v⃗ គឺ៖
24ក . 24

√
3ខ . 48គ . 12ឃ .

៤៦ . ៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាមែដលមានវមិា្រត u⃗ = (2,0,0) និង v⃗ = (0,5,0) គឺ៖

10ក . 5ខ . 20គ . 7ឃ .

៤៧ . ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ែដល −→
AB×−→

AC = (2,−2,1) គឺ៖
3ក . 3

2
ខ . 9គ . 9

2
ឃ .
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៤៨ . ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ែដល −→
AB×−→

AC = (0,6,8) គឺ៖
10ក . 14ខ . 5គ . 7ឃ .

៤៩ . េគឱ្យ A(1,1,0),B(3,1,0),C(1,4,0)។ ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC គឺ៖
6ក . 1.5ខ . 12គ . 3ឃ .

៥០ . េគឱ្យ A(0,0,0),B(2,0,0),C(0,3,0)។ ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC គឺ៖
3ក . 6ខ . 5គ . 1.5ឃ .

៥១ . បីចំណុច A,B,C រត់្រតង់ជួរគា្ន កាលណា៖
−→
AB ·−→AC = 0ក . −→

AB×−→
AC = 0⃗ខ .

−→
AB =

−→
ACគ . ∥−→AB∥= ∥−→AC∥ឃ .

៥២ . េគឱ្យ A(1,2,3),B(2,3,4),C(3,4,5)។ វុចិទ័រ −→AB×−→
AC គឺ៖

(1,1,1)ក . (−1,2,−1)ខ . (0,0,0)គ . (2,2,2)ឃ .

៥៣ . ពីលទ្ធផលសំណួរខាងេលី បញ្ជ ក់ថាបីចំណុច A,B,C ៖
បេង្កីតបាន្រតីេកាណសម័ង្សក . បេង្កីតបាន្រតីេកាណែកងខ .

មិនរត់្រតង់ជួរគា្ន េទគ . រត់្រតង់ជួរគា្នឃ .

៥៤ . កេន�ម (⃗u× v⃗)+ (⃗v× u⃗) េស្មីនឹង៖
0⃗ក . 2(⃗u× v⃗)ខ . 0គ . 2ឃ .

៥៥ . កេន�ម c(⃗u× v⃗) េស្មីនឹង៖
(c⃗u)× (c⃗v)ក . (c⃗u)× v⃗ = u⃗× (c⃗v)ខ .

c2(⃗u× v⃗)គ . c⃗u · v⃗ឃ .

៥៦ . សមភាពឡា�ហ្កង់ (Lagrange's Identity) គឺ៖
∥⃗u× v⃗∥2 = ∥⃗u∥2∥⃗v∥2 +(⃗u · v⃗)2ក . ∥⃗u× v⃗∥= ∥⃗u∥∥⃗v∥− u⃗ · v⃗ខ .

∥⃗u× v⃗∥2 = ∥⃗u∥2∥⃗v∥2 − (⃗u · v⃗)2គ . ∥⃗u× v⃗∥2 = (⃗u · v⃗)2ឃ .

៥៧ . េបី ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 5 និង u⃗ · v⃗ = 9 េនាះ ∥⃗u× v⃗∥ េស្មីនឹង៖
144ក . 6ខ . 15គ . 12ឃ .

៥៨ . េបី ∥⃗u∥= 2, ∥⃗v∥= 4 និង u⃗ · v⃗ = 0 េនាះ ∥⃗u× v⃗∥ េស្មីនឹង៖
8ក . 0ខ . 6គ . 16ឃ .
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៥៩ . េបី ∥⃗u× v⃗∥= 6 និង u⃗ · v⃗ = 8 េនាះ ∥⃗u∥∥⃗v∥ េស្មីនឹង៖
14ក . 10ខ . 100គ . 48ឃ .

៦០ . េគឱ្យ u⃗× v⃗ = w⃗។ ផលគុណសា្ក ែល w⃗ · u⃗+ w⃗ · v⃗ េស្មីនឹង៖
2ក . ∥w⃗∥2ខ . 0គ . 1ឃ .

៦១ . េបី u⃗× v⃗ = 0⃗ និង u⃗ · v⃗ = 0 េដាយ u⃗ ̸= 0⃗ េនាះេគទាញបាន៖
u⃗ = v⃗ក . ∥⃗u∥= ∥⃗v∥ខ . u⃗ ⊥ v⃗គ . v⃗ = 0⃗ឃ .

៦២ . ៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាម ABCD មានកំពូល A(0,0,0),B(1,2,0),D(0,1,3) គឺ៖
√

46ក . 7ខ . 6គ .
√

41ឃ .

៦៣ . ក្នុង្រតីេកាណ ABC កម្ពស់ hA គូសេចញពីកំពូល A មក្រជ�ង BC កំណត់េដាយ៖

hA = 2∥−→AB×−→
AC∥

∥−→BC∥
ក . hA = ∥−→AB×−→

AC∥
∥−→BC∥

ខ .

hA = ∥−→AB·−→AC∥
∥−→BC∥

គ . hA = ∥−→AB×−→
AC∥

2∥−→BC∥
ឃ .

៦៤ . េបី −→
AB×−→

AC = (4,0,3) និង ∥−→BC∥= 5 េនាះកម្ពស់ hA េស្មីនឹង៖
5ក . 2ខ . 1គ . 0.5ឃ .

៦៥ . ៃផ្ទ្រកឡាពហុេកាណេប៉ាងមួយអាចគណនាបានេដាយ៖
យកផលគុណ្រជ�ងទាងំអស់ក . គណនាផលបូក្របែវង្រទនុងទាងំអស់ខ .

គា្ម នរូបមន្តគណនាេទគ . បំែបកពហុេកាណជាបណា្ត ្រតីេកាណរចួបូកៃផ្ទ្រកឡា
្រតីេកាណទាងំេនាះ

ឃ .

៦៦ . ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រ u⃗, v⃗, w⃗ គឺកំណត់េដាយ៖
u⃗ · (⃗v× w⃗)ក . u⃗× (⃗v · w⃗)ខ .

(⃗u · v⃗)× w⃗គ . (⃗u+ v⃗)× w⃗ឃ .

៦៧ . ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រផ្តល់លទ្ធផលជា៖
វុចិទ័រក . ចំនួនពិត (សា្ក ែល)ខ .

ម៉ា្រទីសគ . មំុឃ .

៦៨ . ផលគុណច្រម�ះ i⃗ · ( j⃗× k⃗) េស្មីនឹង៖
0ក . −1ខ . 1គ . i⃗ឃ .

៦៩ . ផលគុណច្រម�ះ j⃗ · (⃗i× k⃗) េស្មីនឹង៖
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េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

1ក . 0ខ . j⃗គ . −1ឃ .

៧០ . ផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗u× v⃗) ែតងែតេស្មីនឹង៖
0ក . 1ខ . ∥⃗u∥2គ . ∥⃗u× v⃗∥ឃ .

៧១ . ផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗v× u⃗) េស្មីនឹង៖
−1ក . 0ខ . 1គ . ∥⃗u∥2ឃ .

៧២ . លក្ខខណ្ឌ ចាបំាច់ និង្រគប់្រគាន់េដីម្បឱី្យបីវុចិទ័រ u⃗, v⃗, w⃗ ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ (កូបា្ល ែណ) គឺ៖

u⃗ · (⃗v× w⃗) = 1ក . u⃗× (⃗v× w⃗) = 0⃗ខ .

u⃗ · (⃗v× w⃗) = 0គ . u⃗+ v⃗+ w⃗ = 0⃗ឃ .

៧៣ . លក្ខខណ្ឌ េដីម្បឱី្យបួនចំណុច A,B,C,D ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ (កូបា្ល ែណ) គឺ៖
−→
AB×−→

AC =
−→
ADក . −→

AB ·−→AC = 0ខ .

∥−→AB∥+∥−→AC∥= ∥−→AD∥គ . −→
AB · (−→AC×−→

AD) = 0ឃ .

៧៤ . េគឱ្យ u⃗ = (1,0,0), v⃗ = (0,2,0), w⃗ = (0,0,3)។ ផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗v× w⃗) គឺ៖
6ក . 5ខ . 0គ . −6ឃ .

៧៥ . មាឌ្របេលពីែប៉តែដលសង់េលីបីវុចិទ័រ u⃗, v⃗, w⃗ គឺ៖
V = 1

6 |⃗u · (⃗v× w⃗)|ក . V = |⃗u · (⃗v× w⃗)|ខ .

V = 1
3 |⃗u · (⃗v× w⃗)|គ . V = u⃗ · (⃗v× w⃗)ឃ .

៧៦ . មាឌេត្រតាែអត (ចតុមុខ) ែដលសង់េលីបីវុចិទ័រ u⃗, v⃗, w⃗ គឺ៖
V = |⃗u · (⃗v× w⃗)|ក . V = 1

3 |⃗u · (⃗v× w⃗)|ខ .

V = 1
6 |⃗u · (⃗v× w⃗)|គ . V = 1

2 |⃗u · (⃗v× w⃗)|ឃ .

៧៧ . មាឌេត្រតាែអត ABCD កំណត់េដាយរូបមន្ត៖

V = |−→AB · (−→AC×−→
AD)|ក . V = 1

3 |
−→
AB · (−→AC×−→

AD)|ខ .

V = 1
4 |
−→
AB · (−→AC×−→

AD)|គ . V = 1
6 |
−→
AB · (−→AC×−→

AD)|ឃ .

៧៨ . ផលេធៀបរវាងមាឌេត្រតាែអត និងមាឌ្របេលពីែប៉តែដលសង់េលីវចិទ័រដូចគា្ន គឺេស្មីនឹង៖
1
6

ក . 1
3

ខ . 1
2

គ . 6ឃ .

៧៩ . គណនាមាឌ្របេលពីែប៉តសង់េលី u⃗ = (1,1,0), v⃗ = (0,1,1), w⃗ = (1,0,1) ៖
1ក . 2ខ . 4គ . 6ឃ .



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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៨០ . គណនាមាឌេត្រតាែអតសង់េលី u⃗ = (1,1,0), v⃗ = (0,1,1), w⃗ = (1,0,1) ៖
1
6

ក . 1ខ . 1
3

គ . 2ឃ .

៨១ . េគឱ្យ u⃗ = (2,0,0), v⃗ = (0,3,0), w⃗ = (0,0,4)។ មាឌេត្រតាែអតគឺ៖
24ក . 8ខ . 12គ . 4ឃ .

៨២ . េគឱ្យ A(0,0,0),B(1,0,0),C(0,2,0),D(0,0,3)។ មាឌេត្រតាែអត ABCD គឺ៖
1ក . 6ខ . 2គ . 3ឃ .

៨៣ . េគឱ្យ u⃗ = (1,2,3), v⃗ = (2,4,6), w⃗ = (1,0,1)។ ផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗v× w⃗) គឺ៖
6ក . 0 (េ្រពាះ v⃗ = 2⃗u)ខ . 12គ . −6ឃ .

៨៤ . េគឱ្យ u⃗ = (1,−1,1), v⃗ = (2,0,1), w⃗ = (3,−1,2)។ ផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗v× w⃗) គឺ៖
1ក . 2ខ . 0 (េ្រពាះ w⃗ = u⃗+ v⃗)គ . −1ឃ .

៨៥ . េគឱ្យ u⃗ = (1,1,m), v⃗ = (0,2,1), w⃗ = (3,1,0)។ រក m េដីម្បឱី្យវុចិទ័រទាងំបីកូបា្ល ែណ៖
m = 1ក . m =−1

3
ខ . m = 3គ . m = 1

3
ឃ .

៨៦ . េគឱ្យ A(1,0,1),B(2,1,0),C(0,1,2),D(k,1,1)។ រក k េដីម្បឱី្យ A,B,C,D ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ៖

k = 1ក . k = 2ខ . k = 0គ . k =−1ឃ .

៨៧ . ទំនាក់ទំនងវដ្តៃនផលគុណច្រម�ះគឺ៖
u⃗ · (⃗v× w⃗) = −⃗v · (w⃗× u⃗)ក . u⃗ · (⃗v× w⃗) = v⃗ · (w⃗× u⃗) = w⃗ · (⃗u× v⃗)ខ .

u⃗ · (⃗v× w⃗) = u⃗ · (w⃗× v⃗)គ . u⃗ · (⃗v× w⃗) = 0ឃ .

៨៨ . ប្តូរទីតាងំវុចិទ័រពីរជាប់គា្ន (⃗u · (w⃗× v⃗))នាឱំ្យលទ្ធផល៖

េស្មីគា្ន នឹង u⃗ · (⃗v× w⃗)ក . េស្មីនឹង 0ខ .

ផ្ទុយសញញ នឹង u⃗ · (⃗v× w⃗)គ . មិនអាចកំណត់បានឃ .

៨៩ . កម្ពស់ h ៃនេត្រតាែអត ABCD េចញពីកំពូល A មកបាត BCD កំណត់េដាយ៖
h = VABCD

S△BCD
ក . h = 6VABCD

S△BCD
ខ .

h = 3VABCD

∥−→AB∥
គ . h = 3VABCD

S△BCD
= |−→AB·(−→AC×−→

AD)|
∥−→BC×−→

BD∥
ឃ .

៩០ . េបី VABCD = 6 និង S△BCD = 3 េនាះកម្ពស់ h េចញពីកំពូល A េស្មីនឹង៖
6ក . 2ខ . 18គ . 3ឃ .

៩១ . េបី VABCD = 10 និង h = 5 េនាះៃផ្ទ្រកឡាបាត S េស្មីនឹង៖
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េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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2ក . 6ខ . 50គ . 15ឃ .

៩២ . មាឌេត្រតាែអត OABC ែដល A(a,0,0),B(0,b,0),C(0,0,c) គឺ៖
V = 1

3 |abc|ក . V = |abc|ខ . V = 1
6 |abc|គ . V = 1

2 |abc|ឃ .

៩៣ . ពីសំណួរខាងេលី េបី a = 3,b = 4,c = 5 េនាះមាឌេត្រតាែអត OABC េស្មីនឹង៖
60ក . 20ខ . 30គ . 10ឃ .

៩៤ . េបី្របេលពីែប៉តមួយមានមាឌេស្មីនឹង 48 េនាះេត្រតាែអតសង់េលីវមិា្រតទាងំបីដូចគា្ន នឹងមានមាឌេស្មី៖
8ក . 16ខ . 24គ . 4ឃ .

៩៥ . ចំណុច A,B,C,D មិនស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយកាលណា៖
−→
AB · (−→AC×−→

AD) = 0ក . −→
AB · (−→AC×−→

AD) ̸= 0ខ .
−→
AB×−→

AC = 0⃗គ . −→
AB ·−→AC = 0ឃ .

៩៦ . ក្នុង្របេលពីែប៉ត ABCD.A′B′C′D′ ែដលមានបាត ABCD និងកំពូល A′ មាឌរបស់វាគឺ៖

V = 1
6 |
−→
AA′ · (−→AB×−→

AD)|ក . V = 1
3 |
−→
AA′ · (−→AB×−→

AD)|ខ .

V = |
−→
AA′ · (−→AB×−→

AD)|គ . V = ∥−→AB×−→
AD∥ឃ .

៩៧ . េដែទមីណង់លំដាប់ ៣ ៃនផលគុណច្រម�ះ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

0 1 4

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ េស្មីនឹង៖
0ក . 6ខ . 24គ . 2ឃ .

៩៨ . េបី u⃗, v⃗, w⃗ បេង្កីតបានជាេគាលអរតូណរម៉ាល់វជិ្ជមាន េនាះ u⃗ · (⃗v× w⃗) េស្មីនឹង៖
1ក . −1ខ . 0គ . 3ឃ .

៩៩ . េបី u⃗, v⃗, w⃗ បេង្កីតបានជាេគាលអរតូណរម៉ាល់អវជិ្ជមាន េនាះ u⃗ · (⃗v× w⃗) េស្មីនឹង៖
1ក . −1ខ . 0គ . −3ឃ .

១០០ . ផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗v× w⃗) = 0 មានន័យធរណីមា្រតថា៖

បីវុចិទ័រេនាះមាន្របែវងេស្មីគា្នក . បីវុចិទ័រេនាះែកងគា្ន ពីរៗខ .

បីវុចិទ័រេនាះកូបា្ល ែណ (ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ)គ . បីវុចិទ័រេនាះជាេគាលអរតូណរម៉ាល់ឃ .



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . រកផលគុណៃនវុចិទ័រ រចួគូសរូបតាង

ក . j⃗× i⃗ ខ . i⃗× j⃗ គ . j⃗× k⃗ ឃ . k⃗× j⃗ ង . i⃗× k⃗ ច . k⃗× i⃗

ដំេណាះ្រសាយ
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េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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២ . រក u⃗× v⃗ េហយីបងា្ហ ញថា u⃗× v⃗ អរតូកូណាល់េទនឹង u⃗ ផង និង v⃗ ផង ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = (2,−3,1), v⃗ = (1,−2,1)

ខ . u⃗ = (−1,1,2), v⃗ = (0,1,0)

គ . u⃗ = (12,−3,0), v⃗ = (−2,5,0)

ឃ . u⃗ = (−10,0,6), v⃗ = (7,0,0)

ង . u⃗ = (1,1,1), v⃗ = (2,1,−1)

ច . u⃗ = (0,1,6), v⃗ = (1,−2,1)

ដំេណាះ្រសាយ



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
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៣ . រក u⃗× v⃗ េហយីបងា្ហ ញថា u⃗× v⃗ អរតូកូណាល់េទនឹង u⃗ ផង និង v⃗ ផង ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = (4,−3.5,7), v⃗ = (−1,8,4)

ខ . u⃗ = (−8,−6,4), v⃗ = (10,−12,−2)

គ . u⃗ =−3⃗i+2 j⃗− 5⃗k, v⃗ =
1
2

i⃗− 3
4

j⃗+
1

10
k⃗

ឃ . u⃗ =
2
3

k⃗, v⃗ =
1
2

i⃗+6 j⃗

ដំេណាះ្រសាយ



52 េមេរៀនទី ២ េមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៤ . រកៃផ្ទ្របេលឡូ្រកាមែដលមានវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ជា្រជ�ងជាប់ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = j⃗, v⃗ = j⃗+ k⃗

ខ . u⃗ = i⃗+ j⃗+ k⃗, v⃗ = j⃗+ k⃗

គ . u⃗ = (3,2,−1), v⃗ = (1,2,3)

ឃ . u⃗ = (2,−1,0), v⃗ = (−1,2,0)

ដំេណាះ្រសាយ



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ
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៥ . េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំណុចខាងេ្រកាម ជាកំពូលរបស់្របេលឡូ្រកាមរចួរកៃផ្ទ្រកឡា៖

ក . (1,1,1),(2,3,4),(6,5,2),(7,7,5) ខ . (2,−1,1),(5,1,4),(0,1,1),(3,3,4)

ដំេណាះ្រសាយ



54 េមេរៀនទី ២ េមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៦ . រកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ែដលមានកំពូលដូចខាងេ្រកាម៖

ក . (0,0,0),(1,2,3),(−3,0,0)

ខ . (2,−3,4),(0,1,2),(−1,2,0)

គ . (1,3,5),(3,3,0),(−2,0,5)

ឃ . (1,2,0),(−2,1,0),(0,0,0)

ដំេណាះ្រសាយ



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

55

៧ . រក u⃗ · (⃗v× w⃗) ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = i⃗, v⃗ = j⃗, w⃗ = k⃗

ខ . u⃗ = (1,1,1), v⃗ = (2,1,0), w⃗ = (0,0,1)

គ . u⃗ = (2,0,1), v⃗ = (0,3,0), w⃗ = (0,0,1)

ឃ . u⃗ = (2,0,0), v⃗ = (1,1,1), w⃗ = (0,2,2)

ដំេណាះ្រសាយ



56 េមេរៀនទី ២ េមេរៀនទី២ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រក្នុងលំហ
េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

៨ . េដាយេ្របផីលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រក្នុងលំហ ចូរគណនាមាឌ្របេលពីែប៉តែដលមានវុចិទ័រ u⃗, v⃗ និង w⃗ ជា្រជ�ងជាបដូ់ច
ខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = i⃗+ j⃗, v⃗ = j⃗+ k⃗, w⃗ = i⃗+ k⃗ ខ . u⃗ = (1,3,1), v⃗ = (0,5,5), w⃗ = (4,0,4)

ដំេណាះ្រសាយ



៤ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី២

េម
េរៀ
នទ
ី២
ផល

គុណ
ៃន
ពីរ
វុចិ
ទ័រ
ក្ន ុង
ល
ំហ

57

៩ . រកមាឌ្របេលពីែប៉តែដលមានកំពូលដូចខាងេ្រកាម៖
ក . (0,0,0),(3,0,0),(0,5,1),(3,5,1),(2,0,5),(5,0,5),(2,5,6),(5,5,6)

ខ . (0,0,0),(1,1,0),(1,0,2),(0,1,1),(2,1,2),(1,1,3),(1,2,1),(2,2,3)

ដំេណាះ្រសាយ



េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុិចទ័រេមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុិចទ័រ

េមេរៀនទីេមេរៀនទី

៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣៣

១ ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច

ជាទូេទ ១ជាទូេទ ១

េគមានចំណុច A(x1,y1,z1); B(x2,y2,z2) េគបានចមា្ង យ ពី A េទ B គឺកំណត់េដាយ

d(A,B) = AB =
∣∣∣−→AB
∣∣∣=√(x2 − x1)

2 +(y2 − y1)
2 +(z2 − z1)

2

x

y

z

O
x1

x2

y1

y2

z1

z2

|x2 − x1|

|y2 − y1|

|z2 − z1|

d(A,B)

A(x1,y1,z1)

B(x2,y2,z2)

២ សមីការបនា្ទ ត់ក្នងុលហំ

58



៣ សមីការបនា្ទ ត់កាត់តាមមួយចំណុច និងសា្គ ល់វុចិទ័រ្របាប់ទិស

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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៣ សមីការបនា្ទ ត់កាត់តាមមួយចំណុច និងសា្គ ល់វុិចទ័រ
្របាប់ទិស

និយមន័យ ១និយមន័យ ១
• សមីការបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាមចំណុច A(xo,yo,zo) េហយី
្រសបេទនឹងវុចិទ័រ្របាប់ទិស
−→u = (a,b,c) គឺកំណត់េដាយ

(L) :


x− xo = at

y− yo = bt

z− zo = ct

; t ∈ R

សមីការខាងេលីេនះ េគេហថា សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃន
បនា្ទ ត់ (L)

• េបី a ̸= 0; b ̸= 0; c ̸= 0 េគអាចសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L)
ជា

(L) :
x− xo

a
=

y− yo

b
=

z− zo

c

េគេហទ្រមង់េនះថាជាសមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ (L)

x

y

z

O
x0

y0

z0 (L)
A(x0 ,y0 ,z0)

M(x,y,z)u⃗(a,b,c)

លហំាត់គំរ ូ ១

រកសមីការបនា្ទ ត់ែដលកាត់តាមចំណុច A(1,−2,3) និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u = (−1,2,−3)

ដំេណាះ្រសាយ

បនា្ទ ត់កាត់តាមចំណុច A(x0,y0,z0) = (1,−2,3) និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→u = (a,b,c) = (−1,2,−3) ៖

• សមីការឆ្លុះ៖

x− x0

a
=

y− y0

b
=

z− z0

c
⇐⇒ x−1

−1
=

y+2
2

=
z−3
−3



60 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

• សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត៖


x = 1− t

y =−2+2t

z = 3−3t

(t ∈ R)

៤ សមីការបនា្ទ ត់កាត់តាមពីរចំណុចក្នងុលហំ

ជាទូេទ ២ជាទូេទ ២

សមីការបនា្ទ ត់ែដលកាត់តាមចំណុច A(xo,yo,zo) និង B(x1,y1,z1) កំណត់េដាយ

(AB) :
x− xo

x1 − xo
=

y− yo

y1 − yo
=

z− zo

z1 − zo

x

y

z

O
x0

y0

z0

x1

y1

z1

(AB)
−→
AB

A(x0,y0,z0)

B(x1,y1,z1)

លហំាត់គំរ ូ ២

រកសមីការបនា្ទ ត់ (AB)កាត់តាមចំណុច A(−2,1,−3) និង B(3,−2,−1) ។

ដំេណាះ្រសាយ
បនា្ទ ត់ (AB)កាត់តាម A(−2,1,−3) និង B(3,−2,−1) ៖

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (AB) គឺ៖

−→u =
−→
AB = (3− (−2),−2−1,−1− (−3)) = (5,−3,2)



៥ សមីការបនា្ទ ត់ែដលកំណត់េដាយប្លង់ពីរ្របសព្វគា្ន

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

61

• សមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់ (AB)៖

(AB) :
x− (−2)

5
=

y−1
−3

=
z− (−3)

2
⇐⇒ x+2

5
=

y−1
−3

=
z+3

2

• សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត៖


x =−2+5t

y = 1−3t

z =−3+2t

(t ∈ R)

៥ សមីការបនា្ទ ត់ែដលកំណត់េដាយប្លង់ពីរ្របសព្វគា្ន

េគឱ្យ សមីការប្លង់ (P1) : a1x+b1y+ c1z+d1 = 0 និងសមីការប្លង់ (P2) : a2x+b2y+ c2z+d2 = 0 ែដលមានវុចិទ័រណ
រម៉ាលេ់រៀងគា្ន −→n1 = (a1,b1,c1) និង −→n2 = (a2,b2,c2) ។ េបវីុចិទ័រ −→n1 = (a1,b1,c1) និង −→n2 = (a2,b2,c2) មិនកូលីេនែអ៊រ
គា្ន (មិន្រសបគា្ន ) េនាះប្លង់ (P1) និង (P2) ្របសព្វគា្ន បានបនា្ទ ត់ (L) មួយ។
េដីម្បរីកសមីការបនា្ទ ត់ (L) េគ្រត�វ៖

• យក z = t (ឬយក x,y ) ជំនួសក្នុងសមីការ (P1) និង (P2)

• េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធសមីការ

a1x+b1y+ c1z+d1 = 0

a2x+b2y+ c2z+d2 = 0

• រកទំនាក់ទំនងគា្ម ន t រវាង x,y,z េនាះេគទទួលបាន សមីការឆ្លុះរបស់បនា្ទ ត់ (L)

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (L) គឺ −→u =−→n1 ×−→n2

លហំាត់គំរ ូ ៣

េគឱ្យប្លង់ពីរ (P) : x+2y+5z−2 = 0 និង (Q) : 2x−2y+ z−1 = 0 ។ ចូររកសមីការបនា្ទ ត់ (L) កំណតេ់ដាយប្លង់ទាងំពីរ
ខាងេលី្របសព្វគា្ន ។

ដំេណាះ្រសាយ

• វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ទាងំពីរគឺ −→n1 = (1,2,5) និង −→n2 = (2,−2,1)។



62 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់្របសព្វ (L) គឺ៖

−→u =−→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 2 5

2 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (2− (−10))
−→
i − (1−10)

−→
j +(−2−4)

−→
k

= 12
−→
i +9

−→
j −6

−→
k = 3(4,3,−2)

យក −→u = (4,3,−2)ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (L)។

• រកចំណុចមួយែដលស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ (L)៖
តាង z = 0 ជំនួសក្នុងសមីការប្លង់ទាងំពីរ៖x+2y−2 = 0

2x−2y−1 = 0
=⇒ 3x−3 = 0 =⇒ x = 1 =⇒ y =

1
2

ដូចេនះ ចំណុច M
(
1, 1

2 ,0
)
∈ (L)។

• េគបានសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (L) គឺ៖

(L) :


x = 1+4t

y = 1
2 +3t

z =−2t

(t ∈ R)

សមីការឆ្លុះ៖ (L) : x−1
4 = 2y−1

6 = z
−2។

៦
សមីការបនា្ទ ត់កាត់តាមចំណុចមួយេហើយែកងេទនឹង
ប្លង់មួយ

ជាទូេទ ៣ជាទូេទ ៣

ឧបមាថាេគមានប្លង់ (P) : ax+ by+ cz+ d = 0 និងចំណុច A(xA,yA,zA) ែដលមិនស្ថិតេនក្នុងប្លង់ (P) ។ រក
សមីការបនា្ទ ត់ (L)កាត់តាមចំណុច A(xA,yA,zA) េហយីែកងនឹងប្លង់ P

• េដាយបនា្ទ ត់ (L)⊥ (P) េនាះ វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) គឺជាវុចិទ័រ្របាប់ទិស របស់បនា្ទ ត់ (L) ។
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• េបី −→u ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិសរបស់បនា្ទ ត់ (L) េនាះេគបាន −→u = (a,b,c)

• បនា្ទ ប់មកេ្របីរូបមន្ត : (L) : x−xA
a = y−yA

b = z−zA
c

លហំាត់គំរ ូ ៤

េគឱ្យប្លង់មួយមានសមីការ (P) : 2x+ 2y− z+ 1 = 0 និងចំណុច A(4,1,2) ។ ចូរសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ (L) កាត់តាម
ចំណុច A េហយីែកងនឹងប្លង់ (P) ។

ដំេណាះ្រសាយ

• ប្លង់ (P) : 2x+2y− z+1 = 0 មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n = (2,2,−1)។

• េដាយបនា្ទ ត់ (L)⊥ (P) េនាះវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P)ជាវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (L)៖

−→u L =−→n = (2,2,−1)

• បនា្ទ ត់ (L)កាត់តាមចំណុច A(4,1,2) ដូចេនះេគបាន៖

– សមីការឆ្លុះ៖

(L) :
x−4

2
=

y−1
2

=
z−2
−1

– សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត៖


x = 4+2t

y = 1+2t

z = 2− t

(t ∈ R)

៧ សមីការប្លង់

៧.១ សមីការប្លង់កាត់តាមមួយចំណុច និងសា្គ លវ់ុិចទ័រណរម៉ាល់
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និយមន័យ ២និយមន័យ ២
សមីការ ប្លង់ P កាត់តាម ចំណុច A(xo,yo,zo) េហយី មាន វុចិទ័រ ណ រម៉ាល់ −→n (a,b,c) កំណត់ េដាយ
(P) : a(x− xo)+b(y− yo)+ c(z− zo) = 0 មានទ្រមង់ទូេទ ax+by+ cz+d = 0

(P)

−→
AM

n⃗(a,b,c)

A(x0,y0,z0)
M(x,y,z)

n⃗ ·−→AM = 0 ⇐⇒ a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

លហំាត់គំរ ូ ៥

ចូរកំណត់សមីការប្លង់ (P)កាត់តាមចំណុច A(1,2,3) េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n = (2,−3,6)

ដំេណាះ្រសាយ

សមីការប្លង់ (P) កាត់តាមចំណុច A(x0,y0,z0) = (1,2,3) េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n = (a,b,c) = (2,−3,6)

កំណត់េដាយ៖

a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0

⇐⇒ 2(x−1)−3(y−2)+6(z−3) = 0

⇐⇒ 2x−2−3y+6+6z−18 = 0

⇐⇒ (P) : 2x−3y+6z−14 = 0

៧.២ សមីការប្លង់កាត់តាមបនា្ទ ត់មួយ េហើយ្រសបេទនឹងបនា្ទ ត់
មួយេទៀត
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ជាទូេទ ៤ជាទូេទ ៤

េគមានបនា្ទ ត់ពីរ (L1) : x−x1
a1

= y−y1
b1

= z−z1
c1
និង (L2) : x−x2

a2
= y−y2

b2
= z−z2

c2

(L1) និង (L2)មានវុចិទ័រ្របាប់ទិសេរៀងគា្ន គឺ −→u1 = (a1,b1,c1) និង −→u2 = (a2,b2,c2)

តាង −→n ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P)កាត់តាម (L1) េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (L2)

េគបាន −→n = −→u1 ×−→u2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

a1 b1 c1

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a,b,c) ; យក A ∈ (L1) េនាះ A(x1,y1,z1) េគបាន A ∈ (P) េនាះ

សមីការប្លង់ (P) : a(x− x−1)+b(y− y1)+ c(z− z1) = 0

លហំាត់គំរ ូ ៦

េគឱ្យបនា្ទ តពី់រមានសមីការ (L1) : x−3
2 = y+1

−3 = z−2
−2 និង (L2) : x+2

4 = y−2= z+3
−3 ។ ចូរកំណតស់មីការប្លង់ (P) ែដលកាត់

តាមបនា្ទ ត់ (L1) េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត់ (L2) ។

ដំេណាះ្រសាយ

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន (L1) គឺ −→u1 = (2,−3,−2) និងចំណុច A(3,−1,2) ∈ (L1)។

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន (L2) គឺ −→u2 = (4,1,−3)។

• េដាយប្លង់ (P)កាត់តាម (L1) េហយី្រសបនឹង (L2)នាឱំ្យវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) គឺ៖

−→n =−→u1 ×−→u2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

2 −3 −2

4 1 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (9− (−2))
−→
i − (−6− (−8))

−→
j +(2− (−12))

−→
k

= 11
−→
i −2

−→
j +14

−→
k = (11,−2,14)

• េដាយ A(3,−1,2) ∈ (L1) =⇒ A ∈ (P)នាឱំ្យសមីការប្លង់ (P) គឺ៖

11(x−3)−2(y− (−1))+14(z−2) = 0

⇐⇒ 11(x−3)−2(y+1)+14(z−2) = 0

⇐⇒ 11x−33−2y−2+14z−28 = 0
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⇐⇒ (P) : 11x−2y+14z−63 = 0

លហំាត់គំរ ូ ៧

េគឱ្យបនា្ទ ត់ពីរែដលមានសមីការ (L1) : x−1
−1 = y−2

3 = z+1
5 និង (L2) : x+6

−2 = y−4
6 =−z+3 ។

ក . រកចំណុច្របសព្វ A រវាងបនា្ទ ត់ទាងំពីរ

ខ . រកសមីការប្លង់ (P) ែដលកំណត់េដាយបនា្ទ ត់ (L1) និង (L2) ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រកចំណុច្របសព្វ A រវាងបនា្ទ ត់ទាងំពីរ៖

សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ទាងំពីរជាទ្រមង់ប៉ារ៉ាែម៉្រត៖

(L1) :


x = 1− t

y = 2+3t

z =−1+5t

និង (L2) :


x =−6−2s

y = 4+6s

z = 3− s

េដីម្បរីកចំណុច្របសព្វ េយងីផ្គូផ្គងកូអរេដាេន៖


1− t =−6−2s =⇒ 2s− t =−7 (1)

2+3t = 4+6s =⇒ 3t −6s = 2 (2)

−1+5t = 3− s =⇒ s+5t = 4 (3)

ពី (1) េយងីបាន t = 2s+7។ ជំនួសចូល (2)៖

3(2s+7)−6s = 2 ⇐⇒ 6s+21−6s = 2 ⇐⇒ 21 = 2 (មិនពិត)

េដាយ្របព័ន្ធសមីការគា្ម នចេម្លីយ នាឱំ្យបនា្ទ ត់ (L1) និង (L2)គា្ម នចំណុច្របសព្វេឡយី (ជាបនា្ទ ត់េទ្វរ)។

ខ . សមីការប្លង់ (P)៖
េដាយសារបនា្ទ ត់ទាងំពីរ (L1) និង (L2) មិនកាត់គា្ន និងមិន្រសបគា្ន (បនា្ទ ត់េទ្វរ) េនាះបនា្ទ ត់ទាងំពីរមិនអាច
កំណត់ប្លង់ែតមួយបានេឡយី។
(ករណីប្លង់កាត់តាម (L1) េហយី្រសប (L2)៖ មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n =−→u1 ×−→u2 = (−1,3,5)× (−2,6,−1) =

(−33,−11,0) =−11(3,1,0) ែដលកាត់តាម M(1,2,−1) ∈ (L1) គឺ (P) : 3x+ y−5 = 0)។
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៧.៣ សមីការប្លង់កាត់តាមចំណុចមួយ  េហើយែកងនឹងបនា្ទ ត់មួយ

ជាទូេទ ៥ជាទូេទ ៥

េគមានបនា្ទ ត់ (L) : x−x0
a = y−y0

b = z−z0
c និងចំណុច A(xA,yA,zA)

េដាយ (P)⊥ (L) េនាះវុចិទ័រ្របាប់ទិសរបស់ (L)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) េគបាន ៖ −→np =
−→nl = (a,b,c)

េនាះសមីការប្លង់ (P) កាត់តាម A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (L) កំណត់េដាយ៖ (P) : a(x− xA)+ b(y− yA)+ c(z−

zA) = 0

លហំាត់គំរ ូ ៨

េគឱ្យបនា្ទ ត់ (L) : x+3
−4 = y−2

3 = z−5
7 ។ ចូរកំណត់សមីការប្លង់ (P)កាត់តាម A(−3,1,0) េហយីែកងបនា្ទ ត់ (L)។

ដំេណាះ្រសាយ

• េដាយប្លង់ (P)⊥ (L)នាឱំ្យវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (L)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P)៖

−→n =−→u L = (−4,3,7)

• ប្លង់ (P)កាត់តាមចំណុច A(−3,1,0) ដូចេនះសមីការប្លង់ (P) គឺ៖

−4(x− (−3))+3(y−1)+7(z−0) = 0

⇐⇒ −4(x+3)+3(y−1)+7z = 0

⇐⇒ −4x−12+3y−3+7z = 0

⇐⇒ (P) : −4x+3y+7z−15 = 0 (ឬ 4x−3y−7z+15 = 0)

៧.៤ សមីការប្លង់ែដលកំណត់េដាយបនា្ទ ត់ពីរ្រសបគា្ន ក្នងុប្លង់ែតមួយ
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ជាទូេទ ៦ជាទូេទ ៦

េគមានបនា្ទ ត់ពីរ្រសបគា្ន (L1) : x−x1
a = y−y1

b = z−z1
c និង (L2) : x−x2

a = y−y2
b = z−z2

c ។ វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់
ទាងំពីរគឺ −→u = (a,b,c)

យក A(x1,y1,z1) ∈ (L1) និង B(x2,y2,z2) ∈ (L2) ⇒−→
AB = (x2 − x1,y2 − y1,z2 − z1)

តាង −→n ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) េនាះេគបាន −→n =−→u ×−→
AB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

a b c

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ឧបមាថា −→n = (α,β ,γ)

េដាយ A ∈ (P) េនាះសមីការប្លង់ (P) កំណត់សរេសរេដាយ ៖ (P) : α(x− x1)+β (y− y1)+ c(z− z1) = 0

លហំាត់គំរ ូ ៩

េគឱ្យបនា្ទ តពី់រ្រសបគា្ន (L1) : x+1
2 = y−1

3 = z−2
6 និង (L2) : x−2

2 = y+5
3 = z−4

6 ។ ចូរកំណតស់មីការប្លង់ (P) កំណតេ់ដាយ
បនា្ទ ត់ ្រសបគា្ន (L1) និង (L2)។

ដំេណាះ្រសាយ

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសរមួៃនបនា្ទ ត់ទាងំពីរគឺ −→u = (2,3,6)។

• យកចំណុច A(−1,1,2) ∈ (L1) និងចំណុច B(2,−5,4) ∈ (L2)។

• គណនាវុចិទ័រ −→AB ៖

−→
AB = (2− (−1),−5−1,4−2) = (3,−6,2)

• វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) គឺ៖

−→n =−→u ×−→
AB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

2 3 6

3 −6 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (6− (−36))
−→
i − (4−18)

−→
j +(−12−9)

−→
k

= 42
−→
i +14

−→
j −21

−→
k = 7(6,2,−3)

យក −→n = (6,2,−3)។
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• សមីការប្លង់ (P)កាត់តាមចំណុច A(−1,1,2) គឺ៖

6(x− (−1))+2(y−1)−3(z−2) = 0

⇐⇒ 6(x+1)+2(y−1)−3(z−2) = 0

⇐⇒ 6x+6+2y−2−3z+6 = 0

⇐⇒ (P) : 6x+2y−3z+10 = 0

៧.៥ សមីការប្លង់ែដលជាប្លង់េមដយទ័រៃនអង្កត់មួយ [AB]

ជាទូេទ ៧ជាទូេទ ៧

េដីម្បរីកសមីការប្លង់េមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB] េគ្រត�វ៖

• រកកូអរេដាេនចំណុចកណា្ត លអង្កត់ [AB] គឺ I
( xA+xB

2 , yA+yB
2 , zA+zB

2

)
• រកវុចិទ័រណរម៉ាល់ប្លង់ −→n =

−→
AB = (xB − xA,yB − yA,zB − zA) = (a,b,c)

• េគបានសមីការប្លង់ (P) : a(x− xI)+b(y− yI)+ c(z− zI) = 0

លហំាត់គំរ ូ ១០

េគឱ្យចំណុច A(1,2,3) និង B(−3,4,1) ។ ចូរកំណត់សមីការប្លង់េមដយទ័ររបស់អង្កត់ [AB] ។

ដំេណាះ្រសាយ
• រកកូអរេដាេនចំណុចកណា្ត ល I ៃនអង្កត់ [AB] ៖

I
(

1+(−3)
2

,
2+4

2
,
3+1

2

)
=⇒ I(−1,3,2)

• វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់េមដយទ័រគឺ −→n =
−→
AB ៖

−→
AB = (−3−1,4−2,1−3) = (−4,2,−2) =−2(2,−1,1)
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យក −→n = (2,−1,1)។

• សមីការប្លង់េមដយទ័រកាត់តាមចំណុច I(−1,3,2) គឺ៖

2(x− (−1))−1(y−3)+1(z−2) = 0

⇐⇒ 2(x+1)− (y−3)+(z−2) = 0

⇐⇒ 2x+2− y+3+ z−2 = 0

⇐⇒ (P) : 2x− y+ z+3 = 0

៧.៦ សមីការប្លង់កាត់តាមបីចំណុចេផ្សងគា្ន

ជាទូេទ ៨ជាទូេទ ៨

េគមានបីចំណុច A(xA,yA,zA),B(xB,yB,zB) និង C(xC,yC,zC) ។ ឧបមាថាបីចំណុច A,B,C មិនរត់្រតង់ជួរ ែដល
បេង្កីតបានប្លង់ (ABC) េបីប្លង់កាត់តាម A េនាះមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n =

−→
AB×−→

AC = (a,b,c) េគបានសមីការប្លង់
(ABC) : a(x− xA)+b(y− yA)+ c(z− zA) = 0

លហំាត់គំរ ូ ១១

េគឱ្យបីចំណុច A(1,2,1),B(−1,3,2) និង C(5,2,2) ។ ចូររកសមីការប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

• គណនាវុចិទ័រ −→AB និង −→
AC ៖

−→
AB = (−1−1,3−2,2−1) = (−2,1,1)

−→
AC = (5−1,2−2,2−1) = (4,0,1)
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• វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (ABC) គឺ៖

−→n =
−→
AB×−→

AC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−2 1 1

4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (1−0)
−→
i − (−2−4)

−→
j +(0−4)

−→
k

=
−→
i +6

−→
j −4

−→
k = (1,6,−4)

• សមីការប្លង់ (ABC)កាត់តាមចំណុច A(1,2,1) គឺ៖

1(x−1)+6(y−2)−4(z−1) = 0

⇐⇒ x−1+6y−12−4z+4 = 0

⇐⇒ (ABC) : x+6y−4z−9 = 0

៧.៧ សមីការប្លង់ប៉ះែស្វ្៊រតង់ចំណុចមួយ

េគឱ្យែស្វ៊ (S) : (x − a)2 + (y− b)2 + (z− c)2 = R2 និងចំណុច A ∈ (S) ែដល A(xA,yA,zA) ។ កំណត់សមីការប្លង់
(P) ប៉ះនឹងែស្វ៊ (S) ្រតង់ចំណុច A។ ែស្វ៊ (S) មានផ្ចិត I(a,b,c) េដាយប្លង់ (P) ប៉ះនឹងែស្វ៊ (S) ្រតង់ចំណុច A េនាះ
វុចិទ័រ ែដលភា្ជ ប់ពីផ្ចិត I េទចំណុចប៉ះ A គឺជាវុចិទ័រែដលភា្ជ ប់ពីផ្ចិត I េទចំណុច ប៉ះ A គឺជាវុចិទ័រណរម៉ាល់របស់ប្លង់
(P) គឺ −→np =

−→
IA = (xA − a,yA − b,zA − c) = (a′,b′,c′) ។ េដាយ A ∈ (P) ដូចេនះសមីការប្លង់ (P) អាចសរេសរ ៖

(P) : a′(x− xA)+b′(y− yA)+ c′(z− zA) = 0។

លហំាត់គំរ ូ ១២

េគឱ្យែស្វ៊ (S) : (x−2)2+(y+1)2+(z−1)2 = 9 ។ បងា្ហ ញថាចំណុច A(1,−3,3) ∈ (S) រចួសរេសរសមីការប្លង់ (P) ប៉ះ
នឹងែស្វ៊ (S) ្រតង់ចំណុច A។

ដំេណាះ្រសាយ
• បងា្ហ ញថា A(1,−3,3) ∈ (S) ៖
ជំនួសកូអរេដាេនៃនចំណុច A ចូលក្នុងសមីការែស្វ៊ (S)៖

(1−2)2 +(−3+1)2 +(3−1)2 = (−1)2 +(−2)2 +22 = 1+4+4 = 9
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សមីការេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ ដូចេនះចំណុច A(1,−3,3) ∈ (S) ពិត្របាកដែមន។

• សរេសរសមីការប្លង់ (P) ប៉ះែស្វ៊ (S) ្រតង់ A ៖
ផ្ចិតៃនែស្វ៊ (S) គឺ I(2,−1,1)។
វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) ប៉ះ្រតង់ A គឺ −→n =

−→
IA៖

−→
IA = (1−2,−3− (−1),3−1) = (−1,−2,2)

សមីការប្លង់ (P)កាត់តាម A(1,−3,3) គឺ៖

−1(x−1)−2(y− (−3))+2(z−3) = 0

⇐⇒ −(x−1)−2(y+3)+2(z−3) = 0

⇐⇒ −x+1−2y−6+2z−6 = 0

⇐⇒ (P) : −x−2y+2z−11 = 0 (ឬ x+2y−2z+11 = 0)

៧.៨ សមីការប្លង់កំណត់េដាយបនា្ទ ត់ពីរ្របសព្វគា្ន

លហំាត់គំរ ូ ១៣

េគឱ្យបនា្ទ ត់ (L1) : x−5
−2 = y+4

3 = z+5
4 និង (L2) : x+1

2 = y−5
−3 = z−4

−1 ។

ក . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ A រវាង (L1) និង (L2)

ខ . សរេសរសមីការប្លង់ (P) កំណត់េដាយ (L1) និង (L2) ្របសព្វគា្ន

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ A រវាង (L1) និង (L2) ៖



៧ សមីការប្លង់

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

73

សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ទាងំពីរ៖

(L1) :


x = 5−2t

y =−4+3t

z =−5+4t

និង (L2) :


x =−1+2s

y = 5−3s

z = 4− s

ផ្គូផ្គងកូអរេដាេនៃនបនា្ទ ត់ទាងំពីរ៖


5−2t =−1+2s =⇒ 2t +2s = 6 =⇒ t + s = 3 (1)

−4+3t = 5−3s =⇒ 3t +3s = 9 =⇒ t + s = 3 (2)

−5+4t = 4− s =⇒ 4t + s = 9 (3)

យក (3) ដក (1) េយងីបាន៖ 3t = 6 =⇒ t = 2។
ជំនួស t = 2 ចូល (1) េយងីបាន s = 3−2 = 1។
ជំនួស t = 2 ចូលសមីការៃន (L1) ៖

x = 5−2(2) = 1

y =−4+3(2) = 2

z =−5+4(2) = 3

=⇒ A(1,2,3)

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ទាងំពីរគឺ A(1,2,3)។

ខ . សរេសរសមីការប្លង់ (P) កំណត់េដាយ (L1) និង (L2) ្របសព្វគា្ន ៖
វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន (L1) និង (L2) គឺ −→u1 = (−2,3,4) និង −→u2 = (2,−3,−1)។
វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) គឺ៖

−→n =−→u1 ×−→u2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−2 3 4

2 −3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (−3− (−12))
−→
i − (2−8)

−→
j +(6−6)

−→
k

= 9
−→
i +6

−→
j +0

−→
k = (9,6,0) = 3(3,2,0)

យក −→n = (3,2,0)។
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េដាយប្លង់ (P)កាត់តាមចំណុច្របសព្វ A(1,2,3)នាឱំ្យសមីការប្លង់ (P) គឺ៖

3(x−1)+2(y−2)+0(z−3) = 0 ⇐⇒ 3x−3+2y−4 = 0

⇐⇒ (P) : 3x+2y−7 = 0

៨ មុំរវាងប្លង់ពីរ

ជាទូេទ ៩ជាទូេទ ៩

េគមានប្លង់ពីរេផ្សងគា្ន គឺ

• ប្លង់ (P)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n1

• និង ប្លង់ (Q)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→n2

េនាះេគបាន ប្លង់ទាងំពីរ៖

• ្របសព្វគា្ន (P)∩ (Q) ែដលមុំរវាងប្លង់ទាងំពីរគឺ

cosθ =
|−→n1 ·−→n2|
|−→n1| |−→n2|

(ែដល θ ជាមំុែដលេកីតេទ្បងីេដាយ −→n1 និង −→n2)

• ែកងគា្ន (P)⊥(Q) េបី −→n1 ·−→n2 = 0

• ្រសបគា្ន (P)//(Q) េបី −→n1 = k−→n2 ; k ∈ R; k ̸= 0

(P)

(Q)

(d)

n⃗1n⃗2

θ

θ

លហំាត់គំរ ូ ១៤

ក . រកមុំរវាងប្លង់ α1 : x−2y+ z = 0 និងប្លង់ α2 : 2x+3y−2z = 0 ។ (េគយក cos53.55◦ = 0.5941)

ខ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L ែដលជា្របសព្វរវាងប្លង់ α1 និង α2 ។

ដំេណាះ្រសាយ
ក . រកមុំ θ រវាងប្លង់ α1 និង α2 ៖



៨ មុំរវាងប្លង់ពីរ
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វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ទាងំពីរគឺ −→n1 = (1,−2,1) និង −→n2 = (2,3,−2) ៖

|−→n1|=
√

12 +(−2)2 +12 =
√

6

|−→n2|=
√

22 +32 +(−2)2 =
√

4+9+4 =
√

17

−→n1 ·−→n2 = (1)(2)+(−2)(3)+(1)(−2) = 2−6−2 =−6

មុំរវាងប្លង់ទាងំពីរ (0◦ ≤ θ ≤ 90◦) កំណត់េដាយ៖

cosθ =
|−→n1 ·−→n2|
|−→n1| · |−→n2|

=
|−6|√
6 ·

√
17

=
6√
102

≈ 0.5941

េដាយ cos53.55◦ ≈ 0.5941 ដូចេនះមុំរវាងប្លង់ទាងំពីរគឺ θ ≈ 53.55◦។

ខ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L = α1 ∩α2 ៖

• វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ L គឺ៖

−→u =−→n1 ×−→n2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 −2 1

2 3 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= (4−3)
−→
i − (−2−2)

−→
j +(3− (−4))

−→
k = (1,4,7)

• េដាយសមីការប្លង់ទាងំពីរគា្ម នតួេថរ (d = 0) េនាះគល់កូអរេដាេន O(0,0,0) េផ្ទ�ងផា្ទ ត់សមីការទាងំពីរ នាំ
ឱ្យ O(0,0,0) ∈ L។

• ដូចេនះ សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ L គឺ៖

(L) :


x = t

y = 4t

z = 7t

(t ∈ R)
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៩ ចមា្ង យពីចំណុចមួយេទប្លង់មួយ

ជាទូេទ ១០ជាទូេទ ១០

ចមា្ង យពីចំណុច A(xo,yo,zo) េទប្លង់ (α) : ax+by+ cz+d = 0 កំណត់េដាយ

d (Ao,α) = |axo+byo+czo+d|√
a2+b2+c2

(α)

d(A0,α)

n⃗(a,b,c)

A0(x0,y0,z0)

H

លហំាត់គំរ ូ ១៥

គណនាចមា្ង យពីចំណុច P0 េទប្លង់ (P) ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . P0(−1,3,5) និង (P) : x−2y+2z+3 = 0

ខ . P0(2,
√

2,1) និង (P) : x−
√

2y+ z+3 = 0

ដំេណាះ្រសាយ

រូបមន្តចមា្ង យពីចំណុច P0(x0,y0,z0) េទប្លង់ (P) : ax+by+ cz+d = 0 គឺ៖

d(P0,P) =
|ax0 +by0 + cz0 +d|√

a2 +b2 + c2

ក . ចំេពាះ P0(−1,3,5) និង (P) : x−2y+2z+3 = 0 ៖

d(P0,P) =
|1(−1)−2(3)+2(5)+3|√

12 +(−2)2 +22
=

|−1−6+10+3|√
1+4+4

=
|6|√

9
=

6
3
= 2

ខ . ចំេពាះ P0(2,
√

2,1) និង (P) : x−
√

2y+ z+3 = 0 ៖

d(P0,P) =
|1(2)−

√
2(
√

2)+1(1)+3|√
12 +(−

√
2)2 +12

=
|2−2+1+3|√

1+2+1
=

|4|√
4
=

4
2
= 2
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១០ ចមា្ង យពីចំណុចមួយេទបនា្ទ ត់មួយក្នងុលហំ

ជាទូេទ ១១ជាទូេទ ១១

េគមានចំណុចA និង បនា្ទ ត(់L) ក្នុងលំហ ែដល −→u ជាវុចិទ័រ្របាបទិ់សៃនបនា្ទ ត(់L) េហយីចំណុចP ជាចំេណាលែកង
ៃនចំណុចA េលីបនា្ទ ត់(L) េគបាន ចមា្ង យពីចំណុចA េទបនា្ទ ត(់L) គឺ
D(A,L) =

∣∣∣−→PA×−→u
∣∣∣

|−→u |

(L)
u⃗

−→
PA

D(A,L)

θ

P H

A

១១ សមីការែស្វ៊

និយមន័យ ៣និយមន័យ ៣
សមីការៃនែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត្រតង់ចំណុច C(a,b,c) និង កាេំស្មី r កំណត់េដាយ

• សមីការស្ដង់ដារ (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = r2

• សមីការទូេទ x2 + y2 + z2 +Ax+By+Cz+D = 0 ែដល A,B,C,D ជាចំនួនពិត។

C(a,b,c)

M(x,y,z)

r

លហំាត់គំរ ូ ១៦

កំណត់សមីការែស្វ៊ ផ្ចិត និង កាៃំនែស្វ៊

១ . រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដល៖
ក . មានផ្ចិត្រតង់ចំណុច C(2,−3,1) និងកាំ r = 4
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ខ . មានអង្កត់ផ្ចិត AB ែដល A(1,2,3) និង B(3,0,1)

គ . មានផ្ចិតេន្រតង់ចំណុច C(1,−2,−1) េហយីប៉ះនឹងប្លង់ (xz)

២ .  កំណត់ផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊ែដលមានសមីការដូចខាងេ្រកាម៖

ក . (x−2)2 +(y+3)2 + z2 = 5 ខ . x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z+10 = 0

ដំេណាះ្រសាយ
១ . រកសមីការែស្វ៊ (S) ៖

ក . ផ្ចិត C(2,−3,1) និងកាំ r = 4 ៖

(S) : (x−2)2 +(y− (−3))2 +(z−1)2 = 42 ⇐⇒ (x−2)2 +(y+3)2 +(z−1)2 = 16

ខ . អង្កត់ផ្ចិត [AB] ែដល A(1,2,3) និង B(3,0,1) ៖
• ផ្ចិត I ជាចំណុចកណា្ត លៃន [AB]៖

I
(

1+3
2

,
2+0

2
,
3+1

2

)
=⇒ I(2,1,2)

• កាំ r = AB
2 =

√
(3−1)2+(0−2)2+(1−3)2

2 =
√

4+4+4
2 =

√
12
2 =

√
3

• សមីការែស្វ៊ (S)៖

(S) : (x−2)2 +(y−1)2 +(z−2)2 = (
√

3)2 = 3

គ . ផ្ចិត C(1,−2,−1) េហយីប៉ះនឹងប្លង់ (xz) (សមីការប្លង់ (xz) គឺ y = 0)៖
• កាំ r េស្មីនឹងចមា្ង យពីផ្ចិត C េទប្លង់ (xz)៖ r = |yC|= |−2|= 2

• សមីការែស្វ៊ (S)៖

(S) : (x−1)2+(y−(−2))2+(z−(−1))2 = 22 ⇐⇒ (x−1)2+(y+2)2+(z+1)2 = 4

២ . កំណត់ផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊៖
ក . (x−2)2 +(y+3)2 + z2 = 5 ៖

សរេសរជាទ្រមង់ស្ដង់ដា៖ (x−2)2 +(y− (−3))2 +(z−0)2 = (
√

5)2

ដូចេនះ ែស្វ៊មានផ្ចិត I(2,−3,0) និងកាំ r =√
5។

ខ . x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z+10 = 0 ៖
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បំែប្លងជាផលបូកកាេរេពញេលញ៖

(x2 −2x+1)+(y2 +4y+4)+(z2 −6z+9) =−10+1+4+9

⇐⇒ (x−1)2 +(y+2)2 +(z−3)2 = 4 = 22

ដូចេនះ ែស្វ៊មានផ្ចិត I(1,−2,3) និងកាំ r = 2។

្របតិបត្តិ ១្របតិបត្តិ ១
១ . រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដល៖

ក . មានផ្ចិត្រតង់គល់ O និងកាំ r =√
10

ខ . មានអង្កត់ផ្ចិត AB ែដល A(3,−1,2) និង B(0,3,2)

គ . មានផ្ចិតេន្រតង់ចំណុច C(2,−1,5) េហយីប៉ះនឹងប្លង់ (xy)

ឃ . កាត់តាមចំណុច D(−5,1,4) េហយីប៉ះនឹងប្លង់កូអរេដាេនទាងំបី។

២ .  កំណត់ផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊ែដលមានសមីការដូចខាងេ្រកាម៖
ក . x+2)2 +(y−1)2 +(z+3)2 −16 = 0

ខ . x2 + y2 + z2 −10x+6y+4z+13 = 0

ដំេណាះ្រសាយ
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១២ វិសមីការតំបន់ែផ្នកខាងក្នងុ

ជាទូេទ ១២ជាទូេទ ១២

វិសមីការតំបន់ែផ្នកខាងក្នងុ ៃនែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត្រតង់ (a,b,c) និងមានកាំ r គឺកំណត់េដាយ{
(x,y,z)/(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 < r2}

C

Md < r

១៣ វិសមីការតំបន់ែផ្នកខាងេ្រក

ជាទូេទ ១៣ជាទូេទ ១៣

វិសមីការតំបន់ែផ្នកខាងេ្រក ៃនែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត្រតង់ (a,b,c) និងមានកាំ r គឺកំណត់េដាយ{
(x,y,z)/(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 > r2}

C

M

d > r

លហំាត់គំរ ូ ១៧

ចូរសរេសរសមីការែផ្នកខាងក្នុង និងេ្រកៃនែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត C(−1,−2,1) និងកាំ r =√
13។

ដំេណាះ្រសាយ
• សមីការែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត C(−1,−2,1) និងកាំ r =√

13 គឺ៖

(x− (−1))2 +(y− (−2))2 +(z−1)2 = (
√

13)2 ⇐⇒ (x+1)2 +(y+2)2 +(z−1)2 = 13
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• វសិមីការតំបន់ែផ្នកខាងក្នុងៃនែស្វ៊៖

{
(x,y,z) ∈ R3 ∣∣ (x+1)2 +(y+2)2 +(z−1)2 < 13

}
• វសិមីការតំបន់ែផ្នកខាងេ្រកៃនែស្វ៊៖

{
(x,y,z) ∈ R3 ∣∣ (x+1)2 +(y+2)2 +(z−1)2 > 13

}
្របតិបត្តិ ២្របតិបត្តិ ២

សរេសរសមីការៃនចំណុចស្ថិតេនចេនា្ល ះែស្វ៊ពីរមានផ្ចិតេន្រតង់គល់ O េហយីមានកាេំរៀងគា្ន r = 2 និង R = 5 ។

ដំេណាះ្រសាយ
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១៤ ទីតាងំរវាងែស្វ៊ (S) និងប្លង់ (P)

ជាទូេទ ១៤ជាទូេទ ១៤

ឧបមាថា d ជាចមា្ង យពីផ្ចិត I(a,b,c) ៃនែស្វ៊ (S) ែដលមានកាំ r េទប្លង់ (P) េគបាន៖
• េបី d > r េនាះប្លង់ (P) មិនកាត់ែស្វ៊ (S) េទ។
• េបី d = r េនាះប្លង់ (P) ប៉ះែស្វ៊ (S) ្រតង់ចំណុច H មួយ (ប្លង់ប៉ះ)។
• េបី d < r េនាះប្លង់ (P)កាត់ែស្វ៊ (S)បានរង្វង់មួយ (ផ្ចិត H និងកាំ r′ =√

r2 −d2)។

I

r

(P)
H

d

d > r (មិនកាត់ែស្វ៊)

I

(P)
H

d = r

d = r (ប៉ះ្រតង់ H)

I
(P)

H
d

M
r′

r

d < r (r′ =
√

r2 −d2)

១៥ ទីតាងំរវាងែស្វព៊ីរមានកាំ r និង r′

ជាទូេទ ១៥ជាទូេទ ១៥

េយងីសន្មតថា d ជាចមា្ង យរវាងផ្ចិតៃនែស្វ៊ (S) និង (S′) ែដលមានកាំ r និង r′ េរៀងគា្ន េគបាន៖
• េបី d > r+ r′ េនាះែស្វ៊ (S) និង (S′) េនេ្រកគា្ន
• េបី d = r+ r′ េនាះែស្វ៊ (S) និង (S′) ប៉ះគា្ន ខាងេ្រក
• េបី |r− r′|< d < r+ r′ េនាះែស្វ៊ (S) និង (S′)កាត់គា្ន បានរង្វង់មួយ
• េបី d = |r− r′| េនាះែស្វ៊ (S) និង (S′) ប៉ះគា្ន ខាងក្នុង
• េបី d < |r− r′| េនាះែស្វ៊ (S) និង (S′) េនក្នុងគា្ន

I I′

d

d > r+ r′

(េនេ្រកគា្ន )

I I′

d

d = r+ r′

(ប៉ះេ្រក)

I I′

|r− r′|< d < r+ r′

(កាត់គា្ន បានរង្វង់)

I I′

d = |r− r′|
(ប៉ះក្នុង)

I I′

d < |r− r′|
(េនក្នុងគា្ន )
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១៦ សណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (Multiple Choice Questions)

ចូរបញ្ជ ក់ចេម្លីយ្រតឹម្រត�វែតមួយគត់ក្នុងចំេណាមជេ្រមីស ក, ខ, គ, និង ឃ ៖

១ . ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច A(1,2,3) និង B(4,6,3) គឺ៖
5ក . 25ខ . 7គ .

√
5ឃ .

២ . ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច A(0,0,0) និង B(2,−3,6) គឺ៖
49ក . 7ខ .

√
13គ . 5ឃ .

៣ . ចមា្ង យរវាងពីរចំណុច M(1,−1,2) និង N(3,1,1) គឺ៖
3ក .

√
11ខ . 9គ .

√
5ឃ .

៤ . េបីចមា្ង យរវាង A(x,0,0) និង B(0,3,4) េស្មីនឹង 5
√

2 េនាះ x េស្មីនឹង៖
±3ក . ±4ខ . ±5គ . ±25ឃ .

៥ . កូអរេដាេនៃនចំណុចកណា្ត ល I ៃនអង្កត់ [AB] ែដល A(2,4,−6) និង B(4,−2,2) គឺ៖
(6,2,−4)ក . (2,−6,8)ខ . (1,−3,4)គ . (3,1,−2)ឃ .

៦ . វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់កាត់តាម A(1,2,3) និង B(3,5,7) គឺ៖
(2,3,4)ក . (4,7,10)ខ . (2,2,2)គ . (−2,−3,−4)ឃ .

៧ . ្រតីេកាណ ABC ែដល A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)ជា្រតីេកាណ៖
សមបាតក . សម័ង្សខ . ែកងគ . ែកងសមបាតឃ .

៨ . ្របែវង្រជ�ងៃន្រតីេកាណសម័ង្ស ABC ក្នុងសំណួរខាងេលីគឺ៖

1ក . 2ខ .
√

2គ .
√

3ឃ .

៩ . ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ខាងេលីគឺ៖
√

3
4

ក . 1
2

ខ .
√

3គ .
√

3
2

ឃ .

១០ . ចំណុច M(x,y,z) េស្មីចមា្ង យពី A(1,0,0) និង B(−1,0,0) លុះ្រតាែត៖
x = 0ក . y = 0ខ . z = 0គ . x+ y+ z = 0ឃ .

១១ . សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់កាត់តាម M0(x0,y0,z0) និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗ = (a,b,c) គឺ៖
x = x0 +at, y = y0 +bt, z = z0 + ctក . x = x0 −at, y = y0 +bt, z = z0 − ctខ .

ax+by+ cz+d = 0គ . x−x0
a + y−y0

b + z−z0
c = 0ឃ .
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១២ . សមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់កាត់តាម M0(x0,y0,z0)មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗ = (a,b,c) (abc ̸= 0) គឺ៖
x+x0

a = y+y0
b = z+z0

c
ក . x−x0

a = y−y0
b = z−z0

c
ខ .

a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0គ . a
x−x0

= b
y−y0

= c
z−z0

ឃ .

១៣ . បនា្ទ ត់ (L) :


x = 1+2t

y =−3+4t

z = 5− t

មានវុចិទ័រ្របាប់ទិសគឺ៖

(1,−3,5)ក . (−1,3,−5)ខ . (2,4,−1)គ . (2,4,1)ឃ .

១៤ . បនា្ទ ត់ (L) ក្នុងសំណួរខាងេលីកាត់តាមចំណុចណា?៖

(2,4,−1)ក . (−1,3,−5)ខ . (0,0,0)គ . (1,−3,5)ឃ .

១៥ . សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់កាត់តាម A(2,−1,3)មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗ = (3,0,−2) គឺ៖
x = 2+3t

y =−1

z = 3−2t

ក .


x = 3+2t

y =−t

z =−2+3t

ខ .


x = 2+3t

y =−1+ t

z = 3−2t

គ .


x = 2−3t

y =−1

z = 3+2t

ឃ .

១៦ . សមីការឆ្លុះៃនបនា្ទ ត់កាត់តាម A(1,−2,4) និង B(2,1,3) គឺ៖
x−1

1 = y+2
3 = z−4

1
ក . x−1

1 = y+2
3 = z−4

−1
ខ .

x−2
1 = y−1

3 = z−3
1

គ . x+1
1 = y−2

3 = z+4
−1

ឃ .

១៧ . ចំណុចណាែដលស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ (L) : x−1
2 = y+1

3 = z−2
−1 ?៖

(1,1,2)ក . (2,3,−1)ខ . (3,2,1)គ . (0,0,0)ឃ .

១៨ . េបីចំណុច M(5,y0,0)ស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ខាងេលី េនាះ y0 េស្មីនឹង៖
2ក . −1ខ . 3គ . 5ឃ .

១៩ . បនា្ទ ត់ពីរ (L1) : x−1
2 = y

3 = z+1
1 និង (L2) : x+2

4 = y−1
6 = z

2 ជាបនា្ទ ត់៖
្រសបគា្នក . ែកងគា្នខ . កាត់គា្នគ . ្រទ�តគា្នឃ .
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២០ . បនា្ទ ត់ពីរ (L1) :


x = 1+ t

y = 2− t

z = 3t

និង (L2) :


x = 2s

y = 1+ s

z =−1− s

ែកងគា្ន កាលណាផលគុណសា្ក ែលៃនវុចិទ័រ្របាប់ទិស

េស្មីនឹង៖
1ក . 0ខ . −1គ . 2ឃ .

២១ . ពីសំណួរខាងេលី បនា្ទ ត់ (L1) និង (L2) ៖
្រសបគា្នក . កាត់គា្នខ . ែកងគា្នគ . មិនែកងគា្ន េទឃ .

២២ . បនា្ទ ត់្រសបនឹងអ័ក្ស (Oz)មានវុចិទ័រ្របាប់ទិសគឺ៖
(1,0,0)ក . (0,1,0)ខ . (1,1,0)គ . (0,0,1)ឃ .

២៣ . សមីការបនា្ទ ត់តំណាងអ័ក្ស (Ox) គឺ៖
x = t

y = 0

z = 0

ក .


x = 0

y = t

z = 0

ខ .


x = 0

y = 0

z = t

គ .


x = t

y = t

z = 0

ឃ .

២៤ . បនា្ទ ត់ពីរ្រសបគា្ន កាលណា វុចិទ័រ្របាប់ទិសរបស់វាទាងំពីរ៖
ែកងគា្នក . កូលីេនែអ៊រគា្នខ . េស្មីគា្ន នឹងសូន្យគ . គា្ម នទំនាក់ទំនងឃ .

២៥ . បនា្ទ ត់ពីរ (L1) និង (L2)កាត់គា្ន កាលណា៖
វុចិទ័រ្របាបទិ់សកូលីេនែអ៊រ
គា្ន

ក . គា្ម នចំណុចរមួខ . មានចំណុចរមួែតមួយគត់គ . ស្ថិតក្នុងប្លង់ពីរេផ្សងគា្នឃ .

២៦ . បនា្ទ ត់កាត់តាម A(1,0,−1) និងែកងនឹងប្លង់ (P) : 2x− y+3z−5 = 0 មានវុចិទ័រ្របាប់ទិសគឺ៖
(1,0,−1)ក . (−2,1,−3)ខ . (2,1,3)គ . (2,−1,3)ឃ .

២៧ . សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ក្នុងសំណួរខាងេលីគឺ៖
x = 1+2t

y =−t

z =−1+3t

ក .


x = 2+ t

y =−1

z = 3− t

ខ .
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
x = 1−2t

y = t

z =−1−3t

គ .


x = 1+2t

y = t

z =−1+3t

ឃ .

២៨ . បនា្ទ ត់ (L)កាត់តាម A(0,0,0) និង B(1,1,1)មានសមីការឆ្លុះគឺ៖

x = y−1 = zក . x = y = zខ . x+ y+ z = 0គ . x− y = zឃ .

២៩ . បនា្ទ ត់ (L)កាត់តាម A(2,3,4) និង្រសបនឹងអ័ក្ស (Oy)មានសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតគឺ៖
x = 2+ t

y = 3

z = 4

ក .


x = 2

y = 3

z = 4+ t

ខ .


x = 2

y = 3+ t

z = 4

គ .


x = 2t

y = 3t

z = 4t

ឃ .

៣០ . បនា្ទ ត់្របសព្វៃនប្លង់ (Oxy) និង (Oxz) គឺ៖
អ័ក្ស (Oy)ក . អ័ក្ស (Oz)ខ . បនា្ទ ត់ x = y = zគ . អ័ក្ស (Ox)ឃ .

៣១ . សមីការទូេទៃនប្លង់ក្នុងលំហមានទ្រមង់៖

Ax+By+Cz+D = 0ក . y = ax+bខ .
x
a +

y
b = 1គ . (x−a)2 +(y−b)2 = r2ឃ .

៣២ . វុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (P) : 3x−2y+5z−7 = 0 គឺ៖

(3,2,5)ក . (3,−2,5)ខ . (−3,2,5)គ . (3,−2,−7)ឃ .

៣៣ . ប្លង់ (P)កាត់តាម A(1,2,3)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ = (2,−1,4)មានសមីការគឺ៖

2x− y+4z−14 = 0ក . 2x− y+4z+12 = 0ខ .

2x− y+4z−12 = 0គ . x+2y+3z−12 = 0ឃ .

៣៤ . ប្លង់កាត់តាមគល់ត្រម�យ O(0,0,0) និងមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ = (1,2,3)មានសមីការគឺ៖
x+2y+3z = 6ក . x+2y+3z = 1ខ . x+2y−3z = 0គ . x+2y+3z = 0ឃ .

៣៥ . សមីការប្លង់កូអរេដាេន (Oxy) គឺ៖
z = 0ក . x = 0ខ . y = 0គ . x+ y = 0ឃ .
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៣៦ . សមីការប្លង់កូអរេដាេន (Oyz) គឺ៖
z = 0ក . x = 0ខ . y = 0គ . y+ z = 0ឃ .

៣៧ . សមីការប្លង់កូអរេដាេន (Oxz) គឺ៖

z = 0ក . x = 0ខ . y = 0គ . x+ z = 0ឃ .

៣៨ . ប្លង់្រសបនឹងប្លង់ (Oxy) និងកាត់តាម A(1,2,5)មានសមីការគឺ៖
x = 1ក . y = 2ខ . x+ y = 3គ . z = 5ឃ .

៣៩ . ប្លង់្រសបនឹងប្លង់ (P) : 2x−3y+ z−1 = 0 ្រត�វែតមានវុចិទ័រណរម៉ាល់កូលីេនែអ៊រនឹង៖
(2,−3,1)ក . (2,3,1)ខ . (1,−3,2)គ . (−2,−3,1)ឃ .

៤០ . ប្លង់កាត់តាម A(1,1,1) និង្រសបនឹងប្លង់ (P) : x+2y−3z+4 = 0 មានសមីការគឺ៖
x+2y−3z = 4ក . x+2y−3z = 0ខ . x+2y−3z+1 = 0គ . x+2y−3z−2 = 0ឃ .

៤១ . ប្លង់ (P)កាត់អ័ក្សទាងំបី្រតង់ A(a,0,0),B(0,b,0),C(0,0,c) (abc ̸= 0) មានសមីការតាមកង់គឺ៖
x
a +

y
b +

z
c = 0ក . ax+by+ cz = 1ខ .

x
a +

y
b +

z
c = 1គ . a

x +
b
y +

c
z = 1ឃ .

៤២ . ប្លង់កាត់តាម A(2,0,0),B(0,3,0),C(0,0,6)មានសមីការគឺ៖
3x+2y+ z−1 = 0ក . 6x+3y+2z−6 = 0ខ . 3x+2y+ z+6 = 0គ . 3x+2y+ z−6 = 0ឃ .

៤៣ . ប្លង់េមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB]ជាប្លង់ែដល៖
ែកងនឹង [AB] ្រតង់ចំណុចកណា្ត លៃន [AB]ក . កាត់តាមចំណុច A និងែកងនឹង [AB]ខ .

កាត់តាមចំណុច B និងែកងនឹង [AB]គ . ្រសបនឹង [AB]ឃ .

៤៤ . េគឱ្យ A(1,2,3) និង B(3,4,1)។ ចំណុចកណា្ត ល I ៃន [AB] គឺ៖
(1,1,−1)ក . (2,3,2)ខ . (4,6,4)គ . (2,2,2)ឃ .

៤៥ . ពីសំណួរខាងេលី សមីការប្លង់េមដយទ័រៃនអង្កត់ [AB] គឺ៖
x+ y+ z−7 = 0ក . x− y+ z−1 = 0ខ . x+ y− z−3 = 0គ . 2x+2y−2z−5 = 0ឃ .

៤៦ . ប្លង់កាត់តាមបីចំណុច A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់គឺ៖
(1,0,1)ក . (0,1,1)ខ . (−1,1,0)គ . (1,1,1)ឃ .

៤៧ . សមីការប្លង់កាត់តាមបីចំណុចក្នុងសំណួរខាងេលីគឺ៖

x+ y+ z−1 = 0ក . x+ y+ z+1 = 0ខ . x+ y− z−1 = 0គ . x− y+ z−1 = 0ឃ .
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៤៨ . ប្លង់ពីរ (P1) : A1x+B1y+C1z+D1 = 0 និង (P2) : A2x+B2y+C2z+D2 = 0 ែកងគា្ន កាលណា៖
A1A2 +B1B2 +C1C2 = 1ក . A1A2 +B1B2 +C1C2 = 0ខ .
A1
A2

= B1
B2

= C1
C2

គ . D1 = D2ឃ .

៤៩ . ប្លង់ (P) : 2x− y+3z−4 = 0 និង (Q) : x+2y+mz+1 = 0 ែកងគា្ន កាលណា m េស្មីនឹង៖
m = 1ក . m =−1ខ . m = 0គ . m = 2ឃ .

៥០ . ប្លង់ពីរ (P) : 3x−6y+9z−2 = 0 និង (Q) : x−2y+3z+5 = 0 ជាប្លង់៖
កាត់គា្នក . ែកងគា្នខ . ្រទ�តគា្នគ . ្រសបគា្ន ដាច់ខាតឃ .

៥១ . កូសីុនុសៃនមុំរវាងប្លង់ពីរែដលមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗1 និង n⃗2 កំណត់េដាយ៖
cosθ = |⃗n1 ·⃗n2|

∥⃗n1∥∥⃗n2∥
ក . cosθ = n⃗1 ·⃗n2

∥⃗n1∥∥⃗n2∥
ខ .

cosθ = ∥⃗n1×⃗n2∥
∥⃗n1∥∥⃗n2∥

គ . cosθ = |⃗n1 · n⃗2|ឃ .

៥២ . មុំរវាងប្លង់ (P) : x+ y−2 = 0 និង (Q) : y+ z−3 = 0 គឺ៖
30◦ក . 60◦ខ . 45◦គ . 90◦ឃ .

៥៣ . មុំរវាងប្លង់ (P) : x = 0 និង (Q) : y = 0 គឺ៖
0◦ក . 45◦ខ . 90◦គ . 180◦ឃ .

៥៤ . ប្លង់ (P)កាត់តាម A(1,2,−1) និងែកងនឹងបនា្ទ ត់ (L) : x−1
3 = y

2 = z+3
−4 មានសមីការគឺ៖

3x+2y−4z−10= 0ក . 3x+2y−4z+11= 0ខ . 3x−2y+4z−11= 0គ . 3x+2y−4z−11= 0ឃ .

៥៥ . បនា្ទ ត់ (L) ែកងនឹងប្លង់ (P)កាលណា៖
វុចិទ័រ្របាបទិ់សៃន (L) កូលីេនែអ៊រនឹងវុចិទ័រណរម៉ាល់
ៃន (P)

ក . វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន (L) ែកងនឹងវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន
(P)

ខ .

បនា្ទ ត់ (L)ស្ថិតក្នុងប្លង់ (P)គ . គា្ម នចំណុចរមួឃ .

៥៦ . បនា្ទ ត់ (L) ្រសបនឹងប្លង់ (P)កាលណា៖
វុចិទ័រ្របាបទិ់សៃន (L) កូលីេនែអ៊រនឹងវុចិទ័រណរម៉ាល់
ៃន (P)

ក . វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន (L) ែកងនឹងវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន
(P)

ខ .

បនា្ទ ត់ (L)កាត់ប្លង់ (P) ្រតង់មួយចំណុចគ . វុចិទ័រទាងំពីរបូកចូលគា្ន េស្មី 0⃗ឃ .

៥៧ . បនា្ទ ត់ (L) : x−1
1 = y

2 = z+1
−1 និងប្លង់ (P) : 2x− y−3 = 0 ៖

កាតគ់ា្ន ្រតង់មួយចំណុចក . ែកងគា្នខ . ្រសបគា្នគ . ្រទ�តគា្នឃ .

៥៨ . ្របព័ន្ធសមីការតំណាងបនា្ទ ត់្របសព្វៃនប្លង់ពីរ (P) : x+ y+ z−1 = 0 និង (Q) : 2x− y+ z−2 = 0 គឺ៖
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x+ y+ z−1 = 0

2x− y+ z−2 = 0
ក . x+ y+ z = 2x− y+ zខ .

(x+ y+ z−1)(2x− y+ z−2) = 0គ . x+y+z−1
2x−y+z−2 = 1ឃ .

៥៩ . វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់្របសព្វរវាងប្លង់ (P) និង (Q)ខាងេលីកំណត់េដាយ៖
n⃗P + n⃗Qក . n⃗P × n⃗Qខ . n⃗P · n⃗Qគ . n⃗P − n⃗Qឃ .

៦០ . វុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់្របសព្វរវាងប្លង់ (Oxy) និងប្លង់ (Oyz) គឺ៖
(1,0,0)ក . (0,1,0)ខ . (0,0,1)គ . (1,1,0)ឃ .

៦១ . ប្លង់ែដលកាត់តាមចំណុច M(1,−2,3) និង្រសបនឹងអ័ក្ស (Ox) និង (Oy)មានសមីការគឺ៖
x = 1ក . y =−2ខ . x+ y =−1គ . z = 3ឃ .

៦២ . ប្លង់កាត់តាម A(1,0,0) និងផ្ទុកអ័ក្ស (Oy)មានសមីការគឺ៖

z = 0ក . y = 0ខ . x = 0គ . x+ z = 1ឃ .

៦៣ . ប្លង់កាត់តាម A(0,0,2) និងផ្ទុកអ័ក្ស (Ox)មានសមីការគឺ៖

x = 0ក . y = 0ខ . z = 2គ . x+ y = 2ឃ .

៦៤ . ចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (L) :


x = 1+ t

y = 2t

z =−1+ t

និងប្លង់ (P) : x+ y+ z−8 = 0 គឺ៖

(2,2,0)ក . (3,3,2)ខ . (3,4,1)គ . (4,2,2)ឃ .

៦៥ . តាង t ជាប៉ារ៉ាែម៉្រត ចំណុច្របសព្វក្នុងសំណួរខាងេលី្រត�វនឹងតៃម្ល t េស្មីនឹង៖

t = 0ក . t = 1ខ . t = 3គ . t = 2ឃ .

៦៦ . ចមា្ង យពីចំណុច M0(x0,y0,z0) េទប្លង់ (P) : Ax+By+Cz+D = 0 គឺ៖
d = |Ax0+By0+Cz0+D|√

A2+B2+C2
ក . d = Ax0+By0+Cz0+D√

A2+B2+C2
ខ .

d = |Ax0+By0+Cz0+D|
A2+B2+C2គ . d =

√
A2+B2+C2

|Ax0+By0+Cz0+D|ឃ .

៦៧ . ចមា្ង យពីគល់ត្រម�យ O(0,0,0) េទប្លង់ (P) : 2x−2y+ z−6 = 0 គឺ៖
3ក . 2ខ . 6គ . 1ឃ .

៦៨ . ចមា្ង យពីចំណុច A(1,2,3) េទប្លង់ (P) : 2x+ y−2z+8 = 0 គឺ៖
1ក . 3ខ . 2គ . 6ឃ .
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៦៩ . ចមា្ង យពីចំណុច M(2,−1,1) េទប្លង់ (Oxy) គឺ៖
2ក . 1ខ . 3គ . 1ឃ .

៧០ . ចមា្ង យពីចំណុច M(2,−3,4) េទប្លង់ (Oxz) គឺ៖
3ក . 2ខ . 4គ . 5ឃ .

៧១ . ចមា្ង យរវាងប្លង់្រសបគា្ន ពីរ (P) : 2x− y+2z−1 = 0 និង (Q) : 2x− y+2z+8 = 0 គឺ៖
9ក . 3ខ . 6គ . 1ឃ .

៧២ . ចមា្ង យពីចំណុច M េទបនា្ទ ត់ (L)កាត់តាម A មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗ គឺ៖

d = |−→AM·⃗u|
∥⃗u∥ក . d = ∥−→AM×u⃗∥

∥⃗u∥2ខ .

d = ∥−→AM×u⃗∥
∥⃗u∥គ . d = ∥−→AM× u⃗∥ឃ .

៧៣ . ចមា្ង យពីគល់ត្រម�យ O(0,0,0) េទបនា្ទ ត់ (L) :


x = t

y = 0

z = 0

(អ័ក្ស Ox) គឺ៖

1ក .
√

2ខ . ∞គ . 0ឃ .

៧៤ . ចមា្ង យពីចំណុច M(1,2,0) េទអ័ក្ស (Oz) គឺ៖
√

5ក . 1ខ . 2គ . 5ឃ .

៧៥ . ចមា្ង យពីចំណុច M(3,0,4) េទអ័ក្ស (Oy) គឺ៖
7ក . 5ខ . 3គ . 4ឃ .

៧៦ . ចមា្ង យពី M(0,1,0) េទបនា្ទ ត់ (L) : x
1 = y

0 = z
0 គឺ៖

0ក . 2ខ . 1គ .
√

2ឃ .

៧៧ . ចមា្ង យពីចំណុច M(1,1,1) េទប្លង់ (P) : x+ y+ z−3 = 0 គឺ៖

3ក .
√

3ខ . 1គ . 0ឃ .

៧៨ . ពីសំណួរខាងេលី បញ្ជ ក់ថាចំណុច M(1,1,1) ៖
ស្ថិតេនេលីប្លង់ (P)ក . េនេ្រកប្លង់ (P)ខ .

ជាចំេណាលែកងេលីប្លង់ (P)គ . គា្ម នន័យឃ .

៧៩ . រកតៃម្ល m េបីចមា្ង យពី A(1,0,1) េទប្លង់ (P) : 2x− y+2z+m = 0 េស្មីនឹង 2 ៖
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m = 2 ឬ m =−10ក . m = 2 ឬ m =−6ខ .

m = 0គ . m = 6 ឬ m =−6ឃ .

៨០ . ប្លង់ (P) មួយប៉ះែស្វ៊ (S)កាលណាចមា្ង យពីផ្ចិត I េទប្លង់ (P) ៖
ធំជាងកាំ rក . េស្មីនឹងកាំ rខ . តូចជាងកាំ rគ . េស្មីនឹងសូន្យឃ .

៨១ . សមីការស្ដង់ដារៃនែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត I(a,b,c) និងកាំ r គឺ៖
(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = rក . (x+a)2 +(y+b)2 +(z+ c)2 = r2ខ .

(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = r2គ . x2 + y2 + z2 = r2ឃ .

៨២ . ផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊ (S) : (x−1)2 +(y+2)2 +(z−3)2 = 16 គឺ៖
I(−1,2,−3), r = 16ក . I(1,−2,3), r = 16ខ .

I(−1,2,−3), r = 4គ . I(1,−2,3), r = 4ឃ .

៨៣ . ែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត O(0,0,0) និងកាំ r = 5 មានសមីការគឺ៖
x2 + y2 + z2 = 25ក . x2 + y2 + z2 = 5ខ . (x−5)2+(y−5)2+

(z−5)2 = 0

គ . x+ y+ z = 25ឃ .

៨៤ . សមីការទូេទ x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z+5 = 0 មានផ្ចិតគឺ៖
(−1,2,−3)ក . (1,−2,3)ខ . (2,−4,6)គ . (−2,4,−6)ឃ .

៨៥ . កាៃំនែស្វ៊ក្នុងសំណួរខាងេលីគឺ៖

r = 14ក . r = 4ខ . r = 3គ . r = 9ឃ .

៨៦ . លក្ខខណ្ឌ េដីម្បឱី្យសមីការ x2 + y2 + z2 +Ax+By+Cz+D = 0 ជាសមីការែស្វ៊គឺ៖
A2 +B2 +C2 −D > 0ក . A2 +B2 +C2 −4D = 0ខ .

A2 +B2 +C2 +4D > 0គ . A2 +B2 +C2 −4D > 0ឃ .

៨៧ . វសិមីការតំបន់ែផ្នកខាងក្នុងៃនែស្វ៊ផ្ចិត I(a,b,c)កាំ r គឺ៖

(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 < r2ក . (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 > r2ខ .

(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 ≤ rគ . x2 + y2 + z2 < r2ឃ .

៨៨ . វសិមីការតំបន់ែផ្នកខាងេ្រកៃនែស្វ៊ផ្ចិត I(a,b,c)កាំ r គឺ៖
(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 < r2ក . (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 > r2ខ .

(x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = r2គ . (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 ≥ rឃ .



92 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៨៩ . ចំណុច M(1,1,1) េធៀបនឹងែស្វ៊ (S) : x2 + y2 + z2 = 9 ស្ថិតេន៖
េលីែស្វ៊ក . េ្រកែស្វ៊ខ . ក្នុងែស្វ៊គ . ្រតង់ផ្ចិតែស្វ៊ឃ .

៩០ . ចំណុច P(2,2,2) េធៀបនឹងែស្វ៊ (S) : x2 + y2 + z2 = 9 ស្ថិតេន៖
ក្នុងែស្វ៊ក . េលីែស្វ៊ខ . ្រតង់ផ្ចិតគ . េ្រកែស្វ៊ឃ .

៩១ . េបីចមា្ង យពីផ្ចិតែស្វ៊េទប្លង់គឺ d > r េនាះប្លង់ និងែស្វ៊៖
មិនកាត់គា្នក . ប៉ះគា្ន ្រតង់មួយចំណុចខ . កាត់គា្ន បានរង្វង់មួយគ . កាតគ់ា្ន បានបនា្ទ តម់ួយឃ .

៩២ . េបីចមា្ង យពីផ្ចិតែស្វ៊េទប្លង់គឺ d = r េនាះប្លង់ និងែស្វ៊៖
មិនកាត់គា្នក . ប៉ះគា្ន ្រតង់មួយចំណុចខ . កាត់គា្ន បានរង្វង់មួយគ . មានចំណុចរមួេ្រចីនរាប់មិនអស់ឃ .

៩៣ . េបីចមា្ង យពីផ្ចិតែស្វ៊េទប្លង់គឺ d < r េនាះប្លង់កាត់ែស្វ៊បាន៖
ចំណុចមួយក . បនា្ទ ត់មួយខ . រង្វង់មួយគ . ពង្រកេពីមួយឃ .

៩៤ . កាំ r′ ៃនរង្វង់្របសព្វរវាងែស្វ៊កាំ r និងប្លង់ែដលមានចមា្ង យ d (d < r) គឺ៖
r′ = r−dក . r′ =

√
r2 +d2ខ . r′ = r2 −d2គ . r′ =

√
r2 −d2ឃ .

៩៥ . ែស្វ៊កាំ r = 5 ្រត�វបានកាត់េដាយប្លង់មួយេនចមា្ង យ d = 3 ពីផ្ចិត។ ការំង្វង់្របសព្វគឺ៖
r′ = 4ក . r′ = 2ខ . r′ = 16គ . r′ =

√
34ឃ .

៩៦ . ែស្វ៊កាំ r = 10 ្រត�វបានកាត់េដាយប្លង់មួយេនចមា្ង យ d = 6 ពីផ្ចិត។ ៃផ្ទ្រកឡារង្វង់្របសព្វគឺ៖
64πក . 8πខ . 16πគ . 100πឃ .

៩៧ . េបីចមា្ង យរវាងផ្ចិតៃនែស្វ៊ពីរគឺ d > r+ r′ េនាះែស្វ៊ទាងំពីរ៖
ប៉ះគា្ន ខាងេ្រកក . េនេ្រកគា្នខ . កាត់គា្ន បានរង្វង់មួយគ . េនក្នុងគា្នឃ .

៩៨ . េបីចមា្ង យរវាងផ្ចិតៃនែស្វ៊ពីរគឺ d = r+ r′ េនាះែស្វ៊ទាងំពីរ៖
េនេ្រកគា្នក . កាត់គា្នខ . ប៉ះគា្ន ខាងេ្រកគ . ប៉ះគា្ន ខាងក្នុងឃ .

៩៩ . េបី |r− r′|< d < r+ r′ េនាះែស្វ៊ទាងំពីរ៖
េនេ្រកគា្នក . ប៉ះគា្ន ខាងេ្រកខ . េនក្នុងគា្នគ . កាត់គា្ន បានរង្វង់មួយឃ .

១០០ . េបី d = |r− r′| (r ̸= r′) េនាះែស្វ៊ទាងំពីរ៖

ប៉ះគា្ន ខាងក្នុងក . ប៉ះគា្ន ខាងេ្រកខ . កាត់គា្នគ . មានផ្ចិតរមួគា្នឃ .
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លហំាត់អនុវត្តន៍

១ . ABCD ជាចតុមុខមួយែដលមាន្រទនុងទាងំ 6 ប៉ុនៗគា្ន ។ A′ ជាចំេណាលែកងៃន A េលីប្លង់ (BCD) ។ O ជាចំណុច
មួយៃន [AA′] ែដល OA = OB = 3 ·OA′ = x(cm) ។
ក . ចូរគណនា −→

OA ·−→OB ជាអនុគមន៍ៃន x ។
ខ . ចូរគណនា cosAOB រចួទាញរក AB ជាអនុគមន៍ៃន x ។

ដំេណាះ្រសាយ
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២ . េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) េគឱ្យចំណុច A(2,2,2),B(2,0,1) និង C(0,−1,3) ។

ក . ចូរសង់រូប។
ខ . គណនាកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB និង −→

BC។
គ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→

AB ·−→BC រចួទាញថា ABC ជា្រតីេកាណែកង។

ដំេណាះ្រសាយ
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៣ . េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k ) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន េគឱ្យចំណុច A(1,−3,2) និង វុចិទ័រ −→w =

(2,1,3)។(េបក្ខជនមិនបាច់គូសរូប)
ក . សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាម A និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→w ។
ខ . រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (D) និងប្លង់ (Q) ែដលមានសមីការ 2x− y+5z+3 = 0 ។

ដំេណាះ្រសាយ



96 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៤ . រកចំនួនពិតxេដីម្បឱី្យវុចិទ័រ⃗u = 3⃗i+ j⃗− 4⃗k ែកងនឹងវុចិទ័រ c⃗ = x⃗i+ j⃗− 5⃗k។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

97

៥ . រកចំនួនពិតyេដីម្បឱី្យវុចិទ័រ⃗a(−2,1,7) ែកងេទនឹងវុចិទ័រ⃗e(1,y,4)។

ដំេណាះ្រសាយ



98 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៦ . បងា្ហ ញថាចំណុចP(1,7,2);Q(0,7,−2) និង R(−1,6,1)ជាកំពូល្រតីេកាណែកង។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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៧ . រក្របែវង និង ទិសេដសីុនុសៃនវុចិទ័រនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗(−1,1,1)

ខ . u⃗(3,0,0)

គ . u⃗ = i⃗+ j⃗+ k⃗

ឃ . u⃗ = 4⃗i− j⃗

ង . u⃗ = −⃗i− j⃗− k⃗

ច . u⃗ =−3⃗i−3 j⃗+ 8⃗k

ឆ . u⃗ = 3⃗i− j⃗− 4⃗k

ជ . u⃗ =−2⃗i−3 j⃗− 4⃗k

ដំេណាះ្រសាយ



100 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៨ . រកមុំផ្គុ ំេដាយវុចិទ័រនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗(4,2,4) និង v⃗(2
√

2,2
√

2,0)

ខ . u⃗(2,1,−2) និង v⃗(0,−
√

2,
√

2)

គ . u⃗ = i⃗−2 j⃗+ 2⃗k និង v⃗ =−2⃗i+ j⃗+ 2⃗k

ឃ . u⃗ =−2⃗i+ j⃗+ 2⃗k និង v⃗ =
√

2⃗i−
√

2 j⃗

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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៩ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(0,1,−4),B(−2,1,−1) និង C(1,1,1)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB និង −→

BC។
ខ . រក្របែវងអង្កតA់B និង BC។
គ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→

AB ·−→BC។
ឃ . រកមុំ ∠ABCរចួទាញបញ្ជ ក់្របេភទៃន្រតីេកាណ△ABC។

ដំេណាះ្រសាយ



102 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១០ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,2,6),B(2+2
√

2,0,4) និង C(2+2
√

2,4,4)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB និង −→

AC។
ខ . រក្របែវងអង្កតA់B និង AC។
គ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→

AB ·−→AC។
ឃ . រកមុំ ∠BACរចួទាញបញ្ជ ក់្របេភទៃន្រតីេកាណ△ABC។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១១ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(4,2,3),B(−2,1,−1),C(3,8,7) និង D(−6,2,z)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB,

−→
AC និង −→

BC។
ខ . រក្របែវងអង្កតA់B,AC និង BC។
គ . បងា្ហ ញថា△ABCជា្រតីេកាណសមបាត។
ឃ . កំណត់ចំនួនពិតzេដីម្បAីBDជា្រតីេកាណសមបាតកំពូលB។
ង . រកកូអរេដាេនទី្របជំុទំងន់ៃន្រតីេកាណ△ABC។

ដំេណាះ្រសាយ



104 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១២ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(0,6,2),B(3,4,1) និង C(1,3,4)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB,

−→
AC និង −→

BC។
ខ . រក្របែវងអង្កតA់B,AC និង BC។
គ . េតី△ABC ជា្រតីេកាណសមបាត ្រតីេកាណសម័ង្ស ឬជា្រតីេកាណែកង?

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

105

១៣ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,1,0),B(0,2,1) និង C(0,−1,4)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ−→AB និង −→

AC។
ខ . រក្របែវងអង្កតA់B និង AC។
គ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→

AB ·−→AC។
ឃ . គណនាមុំ θ ែដលផ្គុ ំេឡងីរវាងវុចិទ័រ

−→
AB និង −→

AC។

ដំេណាះ្រសាយ



106 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៤ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចM(3,1,5),N(3,5,1) និង P(−1,5,5)។
ក . គណនាផលគុណសា្ក ែល −−→

MN ·−→MP។
ខ . គណនាមុំ θ ែដលផ្គុ ំេឡងីរវាងវុចិទ័រ

−−→
MN និង −→

MP។
គ . កំណត់្របេភទៃន្រតីេកាណ△MNP។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

107

១៥ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,1),B(2,1,0) និង វុចិទ័រ −→AC(−1,2,1)។
ក . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→

AB ·−→AC។
ខ . រកកូអរេដាេនចំណុចC។
គ . េគគូសេមដយនBMៃន្រតីេកាណABC។រកកូអរេដាេនចំណុចM។
ឃ . រកទី្របជំុទំងន់ៃន្រតីេកាណABC។

ដំេណាះ្រសាយ



108 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៦ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(L)ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាម៖
ក . កាត់តាមចំណុចA(−1,−1,4) េហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ u⃗ = i⃗+ j⃗− 2⃗k។
ខ . កាត់តាមចំណុចB(1,3,−2) េហយីែកងនឹងប្លង់ x− y+2z = 5។
គ . កាត់តាមចំណុចC(1,−1,2) េហយីែកងនឹងប្លង់ 5x− y+3z = 7។
ឃ . កាត់តាមចំណុចD(1,5,10) េហយី្រសបនឹងអ័ក្សកូដ។
ង . កាត់តាមE(2,−1,0) េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត(់d) : x = 3+2t,y = 5−2t,z =−7+5t, t ∈ R។
ច . កាត់តាមចំណុចF(0,4,−2) េហយី្រសបនឹងបនា្ទ ត(់d) :

x−3
5

=
y−2
−2

=
z+1

2
។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១៧ . ក . រកសមីការម៉ារ៉ាែម៉តៃនបនា្ទ ត(់L)កាត់តាមចំណុចP(2,−3,7)េហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ v⃗(1,1,−4)។
ខ . រកវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (d) : 2x−6 = 4− y = z−5។
គ . រកមុំផ្គុ ំរវាងបនា្ទ ត(់L) និង (d)។

ដំេណាះ្រសាយ



110 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៨ . រកសមីការប្លង់α ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . ប្លង់α កាត់តាមចំណុចA(2,1,3)េហយី្រសបនឹងប្លង់ (P) : 2x+2y+ z−6 = 0។
ខ . ប្លង់α កាត់តាមចំណុចA(−1,3,5)េហយី្រសបនឹងប្លង់ (P) : 6x−3y−2z+9 = 0។
គ . ប្លង់α កាត់តាមចំណុចO(0,0,0)េហយី្រសបនឹងប្លង់ (P) : 3x−7y+ z = 4។
ឃ . ប្លង់α កាត់តាមចំណុចA(4,−2,1)េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ែដលកាត់តាមចំណុចP(2,−1,2) និង Q(3,2,−1)។
ង . ប្លង់α កាត់តាមចំណុចA(−1,3,2)េហយី្រសបនឹងប្លង់ (yoz)។
ច . ប្លង់α កាត់តាមចំណុចA(−7,8,9)េហយី្រសបនឹងប្លង់ (xoz)។
ឆ . ប្លង់α កាត់តាមគល់ត្រម�យេហយី្រសបនឹងប្លង់ (xoy)។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១៩ . េគមានប្លង់ α កាត់តាមចំណុចP(1,2,−3)េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់⃗n(3,−2,5)។
ក . ចូរសរេសរសមីការទូេទៃនប្លង់α។
ខ . េតីa⃗(4,1,−2)ជាវុចិទ័រ្រសបឬែកងេទនឹងប្លង់α?

គ . េតីa⃗(15,−10,25)ជាវុចិទ័រ្រសបឬែកងេទនឹងប្លង់α?

ឃ . រកវុចិទ័រមួយផ្សងេទៀតែដលែកងេទនឹងប្លង់α។

ដំេណាះ្រសាយ



112 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២០ . េគមានប្លង់ (α) : x+2y− z−8 = 0។
ក . េតីA(1,3,−1),B(3,5,1) និង C(1,6,5)ជាចំណុចេនេលីប្លង់(α)ឬេទ?
ខ . រកចំណុច្របសព្វរវាងប្លង់នឹងអ័ក្សទាងំបី។
គ . រកពីរវច៉ទ័រែដល្រសបេទនឹងប្លង់(α)។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

113

២១ . គណនាចមា្ង យពីចំណុចេទប្លង់ខាងេ្រកាម៖
ក . ពីចំណុចA(3,2,−1) េទប្លង់(α) : 7x−6y+6z = 8។
ខ . ពីចំណុចO(0,0,0) េទប្លង់(α) : 2x+ y−2z+7 = 0។
គ . ពីចំណុចQ(−2,8,−3) េទប្លង់(α) : 9x− y−4z = 0។
ឃ . ពីចំណុចR(−1,2,−1) េទប្លង់(α) : x+ y = 6។
ង . ពីចំណុចR(0,−3,0) េទប្លង់(α) : 2x−7y+ z−1 = 0។
ច . ពីចំណុចR(4,−4,1) េទប្លង់(α) : 2x+ y− z = 3។

ដំេណាះ្រសាយ



114 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២២ . គណនាចមា្ង យរវាងប្លង់ពីរ្រសបគា្ន ៖
ក . (α) : 8x+ y−4z+6 = 0 និង (β ) : 8x+ y−4z = 24។
ខ . (α) : 2x+ y− z = 12 និង (β ) : 2x+ y− z = 7។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២៣ . រកមុំរវាងប្លង់ខាងេ្រកាម៖
ក . (α) : x−2y+3z−4 = 0 និង (β ) : −2x+2y− z = 3។
ខ . (α) : 3x− z = 7 និង (β ) : 2y+4z = 5។
គ . (α) : 4x−4y+7z = 31 និង (β ) : 3x−2y−6z = 11។
ឃ . (α) : 2x+3y+5z = 17 និង (β ) : x = 4។

ដំេណាះ្រសាយ



116 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២៤ . រកសមីការែស្វ៊ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . ែស្វS៊មានផ្ចិត I(0,1,2)និង កាrំ =

√
3។

ខ . ែស្វS៊មានផ្ចិត I(0,−1,3) េហយីកាត់តាមចំណុចM(2,1,1)។
គ . ែស្វS៊មានអង្កត់ផ្ចិតABែដលចំណុចA(4,0,5) និង B(0,4,5)។
ឃ . ែស្វS៊មានផ្ចិត I(3,−1,4) េហយីកាជំាចមា្ង យពីQ(0,2,1)េទប្លង់(α) : x−2y+3z−1 = 0។
ង . ែស្វS៊មានផ្ចិត I(2,2,−1) េហយីប៉ះនិងប្លង់(P) : 2x+ y− z−3 = 0។
ច . ែស្វS៊មានផ្ចិត I(−5,1,1) េហយីប៉ះៃស្វ៊ S′ : x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z+5 = 0។
ឆ . ែស្វS៊មានផ្ចិត I(1,0,−1) េហយីប៉ះែស្វS៊′ : x2 + y2 + z2 −6x−2y+4z+5 = 0។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២៥ . រកកូអរេដាេនផ្ចិត និង កាៃំនែស្វ៊នីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . x2 + y2 + z2 −2x+4z−4 = 0

ខ . x2 + y2 + z2 +2x+14y−10z+74 = 0

គ . 2x2 +2y2 +2z2 +4x−4y−14 = 0

ឃ . x2 + y2 + z2 −6x+2y−4z−19 = 0

ង . x2 + y2 + z2 −8x+4y+10z+9 = 0

ច . x2 + y2 + z2 −4 = 0

ដំេណាះ្រសាយ



118 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២៦ . កំណត់ទីតាងំរវាងែស្វS៊′ និង S៖
ក . S : x2 + y2 + z2 −2x+4z−4 = 0 និង S′ : x2 + y2 + z2 −6x+2y−4z−19 = 0

ខ . S : x2 + y2 + z2 −8x+4y−2z+4 = 0 និង S′ : x2 + y2 + z2 +4x−2y−4z+5 = 0

គ . S : 2x2 +2y2 +2z2 +4x−4y−14 = 0 និង S′ : x2 + y2 + z2 −2x+4z−4 = 0

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២៧ . កំណត់ទីតាងំរវាងែស្វS៊′ និង ប្លង់P៖
ក . S : x2 + y2 + z2 +2x−8y−4z+12 = 0 និង (P) : 2x−2y+ z−1 = 0

ខ . S : x2 + y2 + z2 −2x+6y+4z−22 = 0 និង (P) : x+2y−2z−5 = 0

គ . S : x2 + y2 + z2 +2x−4y−2z+2 = 0 និង (P) : x+ y−2z−11 = 0

ដំេណាះ្រសាយ



120 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២៨ . ក្នុងសំេណរខាងេ្រកាមមួយណាជាបញ្ជ ក់វសិមភាព៖

ក . j⃗× i⃗ ខ . i⃗× j⃗ គ . j⃗× k⃗ ឃ . k⃗× j⃗ ង . i⃗× k⃗ ច . k⃗× i⃗

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២៩ . រកu⃗× v⃗េហយីបងា្ហ ញថា u⃗× v⃗ែកងនឹងu⃗ផង េហយីែកងនឹង⃗vផងក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = (2,−3,1); v⃗ = (1,−2,1)

ខ . u⃗ = (12,−3,0); v⃗ = (−2,5,0)

គ . u⃗ = (1,1,1); v⃗ = (2,1,−1)

ឃ . u⃗ = (−1,1,2); v⃗ = (0,1,0)

ង . u⃗ = (2,−3,1); v⃗ = (1,−2,1)

ច . u⃗ = (0,1,6); v⃗ = (1,−2,1)

ដំេណាះ្រសាយ



122 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៣០ . រក u⃗(4,−2, ,5) និង v⃗(7,9,−8)។ រកវុចិទ័រ x⃗ ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម៖

ក . 2⃗u+ x⃗ = 3⃗v ខ . 4⃗x− u⃗ = 3⃗u− 4⃗v+ 2⃗x

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

123

៣១ . េគឱ្យ u⃗(2,−1,5); v⃗(3x,5,4y−2) និង w⃗(z−1,2,z+1)។

ក . រកតៃម្ល x និង y ែដល u⃗ ∥ v⃗។ ខ . រកតៃម្ល z ែដល u⃗ ⊥ v⃗។

ដំេណាះ្រសាយ



124 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៣២ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគឱ្យចំណុច A(1,−1,−4);B(3,−4,2) នឹង C(4,5,−2)។
ក . គណនា −→

AB,
−→
AC នឹង −→

BC។
ខ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→

AB.
−→
AC រចួ្របាប់េឈា្ម ះរបស់្រតីេកាណ ABC។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

125

៣៣ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគឱ្យចំណុច A(x,2,−1);B(0,y,1) នឹង C(3,4,−2)។ កំណត់ x និង yេដីម្បី
ឱ្យ ABC ជា្រតីេកាណែកងបាតកំពូល A។

ដំេណាះ្រសាយ



126 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៣៤ . េគឱ្យa = (1,−2,1);⃗b = (−1,1,3) នឹង c⃗ = (2,3,−1)។
ក . កំណត់កូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ u⃗ = a⃗+ b⃗+ c⃗, v⃗ = 2⃗a− b⃗+ 3⃗c និង w⃗ = 2⃗u+ 3⃗v។
ខ . េគមានវុចិទ័រ S⃗ = (1,3,6)។ កំណត់ចំនួនពិត α,β ,γ េដាយដឹងថា S⃗ = α a⃗+β b⃗+ γ c⃗។
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៣៥ . រក u⃗× v⃗ រចួបងា្ហ ញថា u⃗× v⃗ អរតូកូណាល់េទនឹងវុវិទ័រ u⃗ ផង នឹង⃗v ផងក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . u⃗ = (4,3,5); v⃗ = (−1,8,4)

ខ . u⃗ = (−3,2,−5); v⃗ = (11,2,5)

គ . u⃗ = (−8,−6,4); v⃗ = (10,−12,−2)

ឃ . u⃗ = (−1,3,1); v⃗ = (0,3,7)

ដំេណាះ្រសាយ
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៣៦ . េគឱ្យបីចំណុច A(1,−1,2);B(2,1,4) នឹង C(4,−2,−2)។
ក . កំណត់កូអរេដាេនវុចិទ័រៃនវុចិទ័រ −→AB,

−→
BC និង −→

AC។
ខ . គណនារងា្វ ស់្រជ�ងទាងំបីៃន្រតីេកាណ ABC។
គ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុចD េដាយដឹងថាABCDជា្របេលឡូ្រកាម។

ដំេណាះ្រសាយ
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៣៧ . េគឱ្យបីចំណុច a⃗ = (1,−2,2);⃗b = (−1,4,8) នឹង c⃗(x,y,4)។
ក . គណនាផលគុណសា្ក ែល a⃗.⃗b។
ខ . គណនា|⃗a|, |⃗b| នឹងកូសីុនុសៃនមុំរវាងពីរវុចិទ័រ⃗a នឹង b⃗។
គ . កំណត់ x នឹង y េដីម្បឱី្យ a⃗.⃗c = b⃗.⃗c នឹង (⃗a+ b⃗).⃗c = 52។
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វត
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៣៨ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន(O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានបីចំណុច A(−1,2,3);B(0,−1,1) នឹង C(2,3,5)។
ក . ចូរកំណតស់មីការប្លង់ (P)កាត់តាមចំណុច A េហយីែកងនឹងវុចិទ័រ−→BC នឹងសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតបនា្ទ ត់ (L)ែដលកាត់

តាមចំណុច B នឹង C។
ខ . គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ H រវាងបនា្ទ ត់ (L)ជាមួយប្លង់ (P)។
គ . រក្របេភទៃន្រតីេកាណ △ABC។
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១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៣៩ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន(O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានបួនចំណុច A(4,0,0);B(0,−2,0),C(0,0,2) នឹង
D(4,2,2)។
ក . បងា្ហ ញថាចតុេកាណ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម។
ខ . ចូរកំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (BC) នឹង សមីការៃនប្លង់ែដលកាត់តាមបីចំណុច A,Bនឹង C។
គ . យក H ជាចំេណាលែកងៃន A េលីបនា្ទ ត់ (BC) ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច H រចួគណនា AH នឹងៃផ្ទ្រកឡា

្របេលឡូ្រកាម ABCD។
ឃ . េគមានចំណុច S(1,6,−6)។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (SA)ែកងនឹងប្លង់ (ABCD) រចួគណនាមាឌៃនពីរ៉ាមីត SABCD។
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៤០ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាលម់ានទិសេដវជិ្ជមាន(O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានបីចំណុច A(1,2,3) នឹង (α) : x+2y−2z−8 = 0។
ក . កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃន(∆) គូសេចញពីចំណុច Aេហយីែកងនឹងប្លង់ (β )្រតង់ចំណុច H។
ខ . គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច Hនឹងចំណុច A′ ឆ្លុះគា្ន នឹង A េធៀបនឹងប្លង់ (α)។
គ . កំណត់សមីការប្លង់ (β )កាត់តាមចំណុច A′ េហយី្រសបនឹងប្លង់ (α)ខាងេលី។
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៤១ . េគឱ្យ (α) : 2x+2y+ z−9 = 0 នឹង (∆) :


x = 2− t

y = 6−4t

z = 2+ t, t ∈ IR

ក . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ A រវាងបនា្ទ ត់ (∆) នឹងប្លង់ (α)។
ខ . កំណត់មុំ្រស�ចរវាងបនា្ទ ត់ (∆) នឹងប្លង់ (α)។
គ . កំណត់សមីការប្លង់ (β ) ែកងនឹងបនា្ទ ត់ (∆) ្រតង់ចំណុច A។
ឃ . កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់្របសព្វរវាងប្លង់ (∆) នឹងប្លង់ (α)។
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៤២ . េគឱ្យប្លង់ (∆) : 2x−2y+ z−1 = 0 នឹងែស្វ៊ (S) : x2 + y2 + z2 +2x−8y−4z+12 = 0។
ក . បងា្ហ ញថាប្លង់ (α) ប៉ះនឹងែស្វ៊ (S)្រតង់ចំណុច Aមួយ។
ខ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុចប៉ះ A។
គ . កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (∆) ែកងនឹងប្លង់ (α)្រតង់ចំណុច A។
ឃ . េ្រកពចីំណុច A បនា្ទ ត់ (∆) ្របសព្វែស្វ៊ (S) ្រតង់ចំណុច Bមួយេទៀត។ ចូរកំណតកូ់អរេដាេនចំណុច Bរចួកំណត់

សមីការៃនប្លង់(β ) ែដលប៉ះែស្វ៊ (S) ្រតង់ B។
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៤៣ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(4,−2,0),B(1,2,2),C(2,−1,0) និង D(2,−2,−1)។
ក . កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(d)ែដលកាត់តាមចំណុចAេហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ−→CD។
ខ . កំណត់សមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមចំណុចBេហយីែកងនឹងបនា្ទ តC់D។
គ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត(់d) និង (P)។
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៤៤ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(3,0,1),B(2,4,0) និង C(0,3,3)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។ ទាញថាចំណុចA,B និង C ជាកំពូលៃន្រតីេកាណមួយ រចួគណនាៃផ្ទ្រកឡា
ៃន្រតីេកាណេនះ។

ខ . កំណត់សមីការប្លង់(ABC)។
គ . កំណត់សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(d)ែដលកាត់តាមចំណុចOេហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ⃗u(1,1,1)។
ឃ . កំណត់កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត(់d) និង (ABC)។
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៤៥ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានពីរចំណុចA(1,1,1),B(0,−2,1)។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់AB)។
ខ . គណនា −→

OA×−→
OB។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណOAB។ រកសមីការប្លង់(OBA)។

គ . រកសមីការែស្វ៊ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAB។

ដំេណាះ្រសាយ



138 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៤៦ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,0,2),B(1,2,0) និង C(0,2,3)។
ក . ចូរសង់្រតីេកាណABC។
ខ . គណនា AB និង AC រចួរកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណABC។
គ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។ទាញថាចំណុចA,B និងC មិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ តែ់តមួយ រចួគណនាៃផ្ទ្រកឡា
ៃន្រតីេកាណេនះ។

ឃ . កំណត់សមីការប្លង់(ABC)។
ង . រកមាឌេត្រតាOABC។ ទាញរកចមា្ង យពីOេទប្លង់(ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
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នទ
ី៣

េម
េរៀ
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អនុ
វត
្តន៍ៃ
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ល
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វុចិ
ទ័រ
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៤៧ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(3,2,0) និង K(0,−1,3)។
ក . រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមចំណុចAេហយីែកងនឹងបនា្ទ ត(់AK)។
ខ . េគមាន B(5,0,0),C(0,5,0) និង D(0,0,−5)។ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាB,C និង D េនេលីប្លង់P។
គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណBCD។
ឃ . គណនាAKរចួរកមាឌៃន្រតាែអ៊តKBCD។

ដំេណាះ្រសាយ



140 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
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េម
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អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

៤៨ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(0,2,2) និងបនា្ទ ត(់D) មានសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតx = 1+ t,y =

1− t,z = 2− t, t ∈ R។
ក . បងា្ហ ញថាប្លង់ (α) : x− y− z+4 = 0 កាត់តាមចំណុចAេហយីែកងនឹងបនា្ទ ត(់D)។
ខ . ប្លង់(α)កាតអ់័ក្ស−→ox្រតង់M កាតអ់័ក្ស−→oy្រតង់N កាតអ់័ក្ស−→oz្រតង់P ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចM,N និង P រចួសង់

ចំណុចA,M,N,P។
គ . បងា្ហ ញថា△MNPជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ឃ . គណនា −→

MP ·−−→MNរចួគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណMNP។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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ី៣

េម
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ល
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វុចិ
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៤៩ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,1,0),B(0,2,2) និងបនា្ទ តC់(1,−2,3)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។ ទាញថាចំណុចA,Bនិង Cមិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។
ខ . រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមចំណុចA,B និង C។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)ែដលកាតត់ាមចំណុចD(1,−2,0) េហយីែកងនឹងប្លង់(P)។ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ

រវាងប្លង់(P) និងបនា្ទ ត(់L)។
ឃ . រកសមីការែស្វ៊ែដលកាត់តាមចំណុចA,B,C និង D។

ដំេណាះ្រសាយ



142 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
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៥០ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,0,1),B(0,1,3) និងC(1,2,0)។
ក . ចូរេដចំណុចA,B និង C។
ខ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ n⃗ =

−→
AB×−→

AC។ ទាញថាចំណុចA,Bនិង Cមិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។ រចួគណនា
ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។

គ . រកសមីការប្លង់(ABC)ែដលកាត់តាមចំណុចA េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗។
ឃ . គណនា (

−→
AB×−→

AC) ·−→AO។ រកមាឌេត្រតាែអ៊តOABC។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៥១ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,−2),B(0,2,0) និងC(0,0,3)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ n⃗ =

−→
AB×−→

AC។
ខ . រកសមីការប្លង់(ABC)។ កំណត់ចមា្ង យពីគល់ Oេទប្លង់(ABC)។
គ . កំណត់សមីការែស្វ៊(S)ែដលមានអង្គត់ផ្ចិតAB។ កំណត់សមីការប្លង់(P)ែដលប៉ះនិងែស្វ(៊S) ្រតង់A។

ដំេណាះ្រសាយ
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៥២ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,1) និង−→AB(−1,2,1)។
ក . គណនាកូអរេដាេនចំណុច B។រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមAេហយីែកងនឹង−→AB។
ខ . េគឱ្យចំណុច C(2,1,0)និង D(1,3,1) ។ រកកូអរេដាេនវុចិទ័រ−→AB និង −→

CD។ គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB ·−→AC រចួ
បងា្ហ ញថាABCDជាចតុេកាណែកង។

គ . គណនា −→
AB×−→

AC។ទាញរក្រកឡាៃផ្ទចតុេកាណABDC។
ឃ . រកមាឌចតុមុខOABC។ទាញរកចមា្ង យពី Oេទប្លង់(ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៥៣ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,0,1),B(0,1,3) និងC(0,3,2)។
ក . រកកូអរេដាេនវុចិទ័រ−→AB និង −→

BC។ បងា្ហ ញថា−→
AB និង −→

BC ជាវុចិទ័រអរតូកូណាល់គា្ន ។
ខ . គណនាផលគុណ −→

AB×−→
BC។

គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់d)ែដលកាត់តាមចំណុច Cេហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ−→AB។
ឃ . រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមចំណុចAេហយីែកងនឹងវុចិទ័រ−→BC។
ង . រកសមីការែស្វ៊(S)ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAC។ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំណុចBេនេលីែស្វ(៊S)។

ដំេណាះ្រសាយ
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េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ
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៥៤ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,1,1),B(2,0,3),C(−1,2,0) និងD(2,4,2)។
ក . គណនាផលគុណ n⃗ =

−→
AB×−→

AC។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណABC។
ខ . សមីការប្លង់(ABC)។ រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)ែដលកាត់តាមចំណុចDេហយីែកងនឹងប្លង់(ABC)។
គ . គណនា −→

AB ·−→AD និង −→
AC ·−→AD ។ ទាញថា DAជាកម្ពស់ៃនេត្រតាែអ៊តABCD។

ឃ . គណនា្របែវងDAរចួគណនាមាឌៃនេត្រតាែអ៊តABCD។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៥៥ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចS(0,0,3) និងu⃗(1,1,1)។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ តD់ែដលកាត់តាមចំណុចSេហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ u⃗។
ខ . M(x,y,z)ជាចំណុចេនក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k)។ គណនាផលគុណសា្ក ែលu⃗ ·−→SM។ កំណតស់មីការមួយែដលជាប់

ទាក់ទងx,y,zេដីម្បឱី្យ−→SMអរតូកូណាល់ៃន⃗u។ េតីសំណំុចំណុចMជាអ្វី?
គ . េគឱ្យចំណុច A(3,0,0) និង B(0,3,0)។ បងា្ហ ញថាSABជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ឃ . គណនាផលគុណ −→

SA×−→
SB។ គណនាៃផ្ទៃន្រតីេកាណSAB។

ង . រកសមីការែស្វ៊ែដលមានផ្ចិតOេហយីកាត់តាមចំណុចS,A និង B។

ដំេណាះ្រសាយ
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៥៦ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(−1,1,0),B(2,0,1),C(1,2,2),D(0,1,−2) និងu⃗(x,y,z)។
ក . កំណត់ទំនាក់ទំនងx,y,zេដីម្បឱី្យ−→AM ែកងនឹង −→

BM។ េតីសំណំុៃនចំណុចM ជាអ្វី?
ខ . គណនា −→

BC×−→
BD។ រកចំនួនពិតmេដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡាSៃន្រតីេកាណBCDេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ S = 3

√
em។

គ . រកសមីការប្លង់(BCD)។រកកូអរេដាេន្របសព្វNរវាងប្លង់(BCD) និងបនា្ទ ត់x−1
1

=
y+1
−1

=
z
1
។

ឃ . គណនាចមា្ង យពីចំណុចAេទប្លង់(BCD)រចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊តABCD។
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៥៧ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានប្លង់ពីរ(P) : 3x+4y+6z−12 = 0 និង (Q) : x+ y+ z = 0។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(D) ែដលជា្របសព្វរវាងប្លង់(P) និង (Q) េដាយយក z = t ជាប៉ារ៉ាែម៉្រត(tជា

ចំនួនពិត)។ បញ្ច ក់កូអរេដាេនវុចិទ័រ្របាប់ទិសu⃗ៃនបនា្ទ ត(់D)។
ខ . តាងp⃗ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់(P) និង q⃗ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់(Q)។ គណនាផលគុណៃនp⃗× q⃗។ បងា្ហ ញថា

វុចិទ័រp⃗× q⃗ ្រសបនឹងវុចិទ័រ⃗u។
គ . យកA,B និងCជា្របសព្វរវាងប្លង់(P) និង អ័ក្ស−→ox,−→oy,−→ozេរៀងគា្ន ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចA,B និងC។ គណនា

ៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណABC។
ឃ . គណនាចមា្ង យdពីចំណុចOេទប្លង់(P)។ គណនាមាឌេត្រតាែអ៊ត OABC។
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៥៨ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,0,0),B(2,3,0) និងC(0,0,2)។
ក . េដចំណុចA,B និង C។ រកសមីការែស្វ៊Sែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAC។
ខ . គណនា n⃗ =

−→
AB×−→

AC។ ទាញបញ្ច ក់ថាA ̸= (BC)។គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។
គ . គណនាផលគុណសា្ក ែល−→

AB ·−→AC។ ទាញបញ្ច ក់ថាABCជា្រតីេកាណែកង្រតង់A។
ឃ . រកសមីការប្លង់Pែដលកាត់តាមចំណុចC េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់⃗n។
ង . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងប្លង់Pនិង បនា្ទ ត(់L) : x = 2t,y = 1+3t,z =−t (t ∈ R)។
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៥៩ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,2,0),B(0,2,2) និងC(1,0,1)។
ក . េដចំណុចA,B និងC។ រកសមីការែស្វS៊ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAB។ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងែស្វS៊និង បនា្ទ ត(់d) :

x = 1+ t,y = 1,z = 1+ t, t ∈ R។
ខ . រកកូអរេដាេនវុចិទ័រ n⃗ =

−→
CA×−→

CB។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន△ABC។ រកសមីការប្លង់(ABC)។
គ . ប្លង់(ABC)ជួប−→ox ្រតង់M និង ជួប−→oz ្រតង់N។ រកកូអរេដាេនចំណុចM និង N។ បងា្ហ ញថា−→

AB =
−−→
MN និង −→

MA ·
−−→
MN = 0។ ទាញបញ្ជ ក់ថាABMNជាចតុេកាណែកង។

ឃ . គណនាចមា្ង យពីចំណុចD(0,2,0)េទប្លង់ (ABC)។ ទាញរកមាឌេត្រតាែអ៊តDBCA។
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៦០ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,2,−2),B(2,3,−2),C(0,3,−2) និងD(1,2,−2+
√

2)។
ក . ចូរេដកំពូលេត្រតាែអ៊ត A,B,C,D ៃនេត្រតាែអ៊តABCD។
ខ . បងា្ហ ញថាAB = AC = ADេហយីបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត(់AB),(AC),(AD)ែកងគា្ន ពីរៗ។
គ . បងា្ហ ញថាADជាកម្ពស់ចំេពាះបាតៃនេត្រតាែអ៊តABCDេហយីទាញរកមាឌេត្រតាែអ៊តABCD។
ឃ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→N =

−→
BC×−→

BD ។ និងៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណBCD។ រកសមីការប្លង់(BCD)។
ង . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)កាត់តាមចំណុចAេហយីែកងប្លង់(BCD)្រតង់ចំណុចH។

រកកូអរេដាេនៃនចំណុចH។
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៦១ . េគឱ្យ្របេលពីែប៉តែកងABCD−EFGHេគមាន−→DA = i,
−→
DC = 3 j⃗ និង −→

DH = 2⃗k។យក(D,⃗ i, j⃗,⃗k)ជាត្រម�យអរតូណ
រម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន។
ក . គូសរូប្របេលពីែប៉តែកង ABCD−EFGH ។បញ្ជ ក់កូអរេដាេនចំណុចA,B,C,E,F,G,H។
ខ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AC×−→

AHរចួសរេសរសមីការប្លង់(ACH)។
គ . d1ជាចមា្ង យពីចំណុចFេទប្លង់(ACH)និង d2ជាចមា្ង យពីចំណុចDេទប្លង់(ACH)។

បងា្ហ ញថា d1 = 2d2។
ឃ . េ្របៀបេធៀបមាឌV1 ៃនចតុមុខFACH និង មាឌV2ៃនចតុមុខDACH។
ង . គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន△ACHរចួគណនាមាឌV2។ ទាញរកមាឌV1។
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៦២ . េនក្នុង(O,⃗ i, j⃗,⃗k)ជាត្រម�យអរតូណរម៉ាល់មានទិសេដវជិ្ជមាន េគមានចំណុចA(−2,0,1);B(0,10,3)

;C(2,0,−1) និង D(5,3,−1)។
ក . រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមចំណុចA,B,C។
ខ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់់(L)ែដលកាត់តាមចំណុចDេហយីែកងនឹងប្លង់(P)។
គ . រកសមីការែស្វ៊Sមានផ្ចិតDេហយីប៉ះនឹងប្លង់(P)។
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៦៣ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,0),B(0,1,0) និងC(0,0,1)។
ក . បងា្ហ ញថា△ABCជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ខ . គណនាផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ⃗n =

−→
AB×−→

AC។
គ . រកសមីការែស្វ៊(S)ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAC។
ឃ . រកសមីការប្លង់(P)ែដលប៉ះែស្វ(៊S)្រតង់ចំណុចC។
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៦៤ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,2,6),B(2+2
√

2,0,4) និងC(2+2
√

2,4,4)។
ក . គណនា AB,AC និង ∠BACរចួរក្របេភទៃន្រតីេកាណABC។
ខ . គណនា −→

AB×−→
AC និងៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។

គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)ែកងនឹងប្លង់(ABC) ្រតង់ចំណុចA។
ឃ . ែស្វS៊មានអង្កត់ផ្ចិតAB។រកសមីការប្លង់Pប៉ះែស្វS៊្រតង់ចំណុចA។
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៦៥ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចM(−1,0,1),N(0,1,2),P(1,2,−1) និង
(α) : x−2y+ z−4 = 0។
ក . គណនា −−→

MN ×−→
MP និងៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណMNP។

ខ . រកសមីការប្លង់βកាត់តាមចំណុចM,N,P។ គណនាចមា្ង យពីចំណុចOេទប្លង់(β )។ រកមាឌេត្រតាែអត៊ONMP។
គ . រកសមីការែស្វ៊Sមានផ្ចិតMេហយីកាត់តាមចំណុចN។ េតីប្លង់(α)កាត់ែស្វS៊ែដរឬេទ?

ដំេណាះ្រសាយ
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៦៦ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមាន(P) : x+2y+2z+5 = 0 និង(S) : x2 + y2 + z2 −2x−4y+4z = 0។
ក . កំណត់កូអរេដាេនផ្ចិត និង កាៃំនែស្វ(៊S)។
ខ . បងា្ហ ញថាប្លង់ Pកាត់ែស្វ៊ (S)។
គ . រក្រគប់សមីការប្លង់ែដល្រសបនឹងប្លង់Pេហយីប៉ះែស្វS៊។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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ល
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៦៧ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,2);B(−1,1,4) និងC(5,−1,3)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។រកសមីការប្លង់(ABC)។
ខ . កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុចDេដីម្បឱី្យABDCជា្របេលឡូ្រកាម។

គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្របេលឡូ្រកាមABDC។
គ . េគឱ្យចំណុចF(3,10,−2)។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត(់OF)ែកងនឹងប្លង់(ABC)។
ឃ . រកមាឌេត្រតាែអ៊តFABC។ ទាញរកកម្ពសh់គូសេចញពីកំពូលFៃនេត្រតាែអ៊ត។
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៦៨ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,2,2);B(2,0,1) និងC(4,1,−1)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→BA ·−→BC។បងា្ហ ញថា(ABC)ជា្រតីេកាណែកង។
ខ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)កាត់តាមចំណុចAេហយី្រសបនឹងវុចិទ័រBC។
គ . រកសមីការPកាត់តាមចំណុចCេហយីែកងនឹងបនា្ទ ត(់L)។ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត(់L) និង ប្លង់P។
ឃ . រកសមីការែស្វS៊មានផ្ចិតI(1,1,1)និងកាrំ =

√
10។ រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ តL់និង ែស្វS៊។ រកចមា្ង យ

ពីចំណុចIេទប្លង់P។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៦៩ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,1,1);B(−1,−2,−1) និងC(1,2,0)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→BA×−→

BC។ រកសមីការប្លង់(α)ែដលកាត់តាមចំណុចA,Bនិង C។
ខ . គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណABC។ គណនាចមា្ង យពីគលO់ៃនត្រម�យេទប្លង់(α)។ រកមាឌេត្រតាែអ៊តOABC។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)ែដលែកងនឹងប្លង់(α)្រតង់ A។ រកចមា្ង យពីចំណុចCេទបនា្ទ ត់(L)។
ឃ . រកសំណំុៃនចំណុច Mែដលេផ្ទ�ងផា្ទ តM់A2 −MB2 = 2។
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៧០ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(−2,0,1);B(0,10,3);C(2,0,−1) និងD(5,3,−1)។
ក . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។ រកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណABC។
ខ . រកសមីការប្លង់Pកាត់តាមចំណុចA,B,C។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)កាត់តាមចំណុចDេហយីែកងនឹងប្លង់P។
ឃ . រកសមីការែស្វ៊S មានផ្ចិតDេហយីប៉ះនឹងប្លង់P។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៧១ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(0,2,0);B(1,0,0) និងC(0,0,3)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ n⃗ =

−→
CA ·−→CB។ រកៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណABC។

ខ . រកសមីការប្លង់Pកាត់តាមចំណុចO េហយី្រសបនឹងប្លង់ABC។
គ . គណនា (

−→
OA×−→

OC) ·−→OB។ ទាញរកមាឌចតុមុខOABCនិងចមា្ង យពីកំពូលOមកប្លង់បាតABC
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៧២ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(0,1,1);B(2,0,2) និងC(3,−1,−1)។
ក . គណនា−→

AB×−→
AC រចួបងា្ហ ញថាចំណុច A,B,C មិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។

ខ . រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមែដលកាត់តាមចំណុចA,B,C។
គ . បងា្ហ ញថាOមិនស្ថិតេនេលីប្លង់P។ គណនាចមា្ង យពីគលO់េទប្លង់P។ គណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ ABCរចួទាញ

រកមាឌៃនេត្រតាែអ៊តOABC។
ឃ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់L)ែដលកាតត់ាមចំណុចD(1,1,2)េហយីែកងនឹងប្លង់P។រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វMរវាង

ប្លង់(P) និង បនា្ទ ត(់L)។
ង . រកសមីការែស្វ៊Sែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAB។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៧៣ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,0);B(0,2,0) និងC(0,0,3)។
ក . គណនា−→

AB×−→
BC។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC ។

ខ . រកសមីការប្លង់(ABC)។ គណនាចមា្ង យពីOHពីគលO់េទប្លង់(ABC)។
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា 1

OH2 =
1

OA2 +
1

OB2 +
1

OC2។
គ . រកកូអរេដាេនៃនចំណុចH។ គណនាមាឌេត្រតាែអ៊តOABC។
ឃ . រកសមីការែស្វ៊Sែដលកាត់តាមចំណុចOABC។

ដំេណាះ្រសាយ
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៧៤ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចI(1,2,−2) និងប្លង់(P) : 2x+2y+ z+5 = 0។
ក . សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(L)ែដលកាត់តាមIេហយីែកងនឹងប្លង់(P)។
ខ . រកចំណុច្របសព្វJរវាងប្លង់(P)និង បនា្ទ ត(់L)។
គ . េគឱ្យSជាែស្វែ៊ដលមានផ្ចិតI។ េដាយដឹងថាប្លង់(P)កាតែ់ស្វ(៊S)មានរង្វង់មួយមានមរមិា្រត8π ចូររកសមីការែស្វ(៊S)។
ឃ . ្រសាយថាែស្វ៊Sប៉ះេទនឹងបនា្ទ ត់x−1

1
=

y+3
2

=
z
2
។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)
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៧៥ . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(−1,3,2);B(−9,4,9) និងប្លង់(P) : 2x− y+ z+1 = 0។
ក . សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(L)ែដលកាត់តាមAេហយីែកងនឹងប្លង់(P)។
ខ . រកចំណុច្របសព្វHរវាងប្លង់(P)និង បនា្ទ ត(់L)។
គ . រកកូអរេដាេនចំណុចA′ ឆ្លុះនឹងចំណុចAេធៀបនឹងប្លង់(P)។
ឃ . រកចំណុច្របសព្វKរវាងប្លង់(P)នឹងបនា្ទ ត(់A′B)។

ដំេណាះ្រសាយ
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លហំាត់ែដលធា្ល ប់េចញ្របឡងមធ្យមសកិ�ទុតិយភូមិនាឆា្ន ំ
កន្លងមក

១ . (២០០២) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល(់O,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមានេគឱ្យចំណុច A(3,0,1);B(2,4,0) និង
C(0,3,3)។(េបក្ខជនមិនចាបំាច់សង់រូបេទ)។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់D)ែដលកាត់តាមចំណុចOនិងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិសu⃗(1,1,1)។
ខ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។ទាញថាចំណុចA,B,C មិនរត់្រតង់គា្ន ។
គ . រកសមីការប្លង់ (ABC)េដាយយកវុចិទ័រ−→AB×−→

AC ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់។
ឃ . រកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។
ង . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត(់D) និង ប្លង់ (ABC)។
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២ . (២០០៣) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល(់O,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន(ឯកតាេលីអ័ក្ស1cm) ចូរេដចំណុចA(2,0,2);B(1,2,0)

និង C(0,2,3)។
ក . សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់(D)ែដលកាត់តាមAេហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ−→BC។
ខ . គណនា |−→AB| និង |−→AC|។ រចួ្របាប់្របេភទ្រតីេកាណABC។
គ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ−→AB×−→

AC។ទាញថាចំណុច A,B,Cមិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ តែ់តមួយ។ រកសមីការប្លង់ (ABC)។
គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។

ឃ . រកមាឌេត្រតាែអតOABC។ទាញរកចមា្ង យពីចំណុចOេទប្លង់ (ABC)។
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៣ . (២០០៤) េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល(់O,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន(ឯកតាេលីអ័ក្ស1cm) េគឲ្យចំណុចA(3,2,0),K(0,−1,3)។
ក . រកសមីការប្លង់(P) ែដលកាត់តាមAេហយីែកងនឹងបនា្ទ តA់K។
ខ . េគឱ្យចំណុចB(5,0,0);C(0,5,0) និង D(0,0,−5)។ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថាចំណុចB,C និង Dជាចំណុចេនេលីប្លង់P។
គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណBCD។
ឃ . គណនា្របែវងAKរចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអតKBCD។
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៤ . (២០០៥) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(0,2,2) និងបនា្ទ ត(់D) មានសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតx =

1+ t,y = 1− t,z = 2− t, t ∈ R។
ក . បងា្ហ ញថាប្លង់ (α) : x− y− z+4 = 0 កាត់តាមចំណុចAេហយីែកងនឹងបនា្ទ ត(់D)។
ខ . ប្លង់(α)កាតអ់័ក្ស−→ox្រតង់M កាតអ់័ក្ស−→oy្រតង់N កាតអ់័ក្ស−→oz្រតង់P ។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចM,N និង P រចួសង់

ចំណុចA,M,N,P។
គ . បងា្ហ ញថា△MNPជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ឃ . គណនា −→

MP ·−−→MNរចួគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណMNP។
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៥ . (២០០៦) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,1) និង−→AB = (−1,2,1)។
ក . គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុចB។ រកសមីការប្លង់(P)ែដលកាត់តាមចំណុចAនិង មានវុចិទ័រណរម៉ាល់−→AB។
ខ . េគឱ្យC(2,1,0) និង D(1,3,1)។ រកកូអរេដាេនវុចិទ័រ−→AC និង −→

CD។ គណនា −→
AB ·−→AC

រចួបងា្ហ ញថាABCDជាចតុេកាណែកង។
គ . គណនា −→

AB×−→
AC ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាៃនចតុេកាណABCD។

ឃ . រកមាឌចតុមុខOABC។ ទាញរកចមា្ង យពីគលO់េទប្លង់ABC។
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៦ . (២០០៧) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចS(0,0,3) និង−→u = (1,1,1)។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់D)ែដលកាត់តាមចំណុចS េហយី្រសបនឹងu⃗។
ខ . M(x,y,z)ជាចំណុចមួយេនក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k)។ គណនាផលគុណសា្ក ែល u⃗ ·−→SM។ កំណត់រកសមីការមួយ

ែដលជាប់ទាក់ទងនឹងx,y,zេដីម្បឲី្យ −→SM អរតូកូណាល់នឹងវុចិទ័រ u⃗។ េតីសំណំុចំណុចMជាអ្វី?
គ . េគឱ្យចំណុច A(3,0,0) និង B(0,3,0)។ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណSABជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ឃ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→SA×−→

SB។ ទាញរកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណSAB។
ង . រកសមីការែស្វ៊ែដលមានផ្ចិតO េហយីកាត់តាមចំណុចS,A និង B។
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៧ . (២០០៨)ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(−1,1,0),B(2,0,1),C(1,2,2),D(0,1,−2) និងu⃗(x,y,z)។
ក . កំណត់ទំនាក់ទំនងx,y,zេដីម្បឱី្យ−→AM ែកងនឹង −→

BM។ េតីសំណំុៃនចំណុចM ជាអ្វី?
ខ . គណនា −→

BC×−→
BD។ រកចំនួនពិតmេដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡាSៃន្រតីេកាណBCDេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ S = 3

√
em។

គ . រកសមីការប្លង់(BCD)។រកកូអរេដាេន្របសព្វNរវាងប្លង់(BCD) និងបនា្ទ ត់x−1
1

=
y+1
−1

=
z
1
។

ឃ . គណនាចមា្ង យពីចំណុចAេទប្លង់(BCD)រចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊តABCD។
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៨ . (២០០៩)ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,2,0),B(0,2,2,) និងC(1,0,1)។
ក . រកសមីការែស្វS៊ែដលមានអង្កត់ផ្ចិតAB។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វទាងំពីររវាងែស្វ៊ និង បនា្ទ ត(់d)ែដលមាន

សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតx = 1+ t,y = 2,z = 1+ tែដលt ∈ R។
ខ . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ⃗n =

−→
CA×−→

CB គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។រកសមីការប្លង់ABC។
គ . ប្លង់ABC ជួប−→ox ្រតង់M នឹង ជួប−→oz ្រតង់N។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុចM នឹងN។ បងា្ហ ញថាABNM ជាចតុេកាណ

ែកង។
ឃ . រកចមា្ង យពីចំណុចD(0,2,0) េទប្លង់(ABC)។ ទាញរកមាឌេត្រតាែអតDCBA។
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៩ . (២០១០)ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(−1,2,1),B(1,−6,−1) និងC(2,2,2)។
ក . គណនាn⃗ =

−→
AB×−→

AC កំណតស់មីការប្លង់Pែដលកាតត់ាមចំណុចA,B និងCេហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់⃗n។កំណត់
សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់d)កាត់តាមចំណុចJ(−2,0,0)និងមានវច៉ទ័រ្របាប់ទិសu⃗ = (3,0,1)។

ខ . រកកូអរេដាេនៃនផ្ចិតIនិងកាrំៃនែស្វ៊ែដលមានសមីការx2 + y2 + z2 −2y+2z−2 = 0។
រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាងែស្វS៊និងបនា្ទ ត(់d)។

គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណABC។ គណនាចមា្ង យពីចំណុចD(0,1,−1)េទប្លង់P។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១០ . (២០១១) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,2,4);B(2,−1,3) និងC(−2,3,−2)។

ក . រកសមីការែស្វ៊S ែដលមានផ្ចិតAនិង កាrំ =
|−→BC|

2
។

ខ . រកសមីការប្លង់Pែដលមានវុចិទ័រណរម៉ាល់−→ACេហយីកាត់តាមចំណុចB។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់d)ែដលកាត់តាមចំណុចCេហយីមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស−→

AB។
ឃ . រកចមា្ង យDBAពីចំណុចBេទA។ រកចមា្ង យDBdពីចំណុចBេទបនា្ទ ត(់d)។
ង . រកៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាម និង ៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណែដលសង់េលីវុចិទ័រ−→BA និង −→

BC។

ដំេណាះ្រសាយ



178 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១១ . (២០១២) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចM(−1,0,1),N(0,1,2) និងP(1,2,−1) និងមាន
ប្លង់α : x−2y+ z−4 = 0។
ក . រកកូអរេដាេន n⃗ =

−−→
MN ×−→

MP េហយីទាញរកសមីការប្លង់β ែដលកាត់តាមចំណុចM,N និង P។
ខ . រកសមីការែស្វ៊Sមួយមានផ្ចិតMេហយីកាត់តាមចំណុចN។ េតីαជួបែស្វS៊ឬេទ?

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១២ . (២០១៣) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,0,1),B(0,2,2) និងC(2,1,0)។
ក . បងា្ហ ញថា្រតីេកាណABCជា្រតីេកាណែកង្រតង់កំពូលA។
ខ . គណនា n⃗ =

−→
AB×−→

AC រចួរកសមីការប្លង់(ABC)។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត(់d) ែដលកាត់តាមចំណុចD(1,−1,3)េហយីែកងនឹងប្លង់ (ABC) ្រតង់M។ រក

កូអរេដាេនចំណុចM។

ដំេណាះ្រសាយ



180 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៣ . (២០១៤េលីកទី២)
ក . ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(2,2,1),B(4,−2,0),C(3,1,1) និងD(1,5,2)។ បងា្ហ ញថា

ចតុេកាណABCDជា្របេលឡូ្រកាម រចួរកៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាមេនះ។
ខ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ែដលកាត់តាមចំណុចAនិងB។
គ . រកសមីការប្លង់ែដលកាត់តាមបីចំណុចA,B និង D។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១៤ . (២០១៥) េគឱ្យវុចិទ័រ⃗u = i⃗− j⃗+ 2⃗k, v⃗ = −⃗i+2 j⃗+ 2⃗k, w⃗ = i⃗+ j⃗− 2⃗k។ រកវុចិទ័រ៖

ក . u⃗+ v⃗ ខ . w⃗× u⃗ គ . w⃗× v⃗

ដំេណាះ្រសាយ



182 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៥ . (២០១៦) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចM(2,3,4),N(3,5,6),P(4,6,7) និងQ(3,4,5)។
ក . រកវុចិទ័រ−−→MN និង −→

QP។
ខ . ទាញបងា្ហ ញថាMNPQ ជា្របេលឡូ្រកាម។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១៦ . (២០១៧) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(−2,1,0),B(0,1,1),C(1,2,2) និងD(0,3,−4)។
ក . រកវុចិទ័រ−→AB,

−→
AC,

−→
AD,

−→
BC,

−→
BD និង −→

CD។
ខ . គណនា្របែវងAB,AC,AD,BC,BD និង CD។ ទាញថា្រតីេកាណABD និង ACD ែកង្រតង់A។

ដំេណាះ្រសាយ



184 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៧ . (២០១៨) ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុចA(1,2,3),B(3,0,1),C(−1,0,1) និងD(2,1,2)។
ក . រកវុចិទ័រ−→AB,

−→
AC,

−→
AD និង −→

BC។
ខ . បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ n⃗ = (0,1,−1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនឹងប្លង់(ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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១៨ . (២០១៩)
A : ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
O,⃗ i, j⃗,⃗k

)
។  េគមានចំណុច A(1,−1,4) , B(7,−1,−2) និង

C(1,5,−2)។ 
ក . a . គណនា កូអរេដាេនរបស់វុចិទ័រ −→AB , −→AC និង −→

BC ។
b . ្រសាយបំភ្លឺថា ចំណុច A , B , C កំណត់បានប្លង់មួ◌ួយ។
c . បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ  ⃗n = (1,1,1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់េទនិងប្លង់ (ABC)

d . ទាញបងា្ហ ញថាសមីការប្លង់របស់ (ABC)

ខ . បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។  
B : េគមានប៉ារ៉ាបូល ែដលមានសមីការទូេទ : y2 +4y−8x−12 = 0 ។ ចូរបែម្លងសមីការេនះជាទ្រមង់សមីការស្តង់
ដាៃនប៉ារ៉ាបូល ។ ចូររកកូអរេដាេន ៃន កំពូល កំណំុ និង សមីការ បនា្ទ ត់្របាប់ទិស រចួសង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ។ 

ដំេណាះ្រសាយ



186 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

១៩ . (២០២១)
ក . ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណម៉ាល់

(
o,
−→
i ,

−→
j ,
−→
k
)
េគមានចណុំចៈ A(0;−2;0),B(−4;1;2) C(0;3;7)

និង D(4;0;5) ។
រកវុចិទ័រ −→AB , −→BC; −→CD និង −→

AD រចួបងា្ហ ញថាចតុេកាណ ABCD ជាចតុេកាណែកងែតមិនែមនជាកាេរ។
ខ . េគមានសមីការ 9y2 = 25(3− x)(3+ x)។ បងា្ហ ញថា សមីការេនះជាេអលីប។

រក្របែវងអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កូអរេដាេនកំពូលទាងំពីរ និង កូអរេដាេនកណំុំទាងំពីររបសេ់អលីប ។ សង់េអលីបេនះ ។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២០ . (២០២២)
ក . ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (o,−→i ,−→j ,−→k ) េគមានចំណុច M(0,1,1),N(1,2,2),P(0,3,−4)

និង Q(−2,1,0) ។
a . រកវុចិទ័រ −−→MN,

−→
NP,

−→
NQ,

−→
PQ និងរក្របែវងវុចិទ័រទាងំបួនេនះ។

b . បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ NPQ ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ Q និងរកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ។
ខ . រកកូអរេដាេនកំពូល កុំណំុ និងសមីការបនា្ទ ត់្របាប់ទិសរបស់ប៉ារ៉ាបូលែដលមានសមីការ (y+2)2 = −8(x−2)

។ សង់ប៉ារ៉ាបូលេនះ ។

ដំេណាះ្រសាយ



188 េមេរៀនទី ៣ េមេរៀនទី៣ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុចិទ័រ
េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២១ . (២០២៣)
ក . ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
o,⃗ i, j⃗,⃗k

)
េគមានចំណុច A(5,−5,2),B(−1,1,0),C(0,1,2) និង

(6,6,−1)

a . បងា្ហ ញថាចំណុច A,B,C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។
b . បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ BCD ជា្រតីេកាណែកង និង រកៃផ្ទ្រកឡារបស់្រតីេកាណេនះ។

ខ . េគឲ្យសមីការ 12(xy+3)− (3x+2y)2 = 0

a . បងា្ហ ញថាសមីការេនះ ជាសមីការេអលីប។
b . ចូររក្របែវងអ័ក្សតូច អ័ក្សធំ និង កូអរេដាេនៃនកំពូលទាងំពីរ។ រចួសង់េអលីបេនះ។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២២ . (២០២៤)
ក . ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់

(
o,⃗ i, j⃗,⃗k

)
េគមានចំណុច A(2,0,0);B(−1,

√
3,0) និងC(−1,−

√
3,0)

។ រកវុចិទ័រ A⃗B; A⃗C និង B⃗C ។ បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស និងរកៃផ្ទ្រកឡារបស់វា ។
ខ . េគឱ្យសមីការ (2x− 3y)2 = 6(3y2 − 2xy− 6) ។ បងា្ហ ញថាសមីការេនះជាអុីែពរបូល ។ កំណត់កូអរេដាេនៃន

កំពូល និងកំណំុរបស់អីុែពរបូល ។ រកសមីការអាសីុមតូតៃនអីុែពរបូល ។ ចូរសង់អីុែពរបូលេនះ ។

ដំេណាះ្រសាយ
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េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ

២៣ . (២០២៥) (២០ពិន្ទុ)
A . : ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(1,−2,0),B(−2,0,−1),C(−2,−1,2),

D(−2,1,−2),E(2,5,−2) និង F(−1,0,−2)។
១ . គណនាវុចិទ័រ −→AC,

−→
AE,

−→
BD,

−→
BF និង −→

DF។
២ . បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ACE ែកង្រតង់ A និង ្រតីេកាណ BDF សម័ង្ស។

B . : ប៉ារ៉ាបូលមួយមានកណំុំ F េនេលអី័ក្សអាប់សីុសនិងកំពូល O(0,0) ។ រកសមីការស្ដង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលេនះ េបី
វាកាត់តាមចំណុច A(2,4)។ រកតៃម្ល x1 េបី B(x1,−8) េនេលីប៉ារ៉ាបូលេនះ។

ដំេណាះ្រសាយ



១៦ សំណួរពហុេ្រជីសេរសី (Multiple Choice Questions)

េម
េរៀ
នទ
ី៣

េម
េរៀ
នទ
ី៣
អនុ
វត
្តន៍ៃ
នផ
ល
គុណ

វុចិ
ទ័រ
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២៤ . (២០២៦) (២០ពិន្ទុ)
១ . ក្នុងលំហ្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(−3;1;4), B(−2;−1;7), C(−4;−1;−2),

និង D(−2;−5;4) ។ េគដឹងថាវុចិទ័រ u⃗; v⃗; w⃗ េនក្នុងប្លង់ែតមួយលុះ្រតាែតមានចំនួនពិត a និង b ែដល w⃗ =

a⃗u+ b⃗v។
ក . រកវុចិទ័រ −→AB;

−→
AC;

−→
AD ។

ខ . រកចំនួនពិត a និង b ែដល −→
AB = a

−→
AC+b

−→
AD ។ ទាញបងា្ហ ញថាចំណុច A,B,C,D េនេលីប្លង់ែតមួយ ។

២ . េនេលីប្លង់្របដាប់េដាយត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗) េគមានប៉ារ៉ាបូលែដលមានកំពូល O(0;0) និងកនំុំស្ថិតេន
េលីអ័ក្សអាប់សីុស ។
ក . រកសមីការស្តង់ដាៃនប៉ារ៉ាបូលេនះ េបីេគដឹងថាវាឆ្លងកាត់ចំណុច A(−2;6) ។
ខ . រកតៃម្លៃន x1 េបីេគដឹងថាប៉ារ៉ាបូលេនះកាត់តាមចំណុច B(x1;6) ែដលអាប់សីុស x1 វជិ្ជមាន ។ សង់ប៉ារ៉ា

បូលេនះ ។

ដំេណាះ្រសាយ



ែផ្នកដំេណាះ្រសាយែផ្នកដំេណាះ្រសាយ

េមេរៀនទី ១ ៖ វុិចទ័រក្នងុលហំ

តារាងចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ 100) — េមេរៀនទី ១
ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
1 ក 21 ក 41 ក 61 ក 81 ក
2 ខ 22 ខ 42 ខ 62 ខ 82 ខ
3 គ 23 គ 43 គ 63 គ 83 គ
4 ឃ 24 ឃ 44 ឃ 64 ឃ 84 ឃ
5 ក 25 ក 45 ក 65 ក 85 ក
6 ខ 26 ខ 46 ខ 66 ខ 86 ខ
7 គ 27 គ 47 គ 67 គ 87 គ
8 ឃ 28 ឃ 48 ឃ 68 ឃ 88 ឃ
9 ក 29 ក 49 ក 69 ក 89 ក
10 ខ 30 ខ 50 ខ 70 ខ 90 ខ
ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
11 គ 31 គ 51 គ 71 គ 91 គ
12 ឃ 32 ឃ 52 ឃ 72 ឃ 92 ឃ
13 ក 33 ក 53 ក 73 ក 93 ក
14 ខ 34 ខ 54 ខ 74 ខ 94 ខ
15 គ 35 គ 55 គ 75 គ 95 គ
16 ឃ 36 ឃ 56 ឃ 76 ឃ 96 ឃ
17 ក 37 ក 57 ក 77 ក 97 ក
18 ខ 38 ខ 58 ខ 78 ខ 98 ខ
19 គ 39 គ 59 គ 79 គ 99 គ
20 ឃ 40 ឃ 60 ឃ 80 ឃ 100 ឃ
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១. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍ (េមេរៀនទី ១)

លហំាត់ទី ១
េគឲ្យ u⃗ = (4,−2,5) និង v⃗ = (7,9,−8)។ រកវុចិទ័រ x⃗ ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ទំនាក់ទំនងខាងេ្រកាម៖

ក . 2⃗u+ x⃗ = 3⃗v ខ . 4⃗x− u⃗ = 3⃗u− 4⃗v+ 2⃗x

ដំេណាះ្រសាយ

ក 2⃗u+ x⃗ = 3⃗v =⇒ x⃗ = 3⃗v− 2⃗u

x⃗ = 3(7,9,−8)−2(4,−2,5)

= (21−8,27+4,−24−10) = (13,31,−34)

ដូចេនះ x⃗ = (13,31,−34)

ខ 4⃗x− u⃗ = 3⃗u− 4⃗v+ 2⃗x

=⇒ 2⃗x = 4⃗u− 4⃗v =⇒ x⃗ = 2(⃗u− v⃗)

េដាយ u⃗− v⃗ = (−3,−11,13)

=⇒ x⃗ = 2(−3,−11,13) = (−6,−22,26)

ដូចេនះ x⃗ = (−6,−22,26)

លហំាត់ទី ២
េគឲ្យ u⃗ = (1,1,0), v⃗ = (1,0,1), w⃗ = (0,1,1) និង p⃗ = (5,6,7)។ បងា្ហ ញថា p⃗ = l⃗u+ m⃗v+nw⃗។

ដំេណាះ្រសាយ

តាង p⃗ = l⃗u+ m⃗v+nw⃗ (l,m,n ∈ R)៖

(5,6,7) = (l +m, l +n,m+n)

េគបាន្របព័ន្ធសមីការ៖


l +m = 5 (1)

l +n = 6 (2)

m+n = 7 (3)

បូកសមីការ (1)+(2)+(3) អង្គនិងអង្គ៖

2(l +m+n) = 18 =⇒ l +m+n = 9

ទាញរកតៃម្លេមគុណនីមួយៗ៖

• l = 9− (m+n) = 9−7 = 2

• m = 9− (l +n) = 9−6 = 3

• n = 9− (l +m) = 9−5 = 4

ដូចេនះ p⃗ = 2⃗u+ 3⃗v+4w⃗ (ពិត)
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លហំាត់ទី ៣
រកទិសេដកូសុីនុសៃនវុចិទ័រខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = (3,−4,5) ខ . v⃗ = (−3,2,2
√

3)

ដំេណាះ្រសាយ

ក ទិសេដកូសុីនុសៃន u⃗ = (3,−4,5) ៖
∥⃗u∥=

√
32 +(−4)2 +52 =

√
50 = 5

√
2

cosα = 3
5
√

2
= 3

√
2

10

cosβ = −4
5
√

2
=−2

√
2

5

cosγ = 5
5
√

2
=

√
2

2

ដូចេនះ (cosα,cosβ ,cosγ) =
(

3
√

2
10 ,−2

√
2

5 ,
√

2
2

)

ខ ទិសេដកូសុីនុសៃន v⃗ = (−3,2,2
√

3) ៖
∥⃗v∥=

√
(−3)2 +22 +(2

√
3)2 =

√
25 = 5

cosα =−3
5

cosβ = 2
5

cosγ = 2
√

3
5

ដូចេនះ (cosα,cosβ ,cosγ) =
(
−3

5 ,
2
5 ,

2
√

3
5

)

លហំាត់ទី ៤
េគឲ្យ u⃗ = (2,−1,5), v⃗ = (3x,5,4y−2) និង w⃗ = (z−1,2,z+1)។

ក . រក x,y ែដល u⃗ ∥ v⃗ ខ . រក z ែដល u⃗ ⊥ w⃗

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗ ∥ v⃗ ⇐⇒ 3x
2 = 5

−1 = 4y−2
5

• 3x
2 =−5 =⇒ x =−10

3

• 4y−2
5 =−5 =⇒ y =−23

4

ដូចេនះ x =−10
3
, y =−23

4

ខ u⃗ ⊥ w⃗ ⇐⇒ u⃗ · w⃗ = 0 ៖
2(z−1)−1(2)+5(z+1) = 0

⇐⇒ 7z+1 = 0 =⇒ z =−1
7

ដូចេនះ z =−1
7
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លហំាត់ទី ៥
រកតៃម្ល x,y និង z ែដលវុចិទ័រ u⃗ = (x,4,6), v⃗ = (2,y,6) និង w⃗ = (2,4,z) ែកងគា្ន ពីរៗ។

ដំេណាះ្រសាយ

វុចិទ័រែកងគា្ន ពីរៗ ⇐⇒ u⃗ · v⃗ = u⃗ · w⃗ = v⃗ · w⃗ = 0៖


2x+4y+36 = 0 =⇒ x+2y =−18 (1)

2x+16+6z = 0 =⇒ x+3z =−8 (2)

4+4y+6z = 0 =⇒ 2y+3z =−2 (3)

យក (1)− (2) =⇒ 2y−3z =−10 (4)

បូក (3)+(4) =⇒ 4y =−12 =⇒ y =−3

ជំនួសចូល (1) និង (3)៖

• x =−18−2(−3) =−12

• 3z =−2−2(−3) = 4 =⇒ z = 4
3

ដូចេនះ x =−12, y =−3, z =
4
3

លហំាត់ទី ៦
េគឲ្យ u⃗ = (1,2,−3), v⃗ = (2,−1,−2) និង w⃗ = (1,−3,1)។ េបី x⃗ = (x1,x2,x3) អរតូកូណាល់នឹង u⃗, v⃗, w⃗។ រក
x1,x2,x3 ែដល x⃗ ̸= 0⃗។

ដំេណាះ្រសាយ

េដាយ u⃗− v⃗ = (−1,3,−1) =−w⃗ នាឱំ្យបីវុចិទ័រកូបា្ល ែណ។
េគអាចេ្រជីសយក x⃗ កូលីេនែអ៊រនឹង u⃗× v⃗៖

u⃗× v⃗=(−4−3,−(−2+6),−1−4)= (−7,−4,−5)

យក x⃗ =−(⃗u× v⃗) = (7,4,5)។
ដូចេនះ (x1,x2,x3) = (7,4,5)

(ជាទូេទ x⃗ = (7k,4k,5k) ចំេពាះ្រគប់ k ̸= 0)
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លហំាត់ទី ៧
េគឲ្យ u⃗ = (2,−2,1) និង v⃗ = (2,3,−4)។ តាង w⃗ = v⃗− k⃗u។ េបី w⃗ ⊥ u⃗ កំណត់តៃម្ល k និង w⃗។

ដំេណាះ្រសាយ

w⃗ · u⃗ = 0 ⇐⇒ u⃗ · v⃗− k∥⃗u∥2 = 0 =⇒ k = u⃗·⃗v
∥⃗u∥2

u⃗ · v⃗ = 4−6−4 =−6, ∥⃗u∥2 = 4+4+1 = 9

=⇒ k = −6
9 =−2

3

w⃗ = v⃗+ 2
3 u⃗ = (2,3,−4)+

(4
3 ,−

4
3 ,

2
3

)
=
(10

3 ,
5
3 ,−

10
3

)
ដូចេនះ k =−2

3
, w⃗ =

(
10
3
,
5
3
,−10

3

)

លហំាត់ទី ៨
េគឲ្យចំណុច A(0,3,0),B(0,1,−2) និង C(2,3,−2)។ េតី △ABC ជា្របេភទ្រតីេកាណអ្វី?

ដំេណាះ្រសាយ

គណនា្របែវង្រជ�ងទាងំបីៃន្រតីេកាណ៖

• AB =
√

0+(−2)2 +(−2)2 =
√

8 = 2
√

2

• BC =
√

22 +22 +0 =
√

8 = 2
√

2

• AC =
√

22 +0+(−2)2 =
√

8 = 2
√

2

េដាយ AB = BC = AC = 2
√

2 នាឱំ្យ្រជ�ងទាងំបីមានរងា្វ ស់
េស្មីគា្ន ។
ដូចេនះ △ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស (Equilateral)

លហំាត់ទី ៩
គណនា u⃗ · v⃗, v⃗ · w⃗, w⃗ · u⃗ ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . u⃗ = (1+

√
2)⃗i+

√
3 j⃗, v⃗ = (1−

√
2)⃗i− k⃗, w⃗ =

√
3 j⃗+ k⃗

ខ . u⃗ = 2
3 i⃗− 1

6 j⃗+ 1
2 k⃗, v⃗ = 1

2 i⃗−2 j⃗+ 2
5 k⃗, w⃗ = i⃗+ k⃗

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗ · v⃗ = (1+
√

2)(1−
√

2) = 1−2 =−1

v⃗ · w⃗ = (−1)(1) =−1

w⃗ · u⃗ =
√

3(
√

3) = 3

ដូចេនះ u⃗ · v⃗ =−1, v⃗ · w⃗ =−1, w⃗ · u⃗ = 3

ខ u⃗ · v⃗ = 1
3 +

1
3 +

1
5 = 13

15

v⃗ · w⃗ = 1
2 +

2
5 = 9

10

w⃗ · u⃗ = 2
3 +

1
2 = 7

6

ដូចេនះ u⃗ · v⃗ = 13
15

, v⃗ · w⃗ =
9

10
, w⃗ · u⃗ =

7
6
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លហំាត់ទី ១០

SABCD ជាពីរ៉ាមីតែដលមានបាតជាកាេរមានកំពូល S និង ្រទនុងមានរងា្វ ស់ a
េស្មីគា្ន ទាងំអស់។ គណនាផលគុណសា្ក ែលខាងេ្រកាមេនះជាអនុគមន៍ៃន a ៖
ក .

−→
SA ·−→SB

ខ .
−→
SA ·−→SC

គ .
−→
SA ·−→AC

A

B

C

D

S

ដំេណាះ្រសាយ

ក △SAB សម័ង្ស ∠ASB = 60◦៖
−→
SA ·−→SB = a ·acos60◦ = a2

2

ដូចេនះ −→
SA ·−→SB =

a2

2
ខ ABCD កាេរ្រជ�ង a =⇒ AC = a

√
2

SA2 +SC2 = 2a2 = AC2 =⇒ ∠ASC = 90◦

ដូចេនះ −→
SA ·−→SC = 0

គ បំែបក −→
AC =

−→
SC−−→

SA៖
−→
SA ·−→AC =

−→
SA · (−→SC−−→

SA)

=
−→
SA ·−→SC−∥−→SA∥2 = 0−a2 =−a2

ដូចេនះ −→
SA ·−→AC =−a2

លហំាត់ទី ១១

េគឱ្យរង្វង់ (C)មានអង្កត់ផ្ចិត [AB] េនក្នុងប្លង់ (α)។ បនា្ទ ត់ (L) ែកងប្លង់ (α)

្រតង់ A។ យក P ∈ (L)។ បងា្ហ ញថា ចំេពាះ្រគប់ M ∈ (C) េគបាន −→
PM ·−→MB =

0។

(α)

P (L)

A B

M

ដំេណាះ្រសាយ

បំែបក −→
PM =

−→
PA+

−→
AM េគបាន៖

−→
PM ·−→MB =

−→
PA ·−→MB+

−→
AM ·−→MB

• (L)⊥ (α) =⇒ −→
PA ·−→MB = 0

• [AB] អង្កត់ផ្ចិត =⇒ −→
AM ·−→MB = 0

ជំនួសចូល៖

−→
PM ·−→MB = 0+0 = 0

ដូចេនះ −→
PM ·−→MB = 0 (ពិត)
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េមេរៀនទី ២ ៖ ផលគុណៃនពីរវុិចទ័រក្នងុលហំ

តារាងចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ 100) — េមេរៀនទី ២
ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
1 ក 21 ឃ 41 ឃ 61 ឃ 81 ឃ
2 ខ 22 ក 42 ក 62 ក 82 ក
3 ខ 23 ខ 43 ខ 63 ខ 83 ខ
4 គ 24 គ 44 គ 64 គ 84 គ
5 ឃ 25 ឃ 45 ឃ 65 ឃ 85 ឃ
6 ក 26 ក 46 ក 66 ក 86 ក
7 ខ 27 ខ 47 ខ 67 ខ 87 ខ
8 គ 28 គ 48 គ 68 គ 88 គ
9 ឃ 29 ឃ 49 ឃ 69 ឃ 89 ឃ
10 ក 30 ក 50 ក 70 ក 90 ក
ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
11 ខ 31 ឃ 51 ឃ 71 ឃ 91 ឃ
12 គ 32 ក 52 ក 72 ក 92 ក
13 ក 33 ខ 53 ខ 73 ខ 93 ខ
14 ខ 34 គ 54 គ 74 គ 94 គ
15 គ 35 ឃ 55 ឃ 75 ឃ 95 ឃ
16 ឃ 36 ក 56 ក 76 ក 96 ក
17 ក 37 ខ 57 ខ 77 ខ 97 ខ
18 ខ 38 គ 58 គ 78 គ 98 គ
19 គ 39 ឃ 59 ឃ 79 ឃ 99 ឃ
20 ឃ 40 ក 60 ក 80 ក 100 ក
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២. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍ (េមេរៀនទី ២)

លហំាត់ទី ១
រកផលគុណៃនវុចិទ័រ រចួគូសរូបតាង៖
ក . j⃗× i⃗ ខ . i⃗× j⃗ គ . j⃗× k⃗ ឃ . k⃗× j⃗ ង . i⃗× k⃗ ច . k⃗× i⃗

ដំេណាះ្រសាយ
ក j⃗× i⃗ = −⃗k ខ i⃗× j⃗ = k⃗ គ j⃗× k⃗ = i⃗

ឃ k⃗× j⃗ = −⃗i ង i⃗× k⃗ =− j⃗ ច k⃗× i⃗ = j⃗

i⃗

j⃗k⃗
(+)

លហំាត់ទី ២
រក u⃗× v⃗ េហយីបងា្ហ ញថា u⃗× v⃗ អរតូកូណាល់នឹង u⃗ ផង និង v⃗ ផង ក្នុងករណីនីមួយៗ៖
ក . u⃗ = (2,−3,1), v⃗ = (1,−2,1) ឃ . u⃗ = (−10,0,6), v⃗ = (7,0,0)

ខ . u⃗ = (−1,1,2), v⃗ = (0,1,0) ង . u⃗ = (1,1,1), v⃗ = (2,1,−1)

គ . u⃗ = (12,−3,0), v⃗ = (−2,5,0) ច . u⃗ = (0,1,6), v⃗ = (1,−2,1)

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗× v⃗ = (−3+2,−1,−4+3) = (−1,−1,−1)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ខ u⃗× v⃗ = (−2,0,−1−0) = (−2,0,−1)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

គ u⃗× v⃗ = (0,0,60−6) = (0,0,54)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ឃ u⃗× v⃗ = (0,42,0) = (0,42,0)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ង u⃗× v⃗ = (−2,3,1−2) = (−2,3,−1)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ច u⃗× v⃗ = (13,6,−1) = (13,6,−1)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗
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លហំាត់ទី ៣
រក u⃗× v⃗ េហយីបងា្ហ ញថា u⃗× v⃗ អរតូកូណាល់នឹង u⃗ ផង និង v⃗ ផង ក្នុងករណីនីមួយៗ៖

ក . u⃗ = (4,−3.5,7), v⃗ = (−1,8,4)

ខ . u⃗ = (−8,−6,4), v⃗ = (10,−12,−2)

គ . u⃗ =−3⃗i+2 j⃗− 5⃗k, v⃗ = 1
2 i⃗− 3

4 j⃗+ 1
10 k⃗

ឃ . u⃗ = 2
3 k⃗, v⃗ = 1

2 i⃗+6 j⃗

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗× v⃗ = (−14−56,−(16+7),32−3.5)

= (−70,−23,28.5)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ដូចេនះ u⃗× v⃗ = (−70,−23,28.5)

ខ u⃗× v⃗ = (12+48,−(16−40),96+60)

= (60,24,156)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ដូចេនះ u⃗× v⃗ = (60,24,156)

គ u⃗× v⃗ =
(1

5 −
15
4 ,−

(
− 3

10 +
5
2

)
, 9

4 −1
)

=
(
−71

20 ,−
11
5 ,

5
4

)
• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ដូចេនះ u⃗× v⃗ =
(
−71

20
,−11

5
,
5
4

)
ឃ u⃗ =

(
0,0, 2

3

)
, v⃗ =

(1
2 ,6,0

)៖
u⃗× v⃗ =

(
0−4,−

(
0− 1

3

)
,0
)
=
(
−4, 1

3 ,0
)

• (⃗u× v⃗) · u⃗ = 0 និង (⃗u× v⃗) · v⃗ = 0 =⇒⊥ u⃗,⊥ v⃗

ដូចេនះ u⃗× v⃗ =
(
−4,

1
3
,0
)

លហំាត់ទី ៤
រកៃផ្ទ្របេលឡូ្រកាមែដលមានវុចិទ័រ u⃗ និង v⃗ ជា្រជ�ងជាប់៖

ក . u⃗ = j⃗, v⃗ = j⃗+ k⃗

ខ . u⃗ = i⃗+ j⃗+ k⃗, v⃗ = j⃗+ k⃗

គ . u⃗ = (3,2,−1), v⃗ = (1,2,3)

ឃ . u⃗ = (2,−1,0), v⃗ = (−1,2,0)

ដំេណាះ្រសាយ

រូបមន្តៃផ្ទ្របេលឡូ្រកាម S = ∥⃗u× v⃗∥៖
ក u⃗× v⃗ = (1,0,0) = i⃗ =⇒ S = ∥⃗i∥= 1

ខ u⃗× v⃗ = (0,−1,1) =⇒ S =
√

0+1+1 =
√

2

គ u⃗× v⃗ = (8,−10,4) =⇒ S =
√

180 = 6
√

5

ឃ u⃗× v⃗ = (0,0,3) =⇒ S = 3 (ឯកតាៃផ្ទ)
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លហំាត់ទី ៥
េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំណុចខាងេ្រកាមជាកំពូលរបស់្របេលឡូ្រកាម រចួរកៃផ្ទ្រកឡា៖
ក . A(1,1,1),B(2,3,4),C(6,5,2),D(7,7,5)

ខ . A(2,−1,1),B(5,1,4),C(0,1,1),D(3,3,4)

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (1,2,3), −→CD = (1,2,3)

=⇒ −→
AB =

−→
CD =⇒ ABDC ជា្របេលឡូ្រកាម។

−→
AC = (5,4,1) =⇒ −→

AB×−→
AC = (−10,14,−6)

ដូចេនះ S =
√

100+196+36 =
√

332 = 2
√

83

ខ −→
AB = (3,2,3), −→CD = (3,2,3)

=⇒ −→
AB =

−→
CD =⇒ ABDC ជា្របេលឡូ្រកាម។

−→
AC = (−2,2,0) =⇒ −→

AB×−→
AC = (−6,−6,10)

ដូចេនះ S =
√

36+36+100 =
√

172 = 2
√

43

លហំាត់ទី ៦
រកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ែដលមានកំពូលដូចខាងេ្រកាម៖

ក . A(0,0,0),B(1,2,3),C(−3,0,0)

ខ . A(2,−3,4),B(0,1,2),C(−1,2,0)

គ . A(1,3,5),B(3,3,0),C(−2,0,5)

ឃ . A(1,2,0),B(−2,1,0),C(0,0,0)

ដំេណាះ្រសាយ

រូបមន្ត S = 1
2∥
−→
AB×−→

AC∥៖
ក −→

AB = (1,2,3),
−→
AC = (−3,0,0)

−→
AB×−→

AC = (0,−9,6) =⇒ S =

√
117
2

=
3
√

13
2

ខ −→
AB = (−2,4,−2),

−→
AC = (−3,5,−4)

−→
AB×−→

AC = (−6,−2,2) =⇒ S =

√
44
2

=
√

11

គ −→
AB = (2,0,−5),

−→
AC = (−3,−3,0)

−→
AB×−→

AC = (−15,15,−6) =⇒ S =

√
486
2

=
9
√

6
2

ឃ −→
CA = (1,2,0),

−→
CB = (−2,1,0)

−→
CA×−→

CB = (0,0,5) =⇒ S =
5
2
(ឯកតាៃផ្ទ)
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លហំាត់ទី ៧
រកផលគុណច្រម�ះ u⃗ · (⃗v× w⃗) ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗ = i⃗, v⃗ = j⃗, w⃗ = k⃗

ខ . u⃗ = (1,1,1), v⃗ = (2,1,0), w⃗ = (0,0,1)

គ . u⃗ = (2,0,1), v⃗ = (0,3,0), w⃗ = (0,0,1)

ឃ . u⃗ = (2,0,0), v⃗ = (1,1,1), w⃗ = (0,2,2)

ដំេណាះ្រសាយ

ក v⃗× w⃗ = i⃗ =⇒ u⃗ · (⃗v× w⃗) = i⃗ ·⃗ i = 1

ខ u⃗ · (⃗v× w⃗) = 1(1)−1(2)+1(0) = −1

គ u⃗ · (⃗v× w⃗) = 2(3−0)+1(0) = 6

ឃ u⃗ · (⃗v× w⃗) = 2(2−2) = 0

លហំាត់ទី ៨
េដាយេ្របីផលគុណច្រម�ះ ចូរគណនាមាឌ្របេលពីែប៉តែដលមាន u⃗, v⃗, w⃗ ជា្រជ�ងជាប់៖

ក . u⃗ = i⃗+ j⃗, v⃗ = j⃗+ k⃗, w⃗ = i⃗+ k⃗ ខ . u⃗ = (1,3,1), v⃗ = (0,5,5), w⃗ = (4,0,4)

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗ · (⃗v × w⃗) = 1(1) − 1(−1) = 2 =⇒

V = 2 (ឯកតាមាឌ)
ខ u⃗ · (⃗v× w⃗) = 1(20)− 3(−20) + 1(−20) = 60 =⇒

V = 60 (ឯកតាមាឌ)

លហំាត់ទី ៩
រកមាឌ្របេលពីែប៉តែដលមានកំពូលដូចខាងេ្រកាម៖
ក . A(0,0,0),B(3,0,0),C(0,5,1),D(3,5,1),E(2,0,5),F(5,0,5),G(2,5,6),H(5,5,6)

ខ . A(0,0,0),B(1,1,0),C(1,0,2),D(0,1,1),E(2,1,2),F(1,1,3),G(1,2,1),H(2,2,3)

ដំេណាះ្រសាយ

ក ្រជ�ងេចញពី A(0,0,0)៖ u⃗ = (3,0,0), v⃗ = (0,5,1), w⃗ =

(2,0,5)៖
u⃗ · (⃗v× w⃗) = 3(25) = 75 =⇒ V = 75

ខ ្រជ�ងេចញពី A(0,0,0)៖ u⃗ = (1,1,0), v⃗ = (1,0,2), w⃗ =

(0,1,1)៖
u⃗ · (⃗v× w⃗) = 1(−2)−1(1) =−3 =⇒ V = |−3|= 3
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េមេរៀនទី ៣ ៖ អនុវត្តន៍ៃនផលគុណវុិចទ័រ

តារាងចេម្លើយសណួំរពហុេ្រជើសេរ ើស (MCQ 100) — េមេរៀនទី ៣
ល.រ ចេម្លយី ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
1 ក 21 គ 41 គ 61 ឃ 81 ឃ
2 ខ 22 ឃ 42 ឃ 62 ក 82 ក
3 ក 23 ក 43 ក 63 ខ 83 ខ
4 គ 24 ខ 44 ខ 64 គ 84 គ
5 ឃ 25 គ 45 គ 65 ឃ 85 ឃ
6 ក 26 ឃ 46 ឃ 66 ក 86 ក
7 ខ 27 ក 47 ក 67 ខ 87 ខ
8 គ 28 ខ 48 ខ 68 គ 88 គ
9 ឃ 29 គ 49 គ 69 ឃ 89 ឃ
10 ក 30 ឃ 50 ឃ 70 ក 90 ក
ល.រ ចេម្លយី ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ ល.រ ចេម្លីយ
11 ក 31 គ 51 ឃ 71 ឃ 91 គ
12 ខ 32 ឃ 52 ក 72 ក 92 ឃ
13 ក 33 ក 53 ខ 73 ខ 93 ក
14 គ 34 ខ 54 គ 74 គ 94 ខ
15 ឃ 35 គ 55 ឃ 75 ឃ 95 គ
16 ក 36 ឃ 56 ក 76 ក 96 ឃ
17 ខ 37 ក 57 ខ 77 ខ 97 ក
18 គ 38 ខ 58 គ 78 គ 98 ខ
19 ឃ 39 គ 59 ឃ 79 ឃ 99 គ
20 ក 40 ឃ 60 ក 80 ក 100 ឃ
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៣. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់អនុវត្តន៍ (េមេរៀនទី ៣)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១

ABCD ជាចតុមុខែដលមាន្រទនុងទាងំ 6 ប៉ុនៗគា្ន ។ A′ ជាចំេណាលែកងៃន A េលីប្លង់ (BCD)។ O ជាចំណុចមួយៃន
[AA′] ែដល OA = OB = 3 ·OA′ = x (cm)។
ក . គណនា −→

OA ·−→OB ជាអនុគមន៍ៃន x។

ខ . គណនា cos∠AOB រចួទាញរក AB ជាអនុគមន៍ៃន x។

ដំេណាះ្រសាយ

ក េដាយ ABCDជារូបចតុមុខេទៀងទាត់ A′ជាផ្ចិតរង្វង់ចារកឹ
េ្រក △BCD៖
A′B = R = a√

3
(ែដល a = AB)។

ក្នុង △OA′B ែកង្រតង់ A′៖ OA′ = x
3 , OB = x៖

A′B2 = OB2 −OA′2 = x2 − x2

9 = 8
9x2

=⇒ a2 = 3A′B2 = 8
3x2។

ក្នុង △OAB៖ −→
OA ·−→OB = 1

2(OA2 +OB2 −AB2)

= 1
2(2x2 − 8

3x2) = −1
3

x2

ខ គណនា cos∠AOB និង AB៖
• cos∠AOB =

−→
OA·−→OB
OA·OB =

− 1
3 x2

x2 = −1
3

• AB = a =
√

8
3x2 =

2
√

6
3

x (cm)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគឱ្យ A(2,2,2),B(2,0,1) និង C(0,−1,3)។
ក . គណនាកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB និង −→

BC។

ខ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→
AB ·−→BC រចួទាញថា ABC ជា្រតីេកាណែកង។

ដំេណាះ្រសាយ

ក រកវុចិទ័រ −→AB និង −→
BC៖

• −→
AB = (2−2,0−2,1−2) = (0,−2,−1)

• −→
BC = (0−2,−1−0,3−1) = (−2,−1,2)

ខ គណនាផលគុណសា្ក ែល៖
−→
AB ·−→BC = 0(−2)+(−2)(−1)+(−1)(2) = 0

េដាយ −→
AB ·−→BC = 0 =⇒ −→

AB ⊥−→
BC

=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ B
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣
ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគឱ្យ A(1,−3,2) និង w⃗ = (2,1,3)។
ក . សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (D)កាត់តាម A មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស w⃗។

ខ . រកកូអរេដាេន្របសព្វរវាង (D) និងប្លង់ (Q) : 2x− y+5z+3 = 0។

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃន (D)៖

(D) :


x = 1+2t

y =−3+ t

z = 2+3t

(t ∈ R)

ខ ជំនួស (D) ក្នុង (Q)៖
2(1+2t)− (−3+ t)+5(2+3t)+3 = 0

⇐⇒ 18t +18 = 0 =⇒ t =−1

=⇒ I(−1,−4,−1)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤ និង ទី ៥

លំហាត់ ៤៖ រក x េដីម្បឱី្យ u⃗ = 3⃗i+ j⃗− 4⃗k ែកងនឹង c⃗ = x⃗i+ j⃗− 5⃗k។
លំហាត់ ៥៖ រក y េដីម្បឱី្យ a⃗(−2,1,7) ែកងនឹង e⃗(1,y,4)។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៤៖
u⃗ ⊥ c⃗ ⇐⇒ u⃗ · c⃗ = 0

⇐⇒ 3(x)+1(1)+(−4)(−5) = 0

⇐⇒ 3x+21 = 0 =⇒ x =−7

លំហាត់ ៥៖
a⃗ ⊥ e⃗ ⇐⇒ a⃗ · e⃗ = 0

⇐⇒ −2(1)+1(y)+7(4) = 0

⇐⇒ −2+ y+28 = 0 =⇒ y =−26

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦
បងា្ហ ញថាចំណុច P(1,7,2),Q(0,7,−2) និង R(−1,6,1)ជាកំពូលៃន្រតីេកាណែកង។

ដំេណាះ្រសាយ

គណនាវុចិទ័រ −→RP និង −→
RQ េចញពីកំពូល R៖

• −→
RP = (1− (−1),7−6,2−1) = (2,1,1)

• −→
RQ = (0− (−1),7−6,−2−1) = (1,1,−3)

ផលគុណសា្ក ែល៖
−→
RP ·−→RQ = 2(1)+1(1)+1(−3) = 2+1−3 = 0

=⇒ −→
RP ⊥−→

RQ =⇒ △PQR ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ R
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧

រក្របែវង និងកូសីុនុសទិសេដៃនវុចិទ័រនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . u⃗(−1,1,1)

ខ . u⃗(3,0,0)

គ . u⃗(1,1,1)

ឃ . u⃗(4,−1,0)

ង . u⃗(−1,−1,−1)

ច . u⃗(−3,−3,8)

ឆ . u⃗(3,−1,−4)

ជ . u⃗(−2,−3,−4)

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗(−1,1,1)៖
∥⃗u∥=

√
1+1+1 =

√
3

cos =
(
− 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)
ខ u⃗(3,0,0)៖
∥⃗u∥=

√
9+0+0 = 3

cos = (1,0,0)

គ u⃗(1,1,1)៖
∥⃗u∥=

√
1+1+1 =

√
3

cos =
(

1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
ឃ u⃗(4,−1,0)៖
∥⃗u∥=

√
16+1+0 =

√
17

cos =
(

4√
17

,− 1√
17

,0
)

ង u⃗(−1,−1,−1)៖
∥⃗u∥=

√
1+1+1 =

√
3

cos =
(
− 1√

3
,− 1√

3
,− 1√

3

)
ច u⃗(−3,−3,8)៖
∥⃗u∥=

√
9+9+64 =

√
82

cos =
(
− 3√

82
,− 3√

82
,

8√
82

)
ឆ u⃗(3,−1,−4)៖
∥⃗u∥=

√
9+1+16 =

√
26

cos =
(

3√
26

,− 1√
26

,− 4√
26

)
ជ u⃗(−2,−3,−4)៖
∥⃗u∥=

√
4+9+16 =

√
29

cos =
(
− 2√

29
,− 3√

29
,− 4√

29

)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៨

រកមុំផ្គុ ំេដាយវុចិទ័រនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . u⃗(4,2,4) និង v⃗(2

√
2,2

√
2,0) ខ . u⃗(2,1,−2) និង v⃗(0,−

√
2,
√

2)

ខ . u⃗(1,−2,2) និង v⃗(−2,1,2) ឃ . u⃗(−2,1,2) និង v⃗(
√

2,−
√

2,0)

ដំេណាះ្រសាយ

ក ∥⃗u∥= 6, ∥⃗v∥= 4, u⃗ · v⃗ = 12
√

2៖
cosθ = 12

√
2

24 =
√

2
2 =⇒ θ = 45◦ =

π
4

ខ ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 2, u⃗ · v⃗ =−3
√

2៖
cosθ = −3

√
2

6 =−
√

2
2 =⇒ θ = 135◦ =

3π
4

គ ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 3, u⃗ · v⃗ =−2−2+4 = 0៖
cosθ = 0 =⇒ θ = 90◦ =

π
2

ឃ ∥⃗u∥= 3, ∥⃗v∥= 2, u⃗ · v⃗ =−3
√

2៖
cosθ =−

√
2

2 =⇒ θ = 135◦ =
3π
4

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៩
ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមាន A(0,1,−4),B(−2,1,−1) និង C(1,1,1)។
ក . រកកូអរេដាេនៃនវុចិទ័រ −→AB និង −→

BC។ ខ . រក្របែវង AB និង BC។

ខ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→
AB ·−→BC។ ឃ . រកមុំ ∠ABC រចួបញ្ជ ក់្របេភទ △ABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−2,0,3),

−→
BC = (3,0,2)

ខ AB =
√

4+0+9 =
√

13

BC =
√

9+0+4 =
√

13

គ −→
AB ·−→BC =−6+0+6 = 0

ឃ េដាយ −→
BA ·−→BC =−−→

AB ·−→BC = 0

=⇒ cos∠ABC = 0 =⇒ ∠ABC = 90◦

េដាយ AB = BC =
√

13 និង ∠B = 90◦៖
=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណែកងសមបាត្រតង់ B
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១០
ក្នុងត្រម�យ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគឱ្យ A(2,2,6),B(2+2

√
2,0,4) និង C(2+2

√
2,4,4)។

ក . រកកូអរេដាេនៃន −→
AB និង −→

AC។ ខ . រក្របែវង AB និង AC។

ខ . គណនាផលគុណសា្ក ែល −→
AB ·−→AC។ ឃ . រកមុំ ∠BAC រចួបញ្ជ ក់្របេភទ △ABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (2

√
2,−2,−2)

−→
AC = (2

√
2,2,−2)

ខ AB =
√

8+4+4 =
√

16 = 4

AC =
√

8+4+4 =
√

16 = 4

គ −→
AB ·−→AC = 8−4+4 = 8

ឃ cos∠BAC = 8
4×4 = 1

2 =⇒ ∠BAC = 60◦

េដាយ AB = AC = 4 និង ∠A = 60◦៖
=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១១
េគមាន A(4,2,3),B(−2,1,−1),C(3,8,7) និង D(−6,2,z)។
ក . រកកូអរេដាេន −→

AB,
−→
AC,

−→
BC។ ខ . រក្របែវង AB,AC,BC។

ខ . បងា្ហ ញ △ABC សមបាត។ ឃ . រក z េដីម្បឱី្យ ABD សមបាតកំពូល B។

គ . រកកូអរេដាេនទី្របជំុទម្ងន់ៃន្រតីេកាណ ABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−6,−1,−4)

−→
AC = (−1,6,4),

−→
BC = (5,7,8)

ខ AB =
√

36+1+16 =
√

53

AC =
√

1+36+16 =
√

53

BC =
√

25+49+64 =
√

138

គ េដាយ AB=AC =
√

53 =⇒ △ABC សមបាតកំពូល A

ឃ ABD សមបាតកំពូល B ⇐⇒ BD2 = BA2៖
−→
BD = (−4,1,z+1) =⇒ BD2 = 17+(z+1)2

17+(z+1)2 = 53 ⇐⇒ (z+1)2 = 36

=⇒ z+1 =±6 =⇒ z = 5 ឬ z =−7

ង ទី្របជំុទម្ងន់ G =
( xA+xB+xC

3 , . . .
)៖

G =
(4−2+3

3 , 2+1+8
3 , 3−1+7

3

)
=

(
5
3
,
11
3
,3
)



ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ៣ 209

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១២
េគឱ្យ A(0,6,2),B(3,4,1) និង C(1,3,4)។
ក . រក −→

AB,
−→
AC,

−→
BC និង្របែវង្រជ�ង។ ខ . បញ្ជ ក់្របេភទៃន △ABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (3,−2,−1) =⇒ AB =

√
14

−→
AC = (1,−3,2) =⇒ AC =

√
14

−→
BC = (−2,−1,3) =⇒ BC =

√
14

ខ េដាយ AB = AC = BC =
√

14

=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១៣
េគមាន A(2,1,0),B(0,2,1) និង C(0,−1,4)។
ក . រក −→

AB,
−→
AC និង្របែវង។ ខ . គណនា −→

AB ·−→AC និងមុំ θ រវាងវុចិទ័រទាងំពីរ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−2,1,1) =⇒ AB =

√
6

−→
AC = (−2,−2,4) =⇒ AC = 2

√
6

ខ −→
AB ·−→AC = 4−2+4 = 6

cosθ = 6√
6·2

√
6
= 1

2 =⇒ θ = 60◦ =
π
3

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១៤ និង ទី ១៥
លំហាត់ ១៤៖ េគឱ្យ M(3,1,5),N(3,5,1),P(−1,5,5)។ គណនា −−→

MN ·−→MP មំុ θ និង្របេភទ △MNP។
លំហាត់ ១៥៖ េគឱ្យ A(1,0,1),B(2,1,0),

−→
AC(−1,2,1)។ គណនា −→

AB ·−→AC, រកចំណុចC, េមដយនM, ទី្របជំុទម្ងន់
G។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ១៤៖
−−→
MN = (0,4,−4),

−→
MP = (−4,4,0) =⇒ MN = MP =

4
√

2
−−→
MN ·−→MP = 16 =⇒ cosθ = 16

32 = 1
2 =⇒ θ = 60◦

NP = 4
√

2 =⇒ △MNP ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

លំហាត់ ១៥៖
−→
AB = (1,1,−1) =⇒ −→

AB ·−→AC =−1+2−1 = 0

• C = A+
−→
AC = (0,2,2)

• M ជាចំណុចកណា្ដ ល AC =⇒ M
(

1
2
,1,

3
2

)
• G = A+B+C

3 = (1,1,1)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១៦

រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (L) ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់លក្ខខណ្ឌ ខាងេ្រកាម៖

ក . កាត់តាម A(−1,−1,4) ្រសប u⃗ = i⃗+ j⃗− 2⃗k

ខ . កាត់តាម B(1,3,−2) ែកង x− y+2z = 5

គ . កាត់តាម C(1,−1,2) ែកង 5x− y+3z = 7

ឃ . កាត់តាម D(1,5,10) ្រសបនឹងអ័ក្សកូត (Oz)

ង . កាត់តាម E(2,−1,0) ្រសប (d) : x = 3+ 2t,y =

5−2t,z =−7+5t

ច . កាត់តាម F(0,4,−2) ្រសប (d) : x−3
5 = y−2

−2 = z+1
2

ដំេណាះ្រសាយ

ក កាត់ A(−1,−1,4), u⃗ = (1,1,−2)៖
(L) : x =−1+ t, y =−1+ t, z = 4−2t

ខ កាត់ B(1,3,−2), u⃗ = n⃗P = (1,−1,2)៖
(L) : x = 1+ t, y = 3− t, z =−2+2t

គ កាត់ C(1,−1,2), u⃗ = n⃗P = (5,−1,3)៖
(L) : x = 1+5t, y =−1− t, z = 2+3t

ឃ កាត់ D(1,5,10), u⃗ = k⃗ = (0,0,1)៖
(L) : x = 1, y = 5, z = 10+ t

ង កាត់ E(2,−1,0), u⃗ = (2,−2,5)៖
(L) : x = 2+2t, y =−1−2t, z = 5t

ច កាត់ F(0,4,−2), u⃗ = (5,−2,2)៖
(L) : x = 5t, y = 4−2t, z =−2+2t

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១៧
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតបនា្ទ ត់ (L)កាត់ P(2,−3,7) ្រសបនឹង v⃗(1,1,−4)។
ខ . រកវុចិទ័រ្របាប់ទិសៃន (d) : 2x−6 = 4− y = z−5។ គ . រកមំុរវាង (L) និង (d)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក (L) : x = 2+ t, y =−3+ t, z = 7−4t

ខ x−3
1/2 = y−4

−1 = z−5
1 =⇒ u⃗d = (1,−2,2)

គ v⃗ · u⃗d = 1−2−8 =−9

∥⃗v∥= 3
√

2, ∥⃗ud∥= 3 =⇒ cosθ = 9
9
√

2
=

√
2

2

=⇒ θ = 45◦ =
π
4
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១៨

រកសមីការប្លង់ α ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖

ក . កាត់ A(2,1,3) ្រសប (P) : 2x+2y+ z−6 = 0

ខ . កាត់ A(−1,3,5) ្រសប (P) : 6x−3y−2z+9 = 0

គ . កាត់ O(0,0,0) ្រសប (P) : 3x−7y+ z = 4

ឃ . កាត់ A(4,−2,1) ែកង (PQ) ្រតង់ P(2,−1,2),Q(3,2,−1)

ង . កាត់ A(−1,3,2) ្រសប (yOz)

ច . កាត់ A(−7,8,9) ្រសប (xOz)

ឆ . កាត់ O(0,0,0) ្រសប (xOy)

ដំេណាះ្រសាយ

ក 2(x−2)+2(y−1)+1(z−3) = 0

⇐⇒ 2x+2y+ z−9 = 0

ខ 6(x+1)−3(y−3)−2(z−5) = 0

⇐⇒ 6x−3y−2z+25 = 0

គ 3(x−0)−7(y−0)+1(z−0) = 0

⇐⇒ 3x−7y+ z = 0

ឃ n⃗ =
−→
PQ = (1,3,−3)៖

1(x − 4) + 3(y + 2) − 3(z − 1) = 0 ⇐⇒

x+3y−3z+5 = 0

ង ្រសប (yOz) =⇒ n⃗ = (1,0,0) =⇒ x =−1

ច ្រសប (xOz) =⇒ n⃗ = (0,1,0) =⇒ y = 8

ឆ ្រសប (xOy)កាត់ O =⇒ z = 0
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ១៩

េគមានប្លង់ α កាត់តាមចំណុច P(1,2,−3) េហយីមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗(3,−2,5)។
ក . សរេសរសមីការទូេទៃនប្លង់ α។ គ . េតី a⃗(15,−10,25) ្រសប ឬែកងនឹងប្លង់ α?

ខ . េតី a⃗(4,1,−2) ្រសប ឬែកងនឹងប្លង់ α? ឃ . រកវុចិទ័រមួយេផ្សងេទៀតែដលែកងនឹងប្លង់ α។

ដំេណាះ្រសាយ

ក 3(x−1)−2(y−2)+5(z+3) = 0

⇐⇒ 3x−2y+5z+16 = 0

ខ a⃗ · n⃗ = 12−2−10 = 0 =⇒ a⃗ ⊥ n⃗៖
=⇒ a⃗(4,1,−2) ្រសបនឹងប្លង់ α

គ a⃗(15,−10,25) = 5⃗n =⇒ a⃗ ∥ n⃗៖
=⇒ a⃗ ែកងនឹងប្លង់ α

ឃ វុចិទ័រែកងនឹង α គឺពហុគុណៃន n⃗៖
−⃗n = (−3,2,−5) (ឬ 2⃗n = (6,−4,10))

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២០

េគមានប្លង់ (α) : x+2y− z−8 = 0។
ក . េតី A(1,3,−1),B(3,5,1) និង C(1,6,5)ជាចំណុចេនេលីប្លង់ (α) ឬេទ?

ខ . រកចំណុច្របសព្វរវាងប្លង់នឹងអ័ក្សទាងំបី។ គ . រកពីរវុចិទ័រែដល្រសបេទនឹងប្លង់ (α)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក ជំនួសកូអរេដាេនក្នុង (α)៖
• 1+6− (−1)−8 = 0 =⇒ A ∈ (α)

• 3+10−1−8 = 4 ̸= 0 =⇒ B /∈ (α)

• 1+12−5−8 = 0 =⇒ C ∈ (α)

ខ ្របសព្វជាមួយអ័ក្សកូអរេដាេន៖
• Ox : (8,0,0) • Oy : (0,4,0)

• Oz : (0,0,−8)

គ វុចិទ័រែកងនឹង n⃗(1,2,−1)៖
u⃗ = (2,−1,0) និង v⃗ = (1,0,1)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២១

គណនាចមា្ង យពីចំណុចេទប្លង់ខាងេ្រកាម៖
ក . A(3,2,−1) េទ (α) : 7x−6y+6z = 8 ឃ . R(−1,2,−1) េទ (α) : x+ y = 6

ខ . O(0,0,0) េទ (α) : 2x+ y−2z+7 = 0 ង . R(0,−3,0) េទ (α) : 2x−7y+ z−1 = 0

គ . Q(−2,8,−3) េទ (α) : 9x− y−4z = 0 ច . R(4,−4,1) េទ (α) : 2x+ y− z = 3

ដំេណាះ្រសាយ

រូបមន្ត៖ d = |ax0+by0+cz0+d|√
a2+b2+c2

ក d = |21−12−6−8|√
49+36+36

= 5
11 =⇒ d =

5
11

ខ d = |7|√
4+1+4

= 7
3 =⇒ d =

7
3

គ d = |−18−8+12|√
81+1+16

= 14√
98

=
√

2

ឃ d = |−1+2−6|√
1+1

= 5√
2
=

5
√

2
2

ង d = |21−1|√
4+49+1

= 20
3
√

6
=

10
√

6
9

ច d = |8−4−1−3|√
4+1+1

= 0√
6
= 0 (R ∈ α)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២២

គណនាចមា្ង យរវាងប្លង់ពីរ្រសបគា្ន ៖
ក . (α) : 8x+y−4z+6 = 0 និង (β ) : 8x+y−4z = 24 ខ . (α) : 2x+y−z = 12 និង (β ) : 2x+y−z = 7

ដំេណាះ្រសាយ

ក រូបមន្ត៖ d = |d1−d2|√
a2+b2+c2

d = |6−(−24)|√
64+1+16

= 30√
81

=
10
3

ខ d = |−12−(−7)|√
4+1+1

= 5√
6
=

5
√

6
6
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២៣

រកមុំរវាងប្លង់ខាងេ្រកាម៖
ក . (α) : x−2y+3z−4 = 0 និង (β ) : −2x+2y− z = 3 គ . (α) : 4x−4y+7z = 31 និង

(β ) : 3x−2y−6z = 11

ខ . (α) : 3x− z = 7 និង (β ) : 2y+4z = 5 ឃ . (α) : 2x+3y+5z = 17 និង (β ) : x = 4

ដំេណាះ្រសាយ

ក cosθ = |−2−4−3|√
14·3 = 3√

14
=⇒ θ = arccos

3
√

14
14

ខ cosθ = |−4|√
10·

√
20

= 4
10

√
2
=⇒ θ = arccos

√
2

5

គ cosθ = |12+8−42|
9·7 = 22

63 =⇒ θ = arccos
22
63

ឃ cosθ = |2|√
38·1 = 2√

38
=⇒ θ = arccos

√
38

19

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២៤
រកសមីការែស្វ៊ក្នុងករណីនីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . ផ្ចិត I(0,1,2), កាំ r =√

3 ឃ . ផ្ចិត I(3,−1,4),r = d(Q(0,2,1),x−2y+3z−1 = 0)

ខ . ផ្ចិត I(0,−1,3), កាត់ M(2,1,1) ង . ផ្ចិត I(2,2,−1), ប៉ះ (P) : 2x+ y− z−3 = 0

គ . អង្កត់ផ្ចិត AB ែដល A(4,0,5),B(0,4,5) ច . ផ្ចិត I(−5,1,1), ប៉ះ S′ : x2 + y2 + z2 −2x+4y−6z+5 = 0

ដំេណាះ្រសាយ

ក x2 +(y−1)2 +(z−2)2 = 3

ខ r2 = IM2 = 4+4+4 = 12៖
x2 +(y+1)2 +(z−3)2 = 12

គ ផ្ចិត I(2,2,5),r2 = 8៖
(x−2)2 +(y−2)2 +(z−5)2 = 8

ឃ r = |−4+3−1|√
14

= 2√
14

=⇒ r2 = 2
7៖

(x−3)2 +(y+1)2 +(z−4)2 =
2
7

ង r = |4+2+1−3|√
6

= 4√
6
=⇒ r2 = 8

3៖

(x−2)2 +(y−2)2 +(z+1)2 =
8
3

ច S′ : I′(1,−2,3),R′ = 3។ II′ = 7៖
ប៉ះេ្រក r = 7−3= 4 =⇒ (x+5)2 +(y−1)2 +(z−1)2 = 16
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២៥
រកកូអរេដាេនផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊នីមួយៗខាងេ្រកាម៖
ក . x2 + y2 + z2 −2x+4z−4 = 0 ឃ . x2 + y2 + z2 −6x+2y−4z−19 = 0

ខ . x2 + y2 + z2 +2x+14y−10z+74 = 0 ង . x2 + y2 + z2 −8x+4y+10z+9 = 0

គ . 2x2 +2y2 +2z2 +4x−4y−14 = 0 ច . x2 + y2 + z2 −4 = 0

ដំេណាះ្រសាយ

ក (x−1)2 + y2 +(z+2)2 = 9

=⇒ I(1,0,−2), R = 3

ខ (x+1)2 +(y+7)2 +(z−5)2 = 1

=⇒ I(−1,−7,5), R = 1

គ (x+1)2 +(y−1)2 + z2 = 9

=⇒ I(−1,1,0), R = 3

ឃ (x−3)2 +(y+1)2 +(z−2)2 = 33

=⇒ I(3,−1,2), R =
√

33

ង (x−4)2 +(y+2)2 +(z+5)2 = 36

=⇒ I(4,−2,−5), R = 6

ច x2 + y2 + z2 = 4

=⇒ I(0,0,0), R = 2

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២៦

កំណត់ទីតាងំេធៀបរវាងែស្វ៊ S និង S′៖
ក . S : x2 + y2 + z2 −2x+4z−4 = 0 និង S′ : x2 + y2 + z2 −6x+2y−4z−19 = 0

ខ . S : x2 + y2 + z2 −8x+4y−2z+4 = 0 និង S′ : x2 + y2 + z2 +4x−2y−4z+5 = 0

គ . S : 2x2 +2y2 +2z2 +4x−4y−14 = 0 និង S′ : x2 + y2 + z2 −2x+4z−4 = 0

ដំេណាះ្រសាយ

ក S : I(1,0,−2),R = 3 និង S′ : I′(3,−1,2),R′ =
√

33៖
II′ =

√
4+1+16 =

√
21។

េដាយ |R−R′|< II′ < R+R′

=⇒ S និង S′ កាត់គា្ន បេង្កីតជារង្វង់

ខ S : I(4,−2,1),R =
√

17 និង S′ : I′(−2,1,2),R′ = 2៖
II′ =

√
36+9+1 =

√
46 > R+R′

=⇒ S និង S′ េនេ្រកគា្ន (មិនជួបគា្ន )
គ S : I(−1,1,0),R = 3 និង S′ : I′(1,0,−2),R′ = 3៖

II′ =
√

4+1+4 = 3 < R+R′ = 6

=⇒ S និង S′ កាត់គា្ន បេង្កីតជារង្វង់
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២៧

កំណត់ទីតាងំេធៀបរវាងែស្វ៊ S និងប្លង់ (P)៖
ក . S : x2 + y2 + z2 +2x−8y−4z+12 = 0 និង (P) : 2x−2y+ z−1 = 0

ខ . S : x2 + y2 + z2 −2x+6y+4z−22 = 0 និង (P) : x+2y−2z−5 = 0

គ . S : x2 + y2 + z2 +2x−4y−2z+2 = 0 និង (P) : x+ y−2z−11 = 0

ដំេណាះ្រសាយ

ក S : I(−1,4,2),R = 3៖
d(I,P) = |−2−8+2−1|

3 = 3 = R

=⇒ ប្លង់ (P) ប៉ះែស្វ៊ S
ខ S : I(1,−3,−2),R = 6៖

d(I,P) = |1−6+4−5|
3 = 2 < R

=⇒ ប្លង់ (P)កាត់ែស្វ៊ S តាមរង្វង់

គ S : I(−1,2,1),R = 2៖
d(I,P) = |−1+2−2−11|√

6
= 2

√
6 > R

=⇒ ប្លង់ (P) មិនជួបែស្វ៊ S

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ២៨, ២៩ និង ទី ៣០

លំហាត់ ២៨៖ ផលគុណែខ្វងវុចិទ័រខា្ន ត៖ i⃗× j⃗, j⃗× k⃗,⃗k× i⃗, j⃗× i⃗,⃗k× j⃗,⃗ i× k⃗។
លំហាត់ ២៩៖ គណនា u⃗× v⃗ ៃន៖ a. (2,−3,1)× (1,−2,1) b. (12,−3,0)× (−2,5,0) c. (1,1,1)×

(2,1,−1)។
លំហាត់ ៣០៖ u⃗(4,−2,5), v⃗(7,9,−8)។ រក x⃗ ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់៖ a. 2⃗u+ x⃗ = 3⃗v b. 4⃗x− u⃗ = 3⃗u− 4⃗v+ 2⃗x។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ២៨៖
• i⃗× j⃗ = k⃗ , j⃗× k⃗ = i⃗ , k⃗× i⃗ = j⃗

• j⃗× i⃗ = −⃗k , k⃗× j⃗ = −⃗i , i⃗× k⃗ = − j⃗

លំហាត់ ២៩៖
ក (2,−3,1)× (1,−2,1) = (−1,−1,−1)

ខ (12,−3,0)× (−2,5,0) = (0,0,54)

គ (1,1,1)× (2,1,−1) = (−2,3,−1)

លំហាត់ ៣០៖
ក x⃗ = 3⃗v− 2⃗u៖
= 3(7,9,−8)−2(4,−2,5)

= (21−8,27+4,−24−10)

= (13,31,−34)

ខ 2⃗x = 4(⃗u− v⃗) =⇒ x⃗ = 2(⃗u− v⃗)៖
= 2(−3,−11,13) = (−6,−22,26)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣១
េគឱ្យ u⃗(2,−1,5), v⃗(3x,5,4y−2) និង w⃗(z−1,2,z+1)។
ក . រកតៃម្ល x និង y ែដល u⃗ ∥ v⃗។ ខ . រកតៃម្ល z ែដល u⃗ ⊥ w⃗។

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗ ∥ v⃗ ⇐⇒ 3x
2 = 5

−1 = 4y−2
5 =−5៖

• 3x
2 =−5 =⇒ x =−10

3

• 4y−2
5 =−5 =⇒ 4y =−23 =⇒ y =−23

4

ខ u⃗ ⊥ w⃗ ⇐⇒ u⃗ · w⃗ = 0៖
2(z−1)−1(2)+5(z+1) = 0

⇐⇒ 7z+1 = 0 =⇒ z =−1
7

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣២ និង ទី ៣៣
លំហាត់ ៣២៖ េគឱ្យ A(1,−1,−4),B(3,−4,2),C(4,5,−2)។ គណនា −→

AB,
−→
AC,

−→
BC និងផលគុណ −→

AB · −→AC រចួ
្របាប់េឈា្ម ះ △ABC។
លំហាត់ ៣៣៖ េគឱ្យ A(x,2,−1),B(0,y,1),C(3,4,−2)។ រក x,y េដីម្បីឱ្យ ABC ជា្រតីេកាណែកងសមបាត្រតង់
A។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៣២៖
−→
AB = (2,−3,6) =⇒ AB = 7
−→
AC = (3,6,2) =⇒ AC = 7
−→
BC = (1,9,−4) =⇒ BC =

√
98

−→
AB ·−→AC = 6−18+12 = 0 =⇒ ∠A = 90◦

=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណែកងសមបាត្រតង់ A

លំហាត់ ៣៣៖
−→
AB = (−x,y−2,2),

−→
AC = (3− x,2,−1)

• −→
AB ·−→AC = 0 ⇐⇒ x2 −3x+2y−6 = 0

• AB2 = AC2 ⇐⇒ (y−2)2 +6x−10 = 0

េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ =⇒ x = 1, y = 4
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣៤
េគឱ្យ a⃗ = (1,−2,1),⃗b = (−1,1,3) និង c⃗ = (2,3,−1)។
ក . រក u⃗ = a⃗+ b⃗+ c⃗, v⃗ = 2⃗a− b⃗+ 3⃗c និង w⃗ = 2⃗u+ 3⃗v។

ខ . រកចំនួនពិត α,β ,γ េបី S⃗ = (1,3,6) = α a⃗+β b⃗+ γ c⃗។

ដំេណាះ្រសាយ

ក គណនាវុចិទ័រ៖
• u⃗ = a⃗+ b⃗+ c⃗ = (2,2,3)

• v⃗ = 2⃗a− b⃗+ 3⃗c = (9,4,−4)

• w⃗ = 2⃗u+ 3⃗v = (31,16,−6)

ខ ្របព័ន្ធសមីការ៖
α −β +2γ = 1

−2α +β +3γ = 3

α +3β − γ = 6

=⇒ α = 1, β = 2, γ = 1

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣៥
គណនាផលគុណែខ្វង u⃗× v⃗៖
ក . u⃗ = (4,3,5), v⃗ = (−1,8,4) គ . u⃗ = (−8,−6,4), v⃗ = (10,−12,−2)

ខ . u⃗ = (−3,2,−5), v⃗ = (11,2,5) ឃ . u⃗ = (−1,3,1), v⃗ = (0,3,7)

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗× v⃗ = (12−40,−(16+5),32+3)

= (−28,−21,35)

ខ u⃗× v⃗ = (10+10,−(−15+55),−6−22)

= (20,−40,−28)

គ u⃗× v⃗ = (12+48,−(16−40),96+60)

= (60,24,156)

ឃ u⃗× v⃗ = (21−3,−(−7−0),−3−0)

= (18,7,−3)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣៦
េគឱ្យ A(1,−1,2),B(2,1,4) និង C(4,−2,−2)។
ក . កំណត់កូអរេដាេន −→

AB,
−→
BC,

−→
AC។ ខ . គណនា្របែវង្រជ�ងទាងំបីៃន △ABC។

ខ . កំណត់កូអរេដាេន D េដាយដឹងថា ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (1,2,2)

−→
BC = (2,−3,−6) ,

−→
AC = (3,−1,−4)

ខ AB =
√

1+4+4 = 3

BC =
√

4+9+36 = 7

AC =
√

9+1+16 =
√

26

គ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម ⇐⇒ −→
AD =

−→
BC៖

D = A+
−→
BC = (1+2,−1−3,2−6)

=⇒ D(3,−4,−4)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣៧
េគឱ្យ a⃗ = (1,−2,2),⃗b = (−1,4,8) និង c⃗(x,y,4)។
ក . គណនា a⃗ · b⃗។ ខ . គណនា ∥⃗a∥, ∥⃗b∥ និង cos(⃗a,⃗b)។

ខ . កំណត់ x,y េដីម្បឱី្យ a⃗ · c⃗ = b⃗ · c⃗ និង (⃗a+ b⃗) · c⃗ = 52។

ដំេណាះ្រសាយ

ក a⃗ · b⃗ =−1−8+16 = 7

ខ ∥⃗a∥=
√

1+4+4 = 3

∥⃗b∥=
√

1+16+64 = 9

cos(⃗a,⃗b) = 7
3×9 =

7
27

គ • a⃗ · c⃗ = b⃗ · c⃗ ⇐⇒ x−3y = 12

• (⃗a+ b⃗) · c⃗ = 52 ⇐⇒ (0,2,10) · (x,y,4) = 52

⇐⇒ 2y+40 = 52 =⇒ y = 6

x = 12+3(6) =⇒ x = 30
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣៨
េគមាន A(−1,2,3),B(0,−1,1) និង C(2,3,5)។
ក . រកសមីការប្លង់ (P)កាត់ A ែកង −→

BC និងបនា្ទ ត់ (BC)។

ខ . រកកូអរេដាេន H = (BC)∩ (P)។ គ . រក្របេភទៃន △ABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
BC = (2,4,4) = 2(1,2,2)៖

• (P) : 1(x + 1) + 2(y − 2) + 2(z − 3) = 0 ⇐⇒

x+2y+2z−9 = 0

• (BC) : x = t, y =−1+2t, z = 1+2t

ខ ជំនួស (BC) ក្នុង (P)៖ 9t −9 = 0 =⇒ t = 1

=⇒ H(1,1,3)

គ H ជាចំណុចកណា្ដ ល BC និង AH ⊥ BC៖
=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសមបាតកំពូល A

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៣៩
េគមាន A(4,0,0),B(0,−2,0),C(0,0,2),D(4,2,2)។
ក . បងា្ហ ញ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម។ ខ . រកសមីការបនា្ទ ត់ (BC) និងប្លង់ (ABC)។

ខ . រកចំេណាល H ៃន A េលី (BC) និងៃផ្ទ SABCD។ ឃ . េបី S(1,6,−6) រកមាឌពីរ៉ាមីត SABCD។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB=

−→
DC =(−4,−2,0) =⇒ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម

ខ (BC) : x = 0,y =−2+ t,z = t

(ABC) : x−2y+2z−4 = 0

គ H(0,−1,1) =⇒ AH = 3
√

2

SABCD = BC ·AH = 2
√

2 ·3
√

2 = 12

ឃ −→
AS = (−3,6,−6) =−3(1,−2,2) ∥ n⃗ABC

=⇒ (SA)⊥ (ABCD)មានកម្ពស់ h = SA = 9៖
V =

1
3

SABCD ·h =
1
3
(12)(9) = 36
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤០ និង ទី ៤១

លំហាត់ ៤០៖ េគឱ្យ A(1,2,3),(α) : x+ 2y− 2z− 8 = 0។ រកចំេណាល H, ចំណុចឆ្លុះ A′ និងប្លង់ (β ) កាត់ A′

្រសប (α)។
លំហាត់ ៤១៖ េគឱ្យ (α) : 2x+ 2y+ z− 9 = 0,(∆) : x = 2− t,y = 6− 4t,z = 2+ t។ រក្របសព្វ A, មំុ θ , ប្លង់
(β )⊥ (∆) ្រតង់ A។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៤០៖
• H = (∆)∩ (α) =⇒ H(2,4,1)

• A′ = 2H −A = (3,6,−1)

• (β ) : x+2y−2z−17 = 0

លំហាត់ ៤១៖
• A = (∆)∩ (α) =⇒ A(1,2,3)

• sinθ = 9
3
√

2·3 =
√

2
2 =⇒ θ = 45◦

• (β ) : x+4y− z−6 = 0

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤២
េគឱ្យ (α) : 2x−2y+ z−1 = 0 និង (S) : x2 + y2 + z2 +2x−8y−4z+12 = 0។
ក . បងា្ហ ញ (α) ប៉ះ (S) ្រតង់ A។ រកកូអរេដាេន A។ ខ . រកបនា្ទ ត់ (∆)⊥ (α) ្រតង់ A។ រកចំណុច B និងប្លង់ (β )

ប៉ះែស្វ៊្រតង់ B។

ដំេណាះ្រសាយ

ក (S) : I(−1,4,2),R = 3៖
d(I,α) = |−2−8+2−1|

3 = 3 = R =⇒ (α) ប៉ះែស្វ៊ S
ចំណុចប៉ះ A(1,2,3)

ខ (∆) : x = 1+2t, y = 2−2t, z = 3+ t

B ជាចំណុចឆ្លុះៃន A េធៀបនឹង I៖
B = 2I −A = (−3,6,1)

ប្លង់ (β ) ប៉ះែស្វ៊្រតង់ B៖ 2x−2y+ z+17 = 0
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤៣
េគមាន A(4,−2,0),B(1,2,2),C(2,−1,0) និង D(2,−2,−1)។
ក . រក −→

AB,
−→
AC,

−→
AD។ ខ . គណនាមាឌេត្រតាែអ៊ត ABCD។ គ . រកសមីការប្លង់ (BCD)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−3,4,2)

−→
AC = (−2,1,0),

−→
AD = (−2,0,−1)

ខ −→
AB×−→

AC = (−2,−4,5)

(
−→
AB×−→

AC) ·−→AD = 4+0−5 =−1

=⇒ V =
1
6
|−1|= 1

6
(ឯកតាមាឌ)

គ −→
BC = (1,−3,−2),

−→
BD = (1,−4,−3)

=⇒ −→
BC×−→

BD = (1,1,−1)

(BCD) : 1(x−1)+1(y−2)−1(z−2) = 0

⇐⇒ x+ y− z−1 = 0

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤៤
េគឱ្យ A(3,0,1),B(2,4,0) និង C(0,3,3)។
ក . រកសមីការបនា្ទ ត់ (D)កាត់ O ្រសប u⃗(1,1,1)។ ខ . គណនា −→

AB×−→
AC និងសមីការប្លង់ (ABC)។

ខ . រកចំណុច្របសព្វរវាង (D) និងប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក (D) : x = t, y = t, z = t (t ∈ R)

ខ −→
AB = (−1,4,−1),

−→
AC = (−3,3,2)

=⇒ −→
AB×−→

AC = (11,5,9)

(ABC) : 11(x−3)+5y+9(z−1) = 0

⇐⇒ 11x+5y+9z−42 = 0

គ ជំនួស (D) ក្នុង (ABC)៖
11t +5t +9t −42 = 0 ⇐⇒ 25t = 42

=⇒ t = 42
25

=⇒ I
(

42
25

,
42
25

,
42
25

)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤៥ និង ទី ៤៦
លំហាត់ ៤៥៖ េគឱ្យ A(1,1,1),B(0,−2,1)។ រក្របែវង AB, បនា្ទ ត់ (AB) និងែស្វ៊អង្កត់ផ្ចិត AB។
លំហាត់ ៤៦៖ េគឱ្យ A(2,0,2),B(1,2,0),C(0,2,3)។ រក −→

AB×−→
AC, ៃផ្ទ SABC, ប្លង់ (ABC) និងមាឌ VOABC។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៤៥៖
• −→

AB = (−1,−3,0) =⇒ AB =
√

10

• (AB) : x = 1− t, y = 1−3t, z = 1

• I(1/2,−1/2,1),R2 = 5/2៖
(x−1/2)2 +(y+1/2)2 +(z−1)2 = 5/2

លំហាត់ ៤៦៖
• −→

AB×−→
AC = (6,5,2)

• SABC = 1
2

√
36+25+4 =

√
65
2

• (ABC) : 6x+5y+2z−16 = 0

• d(O) = 16√
65

=⇒ V =
8
3

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤៧
េគមាន A(3,2,0) និង K(0,−1,3)។
ក . រកសមីការែស្វ៊ (S) ផ្ចិត A កាត់ K។ ខ . រកសមីការប្លង់ (P) ប៉ះែស្វ៊ (S) ្រតង់ K។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AK = (−3,−3,3) =⇒ R2 = AK2 = 9+9+9 = 27៖

(S) : (x−3)2 +(y−2)2 + z2 = 27

ខ n⃗ =
−→
AK =−3(1,1,−1)៖

(P) : 1(x − 0) + 1(y + 1) − 1(z − 3) = 0 ⇐⇒

x+ y− z+4 = 0
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៤៨ និង ទី ៤៩

លំហាត់ ៤៨៖ េគឱ្យ A(0,2,2) និង (D) : x = 1+ t,y = 1− t,z = 2− t។ រកប្លង់ (P) ⊥ (D) ្រតង់ A, ចំេណាល
H, និងចមា្ង យ d(A,D)។
លំហាត់ ៤៩៖ េគឱ្យ A(1,1,0),B(0,2,2),C(1,−2,3)។ រក −→

AB×−→
AC, ប្លង់ (ABC) និងមាឌ VOABC។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៤៨៖
• (P) : 1(x − 0) − 1(y − 2) − 1(z − 2) = 0 ⇐⇒

x− y− z+4 = 0

• H = (P)∩ (D) =⇒ 3t +2 = 0 =⇒ H
(

1
3
,
5
3
,
8
3

)
• d(A,D) = AH =

√
6

3

លំហាត់ ៤៩៖
• −→

AB×−→
AC = (9,3,3) = 3(3,1,1)

• (ABC) : 3x+ y+ z−4 = 0

• d(O) = 4√
11
,S = 3

√
11

2 =⇒ V = 2

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥០
េគឱ្យ A(2,0,1),B(0,1,3) និង C(1,2,0)។
ក . រក −→

AB×−→
AC និងៃផ្ទ SABC។ ខ . រកប្លង់ (ABC)។ គ . រក d(D(1,1,1),ABC) និងមាឌ VDABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−2,1,2),

−→
AC = (−1,2,−1)

=⇒ −→
AB×−→

AC = (−5,−4,−3)

SABC = 1
2

√
25+16+9 =

5
√

2
2

ខ (ABC) : 5x+4y+3z−13 = 0

គ d(D,ABC) = |5+4+3−13|√
50

=

√
2

10

VDABC = 1
3SABC ·d = 1

3
5
√

2
2

√
2

10 =
1
6



ដំេណាះ្រសាយ េមេរៀនទី ៣ 225

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥១ និង ទី ៥២

លំហាត់ ៥១៖ េគឱ្យ A(1,0,−2),B(0,2,0),C(0,0,3)។ រកប្លង់ (ABC), ចមា្ង យ d(O,ABC) និងមាឌ VOABC។
លំហាត់ ៥២៖ េគឱ្យ A(1,0,1) និង −→

AB(−1,2,1)។ រកចំណុច B, បនា្ទ ត់ (AB), ែស្វ៊ (S) ផ្ចិត A កាំ AB, និងប្លង់ប៉ះ
(S) ្រតង់ B។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៥១៖
• −→AB×−→

AC =(10,3,2) =⇒ (ABC) : 10x+3y+2z−6 = 0

• d(O) = 6√
100+9+4

=
6√
113

• VOABC = 1
6 |1(2)(3)|= 1

លំហាត់ ៥២៖
• B = A+

−→
AB = (0,2,2)

• (AB) : x = 1− t, y = 2t, z = 1+ t

• (S) : (x−1)2 + y2 +(z−1)2 = 6

• ប្លង់ប៉ះ្រតង់ B : x−2y− z+6 = 0

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៣
េគឱ្យ A(2,0,1),B(0,1,3) និង C(0,3,2)។
ក . រក −→

AB×−→
AC និងប្លង់ (ABC)។ ខ . រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត AB។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−2,1,2),

−→
AC = (−2,3,1)

=⇒ −→
AB×−→

AC = (−5,−2,−4) =−(5,2,4)

(ABC) : 5(x−2)+2(y−0)+4(z−1) = 0

⇐⇒ 5x+2y+4z−14 = 0

ខ ែស្វ៊អង្កត់ផ្ចតិ AB៖
• ផ្ចិត I = A+B

2 =
(
1, 1

2 ,2
)

•កាំ R = AB
2 = 3

2 =⇒ R2 = 9
4

=⇒ (x−1)2 +

(
y− 1

2

)2

+(z−2)2 =
9
4
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៤
េគមាន A(1,1,1),B(2,0,3),C(−1,2,0) និង D(2,4,2)។
ក . គណនា −→

AB ·−→AD និង −→
AC ·−→AD។ ទាញថា DA ជាកម្ពស់េត្រតាែអ៊ត ABCD។

ខ . គណនា្របែវង DA និងមាឌៃនេត្រតាែអ៊ត ABCD។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (1,−1,2),

−→
AC = (−2,1,−1),

−→
AD = (1,3,1)៖

• −→
AB ·−→AD = 1−3+2 = 0 =⇒ AB ⊥ AD

• −→
AC ·−→AD =−2+3−1 = 0 =⇒ AC ⊥ AD

=⇒ AD ⊥ (ABC) =⇒ DA ជាកម្ពស់េត្រតាែអ៊ត

ខ • DA =
√

1+9+1 =
√

11

• −→
AB×−→

AC = (−1,−3,−1) =⇒ SABC =
√

11
2

• V = 1
3SABC ·DA = 1

3

√
11
2

√
11 =

11
6

(ឯកតាមាឌ)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៥
េគឱ្យ S(0,0,3) និង u⃗(1,1,1)។
ក . រកបនា្ទ ត់ (D)កាត់ S ្រសប u⃗។ រកលក្ខខណ្ឌ េលី M(x,y,z) េដីម្បឱី្យ −→SM ⊥ u⃗។

ខ . បងា្ហ ញ SAB សម័ង្ស (A(3,0,0),B(0,3,0))។ រកៃផ្ទ SSAB និងែស្វ៊ផ្ចិត O កាត់ S,A,B។

ដំេណាះ្រសាយ

ក • (D) : x = t, y = t, z = 3+ t

• −→
SM ⊥ u⃗ ⇐⇒ x+ y+ z−3 = 0៖

=⇒ សំណំុចំណុច M ជាប្លង់ x+ y+ z−3 = 0

ខ SA = SB = AB = 3
√

2 =⇒ △SAB សម័ង្ស

• −→
SA×−→

SB = (9,9,9) =⇒ SSAB =
9
√

3
2

• ែស្វ៊ផ្ចិត O : x2 + y2 + z2 = 9
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៦
េគមាន A(−1,1,0),B(2,0,1),C(1,2,2) និង D(0,1,−2)។
ក . រកសំណំុ M ែដល −→

AM ⊥−→
BM។ គណនា −→

BC×−→
BD និងៃផ្ទ SBCD។

ខ . រកសមីការប្លង់ (BCD) និង្របសព្វ N ជាមួយ (d) : x−1
1 = y+1

−1 = z
1។ គណនាមាឌ VABCD។

ដំេណាះ្រសាយ

ក • −→
AM ·−→BM = 0 =⇒ ែស្វ៊អង្កត់ផ្ចិត AB

(x+1)(x−2)+ y(y−1)+ z(z−1) = 0

• −→
BC×−→

BD = (−7,−5,3)

=⇒ SBCD = 1
2

√
49+25+9 =

√
83
2

ខ • (BCD) : 7x+5y−3z−11 = 0

• N = (BCD)∩ (d) =⇒ N(−8,8,−9)

• d(A,BCD) = 13√
83

=⇒ V =
1
3

√
83
2

13√
83

=
13
6

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៧
េគឱ្យ (P) : 3x+4y+6z−12 = 0 និង (Q) : x+ y+ z = 0។
ក . រកបនា្ទ ត់ (D) = (P)∩ (Q)យក z = t។ បងា្ហ ញ p⃗× q⃗ ∥ u⃗។

ខ . រក A,B,C = (P)∩អ័ក្ស។ រកៃផ្ទ SABC, ចមា្ង យ d(O,P) និងមាឌ VOABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក z = t =⇒ (D) : x = 2t −12, y = 12−3t, z = t

u⃗ = (2,−3,1)

p⃗× q⃗ = (3,4,6)× (1,1,1) = (−2,3,−1) =−u⃗ ∥ u⃗

ខ A(4,0,0),B(0,3,0),C(0,0,2)

• −→
AB×−→

AC = (6,8,12) =⇒ SABC =
√

61

• d(O,P) = 12√
61

=⇒ VOABC = 4
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៨
េគឱ្យ A(2,0,0),B(2,3,0) និង C(0,0,2)។
ក . រកែស្វ៊អង្កត់ផ្ចិត AC។ គណនា n⃗ =

−→
AB×−→

AC និងៃផ្ទ SABC។

ខ . បងា្ហ ញ △ABC ែកង្រតង់ A។ រកប្លង់ (P)កាត់ C ែកង n⃗ និង្របសព្វជាមួយ (L) : x = 2t,y = 1+3t,z =−t។

ដំេណាះ្រសាយ

ក • (S) : (x−1)2 + y2 +(z−1)2 = 2

• n⃗ =
−→
AB×−→

AC = (6,0,6) = 6(1,0,1)

• SABC = 1
2

√
36+36 = 3

√
2

ខ • −→
AB ·−→AC = 0 =⇒ △ABC ែកង្រតង់ A

• (P) : 1(x−0)+1(z−2) = 0 ⇐⇒ x+ z−2 = 0

• 2t − t −2 = 0 =⇒ t = 2 =⇒ M(4,7,−2)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៥៩
េគឱ្យ A(2,2,0),B(0,2,2) និង C(1,0,1)។
ក . រកែស្វ៊ S អង្កត់ផ្ចិត AB។ រក n⃗ =

−→
CA×−→

CB ៃផ្ទ SABC និងប្លង់ (ABC)។

ខ . រក M = (ABC)∩Ox,N = (ABC)∩Oz។ បងា្ហ ញ ABMN ចតុេកាណែកង។ រក VDBCA (D(0,2,0))។

ដំេណាះ្រសាយ

ក • (S) : (x−1)2 +(y−2)2 +(z−1)2 = 2

• n⃗ = (4,0,4) = 4(1,0,1)

• SABC = 2
√

2

• (ABC) : x+ z−2 = 0

ខ • M(2,0,0),N(0,0,2)
−→
AB =

−−→
MN = (−2,0,2) និង −→

MA ·−−→MN = 0

=⇒ ABMN ជាចតុេកាណែកង

• d(D,ABC) =
√

2 =⇒ V =
4
3
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦០
េគឱ្យ A(1,2,−2),B(2,3,−2),C(0,3,−2) និង D(1,2,−2+

√
2)។

ក . បងា្ហ ញ AB = AC = AD និង (AB)⊥ (AC)⊥ (AD)។ គណនាមាឌ VABCD។

ខ . រក N⃗ =
−→
BC×−→

BD, ៃផ្ទ SBCD, ប្លង់ (BCD) និងចំេណាល H ៃន A េលី (BCD)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (1,1,0),

−→
AC = (−1,1,0),

−→
AD = (0,0,

√
2)

AB = AC = AD =
√

2 និងែកងគា្ន ពីរៗ។

=⇒ V =
1
6
(
√

2)3 =

√
2

3

ខ • N⃗ =
−→
BC×−→

BD = (0,2
√

2,2)

• SBCD = 1
2

√
8+4 =

√
3

• (BCD) :
√

2y+ z−3
√

2+2 = 0

• H

(
1,

8
3
,−2+

√
2

3

)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦១
្របេលពីែប៉តែកង ABCD−EFGH មាន −→

DA = i⃗,
−→
DC = 3 j⃗,

−→
DH = 2⃗k ក្នុងត្រម�យ (D,⃗ i, j⃗,⃗k)។

ក . រកកូអរេដាេនកំពូលទាងំ 8។ ខ . រកសមីការប្លង់ (ACH) និងចមា្ង យពី D េទ (ACH)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក D(0,0,0),A(1,0,0),C(0,3,0),B(1,3,0)

H(0,0,2),E(1,0,2),G(0,3,2),F(1,3,2)

ខ x
1 +

y
3 +

z
2 = 1 ⇐⇒ 6x+2y+3z−6 = 0

d(D,ACH) = 6√
36+4+9

=
6
7
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦២ និង ទី ៦៣

លំហាត់ ៦២៖ េគឱ្យ A(−2,0,1),B(0,10,3),C(2,0,−1),D(5,3,−1)។ រកប្លង់ (ABC) និងបងា្ហ ញ D /∈ (ABC)។
លំហាត់ ៦៣៖ េគឱ្យ A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1)។ បងា្ហ ញ △ABC សម័ង្ស, រក −→

AB×−→
AC, ែស្វ៊អង្កត់ផ្ចិត AC,

និងប្លង់ប៉ះែស្វ៊្រតង់ C។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៦២៖
• −→

AB×−→
AC = 4(−5,3,−10)៖

(ABC) : 5x−3y+10z = 0

• 5(5)−3(3)+10(−1) = 6 ̸= 0 =⇒ D /∈ (ABC)

លំហាត់ ៦៣៖
• AB = BC = AC =

√
2 =⇒ △ABC សម័ង្ស

• −→
AB×−→

AC = (1,1,1)

• (S) : (x−1/2)2 + y2 +(z−1/2)2 = 1/2

• ប្លង់ប៉ះ្រតង់ C : x− z+1 = 0

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦៤
េគមាន A(2,2,6),B(2+2

√
2,0,4) និង C(2+2

√
2,4,4)។

ក . គណនា AB,AC,∠BAC រចួបញ្ជ ក់្របេភទ △ABC។ ខ . គណនា −→
AB×−→

AC និងៃផ្ទ SABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក AB = 4,AC = 4,BC = 4

cos∠BAC = 1
2 =⇒ ∠BAC = 60◦

=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

ខ −→
AB×−→

AC = 8
√

2(1,−1,1)

SABC =
√

3
4 (4)2 = 4

√
3 (ឯកតាៃផ្ទ)
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦៥
េគឱ្យ M(−1,0,1),N(0,1,2),P(1,2,−1)។
ក . គណនា −−→

MN ×−→
MP និងៃផ្ទ SMNP។ ខ . រកប្លង់ (MNP), ចមា្ង យ d(O,MNP) និងមាឌ VOMNP។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −−→
MN = (1,1,1),

−→
MP = (2,2,−2)

=⇒ −−→
MN ×−→

MP = (−4,4,0)

SMNP = 1
2

√
16+16 = 2

√
2

ខ (MNP) : − (x+1)+ y = 0 ⇐⇒ x− y+1 = 0

• d(O,MNP) = 1√
2
=

√
2

2

• VOMNP = 1
3(2

√
2)
(√

2
2

)
=

2
3

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦៦
េគឱ្យ (P) : x+2y+2z+5 = 0 និង (S) : x2 + y2 + z2 −2x−4y+4z = 0។
ក . រកផ្ចិត និងកាៃំនែស្វ៊ (S)។ ខ . បងា្ហ ញប្លង់ (P)កាត់ែស្វ៊ (S) រចួរកការំង្វង់្របសព្វ។

ដំេណាះ្រសាយ

ក (x−1)2 +(y−2)2 +(z+2)2 = 9

=⇒ I(1,2,−2), R = 3

ខ d(I,P) = |1+4−4+5|
3 = 2 < R = 3

=⇒ ប្លង់ (P)កាត់ែស្វ៊ (S)តាមរង្វង់
ការំង្វង់្របសព្វ៖ r =

√
R2 −d2 =

√
9−4 =

√
5
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦៧
េគឱ្យ A(1,0,2),B(−1,1,4) និង C(5,−1,3)។
ក . រក −→

AB×−→
AC និងប្លង់ (ABC)។ ខ . រក D េដីម្បឱី្យ ABDC ជា្របេលឡូ្រកាម និងៃផ្ទវា។

ខ . េគឱ្យ F(3,10,−2)។ រកចមា្ង យពី F េទ (ABC) និងមាឌេត្រតាែអ៊ត FABC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB×−→

AC = (3,10,−2)

(ABC) : 3x+10y−2z+1 = 0

ខ D = B+
−→
AC = (3,0,5)

SABDC =
√

9+100+4 =
√

113

គ d(F,ABC) = |9+100+4+1|√
113

=
114√
113

SABC =
√

113
2

V = 1
3

√
113
2

114√
113

= 19

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦៨
េគឱ្យ A(2,2,2),B(2,0,1) និង C(4,1,−1)។
ក . គណនា −→

BA ·−→BC និងបងា្ហ ញ △ABC ែកង។ ខ . រកបនា្ទ ត់ (L)កាត់ A ្រសប −→
BC។

ខ . រកប្លង់ (P)កាត់ C ែកង (L) និង្របសព្វ (L)∩ (P)។ ឃ . រកែស្វ៊ S ផ្ចិត I(1,1,1),r =
√

10។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
BA ·−→BC = 0+2−2 = 0 =⇒ △ABC ែកង្រតង់ B

ខ (L) : x = 2+2t, y = 2+ t, z = 2−2t

គ (P) : 2(x − 4) + 1(y − 1) − 2(z + 1) = 0 ⇐⇒

2x+ y−2z−11 = 0

្របសព្វ 9t −9 = 0 =⇒ t = 1 =⇒ (4,3,0)

ឃ (S) : (x−1)2 +(y−1)2 +(z−1)2 = 10
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៦៩
េគឱ្យ A(1,1,1),B(−1,−2,−1) និង C(1,2,0)។
ក . រក −→

BA×−→
BC និងប្លង់ (α)កាត់ A,B,C។ ខ . រកៃផ្ទ SABC, d(O,α) និងមាឌ VOABC។

ខ . រកសំណំុចំណុច M ែដលេផ្ទ�ងផា្ទ ត់ MA2 −MB2 = 2។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
BA×−→

BC = (−5,2,2)

(α) : 5x−2y−2z−1 = 0

ខ SABC =
√

33
2 , d(O) = 1√

33

=⇒ VOABC =
1
6

គ MA2 −MB2 = 2៖
(x−1)2+(y−1)2+(z−1)2−

[
(x+1)2 +(y+2)2 +(z+1)2]=

2

⇐⇒ −4x−6y−4z−3 = 2

⇐⇒ 4x+6y+4z+5 = 0 (ប្លង់)

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧០
េគឱ្យ A(−2,0,1),B(0,10,3),C(2,0,−1) និង D(5,3,−1)។
ក . គណនា −→

AB×−→
AC និងៃផ្ទ SABC។ ខ . រកសមីការប្លង់ (P)កាត់ A,B,C។

ខ . រកបនា្ទ ត់ (L)កាត់ D ែកង (P)។ ឃ . រកសមីការែស្វ៊ (S) ផ្ចិត D ប៉ះប្លង់ (P)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB×−→

AC = 4(−5,3,−10)

SABC = 1
2

√
400+144+1600 = 2

√
134

ខ (P) : 5x−3y+10z = 0

គ (L) : x = 5+5t, y = 3−3t, z =−1+10t

ឃ R = d(D,P) = |25−9−10|√
134

= 6√
134

=⇒ R2 = 18
67៖

(S) : (x−5)2 +(y−3)2 +(z+1)2 =
18
67
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧១
េគឱ្យ A(0,2,0),B(1,0,0) និង C(0,0,3)។
ក . គណនា n⃗ =

−→
CA×−→

CB និងៃផ្ទ SABC។ ខ . រកប្លង់ (P)កាត់ O ្រសប (ABC)។

ខ . គណនាមាឌ VOABC និងចមា្ង យពី O មកប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក n⃗ =
−→
CA×−→

CB = (−6,−3,−2)

SABC = 1
2

√
36+9+4 =

7
2

ខ ប្លង់កាត់ O : 6x+3y+2z = 0

គ • VOABC = 1
6 |xAyBzC|= 1

6(2)(1)(3) = 1

• d(O,ABC) = 3V
S = 3(1)

7/2 =
6
7

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧២
េគឱ្យ A(0,1,1),B(2,0,2) និង C(3,−1,−1)។
ក . គណនា −→

AB×−→
AC និងប្លង់ (ABC)។ ខ . បងា្ហ ញ O /∈ (ABC), រក d(O,ABC) និងមាឌ VOABC។

ខ . រកបនា្ទ ត់ (L)កាត់ D(1,1,2) ែកង (P) និងែស្វ៊អង្កត់ផ្ចិត AB។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB×−→

AC = (4,7,−1)

(ABC) : 4x+7y− z−6 = 0

ខ O(0,0,0) : −6 ̸= 0 =⇒ O /∈ (ABC)

d(O) = 6√
66
,S =

√
66
2 =⇒ V = 1

គ (L) : x = 1+4t, y = 1+7t, z = 2− t

ែស្វ៊អង្កត់ផ្ចិត AB៖ ផ្ចិត I(1,1/2,3/2),R2 = 6/4 = 3/2៖

(x−1)2 +

(
y− 1

2

)2

+

(
z− 3

2

)2

=
3
2
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លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧៣

េគឱ្យ A(1,0,0),B(0,2,0),C(0,0,3)។ រកប្លង់ (ABC), ៃផ្ទ SABC, ចមា្ង យ OH, េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ 1
OH2 =

1
OA2 +

1
OB2 +

1
OC2 ,

និងមាឌ VOABC។

ដំេណាះ្រសាយ

• (ABC) : x
1 +

y
2 +

z
3 = 1 ⇐⇒ 6x+3y+2z−6 = 0

• SABC = 1
2

√
36+9+4 =

7
2

• OH = 6√
49

=
6
7

• 1
OH2 =

49
36 = 1+ 1

4 +
1
9 = 1

OA2 +
1

OB2 +
1

OC2

• VOABC =
1
6
(1)(2)(3) = 1

• ែស្វ៊ OABC : x2 + y2 + z2 − x−2y−3z = 0

លហំាត់អនុវត្តន៍ទី ៧៤ និង ទី ៧៥
លំហាត់ ៧៤៖ េគឱ្យ I(1,2,−2),(P) : 2x+ 2y+ z+ 5 = 0។ រក (L) ⊥ (P) កាត់ I, ្របសព្វ J, ែស្វ៊ (S) េបីកាត់
បានរង្វង់បរមិា្រត 8π។
លំហាត់ ៧៥៖ េគឱ្យ A(−1,3,2),B(−9,4,9),(P) : 2x−y+ z+1 = 0។ រក (L)⊥ (P)កាត់ A, ចំេណាល H, និង
ចំណុចឆ្លុះ A′ ៃន A េធៀប (P)។

ដំេណាះ្រសាយ

លំហាត់ ៧៤៖
• (L) : x = 1+2t, y = 2+2t, z =−2+ t

• J = (L)∩ (P) =⇒ J(−1,0,−3)

• d = IJ = 3, 2πr = 8π =⇒ r = 4

R =
√

32 +42 = 5៖
(S) : (x−1)2 +(y−2)2 +(z+2)2 = 25

លំហាត់ ៧៥៖
• (L) : x =−1+2t, y = 3− t, z = 2+ t

• H = (L)∩ (P) =⇒ 6t −2 = 0 =⇒ H
(
−1

3
,
8
3
,
7
3

)
• A′ = 2H −A =

(
1
3
,
7
3
,
8
3

)
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៤. ដំេណាះ្រសាយលម្អិតៃនលហំាត់្របឡងបាក់ឌុប (២០០២–
២០២៦)

វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០២

េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន េគឱ្យចំណុច A(3,0,1),B(2,4,0) និងC(0,3,3)។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាម O និងមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗(1,1,1)។
ខ . គណនាផលគុណវុចិទ័រ −→AB×−→

AC។ ទាញថាចំណុច A,B,C មិនរត់្រតង់គា្ន ។
គ . រកសមីការប្លង់ (ABC) េដាយយកវុចិទ័រ −→AB×−→

AC ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់។
ឃ . រកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC។
ង . រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (D) និង ប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតបនា្ទ ត់ (D) កាត់តាម O(0,0,0) មាន
វុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗(1,1,1)៖

(D) :


x = t

y = t

z = t

(t ∈ R)

ខ គណនា −→
AB×−→

AC៖
−→
AB = (2−3,4−0,0−1) = (−1,4,−1)
−→
AC = (0−3,3−0,3−1) = (−3,3,2)
−→
AB×−→

AC = (8+3,−(−2−3),−3+12) = (11,5,9)

េដាយ −→
AB×−→

AC ̸= 0⃗ =⇒ A,B,C មិនរត់្រតង់គា្ន ។

គ សមីការប្លង់ (ABC) កាត់តាម A(3,0,1) មានវុចិទ័រណ
រម៉ាល់ n⃗ =

−→
AB×−→

AC = (11,5,9)៖
11(x−3)+5(y−0)+9(z−1) = 0

11x+5y+9z− (33+0+9) = 0

ដូចេនះ (ABC) : 11x+5y+9z−42 = 0

ឃ ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC៖
SABC = 1

2∥
−→
AB×−→

AC∥= 1
2

√
112 +52 +92

ដូចេនះ SABC =

√
227
2

(ឯកតាៃផ្ទ)

ង ្របសព្វរវាងបនា្ទ ត់ (D) និងប្លង់ (ABC)៖
ជំនួសសមីការ (D) ចូលក្នុងសមីការប្លង់ (ABC)៖
11(t)+5(t)+9(t)−42 = 0 ⇐⇒ 25t = 42 =⇒ t = 42

25

ដូចេនះ I
(

42
25

,
42
25

,
42
25

)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៣

េនក្នុង ត្រម�យ អរ តូណ រម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដលមាន ទិសេដ វជិ្ជមាន (ឯកតា េលី អ័ក្ស 1 cm) េគ ឱ្យ ចំណុច
A(2,0,2),B(1,2,0) និង C(0,2,3)។
ក . សរេសរសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាម A េហយី្រសបនឹងវុចិទ័រ −→BC។
ខ . គណនា ∥−→AB∥ និង ∥−→AC∥។ រចួ្របាប់្របេភទ្រតីេកាណ ABC។
គ . គណនា−→

AB×−→
AC។ទាញថា A,B,C មិនស្ថិតេនេលីបនា្ទ តែ់តមួយ។ រកសមីការប្លង់ (ABC) និងគណនាៃផ្ទ្រកឡា

្រតីេកាណ ABC។
ឃ . រកមាឌេត្រតាែអត OABC។ ទាញរកចមា្ង យពីចំណុច O េទប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតបនា្ទ ត់ (D) កាត់តាម A(2,0,2) ្រសប
នឹង −→

BC = (0−1,2−2,3−0) = (−1,0,3)៖

(D) :


x = 2− t

y = 0

z = 2+3t

(t ∈ R)

ខ គណនា្របែវង ∥−→AB∥ និង ∥−→AC∥៖
−→
AB = (−1,2,−2) =⇒ ∥−→AB∥=

√
1+4+4 = 3 cm

−→
AC = (−2,2,1) =⇒ ∥−→AC∥=

√
4+4+1 = 3 cm

∥−→BC∥=
√

1+0+9 =
√

10 cm ̸= 3 cm
េដាយ AB=AC = 3 cm ̸=BC =⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសមបាតកំពូល A

គ គណនា −→
AB×−→

AC៖
−→
AB × −→

AC = (2 − (−4),−(−1 − 4),−2 − (−4)) =

(6,5,2)

េដាយ −→
AB×−→

AC ̸= 0⃗ =⇒ A,B,C មិនរត់្រតង់គា្ន ។
ប្លង់ (ABC)កាត់ A(2,0,2)មាន n⃗ = (6,5,2)៖
6(x−2)+5(y−0)+2(z−2) = 0

ដូចេនះ (ABC) : 6x+5y+2z−16 = 0

SABC = 1
2

√
62 +52 +22 =

√
65
2

cm2

ឃ មាឌេត្រតាែអត OABC៖
VOABC = 1

6 |[
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC]|= 1

6 |
−→
OA · (−→AB×−→

AC)|

= 1
6 |2(6)+0(5)+2(2)|= 16

6 =
8
3
cm3

ចមា្ង យពីចំណុច O(0,0,0) េទប្លង់ (ABC)៖

d(O,(ABC)) = |−16|√
65

=
16
√

65
65

cm
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៤

េនក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) ែដលមានទិសេដវជិ្ជមាន េគឱ្យចំណុច A(3,2,0),K(0,−1,3)។
ក . រកសមីការប្លង់ (P) ែដលកាត់តាម A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ AK។
ខ . េគឱ្យចំណុច B(5,0,0),C(0,5,0) និង D(0,0,−5)។ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ថា B,C,D ជាចំណុចេនេលីប្លង់ (P)។
គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ BCD។
ឃ . គណនា្របែវង AK រចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអត KBCD។

ដំេណាះ្រសាយ

ក សមីការប្លង់ (P) កាត់តាម A(3,2,0) មានវុចិទ័រណ
រម៉ាល់ −→AK = (0 − 3,−1 − 2,3 − 0) = (−3,−3,3) =

−3(1,1,−1)៖
1(x−3)+1(y−2)−1(z−0) = 0

ដូចេនះ (P) : x+ y− z−5 = 0

ខ េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ចំណុច B,C,D េលីប្លង់ (P)៖
• B(5,0,0) : 5+0−0−5 = 0 (ពិត) =⇒ B ∈ (P)

• C(0,5,0) : 0+5−0−5 = 0 (ពិត) =⇒ C ∈ (P)

• D(0,0,−5) : 0+0−(−5)−5= 0 (ពិត) =⇒ D∈ (P)

ដូចេនះ B,C និង D ជាចំណុចេនេលីប្លង់ (P)។

គ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ BCD៖
−→
BC = (−5,5,0),

−→
BD = (−5,0,−5)

−→
BC × −→

BD = (−25 − 0,−(25 − 0),0 − (−25)) =

(−25,−25,25)

SBCD = 1
2∥
−→
BC×−→

BD∥= 1
2

√
252 +252 +252

ដូចេនះ SBCD =
25
√

3
2

(ឯកតាៃផ្ទ)

ឃ ្របែវង AK និងមាឌេត្រតាែអត KBCD៖
AK =

√
(−3)2 +(−3)2 +32 =

√
27 = 3

√
3

េដាយ AK ⊥ (P) េហយី B,C,D ∈ (P) េនាះ AK ជាកម្ពស់
ៃនេត្រតាែអត KBCD េធៀបនឹងបាត BCD៖
VKBCD = 1

3SBCD ·AK = 1
3

(
25

√
3

2

)
(3
√

3)

ដូចេនះ VKBCD =
75
2

(ឯកតាមាឌ)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៥
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(0,2,2) និងបនា្ទ ត់ (D) : x= 1+t,y= 1−t,z= 2−t, t ∈R។
ក . បងា្ហ ញថាប្លង់ (α) : x− y− z+4 = 0 កាត់តាមចំណុច A េហយីែកងនឹងបនា្ទ ត់ (D)។
ខ . ប្លង់ (α)កាត់អ័ក្ស Ox ្រតង់ M កាត់អ័ក្ស Oy ្រតង់ N កាត់អ័ក្ស Oz ្រតង់ P។ រកកូអរេដាេន M,N,P។
គ . បងា្ហ ញថា △MNP ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ឃ . គណនា −→

MP ·−−→MN រចួគណនាៃផ្ទ្រកឡាៃន្រតីេកាណ MNP។

ដំេណាះ្រសាយ

ក • ជំនួស A(0,2,2) ចូល (α)៖
0−2−2+4 = 0 (ពិត) =⇒ A ∈ (α)

• ប្លង់ (α)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗α = (1,−1,−1)។
បនា្ទ ត់ (D)មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗D = (1,−1,−1)។
េដាយ n⃗α = u⃗D =⇒ (α)⊥ (D)។

ខ រកកូអរេដាេនចំណុច M,N,P៖
• M = (α) ∩ Ox(y = 0,z = 0) : x + 4 = 0 =⇒

M(−4,0,0)

• N = (α) ∩ Oy(x = 0,z = 0) : − y + 4 = 0 =⇒

N(0,4,0)

• P = (α) ∩ Oz(x = 0,y = 0) : − z + 4 = 0 =⇒

P(0,0,4)

គ គណនា្របែវង្រជ�ងទាងំបីៃន △MNP៖
MN =

√
(0− (−4))2 +(4−0)2 +02 =

√
16+16 =

4
√

2

MP =
√

(0− (−4))2 +02 +(4−0)2 =
√

16+16 =

4
√

2

NP =
√

02 +(0−4)2 +(4−0)2 =
√

16+16 = 4
√

2

េដាយMN =MP=NP= 4
√

2 =⇒ △MNP ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

ឃ −→
MP = (4,0,4),

−−→
MN = (4,4,0)៖

−→
MP ·−−→MN = 4(4)+0(4)+4(0) = 16

cos∠PMN =
−→
MP·−−→MN
MP·MN = 16

(4
√

2)2 =
1
2 =⇒ ∠PMN = 60◦

SMNP =
√

3
4 (MN)2 =

√
3

4 (32) = 8
√

3 (ឯកតាៃផ្ទ)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៦
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(1,0,1) និង −→

AB = (−1,2,1)។
ក . គណនាកូអរេដាេនៃនចំណុច B។ រកសមីការប្លង់ (P) ែដលកាត់តាមចំណុច A និងមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→AB។
ខ . េគឱ្យ C(2,1,0) និង D(1,3,1)។ រកកូអរេដាេន −→

AC និង −→
CD។ គណនា −→

AB ·−→AC រចួបងា្ហ ញថា ABCD ជាចតុ
េកាណែកង។
គ . គណនា −→

AB×−→
AC ទាញរកៃផ្ទ្រកឡាៃនចតុេកាណ ABCD។

ឃ . រកមាឌចតុមុខ OABC។ ទាញរកចមា្ង យពីគល់ O េទប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
OB=

−→
OA+

−→
AB= (1−1,0+2,1+1) = (0,2,2) =⇒

B(0,2,2)

ប្លង់ (P)កាត់តាម A(1,0,1)មាន n⃗ =
−→
AB = (−1,2,1)៖

−1(x−1)+2(y−0)+1(z−1) = 0

ដូចេនះ (P) : − x+2y+ z = 0 (ឬ x−2y− z = 0)

ខ
−→
AC = (2−1,1−0,0−1) = (1,1,−1)

−→
CD = (1−2,3−1,1−0) = (−1,2,1)
−→
AB ·−→AC =−1(1)+2(1)+1(−1) = 0 =⇒ −→

AB ⊥−→
AC

េដាយ −→
CD =

−→
AB = (−1,2,1) =⇒ ABCD

ជា ្របេលឡូ្រកាម ែដល មាន មុំ ∠A = 90◦ =⇒

ABCD ជាចតុេកាណែកង

គ គណនា −→
AB×−→

AC និងៃផ្ទ SABCD៖
−→
AB×−→

AC = (−2−1,−(1−1),−1−2) = (−3,0,−3)

SABCD = ∥−→AB×−→
AC∥=

√
(−3)2 +02 +(−3)2

ដូចេនះ SABCD = 3
√

2 (ឯកតាៃផ្ទ)

ឃ មាឌចតុមុខ OABC៖
VOABC = 1

6 |[
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC]|= 1

6 |
−→
OA · (−→AB×−→

AC)|

= 1
6 |1(−3)+0+1(−3)|= 6

6 = 1 (ឯកតាមាឌ)
ប្លង់ (ABC)កាត់ A(1,0,1)មាន n⃗ = (1,0,1) : x+ z−2 =

0

d(O,(ABC)) = |0+0−2|√
1+0+1

= 2√
2
=

√
2
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៧
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច S(0,0,3) និង u⃗ = (1,1,1)។
ក . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (D) ែដលកាត់តាមចំណុច S េហយី្រសបនឹង u⃗។
ខ . M(x,y,z) ជាចំណុចក្នុងត្រម�យ។ គណនា u⃗ ·−→SM។ កំណត់សមីការេដីម្បឱី្យ −→SM ⊥ u⃗។ េតីសំណំុ M ជាអ្វី?
គ . េគឱ្យចំណុច A(3,0,0) និង B(0,3,0)។ បងា្ហ ញថា △SAB ជា្រតីេកាណសម័ង្ស។
ឃ . គណនា −→

SA×−→
SB។ ទាញរកៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ SAB។

ង . រកសមីការែស្វ៊ែដលមានផ្ចិត O េហយីកាត់តាមចំណុច S,A និង B។

ដំេណាះ្រសាយ

ក (D) :


x = t

y = t

z = 3+ t

(t ∈ R)

ខ −→
SM = (x,y,z−3) =⇒ u⃗ ·−→SM = 1(x)+1(y)+1(z−

3) = x+ y+ z−3
−→
SM ⊥ u⃗ ⇐⇒ u⃗ ·−→SM = 0 ⇐⇒ x+ y+ z−3 = 0

សំណំុចំណុចM គឺជា ប្លង់មួយកាត់តាមចំណុច S េហយីែកង
នឹងវុចិទ័រ u⃗។

គ SA =
√

32 +0+(−3)2 =
√

18 = 3
√

2

SB =
√

0+32 +(−3)2 =
√

18 = 3
√

2

AB =
√
(−3)2 +32 +0 =

√
18 = 3

√
2

េដាយ SA= SB=AB= 3
√

2 =⇒ △SAB ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

ឃ −→
SA = (3,0,−3),

−→
SB = (0,3,−3)

−→
SA×−→

SB = (0− (−9),−(−9−0),9−0) = (9,9,9)

SSAB =
1
2∥
−→
SA×−→

SB∥= 1
2

√
81+81+81=

9
√

3
2

(ឯកតាៃផ្ទ)

ង OS = 3,OA = 3,OB = 3 =⇒ R = 3

សមីការែស្វ៊ផ្ចិត O(0,0,0)កាំ R = 3៖ x2 + y2 + z2 = 9
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៨
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមាន A(−1,1,0),B(2,0,1),C(1,2,2),D(0,1,−2)។
ក . កំណត់ទំនាក់ទំនង x,y,z េដីម្បឱី្យ −→AM ⊥−→

BM។ េតីសំណំុៃនចំណុច M ជាអ្វី?
ខ . គណនា −→

BC×−→
BD។ រកចំនួនពិត m េដីម្បឱី្យៃផ្ទ្រកឡា S ៃន្រតីេកាណ BCD េផ្ទ�ងផា្ទ ត់ S = 3

√
em។

គ . រកសមីការប្លង់ (BCD)។ រកចំណុច្របសព្វ N រវាង (BCD) និងបនា្ទ ត់ x−1
1 = y+1

−1 = z
1។

ឃ . គណនាចមា្ង យពីចំណុច A េទប្លង់ (BCD) រចួទាញរកមាឌៃនេត្រតាែអ៊ត ABCD។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AM = (x+1,y−1,z),

−→
BM = (x−2,y,z−1)

−→
AM ·−→BM = (x+1)(x−2)+ y(y−1)+ z(z−1) = 0

ដូចេនះ x2 + y2 + z2 − x− y− z−2 = 0

សំណំុចំណុច M គឺជា ែស្វ៊ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត [AB]។

ខ −→
BC = (−1,2,1),

−→
BD = (−2,1,−3)

−→
BC×−→

BD = (−6−1,−(3+2),−1+4) = (−7,−5,3)

S = 1
2∥
−→
BC×−→

BD∥=
√

49+25+9
2 =

√
83
2

S = 3
√

em = em/3 =⇒ m
3 = ln

(√
83
2

)
=⇒

m = 3ln

(√
83
2

)

គ ប្លង់ (BCD)កាត់ B(2,0,1)មាន n⃗ = (−7,−5,3)៖
−7(x−2)−5(y−0)+3(z−1) = 0

ដូចេនះ (BCD) : 7x+5y−3z−11 = 0

សមីការបនា្ទ ត់៖ x = 1+ t,y =−1− t,z = t

ជំនួសចូល៖ 7(1+ t)+5(−1− t)−3t −11 = 0

−t −9 = 0 =⇒ t =−9 =⇒ N(−8,8,−9)

ឃ ចមា្ង យពី A(−1,1,0) េទប្លង់ (BCD)៖
d(A,(BCD)) = |7(−1)+5(1)−3(0)−11|√

72+52+(−3)2
=

13√
83

VABCD = 1
3SBCD ·d = 1

3 ·
√

83
2 · 13√

83
=

13
6

(ឯកតាមាឌ)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០០៩
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(2,2,0),B(0,2,2) និង C(1,0,1)។
ក . រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដលមានអង្កត់ផ្ចិត AB។ រកកូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វរវាងែស្វ៊ និងបនា្ទ ត់ (d) : x =

1+ t,y = 2,z = 1+ t។
ខ . រក n⃗ =

−→
CA×−→

CB។ គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC។ រកសមីការប្លង់ (ABC)។
គ . ប្លង់ (ABC) ជួប Ox ្រតង់ M និង Oz ្រតង់ N។ រក M,N។ បងា្ហ ញថា ABNM ជាចតុេកាណែកង។
ឃ . រកចមា្ង យពី D(0,2,0) េទប្លង់ (ABC)។ ទាញរកមាឌេត្រតាែអត DCBA។

ដំេណាះ្រសាយ

ក ផ្ចិត I = មធ្យម AB = (1,2,1), កាំ R = AB
2 =

√
2៖

(S) : (x−1)2 +(y−2)2 +(z−1)2 = 2

ជំនួស (d) ចូល៖ t2+02+ t2 = 2 ⇐⇒ 2t2 = 2 =⇒ t =

±1

ដូចេនះ ចំណុច្របសព្វគឺ (2,2,2) និង (0,2,0)

ខ −→
CA = (1,2,−1),

−→
CB = (−1,2,1)

n⃗ =
−→
CA × −→

CB = (2 − (−2),−(1 − 1),2 − (−2)) =

(4,0,4)

SABC = 1
2 ∥⃗n∥= 1

2

√
16+0+16 = 2

√
2 (ឯកតាៃផ្ទ)

ប្លង់ (ABC) : 4(x − 1) + 0 + 4(z − 1) = 0 ⇐⇒

x+ z−2 = 0

គ • M = (ABC)∩Ox(y = 0,z = 0) =⇒ M(2,0,0)

• N = (ABC)∩Oz(x = 0,y = 0) =⇒ N(0,0,2)
−→
AB = (−2,0,2),

−−→
MN = (−2,0,2) =⇒ −→

AB =
−−→
MN

=⇒ ABNM ជា្របេលឡូ្រកាម។
−→
AM = (0,−2,0) =⇒ −→

AB ·−→AM = 0 =⇒ ∠A = 90◦

ដូចេនះ ABNM ជាចតុេកាណែកង

ឃ ចមា្ង យពី D(0,2,0) េទប្លង់ (ABC)៖
d(D,(ABC)) = |0+0−2|√

12+0+12 =
2√
2
=

√
2

VDCBA = 1
3SABC ·d = 1

3(2
√

2)
√

2 =
4
3
(ឯកតាមាឌ)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១០
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(−1,2,1),B(1,−6,−1) និង C(2,2,2)។
ក . គណនា n⃗ =

−→
AB×−→

AC។ កំណតស់មីការប្លង់ (P)កាត់តាម A,B,C។ កំណតស់មីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃន (d)កាត់តាម
J(−2,0,0) ទិស u⃗(3,0,1)។
ខ . រកកូអរេដាេនផ្ចិត I និងកាំ r ៃនែស្វ៊ x2 + y2 + z2 −2y+2z−2 = 0។ រកចំណុច្របសព្វរវាងែស្វ៊ (S) និងបនា្ទ ត់
(d)។
គ . គណនាៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC។ គណនាចមា្ង យពីចំណុច D(0,1,−1) េទប្លង់ (P)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (2,−8,−2),

−→
AC = (3,0,1)

n⃗ =
−→
AB×−→

AC = (−8,−(2+6),24) = (−8,−8,24)

n⃗ = −8(1,1,−3) =⇒ យក (1,1,−3) ជាណរម៉ាល់ៃន
(P)៖
1(x + 1) + 1(y − 2) − 3(z − 1) = 0 ⇐⇒

(P) : x+ y−3z+2 = 0

បនា្ទ ត់ (d) :


x =−2+3t

y = 0

z = t

(t ∈ R)

ខ x2 +(y−1)2 +(z+1)2 = 2+1+1 = 4 = 22

=⇒ ផ្ចិត I(0,1,−1) , កាំ r = 2

្របសព្វរវាង (S) និង (d)៖
(−2+3t)2 +(0−1)2 +(t +1)2 = 4

4−12t+9t2+1+ t2+2t+1 = 4 ⇐⇒ 5t2−5t+1 = 0

∆ = 25−20 = 5 =⇒ t = 5±
√

5
10

ដូចេនះ
(
−2+

3(5±
√

5)
10

,0,
5±

√
5

10

)

គ ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC៖
SABC = 1

2 ∥⃗n∥= 1
2

√
64+64+576 =

√
704
2 = 4

√
11

ចមា្ង យពី D(0,1,−1) េទប្លង់ (P)៖

d(D,(P)) = |0+1−3(−1)+2|√
12+12+(−3)2

= 6√
11

=
6
√

11
11
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១១
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(1,2,4);B(2,−1,3) និង C(−2,3,−2)។
ក . រកសមីការែស្វ៊ (S) ែដលមានផ្ចិត A និងកាំ r = ∥−→BC∥

2 ។
ខ . រកសមីការប្លង់ (P) ែដលមានវុចិទ័រណរម៉ាល់ −→AC េហយីកាត់តាមចំណុច B។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (d) ែដលកាត់តាមចំណុច C េហយីមានវុចិទ័រ្របាប់ទិស −→

AB។
ឃ . រកចមា្ង យ d(B,A) និងចមា្ង យ d(B,(d)) ពីចំណុច B េទបនា្ទ ត់ (d)។
ង . រកៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាម និងៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណែដលសង់េលីវុចិទ័រ −→BA និង −→

BC។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
BC = (−4,4,−5) =⇒ ∥−→BC∥ =

√
16+16+25 =

√
57

r =
√

57
2 =⇒ r2 = 57

4 ៖
ដូចេនះ (S) : (x−1)2 +(y−2)2 +(z−4)2 =

57
4

ខ −→
AC = (−3,1,−6)។ ប្លង់ (P)កាត់តាម B(2,−1,3)៖

−3(x−2)+1(y+1)−6(z−3) = 0

ដូចេនះ (P) : 3x− y+6z−25 = 0

គ −→
AB = (1,−3,−1)។ បនា្ទ ត់ (d) កាត់តាម

C(−2,3,−2)៖

(d) :


x =−2+ t

y = 3−3t

z =−2− t

(t ∈ R)

ឃ d(B,A) = ∥−→AB∥=
√

1+9+1 =
√

11
−→
CB = (4,−4,5) =⇒ −→

CB×−→
AB = (19,9,−8)

∥−→CB×−→
AB∥=

√
361+81+64 =

√
506

d(B,(d)) = ∥−→CB×−→
AB∥

∥−→AB∥
=

√
506√
11

=
√

46

ង −→
BA = (−1,3,1),

−→
BC = (−4,4,−5)

−→
BA×−→

BC = (−19,−9,8)

S្របេល = ∥−→BA×−→
BC∥=

√
506 (ឯកតាៃផ្ទ)

S△ = 1
2S្របេល =

√
506
2

(ឯកតាៃផ្ទ)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១២
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមាន M(−1,0,1),N(0,1,2),P(1,2,−1) និង (α) : x−2y+ z−4 = 0។
ក . រកកូអរេដាេន n⃗ =

−−→
MN ×−→

MP េហយីទាញរកសមីការប្លង់ (β ) ែដលកាត់តាម M,N និង P។
ខ . រកសមីការែស្វ៊ (S) មួយមានផ្ចិត M េហយីកាត់តាមចំណុច N។ េតីប្លង់ (α) ជួបែស្វ៊ (S) ឬេទ?

ដំេណាះ្រសាយ

ក −−→
MN = (1,1,1),

−→
MP = (2,2,−2)

n⃗ =
−−→
MN × −→

MP = (−2 − 2,−(−2 − 2),2 − 2) =

(−4,4,0)

យក n⃗β = (1,−1,0)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន (β )៖
1(x+1)−1(y−0)+0(z−1) = 0

ដូចេនះ (β ) : x− y+1 = 0

ខ កាំ R = MN =
√

12 +12 +12 =
√

3 =⇒ R2 = 3

សមីការែស្វ៊ (S) ផ្ចិត M(−1,0,1)៖
ដូចេនះ (S) : (x+1)2 + y2 +(z−1)2 = 3

ចមា្ង យពីផ្ចិត M េទប្លង់ (α)៖
d = |−1−2(0)+1−4|√

12+(−2)2+12
= 4√

6
= 2

√
6

3

េ្របៀបេធៀប៖ d2 = 16
6 = 8

3 < 3 = R2 =⇒ d < R

ដូចេនះ ប្លង់ (α)កាត់ែស្វ៊ (S)បានជាែខ្សរង្វង់មួយ។
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៣
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(1,0,1),B(0,2,2) និង C(2,1,0)។
ក . បងា្ហ ញថា្រតីេកាណ ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់កំពូល A។
ខ . គណនា n⃗ =

−→
AB×−→

AC រចួរកសមីការប្លង់ (ABC)។
គ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតៃនបនា្ទ ត់ (d) ែដលកាត់តាមចំណុច D(1,−1,3) េហយីែកងនឹងប្លង់ (ABC) ្រតង់ M។ រក
កូអរេដាេនចំណុច M។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−1,2,1),

−→
AC = (1,1,−1)

−→
AB ·−→AC =−1(1)+2(1)+1(−1) = 0

ដូចេនះ △ABC ជា្រតីេកាណែកង្រតង់កំពូល A

ខ n⃗ =
−→
AB × −→

AC = (−2 − 1,−(1 − 1),−1 − 2) =

(−3,0,−3)

យក n⃗ABC = (1,0,1)ជាណរម៉ាល់កាត់ A(1,0,1)៖
1(x−1)+0(y−0)+1(z−1) = 0 ⇐⇒ x+ z−2 = 0

គ បនា្ទ ត់ (d)⊥ (ABC) =⇒ u⃗d = (1,0,1)៖

(d) :


x = 1+ t

y =−1

z = 3+ t

(t ∈ R)

M = (d)∩ (ABC)៖ ជំនួស (d) ចូលក្នុង (ABC)៖
(1+ t)+(3+ t)−2 = 0 ⇐⇒ 2t +2 = 0 =⇒ t =−1

ដូចេនះ M(0,−1,2)



248 ែផ្នកដំេណាះ្រសាយ • លំហាត់្របឡងបាក់ឌុប (២០០២–២០២៦)

វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៤ (េលើកទី២)
េគមាន A(2,2,1),B(4,−2,0),C(3,1,1),D(1,5,2)។ ក . បងា្ហ ញថា ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម រចួរកៃផ្ទ្រកឡាវា។
ខ . រកសមីការប៉ារ៉ាែម៉្រតបនា្ទ ត់កាត់ A,B។ គ . រកសមីការប្លង់កាត់ A,B,D។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (2,−4,−1),

−→
DC = (2,−4,−1)

=⇒ −→
AB =

−→
DC =⇒ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម

−→
AD = (−1,3,1) =⇒ −→

AB×−→
AD = (−1,−1,2)

SABCD = ∥−→AB×−→
AD∥=

√
1+1+4 =

√
6

ខ (AB) : x = 2+2t, y = 2−4t, z = 1− t (t ∈ R)

គ ប្លង់ (ABD)កាត់ A(2,2,1)មាន n⃗ = (−1,−1,2)៖
−(x − 2) − (y − 2) + 2(z − 1) = 0 ⇐⇒

x+ y−2z−2 = 0

វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៥

េគឱ្យ u⃗ = i⃗− j⃗+ 2⃗k, v⃗ = −⃗i+2 j⃗+ 2⃗k, w⃗ = i⃗+ j⃗− 2⃗k។ រកវុចិទ័រ៖ ក . u⃗+ v⃗ ខ . w⃗× u⃗ គ . w⃗× v⃗

ដំេណាះ្រសាយ

ក u⃗+ v⃗ = (1−1,−1+2,2+2) = (0,1,4)

ខ w⃗× u⃗ = −4 j⃗− 2⃗k = (0,−4,−2)

គ w⃗× v⃗ = 6⃗i+ 3⃗k = (6,0,3)

វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៦
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច M(2,3,4),N(3,5,6),P(4,6,7) និង Q(3,4,5)។
ក . រកវុចិទ័រ −−→MN និង −→

QP។ ខ . ទាញបងា្ហ ញថា MNPQ ជា្របេលឡូ្រកាម។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −−→
MN = (3−2,5−3,6−4) = (1,2,2)

−→
QP = (4−3,6−4,7−5) = (1,2,2)

ខ េដាយ −−→
MN =

−→
QP = (1,2,2)

=⇒ MNPQ ជា្របេលឡូ្រកាម



ដំេណាះ្រសាយលំហាត់្របឡងបាក់ឌុប 249

វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៧
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមាន A(−2,1,0),B(0,1,1),C(1,2,2) និង D(0,3,−4)។
ក . រកវុចិទ័រ −→AB,

−→
AC,

−→
AD,

−→
BC,

−→
BD និង −→

CD។
ខ . គណនា្របែវង AB,AC,AD,BC,BD និង CD។ ទាញថា្រតីេកាណ ABD និង ACD ែកង្រតង់ A។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (2,0,1),

−→
AC = (3,1,2)

−→
AD = (2,2,−4),

−→
BC = (1,1,1)

−→
BD = (0,2,−5),

−→
CD = (−1,1,−6)

ខ AB =
√

4+0+1 =
√

5

AC =
√

9+1+4 =
√

14

AD =
√

4+4+16 = 2
√

6

BC =
√

1+1+1 =
√

3

BD =
√

0+4+25 =
√

29

CD =
√

1+1+36 =
√

38

• AB2 +AD2 = 5+24 = 29 = BD2

=⇒ △ABD ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A

• AC2 +AD2 = 14+24 = 38 =CD2

=⇒ △ACD ជា្រតីេកាណែកង្រតង់ A

វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៨
ក្នុងត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) េគមានចំណុច A(1,2,3),B(3,0,1),C(−1,0,1) និង D(2,1,2)។
ក . រកវុចិទ័រ −→AB,

−→
AC,

−→
AD និង −→

BC។
ខ . បងា្ហ ញថាវុចិទ័រ n⃗ = (0,1,−1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (ABC)។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (2,−2,−2)

−→
AC = (−2,−2,−2)
−→
AD = (1,−1,−1)
−→
BC = (−4,0,0)

ខ n⃗ ·−→AB = 0(2)+1(−2)−1(−2) = 0

n⃗ ·−→AC = 0(−2)+1(−2)−1(−2) = 0

េដាយ n⃗ ̸= 0⃗ ែកងនឹងវុចិទ័រពីរ −→AB,
−→
AC មិនកូលីេនែអ៊រ

=⇒ n⃗ = (0,1,−1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃនប្លង់ (ABC)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០១៩
ែផ្នក A៖ េគមាន A(1,−1,4),B(7,−1,−2),C(1,5,−2)។
ក . គណនា −→

AB,
−→
AC,

−→
BC។ បងា្ហ ញថា A,B,C កំណត់បានប្លង់មួយ។ បងា្ហ ញ n⃗ = (1,1,1) ជាណរម៉ាល់ៃន (ABC)

និងរកសមីការប្លង់។ ខ . បងា្ហ ញថា △ABC សម័ង្ស។
ែផ្នក B៖ េគមានប៉ារ៉ាបូល y2 +4y−8x−12 = 0។ បែម្លងជាស្តង់ដា រកកំពូល កំណំុ បនា្ទ ត់្របាប់ទិស រចួសង់។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នក A៖
ក −→

AB = (6,0,−6),
−→
AC = (0,6,−6),

−→
BC = (−6,6,0)

−→
AB×−→

AC = (36,36,36) ̸= 0⃗

=⇒ A,B,C កំណត់បានប្លង់មួយ
n⃗ ·−→AB = 6−6 = 0, n⃗ ·−→AC = 6−6 = 0

=⇒ n⃗(1,1,1)ជាវុចិទ័រណរម៉ាល់ៃន (ABC)។
(ABC) : 1(x−1)+1(y+1)+1(z−4) = 0

⇐⇒ x+ y+ z−4 = 0

ខ ∥−→AB∥= ∥−→AC∥= ∥−→BC∥= 6
√

2

=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

ែផ្នក B៖
(y+2)2 −4−8x−12 = 0 ⇐⇒ (y+2)2 = 8(x+2)

ទ្រមង់ (y− k)2 = 4p(x−h) =⇒ p = 2

• កំពូល V (−2,−2) • កំណំុ F(0,−2)

• បនា្ទ ត់្របាប់ទិស x =−4

x

yx =−4

V
F
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០២១
ក . េគមាន A(0,−2,0),B(−4,1,2),C(0,3,7),D(4,0,5)។ រក −→

AB,
−→
BC,

−→
CD,

−→
AD រចួបងា្ហ ញ ABCD ជាចតុេកាណ

ែកងែតមិនែមនកាេរ។
ខ . សមីការ 9y2 = 25(3− x)(3+ x)។ បងា្ហ ញថាជាេអលីប រក្របែវងអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កំពូល កំណំុ រចួសង់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−4,3,2),

−→
BC = (4,2,5)

−→
CD = (4,−3,−2),

−→
AD = (4,2,5)

• −→
AB =

−→
DC =⇒ ABCD ជា្របេលឡូ្រកាម

• −→
AB ·−→BC =−16+6+10 = 0 =⇒ ∠B = 90◦

• AB =
√

16+9+4 =
√

29

BC =
√

16+4+25 = 3
√

5 ̸= AB

=⇒ ABCD ចតុេកាណែកង មិនែមនកាេរ

ខ 9y2 = 25(9− x2) ⇐⇒ 25x2 +9y2 = 225

⇐⇒ x2

9
+

y2

25
= 1 (េអលីបឈរ ផ្ចិត O)

a = 5,b = 3,c =
√

25−9 = 4៖
• អ័ក្សធំ 2a = 10 , អ័ក្សតូច 2b = 6

• កំពូល V (0,±5) • កំណំុ F(0,±4)

x

y

V1

V2

F1

F2
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០២២
ក . េគមាន M(0,1,1),N(1,2,2),P(0,3,−4),Q(−2,1,0)។
1. រក −−→

MN,
−→
NP,

−→
NQ,

−→
PQ និង្របែវង។ 2. បងា្ហ ញ △NPQ ែកង្រតង់ Q និងរកៃផ្ទ្រកឡា។

ខ . រកកំពូល កំណំុ បនា្ទ ត់្របាប់ទិសៃនប៉ារ៉ាបូល (y+2)2 =−8(x−2) រចួសង់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក 1. −−→MN = (1,1,1) =⇒ MN =
√

3
−→
NP = (−1,1,−6) =⇒ NP =

√
38

−→
NQ = (−3,−1,−2) =⇒ NQ =

√
14

−→
PQ = (−2,−2,4) =⇒ PQ = 2

√
6

2. −→NQ ·−→PQ = 6+2−8 = 0 =⇒ △NPQ ែកង្រតង់ Q

SNPQ = 1
2NQ ·PQ = 1

2

√
14 ·2

√
6 = 2

√
21

ខ (y+2)2 =−8(x−2) =⇒ (y− k)2 = 4p(x−h)

h = 2,k =−2,4p =−8 =⇒ p =−2 < 0

• កំពូល V (2,−2) • កំណំុ F(0,−2)

• បនា្ទ ត់្របាប់ទិស x = 4

x

y x = 4

V
F
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០២៣
ក . េគមាន A(5,−5,2),B(−1,1,0),C(0,1,2),D(6,6,−1)។
1. បងា្ហ ញថា A,B,C មិនេនេលីបនា្ទ ត់ែតមួយ។ 2. បងា្ហ ញ △BCD ែកង និងរកៃផ្ទ្រកឡា។
ខ . សមីការ 12(xy+3)− (3x+2y)2 = 0។ បងា្ហ ញថាជាេអលីប រកអ័ក្សធំ អ័ក្សតូច កំពូល រចួសង់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក 1. −→AB = (−6,6,−2),
−→
AC = (−5,6,0)

−→
AB×−→

AC = (12,10,−6) ̸= 0⃗ =⇒ A,B,C មិនរត់្រតង់គា្ន
2. −→BC = (1,0,2),

−→
CD = (6,5,−3)

−→
BC ·−→CD = 6+0−6 = 0 =⇒ △BCD ែកង្រតង់ C

BC =
√

5,CD =
√

70

SBCD = 1
2

√
5
√

70 =
5
√

14
2

(ឯកតាៃផ្ទ)

ខ 12xy+36− (9x2 +12xy+4y2) = 0

⇐⇒ 9x2 +4y2 = 36 ⇐⇒ x2

4
+

y2

9
= 1

េអលីបឈរ a = 3,b = 2៖
• អ័ក្សធំ 2a = 6 , អ័ក្សតូច 2b = 4

• កំពូល V (0,±3)

x

y

V1(0,3)

V2(0,−3)
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០២៤
ក . េគមាន A(2,0,0),B(−1,

√
3,0),C(−1,−

√
3,0)។ រក −→

AB,
−→
AC,

−→
BC។ បងា្ហ ញ △ABC សម័ង្ស និងរកៃផ្ទវា។

ខ . សមីការ (2x−3y)2 = 6(3y2 −2xy−6)។ បងា្ហ ញថាជាអីុែពរបូល រកកំពូល កំណំុ អាសីុមតូត រចួសង់។

ដំេណាះ្រសាយ

ក −→
AB = (−3,

√
3,0),

−→
AC = (−3,−

√
3,0)

−→
BC = (0,−2

√
3,0)

AB = AC = BC =
√

9+3 = 2
√

3

=⇒ △ABC ជា្រតីេកាណសម័ង្ស
SABC =

√
3

4 (2
√

3)2 = 3
√

3 (ឯកតាៃផ្ទ)

ខ 4x2 −12xy+9y2 = 18y2 −12xy−36

⇐⇒ −4x2 +9y2 = 36 ⇐⇒ y2

4
− x2

9
= 1

អីុែពរបូលឈរ a = 2,b = 3,c =
√

13៖
• កំពូល V (0,±2) • កំណំុ F(0,±

√
13)

•អាសីុមតូត y =±2
3

x

x

y

V1

V2
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០២៥
ែផ្នក A៖ េគមាន A(1,−2,0),B(−2,0,−1),C(−2,−1,2),D(−2,1,−2),E(2,5,−2),F(−1,0,−2)។
1. គណនា −→

AC,
−→
AE,

−→
BD,

−→
BF ,

−→
DF។ 2. បងា្ហ ញ △ACE ែកង្រតង់ A និង △BDF សម័ង្ស។

ែផ្នក B៖ ប៉ារ៉ាបូលមានកំណំុេលីអ័ក្សអាប់សីុស និងកំពូល O(0,0) កាត់តាម A(2,4)។ រកសមីការស្តង់ដា និងរក x1

េបី B(x1,−8) េនេលីប៉ារ៉ាបូល។

ដំេណាះ្រសាយ

ែផ្នក A៖
1. −→AC = (−3,1,2),

−→
AE = (1,7,−2)

−→
BD = (0,1,−1),

−→
BF = (1,0,−1),

−→
DF = (1,−1,0)

2. −→AC ·−→AE =−3+7−4 = 0 =⇒ △ACE ែកង្រតង់ A

BD=BF =DF =
√

2 =⇒ △BDF ជា្រតីេកាណសម័ង្ស

ែផ្នក B៖
កំពូល O(0,0), កំណំុេលី Ox =⇒ y2 = 4px

កាត់ A(2,4) =⇒ 42 = 4p(2) =⇒ p = 2

ដូចេនះ សមីការស្តង់ដាគឺ y2 = 8x

ចំណុច B(x1,−8) េនេលីប៉ារ៉ាបូល៖
(−8)2 = 8x1 ⇐⇒ 64 = 8x1 =⇒ x1 = 8
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វិញញ សា្របឡងបាក់ឌុប ឆា្ន ំ២០២៦
1. េគមានចំណុច A(−3,1,4),B(−2,−1,7),C(−4,−1,−2),D(−2,−5,4)។
ក . រកវុចិទ័រ−→AB,

−→
AC,

−→
AD។ ខ . រកចំនួនពិត a,b ែដល−→

AB= a
−→
AC+b

−→
AD រចួទាញថា A,B,C,D េលីប្លង់ែតមួយ។

2. ប៉ារ៉ាបូលកំពូល O(0,0)កាត់តាម A(−2,6) និង B(x1,6) ែដល x1 > 0។ រកសមីការស្តង់ដា និងរកតៃម្លៃន x1។

ដំេណាះ្រសាយ

1. ក −→
AB = (1,−2,3),

−→
AC = (−1,−2,−6)

−→
AD = (1,−6,0)

ខ
−→
AB = a

−→
AC+b

−→
AD =⇒


1 =−a+b

−2 =−2a−6b

3 =−6a

=⇒ a =−1
2
, b =

1
2

េដាយ −→
AB =−1

2
−→
AC+ 1

2
−→
AD

=⇒ A,B,C,D ស្ថិតេនេលីប្លង់ែតមួយ

2. េដាយ A(−2,6) និង B(x1,6)មាន y = 6

=⇒ អ័ក្សឆ្លុះគឺអ័ក្សអរេដាេន Oy៖
សមីការមានរាង x2 = 4py៖
(−2)2 = 4p(6) =⇒ 4 = 24p =⇒ 4p = 2

3

ដូចេនះ សមីការស្តង់ដាគឺ x2 =
2
3

y

ចំណុច B(x1,6) េនេលីប៉ារ៉ាបូល៖
x2

1 =
2
3(6) = 4 =⇒ x1 = 2 (េដាយ x1 > 0)



ឧបសម្ពន្ធឧបសម្ពន្ធ

ឧបសម្ពន្ធ ទី១ ៖ តារាងសេង្ខបរបូមន្តធរណីមា្រតក្នងុលហំថា្ន ក់ទី១២

១. កអូរេដាេនចំណុច និងវុិចទ័រក្នងុលហំ
• ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ (O,⃗ i, j⃗,⃗k) ៖ i⃗ ⊥ j⃗ ⊥ k⃗ និង ∥⃗i∥= ∥ j⃗∥= ∥⃗k∥= 1

• កូអរេដាេនៃនចំណុច និងវុចិទ័រ ៖ −−→
OM = x⃗i+ y j⃗+ z⃗k ⇐⇒ M(x,y,z) ; u⃗ = (x,y,z)

• ម៉ូឌុល (្របែវង) ៖ ∥⃗u∥=
√

x2 + y2 + z2

• វុចិទ័រ និងចមា្ង យរវាងពីរចំណុច A,B ៖

−→
AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA), AB = ∥−→AB∥=

√
(xB − xA)2 +(yB − yA)2 +(zB − zA)2

• ចំណុចកណា្ត ល I ៃន [AB] ៖ I
(

xA + xB

2
,

yA + yB

2
,

zA + zB

2

)
• ទី្របជំុទម្ងន់្រតីេកាណ ABC ៖ G

(
xA + xB + xC

3
,

yA + yB + yC

3
,

zA + zB + zC

3

)
• ទី្របជំុទម្ងន់ចតុមុខ ABCD ៖ G

(
xA + xB + xC + xD

4
,

yA + yB + yC + yD

4
,

zA + zB + zC + zD

4

)
• ្របមាណវធីិ ៖ u⃗± v⃗ = (x± x′, y± y′, z± z′), k⃗u = (kx, ky, kz)

• លក្ខខណ្ឌ កូលីេនែអ៊រ (្រសបគា្ន ) ៖ u⃗ ∥ v⃗ ⇐⇒ ∃k ∈ R, u⃗ = k⃗v ⇐⇒ x
x′

=
y
y′

=
z
z′

(x′,y′,z′ ̸= 0)

២. ផលគុណសា្ក ែល និងមុំរវាងពីរវុិចទ័រ
• និយមន័យ និងរូបមន្តវភិាគ ៖ u⃗ · v⃗ = ∥⃗u∥∥⃗v∥cos(⃗u, v⃗) = xx′+ yy′+ zz′

• លក្ខខណ្ឌ ែកងគា្ន ៖ u⃗ ⊥ v⃗ ⇐⇒ u⃗ · v⃗ = 0 ⇐⇒ xx′+ yy′+ zz′ = 0

• កូសុីនុសមុំរវាងពីរវុចិទ័រ ៖ cosθ =
u⃗ · v⃗

∥⃗u∥∥⃗v∥
=

xx′+ yy′+ zz′√
x2 + y2 + z2 ·

√
x′2 + y′2 + z′2

(0◦ ≤ θ ≤ 180◦)

• កូសុីនុស្របាប់ទិសៃន u⃗(x,y,z) ៖ cosα =
x

∥⃗u∥
, cosβ =

y
∥⃗u∥

, cosγ =
z

∥⃗u∥
=⇒ cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1
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៣. ផលគុណៃនពីរវុិចទ័រ (Cross Product)
• និយមន័យក្នុងកូអរេដាេន ៖

u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x y z

x′ y′ z′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣y z

y′ z′

∣∣∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣∣∣x z

x′ z′

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣x y

x′ y′

∣∣∣∣∣∣
= (yz′− zy′, zx′− xz′, xy′− yx′)

• លក្ខណៈសំខាន់ៗ ៖

– u⃗× v⃗ =−(⃗v× u⃗) (វសិមមា្រត) ; u⃗× u⃗ = 0⃗

– (⃗u× v⃗)⊥ u⃗ និង (⃗u× v⃗)⊥ v⃗

– ∥⃗u× v⃗∥= ∥⃗u∥∥⃗v∥sin(⃗u, v⃗)

– u⃗ ∥ v⃗ ⇐⇒ u⃗× v⃗ = 0⃗

– ចំណុច A,B,C រត់្រតង់ជួរគា្ន ⇐⇒ −→
AB×−→

AC = 0⃗

• ៃផ្ទ្រកឡា្របេលឡូ្រកាមែដលសង់េលី u⃗ និង v⃗ ៖ S = ∥⃗u× v⃗∥

• ៃផ្ទ្រកឡា្រតីេកាណ ABC ៖ SABC =
1
2
∥−→AB×−→

AC∥

៤. ផលគុណច្រម�ះ និងមាឌ (Scalar Triple Product & Volume)
• រូបមន្តផលគុណច្រម�ះ ៖

(⃗u× v⃗) · w⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z

x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= x(y′z′′− z′y′′)− y(x′z′′− z′x′′)+ z(x′y′′− y′x′′)

• លក្ខខណ្ឌ ៣ វុចិទ័រកូបា្ល ែណ (ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ) ៖ (⃗u× v⃗) · w⃗ = 0

• លក្ខខណ្ឌ ៤ ចំណុច A,B,C,D ស្ថិតក្នុងប្លង់ែតមួយ ៖ (
−→
AB×−→

AC) ·−→AD = 0

• មាឌ្របេលេឡពីែប៉តសង់េលី u⃗, v⃗, w⃗ ៖ V = |(⃗u× v⃗) · w⃗|

• មាឌចតុមុខ ABCD ៖ VABCD =
1
6
|(−→AB×−→

AC) ·−→AD|

• ្របែវងកម្ពស់ចតុមុខគូសេចញពី D មកបាត (ABC) ៖ hD =
3VABCD

SABC
=

|(−→AB×−→
AC) ·−→AD|

∥−→AB×−→
AC∥
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៥. សមីការបនា្ទ ត់ក្នងុលហំ

• បនា្ទ ត់ (L)កាត់តាម A(x0,y0,z0)មានវុចិទ័រ្របាប់ទិស u⃗ = (a,b,c) ̸= 0⃗ ៖

– សមីការវុចិទ័រ ៖ −−→
OM =

−→
OA+ tu⃗ (t ∈ R)

– សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត ៖


x = x0 +at

y = y0 +bt

z = z0 + ct

(t ∈ R)

– សមីការឆ្លុះ (េបី a,b,c ̸= 0) ៖ x− x0

a
=

y− y0

b
=

z− z0

c

• ទីតាងំេធៀបៃនពីរបនា្ទ ត់ (L1) (កាត់ A1, ទិស u⃗1) និង (L2) (កាត់ A2, ទិស u⃗2) ៖

– ្រត�តសីុគា្ន ៖ u⃗1 ∥ u⃗2 និង A1 ∈ (L2)

– ្រសបគា្ន ដាច់ខាត ៖ u⃗1 ∥ u⃗2 និង A1 /∈ (L2)

– កាត់គា្ន ្រតង់ចំណុចមួយ ៖ u⃗1 ∦ u⃗2 និង (⃗u1 × u⃗2) ·
−−→
A1A2 = 0

– េ្រទតគា្ន (មិនកាត់គា្ន មិន្រសបគា្ន ) ៖ u⃗1 ∦ u⃗2 និង (⃗u1 × u⃗2) ·
−−→
A1A2 ̸= 0

៦. សមីការប្លង់ក្នងុលហំ

• ប្លង់ (P)កាត់តាម M0(x0,y0,z0)មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ = (a,b,c) ̸= 0⃗ ៖

a(x− x0)+b(y− y0)+ c(z− z0) = 0 ⇐⇒ ax+by+ cz+d = 0 (d =−(ax0 +by0 + cz0))

• ប្លង់កាត់តាមបីចំណុចមិនរត់្រតង់ជួរ A,B,C ៖ មានវុចិទ័រណរម៉ាល់ n⃗ =
−→
AB×−→

AC

• ទីតាងំេធៀបៃនពីរផ្លង់ (P1) : a1x+b1y+ c1z+d1 = 0 និង (P2) : a2x+b2y+ c2z+d2 = 0 ៖

– ្រត�តសីុគា្ន ៖ a1

a2
=

b1

b2
=

c1

c2
=

d1

d2

– ្រសបគា្ន ដាច់ខាត ៖ a1

a2
=

b1

b2
=

c1

c2
̸= d1

d2

– កាត់គា្ន ជាបនា្ទ ត់ (d) ៖ n⃗1 ∦ n⃗2 (បនា្ទ ត់ (d)មានទិស u⃗ = n⃗1 × n⃗2)

– ែកងគា្ន ៖ (P1)⊥ (P2) ⇐⇒ n⃗1 · n⃗2 = 0 ⇐⇒ a1a2 +b1b2 + c1c2 = 0
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៧. ចមា្ង យ និងមុំក្នងុលហំ

• ចមា្ង យពីចំណុច M0(x0,y0,z0) េទប្លង់ (P) : ax+by+ cz+d = 0 ៖ d(M0,(P)) =
|ax0 +by0 + cz0 +d|√

a2 +b2 + c2

• ចមា្ង យពីចំណុច M0(x0,y0,z0) េទបនា្ទ ត់ (L) (កាត់ A, ទិស u⃗) ៖ d(M0,(L)) =
∥−−→AM0 × u⃗∥

∥⃗u∥

• ចមា្ង យរវាងបនា្ទ ត់េ្រទតគា្ន ពីរ (L1) និង (L2) ៖ d(L1,L2) =
|(⃗u1 × u⃗2) ·

−−→
A1A2|

∥⃗u1 × u⃗2∥

• ចមា្ង យរវាងពីរប្លង់្រសបគា្ន (P1) : ax+by+ cz+d1 = 0 និង (P2) : ax+by+ cz+d2 = 0 ៖ d(P1,P2) =
|d1 −d2|√

a2 +b2 + c2

• មំុរវាងពីរបនា្ទ ត់ (L1),(L2) ៖ cosθ =
|⃗u1 · u⃗2|
∥⃗u1∥∥⃗u2∥

(0◦ ≤ θ ≤ 90◦)

• មំុរវាងពីរផ្លង់ (P1),(P2) ៖ cosθ =
|⃗n1 · n⃗2|
∥⃗n1∥∥⃗n2∥

(0◦ ≤ θ ≤ 90◦)

• មំុរវាងបនា្ទ ត់ (L) និងប្លង់ (P) ៖ sinα =
|⃗u · n⃗|
∥⃗u∥∥⃗n∥

(0◦ ≤ α ≤ 90◦)

៨. សមីការែស្វរ៊ និងទីតាងំេធៀប
• សមីការស្តង់ដា (ផ្ចិត I(a,b,c), កាំ R) ៖ (x−a)2 +(y−b)2 +(z− c)2 = R2

• សមីការទូេទ ៖ x2 + y2 + z2 −2ax−2by−2cz+d = 0

លក្ខខណ្ឌ ជាែស្វ៊រ ៖ a2 +b2 + c2 −d > 0 =⇒ ផ្ចិត I(a,b,c), កាំ R =
√

a2 +b2 + c2 −d

• សមីការែស្វ៊រមានអង្កត់ផ្ចិត [AB] ៖ −→
MA ·−→MB = 0 ⇐⇒ (x− xA)(x− xB)+(y− yA)(y− yB)+(z− zA)(z− zB) = 0

• សមីការប្លង់ប៉ះែស្វ៊រ្រតង់ចំណុច M0(x0,y0,z0) ∈ (S) ៖ (x0 −a)(x− x0)+(y0 −b)(y− y0)+(z0 − c)(z− z0) = 0

• ទីតាងំេធៀបរវាងែស្វ៊រផ្ចិត I កាំ R និងប្លង់ (P) (តាង d = d(I,(P))) ៖

– d > R ៖ ប្លង់មិនកាត់ែស្វ៊រ ; d = R ៖ ប្លង់ប៉ះែស្វ៊រ្រតង់ H

– d < R ៖ ប្លង់កាត់ែស្វ៊របានជារង្វង់ផ្ចិត H កាំ r =√
R2 −d2

• ទីតាងំេធៀបរវាងែស្វ៊រពីរ (S1) និង (S2) (d = I1I2) ៖

– d > R1 +R2 ៖ េនេ្រកគា្ន ; d = R1 +R2 ៖ ប៉ះគា្ន ខាងេ្រក
– |R1 −R2|< d < R1 +R2 ៖ កាត់គា្ន ; d = |R1 −R2| ៖ ប៉ះគា្ន ខាងក្នុង ; d < |R1 −R2| ៖ េនខាងក្នុងគា្ន
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ឧបសម្ពន្ធ ទី២ ៖ របូមន្តធរណីមា្រតប្លង់ និង្រតីេកាណមា្រត្រគឹះ

១. ៃផ្ទ្រកឡានិងបរមិា្រតៃនរបូធរណីមា្រតប្លង់

របូធរណីមា្រត បរមិា្រត (P) ៃផ្ទ្រកឡា (S)

្រតីេកាណទូេទ P = a+b+ c S =
1
2

ah =
1
2

absinC =
√

p(p−a)(p−b)(p− c)

្រតីេកាណែកង P = a+b+ c S =
1
2

ab ; c2 = a2 +b2 (ពីតាករ)

្រតីេកាណសម័ង្ស (្រជ�ង a) P = 3a h =
a
√

3
2

; S =
a2
√

3
4

កាេរ ៉(្រជ�ង a) P = 4a S = a2 ; អង្កត់្រទ�ង d = a
√

2

ចតុេកាណែកង (a×b) P = 2(a+b) S = ab ; អង្កត់្រទ�ង d =
√

a2 +b2

្របេលឡូ្រកាម P = 2(a+b) S = ah = absinθ

ចតុេកាណេស្មី (អង្កត់្រទ�ង d1,d2) P = 4a S =
1
2

d1d2

ចតុេកាណពា្ន យ (បាត a,b) P = a+b+ c+d S =
(a+b)h

2

រង្វង់ (កាំ R) C = 2πR = πd S = πR2

ចេ្រមៀករង្វង់ (មុំ θ ជា rad) L = Rθ S =
1
2

R2θ

២. តារាងតៃម្ល្រតីេកាណមា្រតៃនមុំពិេសស

មុំជាដឺេ្រក 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 180◦

មុំជារ៉ាដ្យង់ 0
π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

π

sinx 0
1
2

√
2

2

√
3

2
1

√
3

2
0

cosx 1

√
3

2

√
2

2
1
2

0 −1
2

−1

tanx 0

√
3

3
1

√
3 × −

√
3 0

៣. របូមន្ត្រតីេកាណមា្រត្រគឹះ
• ទំនាក់ទំនង្រគឹះ ៖ sin2 x+ cos2 x = 1, 1+ tan2 x =

1
cos2 x

, tanx =
sinx
cosx

• រូបមន្តបូក-ដក ៖ cos(a±b) = cosacosb∓ sinasinb, sin(a±b) = sinacosb± cosasinb

• រូបមន្តមំុេទ្វ ៖ sin2a = 2sinacosa, cos2a = cos2 a− sin2 a = 2cos2 a−1 = 1−2sin2 a

• ្រទឹស្តីបទសីុនុស និងកូសីុនុស ៖ a
sinA

=
b

sinB
=

c
sinC

= 2R, a2 = b2 + c2 −2bccosA
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ឧបសម្ពន្ធ ទី៣ ៖ តារាងពាក្យបេច្ចកេទសគណិតវិទយ ែខ្មរ–អង់េគ្លស–បារាងំ

ល.រ ភាសាែខ្មរ English Français

1 វុចិទ័រ Vector Vecteur

2 ត្រម�យអរតូណរម៉ាល់ Orthonormal coordinate
system

Repère orthonormé

3 កូអរេដាេន Coordinates Coordonnées

4 អាប់សីុស (x) Abscissa (x-coordinate) Abscisse

5 អរេដាេន (y) Ordinate (y-coordinate) Ordonnée

6 កូត (z) Applicate (z-coordinate) Cote

7 ម៉ូឌុល / ្របែវងវុចិទ័រ Magnitude / Norm Norme d'un vecteur

8 វុចិទ័រឯកតា Unit vector Vecteur unitaire

9 ផលគុណសា្ក ែល Dot product / Scalar
product

Produit scalaire

10 ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ Cross product / Vector
product

Produit vectoriel

11 ផលគុណច្រម�ះ Scalar triple product Produit mixte

12 កូបា្ល ែណ (ក្នុងប្លង់ែតមួយ) Coplanar Coplanaires

13 កូលីេនែអ៊រ (្រសបគា្ន ) Collinear / Parallel Colinéaires / Parallèles

14 អរតូកូណាល់ / ែកងគា្ន Orthogonal /
Perpendicular

Orthogonal /
Perpendiculaire

15 ចំេណាលែកង Orthogonal projection Projection orthogonale

16 វុចិទ័រ្របាប់ទិស Direction vector Vecteur directeur

17 វុចិទ័រណរម៉ាល់ Normal vector Vecteur normal

18 សមីការប៉ារ៉ាែម៉្រត Parametric equations Équations paramétriques

19 សមីការឆ្លុះ Symmetric equations Équations symétriques

20 សមីការទូេទៃនប្លង់ General equation of a plane Équation générale d'un
plan
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ឧបសម្ពន្ធ ទី៣ ៖ តារាងពាក្យបេច្ចកេទសគណិតវិទយ (ត)

ល.រ ភាសាែខ្មរ English Français

21 បនា្ទ ត់េ្រទត Skew lines Droites non coplanaires

22 បនា្ទ ត់្រសប Parallel lines Droites parallèles

23 បនា្ទ ត់កាត់គា្ន Intersecting lines Droites sécantes

24 មំុរវាងពីរបនា្ទ ត់ Angle between two lines Angle entre deux droites

25 មំុរវាងពីរផ្លង់ Angle between two planes Angle entre deux plans

26 មំុរវាងបនា្ទ ត់ និងប្លង់ Angle between line and
plane

Angle entre droite et plan

27 ចមា្ង យពីចំណុចេទប្លង់ Distance from point to
plane

Distance d'un point à un
plan

28 ចមា្ង យពីចំណុចេទបនា្ទ ត់ Distance from point to line Distance d'un point à une
droite

29 ចមា្ង យរវាងបនា្ទ ត់េ្រទតពីរ Distance between skew
lines

Distance entre droites
gauches

30 ែស្វ៊រ Sphere Sphère

31 ផ្ចិត និងកាំ Center and radius Centre et rayon

32 ប្លង់ប៉ះែស្វ៊រ Tangent plane to a sphere Plan tangent à une sphère

33 រង្វង់ធំ Great circle Grand cercle

34 ចតុមុខ Tetrahedron Tétraèdre

35 ចតុមុខនិយត័ Regular tetrahedron Tétraèdre régulier

36 ្របេលេឡពីែប៉ត Parallelepiped Parallélépipède

37 ទី្របជំុទម្ងន់ Centroid / Center of
gravity

Centre de gravité

38 េដែទមីណង់ Determinant Déterminant

39 កូសុីនុស្របាប់ទិស Direction cosines Cosinus directeurs

40 ៃផ្ទ្រកឡា និងមាឌ Surface area and volume Aire et volume
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ឧបសម្ពន្ធ ទី៤ ៖ តារាងអក្សរ្រកិក និងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយ

១. តារាងអក្សរ្រកិក (Greek Alphabet)

តូច ធំ េឈា្ម ះអាន (ែខ្មរ) ការេ្របើ្របាសទូ់េទក្នងុធរណីមា្រត
α A អាល់ហា្វ (Alpha) រងា្វ ស់មុំ, េមគុណសា្ក ែល, មុំ្របាប់ទិសអ័ក្ស Ox

β B េបតា (Beta) រងា្វ ស់មុំ, េមគុណសា្ក ែល, មុំ្របាប់ទិសអ័ក្ស Oy

γ Γ ហា្គ ម៉ា (Gamma) រងា្វ ស់មុំ, មុំ្របាប់ទិសអ័ក្ស Oz

δ ∆ េដលតា (Delta) បនា្ទ ត់ (∆), ឌីស្រគីមីណង់ ∆ = b2 −4ac

θ Θ េថតា (Theta) មំុរវាងពីរវុចិទ័រ, មុំរវាងពីរប្លង់
λ Λ ឡាដំា (Lambda) ប៉ារ៉ាែម៉្រតក្នុងសមីការបនា្ទ ត់
µ M មី (Mu) ប៉ារ៉ាែម៉្រតទីពីរៃនបនា្ទ ត់
π Π ពី (Pi) ចំនួនេថរ π ≈ 3.14159, េឈា្ម ះប្លង់ (Π)

ρ P រ ៉ូ (Rho) កាែំប្ល, ចមា្ង យពីគល់ត្រម�យ
σ Σ សិុកម៉ា (Sigma) ផលបូក (∑), េឈា្ម ះប្លង់ (Σ)
ϕ Φ ហ្វី (Phi) មំុក្នុងកូអរេដាេនែស្វ៊រ ឬកូអរេដាេនប៉ូែល
ω Ω អូេមហា្គ (Omega) ផ្ចិតែស្វ៊រ (Ω), លំហគំរូ

២. តារាងនិមិត្តសញញ គណិតវិទយក្នងុធរណីមា្រតលហំ

និមិត្តសញញ ការអាន អត្ថន័យក្នងុធរណីមា្រតលហំ
u⃗,
−→
AB វុចិទ័រ u, វុចិទ័រ AB វុចិទ័រក្នុងលំហ

∥⃗u∥ ម៉ូឌុលៃន u⃗ ្របែវងៃនវុចិទ័រ u⃗ (ចំនួនពិតវជិ្ជមាន)
u⃗ · v⃗ u⃗ សា្ក ែល v⃗ ផលគុណសា្ក ែលៃនពីរវុចិទ័រ (ជាចំនួនពិត)

u⃗× v⃗ u⃗ វុចិទ័រ v⃗ ផលគុណៃនពីរវុចិទ័រ (ែកងនឹង u⃗ និង v⃗)

(⃗u× v⃗) · w⃗ ផលគុណច្រម�ះ ផលគុណច្រម�ះៃនបីវុចិទ័រ (ជាចំនួនពិត)
⊥ ែកងនឹង បនា្ទ ត់ែកងបនា្ទ ត់, បនា្ទ ត់ែកងប្លង់, ប្លង់ែកងប្លង់
∥ ្រសបនឹង ពីរបនា្ទ ត់្រសបគា្ន , ឬពីរប្លង់្រសបគា្ន

d(M,(P)) ចមា្ង យពី M េទ (P) ្របែវងកាត់ែកងខ្លីបំផុតពីចំណុច M េទប្លង់ (P)

(S) ែស្វ៊រ S ៃផ្ទែស្វ៊រក្នុងលំហ
∈, /∈ ជាធាតុៃន, មិនជាធាតុៃន ចំណុចស្ថិតេនេលី ឬមិនេនេលីបនា្ទ ត់/ប្លង់
∩ ្របសព្វ ចំណុច ឬបនា្ទ ត់្របសព្វរវាងរូបធរណីមា្រត



ឯកសារេយាង

1. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា (២០១០-២០២៥) ៖ េសៀវេភសិក�េគាល គណិតវទិយ ថា្ន ក់ទី១២ ក្រមិតខ្ពស,់
នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានីភ្នំេពញ។

2. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា (២០១០-២០២៥) ៖ េសៀវេភសិក�េគាល គណិតវទិយ ថា្ន កទី់១២ ក្រមិតមូលដា្ឋ ន,
នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានីភ្នំេពញ។

3. ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា ៖ េសៀវេភ្រគ� គណិតវទិយ ថា្ន ក់ទី១២, នាយកដា្ឋ នអភិវឌ្ឍន៍កម្មវធីិសិក�, រាជធានី
ភ្នំេពញ។

4. នាយកដា្ឋ នធានាគុណភាពអប់រ ំ ៖ ក្រមងវញិញ សា្របឡងសញញ ប្រតមធ្យមសិក�ទុតិយភូមិ (បាក់ឌុប) គណិតវទិយ
(២០១៤-២០២៦), ្រកសួងអប់រ ំ យុវជន និងកីឡា។

5. នាយកដា្ឋ នបណ្តុ ះបណា្ត ល និងវ្ិរកឹតការ ៖ ក្រមងវញិញ សា្របឡងេ្រជីសេរសីសិស្សពូែកទូទាងំ្របេទសែផ្នកគណិតវទិយ
ថា្ន ក់ទី១២, រាជធានីភ្នំេពញ។

6. Stewart, James, Clegg, Daniel, & Watson, Saleem (2020) ៖ Calculus: Early Transcendentals
(9th Edition - Vectors and the Geometry of Space), Cengage Learning, Boston, USA.

7. Thomas, George B., Weir, Maurice D., & Hass, Joel (2018) ៖ Thomas' Calculus (14th
Edition - Vectors and Analytic Geometry in Space), Pearson, Boston, USA.

8. Larson, Ron, & Edwards, Bruce H. (2022) ៖ Calculus (12th Edition - Vectors and Surfaces in
Space), Cengage Learning, Boston, USA.

9. Spiegel, Murray R., Lipschutz, Seymour, & Spellman, Dennis (2009) ៖ Schaum's Outline
of Vector Analysis (2nd Edition), McGraw-Hill Education, New York, USA.

10. Anton, Howard, Bivens, Irl, & Davis, Stephen (2021) ៖ Calculus: Early Transcendentals
(12th Edition - Three-Dimensional Space and Vectors), John Wiley & Sons, Hoboken, New Jersey.
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