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 អនុគមនស៍នទិាន

១.១ អនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c

px + q
១.១.១ អាសុីមតូត

អាសីុមតូតជាបនា្ទ ត់ែដលែខ្សេកាងតាងអនុគមន៍ខិតជέ តកាលណា x ខិតជέ តចុងែដនកំណត់។ ខាងេ្រកាមជាេនះ

ជារូបភាពបងា្ហ ញពីអាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ៈ

x

y
x = a

•
a

រូបទី ១ៈ អាសីុមតូតឈរកាលណា x → a−

x

y

y = b•
b

O

រូបទី ៣ៈ អាសីុមតូតេដកកាលណា x → +∞

x

y
x = a

•
a

រូបទី ២ៈ អាសីុមតូតឈរកាលណា x → a+

x

y

y = b•
b

O

រូបទី ៤ៈ អាសីុមតូតេដកកាលណា x → −∞

x

y

O

រូបទី ៥ៈ អាសីុមតូតេ្រទតកាលណា x → −∞

x

y

O

រូបទី ៦ៈ អាសីុមតូតេ្រទតកាលណា x → +∞

៥
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អាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍មានបី្របេភទៈ អាសីុមតូតឈរ, អាសីុមតូតេដក និងអាសីុមតូតេ្រទត។

១.១.២ អាសុីមតូតេ្រទត

ឧទាហរណ៍ េគមានអនុគមន៍ f និង្រកាបតំណាង (C) និង

បនា្ទ ត់ (d) មានសមីការ y = ax + b ដូចរូបខាងសា្ដ ំ។

េយើ ងតាង ϵ(x) ជាគមា្ល តរវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d)

េនាះេគបាន  f (x)− yd = ϵ(x) x

y

•

•

(C) (d)

O

គមា្ល តរវាង (C) និង

(d) តាងេដាយ ϵ(x)

េយើ ងេឃើ ញថាតៃម្ល ϵ(x) ខិតេͼរក 0 កាលណា x ខិតជέ ត +∞។

េគថាៈ  បនា្ទ ត់ (d) : y = ax + b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ខាង +∞។

⋆⋆ ករណីេនះអាចេកើ តមានេឡើងដូចគា្ន ចំេពាះ  x ខិតជέ ត −∞។

ជាទូេទៅ

េបើ f អាចសរេសរជារាងកាណូនិក f (x) = ax + b + ϵ(x) េហើ យមាន lim
x→+∞

ϵ(x) = 0 ឬ

lim
x→−∞

ϵ(x) = 0 េគបាន បនា្ទ ត់ y = ax + b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។

∗ េដើ ម្បីបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) : y = ax + b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ f េយើ ង្រតβវ

បងា្ហ ញថា lim
x→−∞

[ f (x)− yd] = 0 ឬ lim
x→+∞

[ f (x)− yd] = 0

រេបៀបមយួេទៀត េបើបនា្ទ ត់ y = ax + b ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ y = f (x) េគបាន

a = lim
x→−∞

f (x)
x

និង b = lim
x→−∞

[ f (x)− ax] ឬ a = lim
x→+∞

f (x)
x

និង b = lim
x→+∞

[ f (x)−
ax]។

លំហាត់គ្រមȠ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y =
x2 + 2x + 3

x + 1
b y =

x2 + 1
x

c y =
x2 − 5x + 7

x − 2

ដំេណាះ្រសាយ

a y =
x2 + 2x + 3

x + 1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៦ 096 224 8978
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េដើ ម្បីរកអាសីុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែច កពហុធា រវាងx2 + 2x + 3 និង x + 1 េនាះ

x + 1

x + 1
)

x2 + 2x + 3

− x2 − x

x + 3

− x − 1

2

េគបានy =
x2 + 2x + 3

x + 1
= x + 1 +

2
x + 1

នាំឳ្យ lim
x→±∞

[y − (x + 1)] = lim
±∞

2
x + 1

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 1 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប តាងអនុគមន៍។

b y =
x2 + 1

x

េដើ ម្បីរកអាសីុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង x2 + 1 និង x េនាះ៖

x

x
)

x2 + 1

−x2

1

េគបាន y =
x2 + 1

x
= x +

1
x

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[y − x] = lim
x→±∞

1
x
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x ជាអាសីុមព្ទ βតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

c y =
x2 − 5x + 7

x − 2
េដើ ម្បីរកអាសីុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង x2 − 5x + 7 និង x − 2 េនាះ៖

x − 3

x − 2
)

x2 − 5x + 7

−x2 + 2x

−3x + 7

+3x − 6

1

េគបាន y =
x2 − 5x + 7

x − 2
= x − 3 +

1
x − 2

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[y − (x − 3)] = lim
x→±∞

1
x − 2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៧ 096 224 8978
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ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 − 3x + 1

x − 2

b f (x) =
−x2 − 3x − 1

x + 2

c f (x) = x + 2 +
4

x − 1

d f (x) =
−x2 + x + 1

x + 1

2 រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 + 7x + 6

x + 5
b f (x) = −x + 1 + ex

c f (x) = x + 4 − ln x
x2

d f (x) = x − 2 + xe−x

e f (x) = −x − 2 +
4ex

ex + 1
f f (x) =

√
x2 + 3x − 4

3 រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 − x + 1

x + 2
b f (x) = ln(ex + 2e−x)

c f (x) = 2x − 1 − (x + 1)ex

d f (x) =
x2 − 3x + 4 ln x

x
e f (x) = x + 1 − ex

ex − 1
f f (x) =

√
x2 − 4x + 3

ចេម្លើយខ្លលីហំាត់បែន្ថម

1 រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 − 3x + 1

x − 2
េដើ ម្បីរកអាសឹុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង x2 − 3x + 1 និង x − 2 េនាះ

x − 1

x − 2
)

x2 − 3x + 1

− x2 + 2x

− x + 1

x − 2

− 1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨ 096 224 8978
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េគបាន f (x) = x − 1 − 1
x − 2

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[ f (x)− (x − 1)] = lim
x→±∞

(
− 1

x − 2

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 1 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

b f (x) =
−x2 − 3x − 1

x + 2
េដើ ម្បីរកអាសឹុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង −x2 − 3x − 1 និង x + 2 េនាះ

− x − 1

x + 2
)
− x2 − 3x − 1

x2 + 2x

− x − 1

x + 2

1

េគបាន f (x) = −x − 1 +
1

x + 2

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[ f (x)− (−x − 1)] = lim
x→±∞

1
x + 2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x − 1 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

c f (x) = x + 2 +
4

x − 1

េដាយសារអនុគមន៍មានទ្រមងζ ្រសាប់ f (x) = x + 2 +
4

x − 1

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[ f (x)− (x + 2)] = lim
x→±∞

4
x − 1

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

d f (x) =
−x2 + x + 1

x + 1
េដើ ម្បីរកអាសឹុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង −x2 + x + 1 និង x + 1 េនាះ

− x + 2

x + 1
)
− x2 + x + 1

x2 + x

2x + 1

− 2x − 2

− 1
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េគបាន f (x) = −x + 2 − 1
x + 1

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[ f (x)− (−x + 2)] = lim
x→±∞

(
− 1

x + 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x + 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

2 រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 + 7x + 6

x + 5
េដើ ម្បីរកអាសឹុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង x2 + 7x + 6 និង x + 5 េនាះ

x + 2

x + 5
)

x2 + 7x + 6

− x2 − 5x

2x + 6

− 2x − 10

− 4

េគបាន f (x) = x + 2 − 4
x + 5

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[ f (x)− (x + 2)] = lim
x→±∞

(
− 4

x + 5

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

b f (x) = −x + 1 + ex

េដាយសារ lim
x→−∞

ex = 0

នាំឱ្យ lim
x→−∞

[ f (x)− (−x + 1)] = lim
x→−∞

ex = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x + 1 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាង −∞។

c f (x) = x + 4 − ln x
x2

េដាយសារ lim
x→+∞

ln x
x2 = 0

នាំឱ្យ lim
x→+∞

[ f (x)− (x + 4)] = lim
x→+∞

(
− ln x

x2

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 4 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាង +∞។

d f (x) = x − 2 + xe−x

េដាយសារ lim
x→+∞

xe−x = 0

នាំឱ្យ lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→+∞

xe−x = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាង +∞។

e f (x) = −x − 2 +
4ex

ex + 1
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- ខាង −∞៖ េដាយសារ lim
x→−∞

4ex

ex + 1
= 0 នាំឱ្យ lim

x→−∞
[ f (x)− (−x − 2)] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x − 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង −∞។

- ខាង +∞៖ េគអាចសរេសរ f (x) = −x + 2 − 4
ex + 1

េដាយសារ lim
x→+∞

(
− 4

ex + 1

)
= 0 នាំឱ្យ lim

x→+∞
[ f (x)− (−x + 2)] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x + 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង +∞។

f f (x) =
√

x2 + 3x − 4

- ខាង +∞៖ េគបាន lim
x→+∞

[
f (x)−

(
x +

3
2

)]
= lim

x→+∞

− 25
4√

x2 + 3x − 4 +
(
x + 3

2

) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x +
3
2

ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង +∞។

- ខាង−∞៖ េគបាន lim
x→−∞

[
f (x)−

(
−x − 3

2

)]
= lim

x→−∞

− 25
4√

x2 + 3x − 4 −
(
x + 3

2

) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x − 3
2

ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង −∞។

3 រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 − x + 1

x + 2
េដើ ម្បីរកអាសឹុមតូតេ្រទត េគ្រតβវែចកពហុធារវាង x2 − x + 1 និង x + 2 េនាះ

x − 3

x + 2
)

x2 − x + 1

− x2 − 2x

− 3x + 1

3x + 6

7

េគបាន f (x) = x − 3 +
7

x + 2

នាំឱ្យ lim
x→±∞

[ f (x)− (x − 3)] = lim
x→±∞

7
x + 2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 3 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍។

b f (x) = ln(ex + 2e−x)

- ខាង +∞៖ េគសរេសរ f (x) = ln
[
ex(1 + 2e−2x)

]
= x + ln(1 + 2e−2x)

េដាយសារ lim
x→+∞

ln(1 + 2e−2x) = 0 នាំឱ្យ lim
x→+∞

[ f (x)− x] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង +∞។

- ខាង −∞៖ េគសរេសរ f (x) = ln
[

2e−x
(

1 +
1
2

e2x
)]

= −x + ln 2 + ln
(

1 +
1
2

e2x
)
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េដាយសារ lim
x→−∞

ln
(

1 +
1
2

e2x
)
= 0 នាំឱ្យ lim

x→−∞
[ f (x)− (−x + ln 2)] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x + ln 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង −∞។

c f (x) = 2x − 1 − (x + 1)ex

េដាយសារ lim
x→−∞

(x + 1)ex = 0

នាំឱ្យ lim
x→−∞

[ f (x)− (2x − 1)] = lim
x→−∞

[−(x + 1)ex] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = 2x − 1 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាង −∞។

d f (x) =
x2 − 3x + 4 ln x

x
េគបាន f (x) = x − 3 +

4 ln x
x

េដាយសារ lim
x→+∞

4 ln x
x

= 0

នាំឱ្យ lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 3)] = lim
x→+∞

4 ln x
x

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 3 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាង +∞។

e f (x) = x + 1 − ex

ex − 1

- ខាង −∞៖ េដាយសារ lim
x→−∞

ex

ex − 1
= 0 នាំឱ្យ lim

x→−∞
[ f (x)− (x + 1)] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 1 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង −∞។

- ខាង +∞៖ េគអាចសរេសរ f (x) = x − 1
ex − 1

េដាយសារ lim
x→+∞

(
− 1

ex − 1

)
= 0 នាំឱ្យ lim

x→+∞
[ f (x)− x] = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង +∞។

f f (x) =
√

x2 − 4x + 3

- ខាង +∞៖ េគបាន lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→+∞

−1√
x2 − 4x + 3 + (x − 2)

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង +∞។

- ខាង −∞៖ េគបាន lim
x→−∞

[ f (x)− (−x + 2)] = lim
x→−∞

−1√
x2 − 4x + 3 − (x − 2)

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = −x + 2 ជាអាសឹុមតូតេ្រទតខាង −∞។
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១.២ សិកȦĀាអនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c

px + q

រេបៀបេដោះ្រសាយ

ប្លង់សិក�អនុគមន៍

a. ែដកកំណត់

b. លីមីតចុងែដនកំណត់

c. ទិសេ͵អេថរភាព

−េដរីេវទី១ និង សិកΓសΧ̐េដរីេវទី១

−ភាពេកើ ន ភាពចុះៃនអុគមន៍ ឫ ចំណុចបរមាេធៀប

− តារាងអេថរភាព

d. សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍

− ចំណុច្របសព្វ អ័ក្ស y′oy (ឱ្យ x = 0) និង ចំណុច្របសព្វ អ័ក្ស x′ox (ឱ្យ y = 0) េបើ មាន

− ចំណុចរបត់ៃនែខ្សេកាង (េបើ មាន ឫ ្របធានេគសួររក)

− ផ្ចέ តឆ្ល αះ ឬ អ័ក្សឆ្ល αះេបើ មាន

− ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប និង អាសីុមតូតេដកេបើ មាន

− តារាងតៃម្ល េលខ (ស្រមាប់សងζ អាសីុមតូ្រទត ឫ បនា្ទ ត់ប៉ះេផ្សងៗ និង ចំណុតែដលែខ្សេកាង

កាត់តាម)

សម្គាល់

វធិាន េដើ ម្បីរកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c

px + q
េគអាចឱ្យភាគែបង េស្មើ សូន្យសិន រួច

េដាះ្រសាយសមីការដΰ េ្រកទី១មានមួយអΧ̐តទាញរកតៃម្ល x គឺឱ្យ px + q = 0 ⇒ x = − q
p

េនាះ

េគបានអនុគមន៍មានន័យកាលណា px + q ̸= 0 , x ̸= − q
p

ដូចេនះ ែដនកំណត់ Dy = R −
{
− q

p

}
។

លំហាត់គ្រមȠ១ សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) =
x2 − 5x + 7

x − 2
។

• ែដនកំណត់ D = R − {2} ។

• សរេសរជារាងកាណូនិច f (x) =
x2 − 5x + 7

x − 2
= x − 3 +

1
x − 2

។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ f ′(x) =
(

x − 3 +
1

x − 2

)′
= 1 − 1

(x − 2)2 =
x2 − 4x + 3
(x − 2)2

– េដាយ (x − 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េនាះ f ′(x) មានសΧ̐ដូច x2 − 4x + 3
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ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។

f ′(x) = 0 េគបាន x2 − 4x + 3 = 0 នាំឱ្យ x = 1 , x = 3 ។

– សΧ̐ៃនេដរីេវ

x

f ′(x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − − 0 +

ដូេច្ន ះ f ជាអនុគមន៍េកើ នេលើ (−∞, 1) ∪ (3,+∞) និងចុះេលើ (1, 2) ∪ (2, 3)

– បរមាេធៀបៃន f

ចំេពាះ x = 1 អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប f (1) =
12 − 5(1) + 7

1 − 2
= −3

ចំេពាះ x = 3 អនុគមន៍មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប f (3) =
32 − 5(3) + 7

3 − 2
= 1 ។

• គណនាលីមីត

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 3 +

1
x − 2

)
= lim

x→+∞
(x) = +∞

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x − 3 +

1
x − 2

)
= lim

x→−∞
(x) = −∞

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(
x − 3 +

1
x − 2

)
= lim

x→2−

1
x − 2

= −∞

lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(
x − 3 +

1
x − 2

)
= lim

x→2+

1
x − 2

= +∞ ។

• អាសីុមតូត : េដាយ lim
x→2

(
x − 3 +

1
x − 2

)
= ±∞ េនាះបនា្ទ ត់សមីការ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន

្រកាប ។

មΒ៉ងេទៀត y = x − 3 +
1

x − 2
េហើ យ lim

x→±∞
[ f (x)− (x − 3)] = lim

x→±∞

1
x − 2

= 0 ។

ដូេច្ន ះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ។

−តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−3−3

−∞

+∞

11

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប
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– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាបនិងអ័ក្ស (x′Ox)

y = 0 សមមូល
x2 − 5x + 7

x − 2
= 0 ។

x2 − 5x + 7 = 0 មាន ∆ = 25 − 28 = −3 < 0

សមីការគា្ម នឫស ។ ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស (x′Ox) េទ ។

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាបនិងអ័ក្ស (y′Oy)

x = 0 សមមូល f (0) = −7
2

។

• ផ្ចέ តឆ្ល αះ : អាសីុមតូតឈរ x = 2 និងអាសីុមតូតេ្រទត y = x − 3 កាត់គា្ន ្រតងζ ចំណុច I(2,−1) ។

ដូេច្ន ះ f (4 − x) + f (x) = −2 = 2b នាំឱ្យ I(2,−1) ជាផ្ចέ តឆ្ល αះៃន្រកាប ។

x′ x

y′

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

ឧទាហរណ៍ ២ : សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាប C ៃនអនុគមន៍ f (x) =
x2 − 4
x − 1

• ែដនកំណត់ D = R − {1}
• សរេសរ f (x) ជារាងកាណូនិច េដាយែចកភាគយកនិងភាគែបង ។ េគបាន

f (x) =
x2 − 4
x − 1

= x + 1 − 3
x − 1

។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ f ′(x) =

(
x + 1 − 3

x − 1

)′
= 1 +

3
(x − 1)2 េដាយ (x − 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់

x ∈ D

េនាះ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ D , f ជាអនុគមន៍េកើ នេលើ D េហើ យ f គា្ម នបរមាេធៀបេធៀបេទ ។

• គណនាលីមីត

lim
x→±∞

3
x − 1

= 0 េគបាន lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x + 1) = +∞
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និង lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x + 1) = −∞ ។

• អាសីុមតូត េដាយ lim
x→1

f (x) = ±∞ េនាះេគបាន x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរ ។

មΒ៉ងេទៀត lim
x→±∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→±∞

[
3

x − 1

]
= 0 ដូេច្ន ះ y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត

ៃន្រកាប ។

−តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស Ox : y = 0 សមមូល
x2 − 4
x − 1

= 0 ឬ

x2 − 4 = 0 ឬ x2 = 4 នាំឱ្យ x = −2, x = 2 ។

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស Oy : x = 0 នាំឱ្យ f (0) = 4 ។

– ផ្ចέ តឆ្ល αះ : អាសីុមតូតឈរ x = 1 និងអាសីុមតូតេ្រទត y = x + 1 កាត់គា្ន ្រតងζ ចំណុច I(1, 2) ។

តាមរូបមន្ត បំែប្ល ងកូអរេដាេន

x = 1 + X

y = 2 + Y
េហើ យ y = x + 1 − 3

x − 1

េគបាន 2 + Y = 1 + X + 1 − 3
1 + X − 1

= X + 2 − 3
X

ដូេច្ន ះ Y = X + 2 − 3
X

− 2 = X − 3
X

∀X ∈ D េគបាន

F(−X) = (−X)− 3
(−X)

= −
(

X − 3
X

)
= −F(X)

F(−X) = −F(X) នាំឱ្យ F(X) ជាអនុគមន៍េសស ។

ដូេច្ន ះ I(1, 2) ជាផ្ចέ តឆ្ល αះរបស់្រកាប ។
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x′ x

y′

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

១.២.១ សិកȦĀាអនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c
px2 + qx + r

លំហាត់គ្រមȠ សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) =
2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

៕

• ែដនកំណត់ : សមីការ x2 + x − 12 = 0 មានឫសពីរគឺ x = −4 និង x = 3 ។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−4, 3} ។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(4x − 9)(x2 + x − 12)− (2x + 1)(2x2 − 9x + 4)

(x2 + x − 12)2 =
11x2 − 56x + 104
(x2 + x − 12)2

f ′(x) = 0 េគបាន 11x2 − 56x + 104 = 0

មាន ∆′ = 282 − (11 × 104) = 784 − 1144 < 0

និង a = 11 > 0 ។

ដូចេនះ f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។ អនុគមន៍ f (x) េកើ នេលើ D ។

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−4−

f (x) = lim
x→−4−

2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

= +∞

◦ lim
x→−4+

f (x) = lim
x→−4+

2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

= −∞

◦ lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

= +∞

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

◦ lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

= −∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

= lim
x→±∞

x2
(

2 − 9
x
+

4
x2

)
x2

(
1 +

1
x
− 12

x2

) = 2

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 2 េគបានបនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ។

lim
x→−4

f (x) = ±∞ និង lim
x→3

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = −4 និងសមីការ x = 3 ជាអា

សីុមតូតឈរៃន្រកាប ។

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −4 3 +∞

+ + +

22

+∞

+∞

−∞

−∞

22

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 សមមូល 2x2 − 9x + 4 = 0 មាន ∆ = 81 − 32 = 49 មានឫស

x′ =
9 − 7

4
=

1
2

និង x′′ =
9 + 7

4
= 4 ។h

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1
3

។

– ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = 2 ្រតងζ ចំណុចែដលមានកូអរេដាេនេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់


y = 2

y =
2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

2 =
2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

ឬ 2(x2 + x − 12) = 2x2 − 9x + 4

ឬ 2x2 + 2x − 24 = 2x2 − 9x + 4

ឬ 11x = 28 =⇒ x =
28
11

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = 2 ្រតងζ ចំណុច x =
28
11

។
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x = −4 x = 3

y = 2

O−4 3 4

2

x

y

ឧទាហរណ៍ ២ :សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍y = f (x) =
3x2 − 18x + 25

x2 − 6x + 8
• ែដនកំណត់

សមីការ x2 − 6x + 8 = 0 មានឫសពីរគឺ x = 2 និង x = 4 ។ ដូេច្ន ះ អនុគមន៍ខាងេលើ មានែដនកំណត់

D = R − {2, 4}។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(3x2 − 18x + 25)′(x2 − 6x + 8)− (3x2 − 18x + 25)(x2 − 6x + 8)′

(x2 − 6x + 8)2

=
(6x − 18)(x2 − 6x + 8)− (3x2 − 18x + 25)(2x − 6)

(x2 − 6x + 8)2 =
−2x + 6

(x2 − 6x + 8)2

f ′(x) =
−2x + 6

(x2 − 6x + 8)2

េដាយ (x2 − 6x + 8)2 > 0 វέជ្ជ មាន ចំេពាះ្រគប់ ∀x ∈ D េនាះ f ′(x) មានសΧ̐ដូច −2x + 6

ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ។

f ′(x) = 0 =⇒ x = 3

– សΧ̐េដរីេវ

x

f ′(x)

−∞ 2 3 4 +∞

+ + 0 − −

ដូេច្ន ះអនុគមន៍ f េកើ នេលើ (−∞, 2) ∪ (2, 3) េហើ យចុះេលើ (3, 4) ∪ (4,+∞) ។

ចំេពាះ x = 3 =⇒ f (3) =
3(3)2 − 18(3) + 25

32 − 6(3) + 8
=

27 − 54 + 25
9 − 18 + 8

= 2 ។

អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀបេស្មើ នឹង 2 ្រតងζ x = 3 ។
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• គណនាលីមីត

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

3x2 − 18x + 25
x2 − 6x + 8

= 3។

• អាសឹុមតូត េដាយ lim
x→2

f (x) = ±∞ និង lim
x→4

f (x) = ±∞ េនាះ េគបានបនា្ទ ត់ x = 2 និង x = 4 ជា

អាសឹុមតូតឈរៃន្រកាប ។

េដាយ lim
x→±∞

f (x) = 3 េនាះបនា្ទ ត់ y = 3ជាអាសឹុមតូតេដកៃន្រកាប ។

• តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 3 4 +∞

+ + 0 − −

33

+∞

−∞

22

−∞

+∞

33

• សំណងζ ្រកាប

- ចំណុច្របសព្វ រវាង C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 3x2 − 18x + 25
x2 − 6x + 8

= 0 =⇒ 3x2 − 18x + 25 = 0

=⇒ x =
9 −

√
6

3
និងx =

9 +
√

6
3

។

- ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ x = 0 =⇒ f (0) =
25
8

។

x

y

O

x = 2 x = 4

y = 3

3

2
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សម្គាល់

អនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c
px2 + qx + r

ែដល a, b, c ខុសពីសូន្យ និង p ̸= 0 ។

អនុគមន៍មានលក្ខ ណៈមួយចំនួនដូចខាងេ្រកាម ៖

• ្រគប់្រកាបតាងអនុគមន៍េនះ មានអាសឹុមតូតេដកមួយជានិច្ច ។

• ចំនួនអាសឹុមតូតឈរគឺអា្រស័យនឹងឫសសមីការ px2 + qx + r = 0 ។

− េបើ ∆ = q2 − 4pr < 0 គា្ម នអាសឹុមតូតឈរេទ និង្រកាបមានែមកែតមួយ ។

− េបើ ∆ = q2 − 4pr = 0 មានអាសឹុមតូតឈរមួយ x = − q
2p

និង្រកាបមានែមកពីរ

ដាច់គា្ន ។

− េបើ ∆ = q2 − 4pr > 0 មានអាសឹុមតូតឈរពីរ x =
−q ±

√
∆

2p
និង្រកាបមានែមក

បីដាច់គា្ន ។

អនុវត្ត សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = f (x) =
x2 + 2x
x2 + 4

b y = f (x) =
x2 − 1
(x + 2)2

c y = f (x) =
−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

ដំេណាះ្រសាយ សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = f (x) =
x2 + 2x
x2 + 4

• ែដនកំណត់ : េដាយ x2 + 4 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R ។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(2x + 2)(x2 + 4)− 2x(x2 + 2x)

(x2 + 4)2 =
−2x2 + 8x + 8

(x2 + 4)2 =
−2(x2 − 4x − 4)

(x2 + 4)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −2x2 + 8x + 8 = 0 ⇐⇒ x2 − 4x − 4 = 0

មាន ∆′ = (−2)2 − 1 × (−4) = 4 + 4 = 8 > 0

េគបានឫសពីរគឺ x1 = 2 − 2
√

2 និង x2 = 2 + 2
√

2 ។

គណនាតៃម្ល បរមា ៖

* ្រតងζ x = 2 − 2
√

2 =⇒ f (2 − 2
√

2) =
1 −

√
2

2
≈ −0.21 (តៃម្ល អប្បបរមា)

* ្រតងζ x = 2 + 2
√

2 =⇒ f (2 + 2
√

2) =
1 +

√
2

2
≈ 1.21 (តៃម្ល អតិបរមា)
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– គណនាលីមីត

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 + 2x
x2 + 4

= lim
x→±∞

x2
(

1 +
2
x

)
x2

(
1 +

4
x2

) = 1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 1 េគបានបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ខាង

−∞ និង +∞ ។

អនុគមន៍គា្ម នអាសីុមតូតឈរេទ េ្រពាះែដនកំណត់គឺ R ។

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 − 2
√

2 2 + 2
√

2 +∞

− 0 + 0 −

11

1 −
√

2
2

1 −
√

2
2

1 +
√

2
2

1 +
√

2
2

11

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x2 + 2x = 0 ⇐⇒ x(x + 2) = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = −2 ៕

ដូចេនះ ្រកាប C ្របសព្វ អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ (0, 0) និង (−2, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = 0 ៕

– ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = 1 ្រតងζ ចំណុចែដលមានកូអរេដាេនេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់


y = 1

y =
x2 + 2x
x2 + 4

1 =
x2 + 2x
x2 + 4

⇐⇒ x2 + 4 = x2 + 2x ⇐⇒ 2x = 4 =⇒ x = 2

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = 1 ្រតងζ ចំណុច (2, 1) ៕
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y = 1

O−2

(2, 1)

x

y

b y = f (x) =
x2 − 1
(x + 2)2

• ែដនកំណត់ : សមីការ (x + 2)2 = 0 =⇒ x = −2 ។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−2} ។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
2x(x + 2)2 − 2(x + 2)(x2 − 1)

(x + 2)4 =
2x(x + 2)− 2(x2 − 1)

(x + 2)3 =
4x + 2
(x + 2)3

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 4x + 2 = 0 =⇒ x = −1
2

។

្រតងζ x = −1
2

=⇒ f
(
−1

2

)
= −1

3
(តៃម្ល អប្បបរមា) ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

x2 − 1
(x + 2)2 = +∞

◦ lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

x2 − 1
(x + 2)2 = +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2 − 1
x2 + 4x + 4

= 1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 1 េគបានបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ។

lim
x→−2

f (x) = +∞ េគបានសមីការ x = −2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1
2

+∞

+ − 0 +

11

+∞

+∞
−1

3
−1

3

11

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x2 − 1 = 0 =⇒ x = −1 និង x = 1 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (−1, 0) និង (1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1
4

៕

– ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = 1 ្រតងζ ចំណុចែដលមានកូអរេដាេនេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់


y = 1

y =
x2 − 1
(x + 2)2

1 =
x2 − 1
(x + 2)2 ⇐⇒ (x + 2)2 = x2 − 1

x2 + 4x + 4 = x2 − 1 ⇐⇒ 4x = −5 =⇒ x = −5
4

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = 1 ្រតងζ ចំណុច x = −5
4

៕

x = −2

y = 1

O−2 −1 1

1

x

y
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c y = f (x) =
−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

• ែដនកំណត់ : សមីការ x2 + 3x + 2 = 0 មានឫសពីរគឺ x = −2 និង x = −1 ។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−2,−1} ។

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(−2x − 2)(x2 + 3x + 2)− (2x + 3)(−x2 − 2x + 3)

(x2 + 3x + 2)2 =
−(x2 + 10x + 13)
(x2 + 3x + 2)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 + 10x + 13 = 0

មាន ∆′ = 52 − 13 = 12 > 0

េគបានឫសពីរគឺ x1 = −5 − 2
√

3 និង x2 = −5 + 2
√

3 ។

គណនាតៃម្ល បរមា ៖

* ្រតងζ x = −5 − 2
√

3 =⇒ f (−5 − 2
√

3) = −8 + 4
√

3 ≈ −1.07 (តៃម្ល

អប្បបរមា)

* ្រតងζ x = −5 + 2
√

3 =⇒ f (−5 + 2
√

3) = −8 − 4
√

3 ≈ −14.93 (តៃម្ល

អតិបរមា)

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

= +∞

◦ lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

= −∞

◦ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

= −∞

◦ lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

= +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

= −1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = −1 េគបានបនា្ទ ត់ y = −1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→−2

f (x) = ±∞ និង lim
x→−1

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = −2 និងសមីការ x = −1

ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −5 − 2
√

3 −2 −5 + 2
√

3 −1 +∞

− 0 + + 0 − −

−1−1

−8 + 4
√

3−8 + 4
√

3

+∞

−∞
−8 − 4

√
3−8 − 4

√
3
−∞

+∞

−1−1

• សំណងζ ្រកាប
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– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ −x2 − 2x + 3 = 0 ⇐⇒ x2 + 2x − 3 = 0 =⇒ x = −3 និង x = 1

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (−3, 0) និង (1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) =
3
2

៕

– ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = −1 ្រតងζ ចំណុចែដលមានកូអរេដាេនេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់


y = −1

y =
−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

−1 =
−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

⇐⇒ −(x2 + 3x + 2) = −x2 − 2x + 3

−x2 − 3x − 2 = −x2 − 2x + 3 ⇐⇒ −x = 5 =⇒ x = −5

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អាសីុមតូត y = −1 ្រតងζ ចំណុច (−5,−1) ៕

x = −2 x = −1

y = −1
1−2 x

y

លហំាត់
1 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) = x2 − 3x + 10

b f (x) = x2025 − x2024 − 1

c f (x) =
1
3

x3 − 2x2 − x + 1

d f (x) =
x2 − xx + 1

x + 2

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៦ 096 224 8978
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e f (x) =
2x2 − x
1 − 2x

f f (x) =
1 − 3x + x2

x − 4
g f (x) =

x2 − 1
x + 3

h f (x) =
x2 − x + 7

1 − 2x

i f (x) =
x2 − 3x + 1

2(x − 1)
j y =

1
x − 3

k y =
x + 1
x − 1

l y =
2x

x + 1
m y =

1 − 2x
2(x − 2)

n y =
2 − 3x
1 − x

o y =
1 − x
x − 3

p y =
x − 2

2x

2 សិកΓអេថរភាព និងសង្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y =
1

x − 3
b y =

x + 1
x − 1

c y =
2x

x + 1
d y =

1 − 2x
2(x − 2)

e y =
2 − 3x
1 − x

f y =
1 − x
x − 3

g y =
x − 2

2x
h y = f (x) =

x2

x + 1

i y = f (x) =
2x2 − 3x

x − 2
j y = f (x) =

(x − 1)2

2x

ដេំណាះ្រសាយ
1 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) = x2 − 3x + 10

ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R ៕

b f (x) = x2025 − x2024 − 1

ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R ៕

c f (x) =
1
3

x3 − 2x2 − x + 1

ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R ៕

d f (x) =
x2 − x + 1

x + 2
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x + 2 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {−2} ៕

e f (x) =
2x2 − x
1 − 2x

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត 1 − 2x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1
2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \
{

1
2

}
៕
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f f (x) =
1 − 3x + x2

x − 4
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x − 4 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 4

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {4} ៕

g f (x) =
x2 − 1
x + 3

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x + 3 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −3

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {−3} ៕

h f (x) =
x2 − x + 7

1 − 2x
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត 1 − 2x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \
{

1
2

}
៕

i f (x) =
x2 − 3x + 1

2(x − 1)
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត 2(x − 1) ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {1} ៕

j y =
1

x − 3
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x − 3 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 3

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {3} ៕

k y =
x + 1
x − 1

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x − 1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {1} ៕

l y =
2x

x + 1
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x + 1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {−1} ៕

m y =
1 − 2x

2(x − 2)
អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត 2(x − 2) ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {2} ៕

n y =
2 − 3x
1 − x

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត 1 − x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {1} ៕

o y =
1 − x
x − 3

អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត x − 3 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 3

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {3} ៕

p y =
x − 2

2x
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អនុគមន៍មានន័យលុះ្រតាែត 2x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 0

ដូចេនះ ែដនកំណត់ D = R \ {0} ៕

2 សិកΓអេថរភាព និងសង្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y =
1

x − 3
• ែដនកំណត់ : សមីការ x − 3 = 0 =⇒ x = 3 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {3} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) = − 1
(x − 3)2

េដាយ (x − 3)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ចុះដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

1
x − 3

= −∞

◦ lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

1
x − 3

= +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

1
x − 3

= 0

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 0 េគបានបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្ស x′Ox) ជាអាសីុមតូតេដក

ៃន្រកាប ៕

lim
x→3

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 3 +∞

− −

00

−∞

+∞

00

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 1
x − 3

= 0 (គា្ម នដδ េណាះ្រសាយ)

ដូចេនះ ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស x′Ox េទ ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1
3

៕
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– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 2 =⇒ y = −1

្រតងζ x = 4 =⇒ y = 1 ៕

x = 3

3
−1

3

x

y

b y =
x + 1
x − 1

• ែដនកំណត់ : សមីការ x − 1 = 0 =⇒ x = 1 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {1} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
1(x − 1)− 1(x + 1)

(x − 1)2 =
−2

(x − 1)2

េដាយ (x − 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ចុះដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

x + 1
x − 1

= −∞

◦ lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

x + 1
x − 1

= +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x
(

1 +
1
x

)
x
(

1 − 1
x

) = 1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 1 េគបានបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→1

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− −

11

−∞

+∞

11

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x + 1 = 0 =⇒ x = −1 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (−1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0,−1) ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 2 =⇒ y = 3

្រតងζ x = 3 =⇒ y = 2 ៕

x = 1

y = 1

−1 1−1

1
x

y

c y =
2x

x + 1
• ែដនកំណត់ : សមីការ x + 1 = 0 =⇒ x = −1 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−1} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
2(x + 1)− 1(2x)

(x + 1)2 =
2

(x + 1)2
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េដាយ (x + 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) េកើ នដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

2x
x + 1

= +∞

◦ lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

2x
x + 1

= −∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x

x
(

1 +
1
x

) = 2

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 2 េគបានបនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→−1

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

22

+∞

−∞

22

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 2x = 0 =⇒ x = 0 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្សកូអរេដាេន្រតងζ គល់ O(0, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = 0 ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −2 =⇒ y = 4

្រតងζ x = 1 =⇒ y = 1 ៕
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x = −1

y = 2

−1

2

x

y

d y =
1 − 2x

2(x − 2)

• ែដនកំណត់ : សមីការ 2(x − 2) = 0 =⇒ x = 2 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {2} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
−2 · 2(x − 2)− 2(1 − 2x)

4(x − 2)2 =
−4x + 8 − 2 + 4x

4(x − 2)2 =
6

4(x − 2)2 =
3

2(x − 2)2

េដាយ 2(x − 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) េកើ នដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

1 − 2x
2(x − 2)

= +∞

◦ lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

1 − 2x
2(x − 2)

= −∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x
(

1
x
− 2
)

2x
(

1 − 2
x

) = −1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = −1 េគបានបនា្ទ ត់ y = −1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប

៕

lim
x→2

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៣៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 +∞

+ +

−1−1

+∞

−∞

−1−1

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 1 − 2x = 0 =⇒ x =
1
2

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច

(
1
2

, 0
)

៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1
4

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,−1

4

)
៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 1 =⇒ y =
1
2

្រតងζ x = 3 =⇒ y = −5
2

៕

x = 2

y = −1 2−1
x

y

e y =
2 − 3x
1 − x

• ែដនកំណត់ : សមីការ 1 − x = 0 =⇒ x = 1 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {1} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព
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– េដរីេវ

f ′(x) =
−3(1 − x)− (−1)(2 − 3x)

(1 − x)2 =
−3 + 3x + 2 − 3x

(1 − x)2 =
−1

(1 − x)2

េដាយ (1 − x)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ចុះដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

2 − 3x
1 − x

= −∞

◦ lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

2 − 3x
1 − x

= +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x
(

2
x
− 3
)

x
(

1
x
− 1
) = 3

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 3 េគបានបនា្ទ ត់ y = 3 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→1

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− −

33

−∞

+∞

33

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 2 − 3x = 0 =⇒ x =
2
3

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច

(
2
3

, 0
)

៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = 2 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0, 2) ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 2 =⇒ y = 4

្រតងζ x = 3 =⇒ y =
7
2

៕
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x = 1

y = 3

O 2
3

2

x

y

f y =
1 − x
x − 3

• ែដនកំណត់ : សមីការ x − 3 = 0 =⇒ x = 3 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {3} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
−1(x − 3)− 1(1 − x)

(x − 3)2 =
−x + 3 − 1 + x

(x − 3)2 =
2

(x − 3)2

េដាយ (x − 3)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) េកើ នដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

1 − x
x − 3

= +∞

◦ lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

1 − x
x − 3

= −∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x
(

1
x
− 1
)

x
(

1 − 3
x

) = −1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = −1 េគបានបនា្ទ ត់ y = −1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប

៕

lim
x→3

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 3 +∞

+ +

−1−1

+∞

−∞

−1−1

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 1 − x = 0 =⇒ x = 1 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1
3

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,−1

3

)
៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 2 =⇒ y = 1

្រតងζ x = 4 =⇒ y = −3 ៕

x = 3

y = −1 1 3−1
−1

3
x

y

g y =
x − 2

2x
• ែដនកំណត់ : សមីការ 2x = 0 =⇒ x = 0 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {0} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
1(2x)− 2(x − 2)

(2x)2 =
2x − 2x + 4

4x2 =
4

4x2 =
1
x2
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េដាយ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបាន f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) េកើ នដាច់ខាតេលើ D ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

x − 2
2x

= +∞

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x − 2
2x

= −∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x
(

1 − 2
x

)
2x

=
1
2

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) =
1
2

េគបានបនា្ទ ត់ y =
1
2

ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→0

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 0 (អ័ក្ស y′Oy) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

1
2
1
2

+∞

−∞

1
2
1
2

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x − 2 = 0 =⇒ x = 2 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (2, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

គា្ម នេទ េ្រពាះ x = 0 /∈ D (អ័ក្ស y′Oy ជាអាសីុមតូតឈរ) ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −2 =⇒ y = 1

្រតងζ x = −1 =⇒ y =
3
2

្រតងζ x = 1 =⇒ y = −1
2

៕
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y =
1
2

2 x

y

h y = f (x) =
x2

x + 1
• ែដនកំណត់ : សមីការ x + 1 = 0 =⇒ x = −1 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−1} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
2x(x + 1)− 1(x2)

(x + 1)2 =
2x2 + 2x − x2

(x + 1)2 =
x2 + 2x
(x + 1)2 =

x(x + 2)
(x + 1)2

េដាយ (x + 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបានសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃន

ភាគយក x(x + 2) ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x(x + 2) = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = −2

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−2) ∪ (0,+∞)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−2,−1) ∪ (−1, 0)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើចេនា្ល ះ (−∞,−2) និង (0,+∞) េហើ យចុះេលើចេនា្ល ះ (−2,−1)

និង (−1, 0) ៕

– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = −2 គឺ f (−2) = −4

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ f (0) = 0

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

x2

x + 1
= −∞

◦ lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

x2

x + 1
= +∞

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x2

x + 1
= −∞
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◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2

x + 1
= +∞

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→−1

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន

្រកាប ៕

េគអាចសរេសរ f (x) =
x2 − 1 + 1

x + 1
= x − 1 +

1
x + 1

េដាយ lim
x→±∞

[ f (x)− (x − 1)] = lim
x→±∞

1
x + 1

= 0

េគបានបនា្ទ ត់ y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1 0 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−4−4

−∞

+∞

00

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x2 = 0 =⇒ x = 0 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្សកូអរេដាេន្រតងζ គល់ O(0, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = 0 ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −3 =⇒ y = −9
2

្រតងζ x = −2 =⇒ y = −4 (ចំណុចអតិបរមាេធៀប)

្រតងζ x = 1 =⇒ y =
1
2

្រតងζ x = 2 =⇒ y =
4
3

៕

x = −1

y = x − 1

−1−2

−4

−1 x

y
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i y = f (x) =
2x2 − 3x

x − 2

• ែដនកំណត់ : សមីការ x − 2 = 0 =⇒ x = 2 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {2} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(4x − 3)(x − 2)− 1(2x2 − 3x)

(x − 2)2 =
2x2 − 8x + 6
(x − 2)2 =

2(x − 1)(x − 3)
(x − 2)2

េដាយ (x − 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបានសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃន

ភាគយក 2(x − 1)(x − 3) ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1 ឬ x = 3

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 1) ∪ (3,+∞)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (1, 2) ∪ (2, 3)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 1) និង (3,+∞) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (1, 2) និង

(2, 3) ៕

– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 1

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 3 គឺ f (3) = 9

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

2x2 − 3x
x − 2

= −∞

◦ lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

2x2 − 3x
x − 2

= +∞

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

2x2 − 3x
x − 2

= −∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2x2 − 3x
x − 2

= +∞

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→2

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប

៕

េគអាចសរេសរ f (x) = 2x + 1 +
2

x − 2

េដាយ lim
x→±∞

[ f (x)− (2x + 1)] = lim
x→±∞

2
x − 2

= 0

េគបានបនា្ទ ត់ y = 2x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

99

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 2x2 − 3x = 0 =⇒ x = 0 ឬ x =
3
2

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (0, 0) និង

(
3
2

, 0
)

៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = 0 ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 1 =⇒ y = 1 (ចំណុចអតិបរមាេធៀប)

្រតងζ x = 3 =⇒ y = 9 (ចំណុចអប្បបរមាេធៀប)

្រតងζ x = 4 =⇒ y = 10 ៕

x = 2

y = 2x + 1

2
1

9

x

y

j y = f (x) =
(x − 1)2

2x
• ែដនកំណត់ : សមីការ 2x = 0 =⇒ x = 0 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {0} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព
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– េដរីេវ

f ′(x) =
2(x − 1)(2x)− 2(x − 1)2

(2x)2 =
4x2 − 4x − 2(x2 − 2x + 1)

4x2 =
2x2 − 2

4x2 =
x2 − 1

2x2

េដាយ 2x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបានសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃនភាគយក

x2 − 1 ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 1 = 0 =⇒ x = −1 ឬ x = 1

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−1) និង (1,+∞) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (−1, 0)

និង (0, 1) ៕

– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = −1 គឺ f (−1) = −2

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 0

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x − 1)2

2x
= −∞

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x − 1)2

2x
= +∞

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − 1)2

2x
= −∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x − 1)2

2x
= +∞

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→0

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 0 (អ័ក្ស y′Oy) ជាអាសីុមតូត

ឈរៃន្រកាប ៕

េគអាចសរេសរ f (x) =
x2 − 2x + 1

2x
=

x
2
− 1 +

1
2x

េដាយ lim
x→±∞

[
f (x)−

( x
2
− 1
)]

= lim
x→±∞

1
2x

= 0

េគបានបនា្ទ ត់ y =
x
2
− 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−2−2

−∞

+∞

00

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ
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y = 0 ⇐⇒ (x − 1)2 = 0 =⇒ x = 1 ៕

ដូចេនះ ្រកាបប៉ះអ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

គា្ម នេទ េ្រពាះ x = 0 /∈ D (អ័ក្ស y′Oy ជាអាសីុមតូតឈរ) ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −2 =⇒ y = −9
4

្រតងζ x = −1 =⇒ y = −2 (ចំណុចអតិបរមាេធៀប)

្រតងζ x = 1 =⇒ y = 0 (ចំណុចអប្បបរមាេធៀប)

្រតងζ x = 2 =⇒ y =
1
4

៕

y =
x
2
− 1

1−1

−2
−1

x

y

១.៣ សិកȦĀាអនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c
px2 + qx + r

សម្គាល់

វធិាន េដើ ម្បីរកែដនកំណត់អនុគមន៍ y =
ax2 + bx + c
px2 + qx + r

 េគ្រតβវឱ្យភាគែបងេស្មើ សូន្យេដាះ្រសាយ

រកតៃម្ល x គឺឱ្យ px2 + qx + r = 0 េ្របើ រូបមន្ត ∆ េដើ ម្បីរក x ។

• េបើ ∆ > 0 សមីការមានឫសពីរេផ្សងគា្ន ជាចំនួនពិត x1 , x2

េគបានែដនកំណត់ D = R − {x1, x2} ។

• េបើ ∆ = 0 សមីការមានឫសឌុប x1 = x2 = α េគបានែដនកំណត់ D = R − {α} ។

• េបើ ∆ < 0 សមីការគា្ម នឫសជាចំនួនពិតេគបាន េគបានែដនកំណត់ D = R ។

• ចំេពាះភាគែបងរាង ax2 + b ែដល a > 0 , b > 0 នាំឱ្យ ax2 + b > 0 , ∀x ∈ R

េគបានែដនកំណត់ D = R ។

• ចំេពាះភាគែបងរាង ax2 + b ែដល a < 0 , b < 0 នាំឱ្យ ax2 + b < 0 , ∀x ∈ R

េគបានែដនកំណត់ D = R ។
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រĠលឹក

សមីការដΰ េ្រកទី២ ax2 + bx + c = 0 េ្របើ រូបមន្ត ∆ = b2 − 4ac

• េបើ ∆ > 0 សមីការមានឫសពីរជាចំនួនពិត េគបាន x1, x2 =
−b ±

√
∆

2a
• េបើ ∆ = 0 សមីការមានឫសឌុប x1 = x2 = − b

2a
• េបើ ∆ < 0 សមីការគា្ម នជាចំនួនពិតយកសΧ̐តាមេមគុណ a ។

ករណីសមីការ ax2 + bx + c = 0 មានេមគុណ b ជាចំនួនគូេគអាចេ្របើ រូបមន្ត ∆′ = b′2 − ac ែដល

b′ =
b
2

• េបើ ∆′ > 0 សមីការមានឫសពីរជាចំនួនពិត េគបាន x1, x2 =
−b′ ±

√
∆′

a

• េបើ ∆′ = 0 សមីការមានឫសឌុប x1 = x2 = −b′

a
• េបើ ∆′ < 0 សមីការគា្ម នជាចំនួនពិតយកសΧ̐តាមេមគុណ a ។

ករណីពេិសស : ឧបមាថាសមីការដΰ េ្រកទី២ ax2 + bx + c = 0 ៖

• េបើ a + b + c = 0 េគបានសមីការមានឫស x1 = 1 , x2 =
c
a

• េបើ a − b + c = 0 រឺ a + c = b េគបានសមីការមានឫស x1 = −1 , x2 = − c
a

។

លហំាត់
1 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 − 3x + 6
x2 + x − 6

b f (x) =
2x2 − x

x2 − 3x + 2
c f (x) =

1 − 3x + x2

x2 + 2

d f (x) =
−x2 + 3x − 5
2x2 − x + 3

e f (x) =
x2 + 1

x2 − 6x + 9

f f (x) =
1 − 3x2

x2 − 4

2 សិកΓអេថរភាព និងសង្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12

b f (x) =
3x2 − 18x + 25

x2 − 6x + 8
c f (x) =

x2 + 2x
x2 + 4

d f (x) =
x2 − 1
(x + 2)2

e f (x) =
−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

3 េគឱ្យអនុគមន៍y = f (x) =
mx2 + 1

x
មាន្រកាប (C) ។

a សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប ចំេពាះ m = 1

b កំណត់តៃម្ល m េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ េកើ នក្ន αងចេនា្ល ះ

[
1
2

,+∞
)
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c េតើ ចំណុចនឹងែដលស្ថិ តេលើ ្រកាប (C) ចំេពាះ្រគប់ m ឬេទ?

d េដាយេ្របើ ្រកាប (C) កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យ x2 − ax + 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0 ។

ដេំណាះ្រសាយ
1 រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
x2 − 3x + 6
x2 + x − 6

◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x2 + x − 6 ̸= 0

◦ សមីការ x2 + x − 6 = 0 ⇐⇒ (x + 3)(x − 2) = 0 =⇒ x = −3 ឬ x = 2

◦ ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = R \ {−3, 2}

b f (x) =
2x2 − x

x2 − 3x + 2
◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x2 − 3x + 2 ̸= 0

◦ សមីការ x2 − 3x + 2 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x − 2) = 0 =⇒ x = 1 ឬ x = 2

◦ ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = R \ {1, 2}

c f (x) =
1 − 3x + x2

x2 + 2
◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x2 + 2 ̸= 0

◦ េដាយ x2 + 2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

◦ ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = R

d f (x) =
−x2 + 3x − 5
2x2 − x + 3

◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង 2x2 − x + 3 ̸= 0

◦ សមីការ 2x2 − x + 3 = 0 មាន ∆ = (−1)2 − 4(2)(3) = −23 < 0 នាំឱ្យ 2x2 − x +

3 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

◦ ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = R

e f (x) =
x2 + 1

x2 − 6x + 9
◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x2 − 6x + 9 ̸= 0

◦ សមីការ x2 − 6x + 9 = 0 ⇐⇒ (x − 3)2 = 0 =⇒ x = 3

◦ ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = R \ {3}

f f (x) =
1 − 3x2

x2 − 4
◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x2 − 4 ̸= 0

◦ សមីការ x2 − 4 = 0 ⇐⇒ (x − 2)(x + 2) = 0 =⇒ x = −2 ឬ x = 2

◦ ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = R \ {−2, 2}
2 សិកΓអេថរភាព និងសង្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a f (x) =
2x2 − 9x + 4
x2 + x − 12
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• ែដនកំណត់ : សមីការ x2 + x − 12 = 0 ⇐⇒ (x + 4)(x − 3) = 0 =⇒ x = −4 ឬ

x = 3 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−4, 3} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(4x − 9)(x2 + x − 12)− (2x + 1)(2x2 − 9x + 4)

(x2 + x − 12)2 =
11x2 − 56x + 104
(x2 + x − 12)2

េដាយ (x2 + x − 12)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េហើ យភាគយក 11x2 − 56x + 104

មាន ∆′ = (−28)2 − 11(104) = −360 < 0 នាឱំ្យ 11x2 − 56x + 104 > 0 ចំេពាះ

្រគប់ x ∈ R ៕

េគបាន f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−4), (−4, 3) និង (3,+∞) ៕

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−4−

f (x) = lim
x→−4−

2x2 − 9x + 4
(x + 4)(x − 3)

= +∞

◦ lim
x→−4+

f (x) = lim
x→−4+

2x2 − 9x + 4
(x + 4)(x − 3)

= −∞

◦ lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

2x2 − 9x + 4
(x + 4)(x − 3)

= +∞

◦ lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

2x2 − 9x + 4
(x + 4)(x − 3)

= −∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

2x2

x2 = 2

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 2 េគបានបនា្ទ ត់ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→−4

f (x) = ±∞ និង lim
x→3

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = −4 និង x = 3 ជាអា

សីុមតូតឈរទាំងពីរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −4 3 +∞

+ + +

22

+∞

−∞

+∞

−∞

22

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ
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y = 0 ⇐⇒ 2x2 − 9x + 4 = 0 =⇒ x =
1
2

ឬ x = 4 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច

(
1
2

, 0
)

និង (4, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = − 4
12

= −1
3

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,−1

3

)
៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 2 =⇒ y = 1

្រតងζ x = 5 =⇒ y =
1
2

៕

x = −4 x = 3

y = 2

1
2

4−4 3

2

−1
3 x

y

b f (x) =
3x2 − 18x + 25

x2 − 6x + 8
• ែដនកំណត់ : សមីការ x2 − 6x + 8 = 0 ⇐⇒ (x − 2)(x − 4) = 0 =⇒ x = 2 ឬ

x = 4 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {2, 4} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(6x − 18)(x2 − 6x + 8)− (2x − 6)(3x2 − 18x + 25)

(x2 − 6x + 8)2 =
2(3 − x)

(x2 − 6x + 8)2

េដាយ (x2 − 6x + 8)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបានសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐

ៃនភាគយក 2(3 − x) ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ 3 − x = 0 =⇒ x = 3

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 2) ∪ (2, 3)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (3, 4) ∪ (4,+∞)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 2) និង (2, 3) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (3, 4) និង

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៤៨ 096 224 8978
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(4,+∞) ៕

– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 3 គឺ f (3) = 2

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

3x2 − 18x + 25
(x − 2)(x − 4)

= +∞

◦ lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

3x2 − 18x + 25
(x − 2)(x − 4)

= −∞

◦ lim
x→4−

f (x) = lim
x→4−

3x2 − 18x + 25
(x − 2)(x − 4)

= −∞

◦ lim
x→4+

f (x) = lim
x→4+

3x2 − 18x + 25
(x − 2)(x − 4)

= +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

3x2

x2 = 3

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 3 េគបានបនា្ទ ត់ y = 3 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→2

f (x) = ±∞ និង lim
x→4

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = 2 និង x = 4 ជាអាសីុ

មតូតឈរទាំងពីរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 3 4 +∞

+ + 0 − −

33

+∞

−∞

22

−∞

+∞

33

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ 3x2 − 18x + 25 = 0 =⇒ x =
9 −

√
6

3
≈ 2.18 ឬ x =

9 +
√

6
3

≈ 3.82 ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) =
25
8

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,

25
8

)
៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = 1 =⇒ y =
10
3

្រតងζ x = 3 =⇒ y = 2 (ចំណុចអតិបរមាេធៀប)

្រតងζ x = 5 =⇒ y =
10
3

៕
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x = 2 x = 4

y = 3

O 2 3 4

2

x

y

c f (x) =
x2 + 2x
x2 + 4

• ែដនកំណត់ : េដាយ x2 + 4 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(2x + 2)(x2 + 4)− 2x(x2 + 2x)

(x2 + 4)2 =
−2x2 + 8x + 8

(x2 + 4)2 =
−2(x2 − 4x − 4)

(x2 + 4)2

េដាយ (x2 + 4)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េគបានសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃន

ភាគយក −2(x2 − 4x − 4) ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 4x − 4 = 0 =⇒ x = 2 − 2
√

2 ឬ x = 2 + 2
√

2

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (2 − 2
√

2, 2 + 2
√

2)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 2 − 2
√

2) ∪ (2 + 2
√

2,+∞)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (2 − 2
√

2, 2 + 2
√

2) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 2 −
2
√

2) និង (2 + 2
√

2,+∞) ៕

– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 2 − 2
√

2 ≈ −0.83 គឺ f (2 − 2
√

2) =

1 −
√

2
2

≈ −0.21

◦ អនុគមន៍ មាន អតិបរមា េធៀប ្រតងζ x = 2 + 2
√

2 ≈ 4.83 គឺ f (2 + 2
√

2) =

1 +
√

2
2

≈ 1.21

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x2
(

1 +
2
x

)
x2

(
1 +

4
x2

) = 1
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◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2
(

1 +
2
x

)
x2

(
1 +

4
x2

) = 1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 1 េគបានបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 − 2
√

2 2 + 2
√

2 +∞

− 0 + 0 −

11

1 −
√

2
2

1 −
√

2
2

1 +
√

2
2

1 +
√

2
2

11

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x2 + 2x = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = −2 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (0, 0) និង (−2, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = 0 ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −4 =⇒ y =
2
5
= 0.4

្រតងζ x = 2 =⇒ y = 1

្រតងζ x = 4 =⇒ y =
6
5
= 1.2 ៕

y = 1

−2

1

x

y

d f (x) =
x2 − 1
(x + 2)2

• ែដនកំណត់ : សមីការ (x + 2)2 = 0 =⇒ x = −2 ៕
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ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−2} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
2x(x + 2)2 − 2(x + 2)(x2 − 1)

(x + 2)4 =
2(x + 2)(x2 + 2x − x2 + 1)

(x + 2)4 =
2(2x + 1)
(x + 2)3

សΧ̐ៃន f ′(x) អា្រស័យេលើ សΧ̐ៃនភាគយក 2x + 1 និងភាគែបង (x + 2)3 ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2x + 1 = 0 =⇒ x = −1
2

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−2) ∪
(
−1

2
,+∞

)
◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈

(
−2,−1

2

)
េនាះ អនុគមន៍េកើ នេលើចេនា្ល ះ (−∞,−2) និង

(
−1

2
,+∞

)
េហើ យចុះេលើចេនា្ល ះ

(
−2,−1

2

)
– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = −1
2

គឺ f
(
−1

2

)
= −1

3
– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

x2 − 1
(x + 2)2 = +∞

◦ lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

x2 − 1
(x + 2)2 = +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

x2
(

1 − 1
x2

)
x2

(
1 +

2
x

)2 = 1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = 1 េគបានបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

lim
x→−2

f (x) = +∞ េគបានសមីការ x = −2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1
2

+∞

+ − 0 +

11

+∞ +∞

−1
3

−1
3

11

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ x2 − 1 = 0 =⇒ x = −1 ឬ x = 1 ៕
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ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (−1, 0) និង (1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) = −1
4

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,−1

4

)
៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −4 =⇒ y =
15
4

្រតងζ x = −3 =⇒ y = 8

្រតងζ x = −1
2

=⇒ y = −1
3

(ចំណុចអប្បបរមាេធៀប) ៕

x = −2

y = 1

−1 1

1

x

y

e f (x) =
−x2 − 2x + 3
x2 + 3x + 2

• ែដនកំណត់ : សមីការ x2 + 3x + 2 = 0 ⇐⇒ (x + 1)(x + 2) = 0 =⇒ x = −2 ឬ

x = −1 ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R \ {−2,−1} ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ

f ′(x) =
(−2x − 2)(x2 + 3x + 2)− (2x + 3)(−x2 − 2x + 3)

(x2 + 3x + 2)2 =
−(x2 + 10x + 13)
(x2 + 3x + 2)2

េដាយ (x2 + 3x + 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D េគបានសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐

ៃនភាគយក −(x2 + 10x + 13) ៖

◦ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 + 10x + 13 = 0 =⇒ x = −5 − 2
√

3 ≈ −8.46 ឬ

x = −5 + 2
√

3 ≈ −1.54

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−5 − 2
√

3,−2) ∪ (−2,−5 + 2
√

3)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−5 − 2
√

3) ∪ (−5 + 2
√

3,−1) ∪ (−1,+∞)
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ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−5 − 2
√

3,−2) និង (−2,−5 + 2
√

3) េហើ យចុះ

េលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−5 − 2
√

3), (−5 + 2
√

3,−1) និង (−1,+∞) ៕

– បរមាេធៀប

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = −5 − 2
√

3 គឺ f (−5 − 2
√

3) = 4
√

3 −
8 ≈ −1.07

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = −5 + 2
√

3 គឺ f (−5 + 2
√

3) = −4
√

3 −
8 ≈ −14.93

– គណនាលីមីត

◦ lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

−x2 − 2x + 3
(x + 1)(x + 2)

= +∞

◦ lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

−x2 − 2x + 3
(x + 1)(x + 2)

= −∞

◦ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

−x2 − 2x + 3
(x + 1)(x + 2)

= −∞

◦ lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

−x2 − 2x + 3
(x + 1)(x + 2)

= +∞

◦ lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

−x2

x2 = −1

– អាសីុមតូត េគមាន lim
x→±∞

f (x) = −1 េគបានបនា្ទ ត់ y = −1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប

៕

lim
x→−2

f (x) = ±∞ និង lim
x→−1

f (x) = ±∞ េគបានសមីការ x = −2 និង x = −1 ជា

អាសីុមតូតឈរទាំងពីរៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −5 − 2
√

3 −2 −5 + 2
√

3 −1 +∞

− 0 + + 0 − −

−1−1

4
√

3 − 84
√

3 − 8

+∞

−∞

−4
√

3 − 8−4
√

3 − 8

−∞

+∞

−1−1

• សំណងζ ្រកាប

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស x′Ox គឺ

y = 0 ⇐⇒ −x2 − 2x + 3 = 0 =⇒ x = −3 ឬ x = 1 ៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (−3, 0) និង (1, 0) ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

x = 0 =⇒ f (0) =
3
2

៕

ដូចេនះ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,

3
2

)
៕
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– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

្រតងζ x = −4 =⇒ y = −5
6

្រតងζ x = −1.5 =⇒ y = −15

្រតងζ x = 2 =⇒ y = − 5
12

៕

x = −2 x = −1

y = −1
1

−2
x

y

3 េគឱ្យអនុគមន៍y = f (x) =
mx2 + 1

x
មាន្រកាប (C) ។

a សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប ចំេពាះ m = 1

• ចំេពាះ m = 1 េគបានអនុគមន៍ f (x) =
x2 + 1

x
= x +

1
x

• ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

– េដរីេវ ៖

f ′(x) = 1 − 1
x2 =

x2 − 1
x2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 1 = 0 =⇒ x = −1 ឬ x = 1 ៕

េដាយ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D សΧ̐ៃន f ′(x) យកតាម x2 − 1 ៖

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−1) និង (1,+∞) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (−1, 0)

និង (0, 1) ៕

– បរមាេធៀប ៖

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = −1 គឺ f (−1) = −2

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 2
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– គណនាលីមីត ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞

◦ lim
x→0−

f (x) = −∞ និង lim
x→0+

f (x) = +∞

– អាសីុមតូត ៖

◦ េដាយ lim
x→0

f (x) = ±∞ នាំឱ្យអ័ក្ស y′Oy (x = 0) ជាអាសីុមតូតឈរ ៕

◦ េដាយ f (x) = x +
1
x

េហើ យ lim
x→±∞

1
x
= 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសីុមតូត

េ្រទតៃន្រកាប ៕

– តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 0 1 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−2−2

−∞

+∞

22

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប ៖

– សមីការ x2 + 1 = 0 គា្ម នឬសក្ន αង R =⇒ ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស x′Ox េទ ៕

– ចំណុចពិេសស ៖ (−1,−2) ជាចំណុចអតិបរមាេធៀប និង (1, 2) ជាចំណុចអប្បបរមាេធៀប

៕

y = x

O
−1

1

−2

2

x

y

b កំណត់តៃម្ល m េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍េកើ នក្ន αងចេនា្ល ះ

[
1
2

,+∞
)

• េគមាន f (x) =
mx2 + 1

x

• េដរីេវ ៖ f ′(x) =
(2mx)(x)− (mx2 + 1)(1)

x2 =
mx2 − 1

x2

• េដើ ម្បឱី្យអនុគមន៍េកើ នេលើចេនា្ល ះ

[
1
2

,+∞
)

លុះ្រតាែត f ′(x) ≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈
[

1
2

,+∞
)
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• េដាយ x2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ≥ 1
2

េគបាន ៖

mx2 − 1 ≥ 0 ⇐⇒ mx2 ≥ 1 ∀x ∈
[

1
2

,+∞
)

• ចំេពាះ x ≥ 1
2

=⇒ x2 ≥ 1
4

• េដើ ម្បីឱ្យ mx2 ≥ 1 ពិតចំេពាះ្រគប់ x2 ≥ 1
4

លុះ្រតាែត m > 0 និងតៃម្ល អប្បបរមាៃន mx2

េលើ ចេនា្ល ះេនះធំជាងឬេស្មើ 1 ៖

m · 1
4
≥ 1 ⇐⇒ m ≥ 4

• ដូចេនះ តៃម្ល m ែដល្រតβវរកគឺ m ≥ 4 (ឬ m ∈ [4,+∞)) ៕

c េតើ ចំណុចនឹងែដលស្ថិ តេលើ ្រកាប (C) ចំេពាះ្រគប់ m ឬេទ?

• ឧបមាថា P(x0, y0) ជាចំណុចនឹងែដលស្ថិ តេលើ ្រកាប (C) ចំេពាះ្រគប់ m

• េគបានសមីការ ៖

y0 =
mx2

0 + 1
x0

⇐⇒ x0y0 = mx2
0 + 1 ⇐⇒ mx2

0 + (1 − x0y0) = 0

• សមីការេនះេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ m ∈ R លុះ្រតាែតេមគុណៃន m និងតួេថរេស្មើ 0 ្រពមគា្ន ៖

x2
0 = 0

1 − x0y0 = 0
=⇒

x0 = 0

1 − 0 · y0 = 0 =⇒ 1 = 0 (មិនពិត)

• មΒ៉ងេទៀត x0 = 0 មិនស្ថិ តក្ន αងែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍េឡើយ ៕

• ដូចេនះ គា្ម នចំណុចនឹងែដលស្ថិ តេលើ ្រកាប (C) ចំេពាះ្រគប់ m េឡើយ ៕

d េដាយេ្របើ ្រកាប (C) កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យ x2 − ax + 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0

• វέសមីការ x2 − ax + 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 0

• េដាយ x > 0 ែចកអង្គ ទាំងពីរៃនវέសមីការនឹង x េគបាន ៖

x2 + 1
x

− a > 0 ⇐⇒ x2 + 1
x

> a ⇐⇒ f (x) > a

• តាម្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f (x) =
x2 + 1

x
(ចំេពាះ m = 1) េ;េលើ ចេនា្ល ះ (0,+∞)

អនុគមន៍មានតៃម្ល អប្បបរមា្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 2

• មានន័យថា f (x) ≥ 2 ចំេពាះ្រគប់ x > 0
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• ដូចេនះ េដើ ម្បីឱ្យ f (x) > a ចំេពាះ្រគប់ x > 0 លុះ្រតាែត a តូចជាងតៃម្ល អប្បបរមាៃន f (x)

េលើ ចេនា្ល ះ (0,+∞) ៖

េនាះ a < 2

• ដូចេនះ តៃម្ល a ែដល្រតβវរកគឺ a < 2 (ឬ a ∈ (−∞, 2)) ៕

ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 រកអាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x + 1 +
2

x − 1
b y =

x2 + 4x + 1
x + 2

c y =
x2 + 3x + 1

x2 − 1

2 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 2 េដាយ y =
2x2 + x − 1

x − 2
និងមាន្រកាប (C)

a រកចំនួនកពិត a, b, c ែដល្រគប់ x ̸= 2 េគបាន f (x) = ax + b +
c

x − 2
b រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេ្រទតៃន្រកាប (C)
c សិកΓទីតាំងេធៀបរវាងអាសីុមតូតេ្រទត និង្រកាប (C) ។

3 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំនត់េលើ (−∞, 2) ∪ (2,+∞) េដាយ f (x) =
x2 − 4x + 8

x − 2
មាន្រកាប (C) ។

a រកចំនួនកពិត a, b, c ែដល្រគប់ x ̸= 2 េគបាន f (x) = ax + b +
c

x − 2
b រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេ្រទតៃន្រកាប (C)
c សិកΓអេថរភាពៃន f និងសងζ ្រកាប (C) ។

4 េគមានអនុគមន៍ f (x) =
x2 − x − 3

x + 1
និងមាន្រកាប (C)។

a រកែដនកំណត់ f

b បងា្ហ ញថា f (x) = x − 2 − 1
x + 1

c បងា្ហ ញថា សមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប។

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C)។

5 េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) =
x2 − 6x

x2 − 6x + 5
មាន្រកាប (C) ស្ថិ តក្ន αងត្រមαយ (O, i⃗, j⃗) ។

a គណនាលិមីតចុងែដនកំណត់ រួចទាញរកសមីការអាសីុមតូត។

b គណនា f ′(x) រួចសិកΓសΧ̐របស់វា។ ទាញថា f មានអប្បរមាេធៀបមួយ រួចគណនាតៃម្លអប្បបរមា

េធៀបេនាះ។ សងζ តារាងអេថរភាបៃន f ។

c សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត។

6 អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះx ̸= 2 េដាយ f (x) =
qx2 + bx + c
(x − 2)2 េហើ យមាន្រកាប (c) ។

a រក a, b, c េដាយដί ងថា ្រកាប(c) កាត់អាប់សីុស្រតងζ x = 1 និង x = −3 េហើ យមានអាសីុមតូតេដក

y = 1 ។
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b រកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ែដលកំណត់បានក្ន αងសំណួរទី១។

c សងζ ្រកាប (C) ។

7 a សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y =
x2 − 4x + 8

x − 2
b សិកΓតាងតៃម្ល m អត្ថិ ភាព និងសΧ̐ៃនឬសសមីការ x2 − (m + 4)x + 2m + 8 = 0 េដាយេ្របើ

្រកាបតាង y

8 កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ y =
x2 − 2ax + 3a2

x − 2a
េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞) ។

9 េគឱ្យអនុគមន៍ y =
mx2 + 3mx + 2m + 1

x + 2
a ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា អាសីុមតូតេ្រទតកាត់តាមចំណុចនឹងមួយ ចំេពាះ្រគប់ប៉ារ៉ាែម៉្រត m ែដល្រតβវកំណត់

កូអរេដាេន។

b រកតៃម្ល m េដើ ម្បីឱ្យបនា្ទ ត់ y = m ប៉ះ្រកាប (C)
c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប ចំេពាះ m = −1។

10 េគឱ្យអនុគមន៍ y =
x2 + 2(m + 1)x + 2

x + 1
។

a ចំេពាះ m = 0 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកា ប(C) រូចកំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យ្រកាប (c) ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់

y = −x + a

b រកតៃម្ល m េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ [0,+∞)

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 រកអាសីុមតូតៃន្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x + 1 +
2

x − 1
◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {1}
◦ អាសីុមតូតឈរ ៖ េដាយ lim

x→1−
y = −∞ និង lim

x→1+
y = +∞

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ y = (x + 1) +
2

x − 1
េហើ យ lim

x→±∞

2
x − 1

= 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ៕

b y =
x2 + 4x + 1

x + 2
◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {−2}
◦ បំែបកអនុគមន៍ជាទ្រមងζ ៖

y =
(x + 2)2 − 3

x + 2
= x + 2 − 3

x + 2

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖ េដាយ lim
x→−2−

y = +∞ និង lim
x→−2+

y = −∞
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នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = −2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ lim
x→±∞

[y − (x + 2)] = lim
x→±∞

(
− 3

x + 2

)
= 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប ៕

c y =
x2 + 3x + 1

x2 − 1
◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {−1, 1}
◦ អាសីុមតូតឈរ ៖ េដាយ lim

x→−1
y = ±∞ និង lim

x→1
y = ±∞

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = −1 និង x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរទាំងពីរៃន្រកាប ៕

◦ អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→±∞

y = lim
x→±∞

x2
(

1 +
3
x
+

1
x2

)
x2

(
1 − 1

x2

) = 1

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ៕

2 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ x ̸= 2 េដាយ y =
2x2 + x − 1

x − 2
និងមាន្រកាប (C)

a រកចំនួនពិត a, b, c ៖

◦ េគមាន f (x) =
2x2 + x − 1

x − 2
◦ េដាយេធ្វើ ្របមាណវέធីែចកពហុធា 2x2 + x − 1 នឹង x − 2 ៖

2x2 + x − 1 = (2x + 5)(x − 2) + 9

េគបាន ៖ f (x) =
(2x + 5)(x − 2) + 9

x − 2
= 2x + 5 +

9
x − 2

◦ េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ជាមួយទ្រមងζ f (x) = ax + b +
c

x − 2
េគទាញបាន ៖

a = 2, b = 5, c = 9

b រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេ្រទតៃន្រកាប (C) ៖

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖ េដាយ lim
x→2−

f (x) = −∞ និង lim
x→2+

f (x) = +∞

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ f (x) = 2x + 5 +
9

x − 2
េហើ យ lim

x→±∞

9
x − 2

= 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = 2x + 5 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ៕

c សិកΓទីតាំងេធៀបរវាងអាសីុមតូតេ្រទត និង្រកាប (C) ៖

◦ ពិនិត្យផលដក f (x)− y =
9

x − 2
េលើ D = R \ {2} ៖

· ចំេពាះ x ∈ (2,+∞) =⇒ x − 2 > 0 =⇒ f (x)− y > 0 ⇐⇒ f (x) > y

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេលើ អាសីុមតូតេ្រទត (d) េលើ ចេនា្ល ះ (2,+∞) ៕

· ចំេពាះ x ∈ (−∞, 2) =⇒ x − 2 < 0 =⇒ f (x)− y < 0 ⇐⇒ f (x) < y

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេ្រកាមអាសីុមតូតេ្រទត (d) េលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 2) ៕
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3 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំនត់េលើ (−∞, 2) ∪ (2,+∞) េដាយ f (x) =
x2 − 4x + 8

x − 2
មាន្រកាប (C) ។

a រកចំនួនពិត a, b, c ៖

◦ េគមាន f (x) =
x2 − 4x + 8

x − 2
◦ េដាយេធ្វើ ្របមាណវέធីែចកពហុធា x2 − 4x + 8 នឹង x − 2 ៖

x2 − 4x + 8 = (x − 2)(x − 2) + 4

◦ េគបាន ៖ f (x) =
(x − 2)2 + 4

x − 2
= x − 2 +

4
x − 2

◦ េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ជាមួយទ្រមងζ f (x) = ax + b +
c

x − 2
េគទាញបាន ៖

a = 1, b = −2, c = 4

b រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងេ្រទតៃន្រកាប (C) ៖

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖ េដាយ lim
x→2−

f (x) = −∞ និង lim
x→2+

f (x) = +∞

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ f (x) = x − 2 +
4

x − 2
េហើ យ lim

x→±∞

4
x − 2

= 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ៕

c សិកΓអេថរភាពៃន f និងសងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = (−∞, 2) ∪ (2,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

– េដរីេវ ៖

f ′(x) = 1 − 4
(x − 2)2 =

(x − 2)2 − 4
(x − 2)2 =

x2 − 4x
(x − 2)2 =

x(x − 4)
(x − 2)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x(x − 4) = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = 4 ៕

េដាយ (x − 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D សΧ̐ៃន f ′(x) យកតាម x(x − 4) ៖

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 0) ∪ (4,+∞)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (0, 2) ∪ (2, 4)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) និង (4,+∞) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (0, 2) និង

(2, 4) ៕

– បរមាេធៀប ៖

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ f (0) = −4

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 4 គឺ f (4) = 4

– គណនាលីមីត ៖
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◦ lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞

◦ lim
x→2−

f (x) = −∞ និង lim
x→2+

f (x) = +∞

– តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−4−4

−∞

+∞

44

+∞+∞

◦ សំណងζ ្រកាប ៖

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x2 − 4x + 8 = 0 មាន ∆′ = 4 − 8 = −4 < 0 =⇒ ្រកាបមិនកាត់

អ័ក្ស x′Ox េទ ៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ y = −4 ៕

– ចំណុចពិេសស ៖ (0,−4) ជាចំណុចអតិបរមាេធៀប និង (4, 4) ជាចំណុចអប្បបរមាេធៀប

៕

x = 2

y = x − 2

2 4

−4
−2

4

x

y

4 េគមានអនុគមន៍ f (x) =
x2 − x − 3

x + 1
និងមាន្រកាប (C)។

a រកែដនកំណត់ f ៖

អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x + 1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −1 ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃន

អនុគមន៍គឺ D = R \ {−1} = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞) ៕

b បងា្ហ ញថា f (x) = x − 2 − 1
x + 1

៖

◦ េគមាន ៖

x− 2− 1
x + 1

=
(x − 2)(x + 1)− 1

x + 1
=

x2 − x − 2 − 1
x + 1

=
x2 − x − 3

x + 1
= f (x)
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◦ ដូចេនះ f (x) = x − 2 − 1
x + 1

ពិត្របាកដែមន ៕

c បងា្ហ ញថា សមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ៖

◦ គណនាលីមីតផលដក ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→±∞

(
− 1

x + 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ខាង +∞ និង −∞ ៕

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

– េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x − 2)′ −
(

1
x + 1

)′
= 1+

1
(x + 1)2 =

(x + 1)2 + 1
(x + 1)2 =

x2 + 2x + 2
(x + 1)2

េដាយ (x + 1)2 + 1 > 0 និង (x + 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ f ′(x) > 0

ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើចេនា្ល ះ (−∞,−1) និង (−1,+∞) េហើ យ

គា្ម នបរមាេធៀបេឡើយ ៕

– គណនាលីមីត និងអាសីុមតូតឈរ ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞

◦ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
x − 2 − 1

x + 1

)
= +∞

◦ lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(
x − 2 − 1

x + 1

)
= −∞

េដាយ lim
x→−1

f (x) = ±∞ នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

– តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

◦ សំណងζ ្រកាប ៖

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) = −3 នាំឱ្យ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ (0,−3) ៕
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– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x2 − x − 3 = 0 =⇒ x =
1 −

√
13

2
≈ −1.30 ឬ x =

1 +
√

13
2

≈ 2.30 ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖ (−2,−3), (−3,−4.5), (1,−1.5), (2,−0.33) ៕

x = −1

y = x − 2

−1 2

−3

x

y

5 េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) =
x2 − 6x

x2 − 6x + 5
មាន្រកាប (C) ស្ថិ តក្ន αងត្រមαយ (O, i⃗, j⃗) ។

a គណនាលិមីតចុងែដនកំណត់ រួចទាញរកសមីការអាសីុមតូត។

b គណនា f ′(x) រួចសិកΓសΧ̐របស់វា។ ទាញថា f មានអប្បរមាេធៀបមួយ រួចគណនាតៃម្លអប្បបរមា

េធៀបេនាះ។ សងζ តារាងអេថរភាបៃន f ។

c សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត។

6 អនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះx ̸= 2 េដាយ f (x) =
qx2 + bx + c
(x − 2)2 េហើ យមាន្រកាប (c) ។

a គណនាលីមីតចុងែដនកំណត់ និងទាញរកសមីការអាសីុមតូត ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ ភាគែបង x2 − 6x + 5 = 0 ⇐⇒ (x − 1)(x − 5) = 0 =⇒ x = 1 ឬ

x = 5 ៕

នាំឱ្យ D = R \ {1, 5} = (−∞, 1) ∪ (1, 5) ∪ (5,+∞) ៕

◦ លីមីត្រតងζ ±∞ ៖

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x2

x2 = 1 និង lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2

x2 = 1

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង −∞ និង +∞ ៕
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◦ លីមីត្រតងζ x = 1 ៖

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

x2 − 6x
(x − 1)(x − 5)

=
−5

(−0)(−4)
= −∞

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

x2 − 6x
(x − 1)(x − 5)

=
−5

(+0)(−4)
= +∞

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

◦ លីមីត្រតងζ x = 5 ៖

lim
x→5−

f (x) = lim
x→5−

x2 − 6x
(x − 1)(x − 5)

=
−5

(4)(−0)
= +∞

lim
x→5+

f (x) = lim
x→5+

x2 − 6x
(x − 1)(x − 5)

=
−5

(4)(+0)
= −∞

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 5 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

b គណនា f ′(x) សិកΓសΧ̐ ទាញរកអប្បបរមាេធៀប និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ គណនា f ′(x) ៖

f ′(x) =
(2x − 6)(x2 − 6x + 5)− (2x − 6)(x2 − 6x)

(x2 − 6x + 5)2 =
5(2x − 6)

(x2 − 6x + 5)2 =
10(x − 3)

(x2 − 6x + 5)2

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖ េដាយ (x2 − 6x + 5)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D សΧ̐ៃន f ′(x) យក

តាមសΧ̐ៃន (x − 3) ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ x − 3 = 0 =⇒ x = 3

· f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 1) ∪ (1, 3)

· f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (3, 5) ∪ (5,+∞)

◦ អប្បបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 3 េដរីេវ f ′(x) ប្ត βរសΧ̐ពីដក (−) េͼបូក (+) នាំឱ្យអនុគមន៍ f

មានអប្បបរមាេធៀបមួយ្រតងζ x = 3 គឺ ៖

f (3) =
32 − 6(3)

32 − 6(3) + 5
=

9 − 18
9 − 18 + 5

=
−9
−4

=
9
4
= 2.25

◦ តារាងអេថរភាព ៖
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 3 5 +∞

− − 0 + +

11

−∞

+∞

9
4
9
4

+∞

−∞

11

c សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x2 − 6x = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = 6 នាំឱ្យ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ (0, 0)

និង (6, 0) ៕

◦ ចំណុចអប្បបរមាេធៀប ៖

(
3,

9
4

)
៕

x = 1 x = 5

y = 1

O 1 3 5 6

1

9
4

x

y

7 a សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) =
x2 − 4x + 8

x − 2
◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {2} = (−∞, 2) ∪ (2,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

– េដរីេវ ៖

f ′(x) = 1 − 4
(x − 2)2 =

(x − 2)2 − 4
(x − 2)2 =

x2 − 4x
(x − 2)2 =

x(x − 4)
(x − 2)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x(x − 4) = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = 4 ៕

េដាយ (x − 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D សΧ̐ៃន f ′(x) យកតាម x(x − 4) ៖

◦ f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 0) ∪ (4,+∞)

◦ f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (0, 2) ∪ (2, 4)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) និង (4,+∞) េហើ យចុះេលើ ចេនា្ល ះ (0, 2) និង

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៦៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

(2, 4) ៕

– បរមាេធៀប ៖

◦ អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ f (0) = −4

◦ អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 4 គឺ f (4) = 4

– គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞

◦ lim
x→2−

f (x) = −∞ និង lim
x→2+

f (x) = +∞ =⇒ បនា្ទ ត់ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរ

៕

◦ f (x) = x − 2 +
4

x − 2
េដាយ lim

x→±∞

4
x − 2

= 0 =⇒ បនា្ទ ត់ (d) : y = x − 2

ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៕

– តារាងអេថរភាព ៖
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 4 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−4−4

−∞

+∞

44

+∞+∞

◦ សំណងζ ្រកាប (C) ៖

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy គឺ (0,−4) (ជាចំណុចអតិបរមាេធៀប) ៕

– ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស x′Ox េទ េ្រពាះសមីការ x2 − 4x + 8 = 0 គា្ម នឬសក្ន αង R ៕

– ចំណុចអប្បបរមាេធៀប គឺ (4, 4) ៕

x = 2

y = x − 2

O 2 4

−4
−2

4

x

y

b សិកΓតាមតៃម្ល m អត្ថិ ភាព និងសΧ̐ៃនឬសសមីការ x2 − (m + 4)x + 2m + 8 = 0 េដាយេ្របើ

្រកាប (C)

◦ េគមានសមីការ ៖
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x2 − (m + 4)x + 2m + 8 = 0 ⇐⇒ x2 − 4x + 8 − m(x − 2) = 0

⇐⇒ x2 − 4x + 8 = m(x − 2)

◦ េបើ x = 2 =⇒ 22 − 4(2) + 8 = m(0) ⇐⇒ 4 = 0 (មិនពិត) នាឱំ្យ x = 2 មិនែមនជា

ឬសៃនសមីការេទ ចំេពាះ្រគប់ m ៕

◦ ចំេពាះ x ̸= 2 សមីការសមមូលនឹង ៖

x2 − 4x + 8
x − 2

= m ⇐⇒ f (x) = m

◦ ចំនួន និងសΧ̐ៃនឬសសមីការ គឺជាអាបសីុស (x) ៃនចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់

េដក (dm) : y = m ៕

◦ តាម្រកាប (C) េគទាញបានការពិភាកΓតាមតៃម្ល m ដូចខាងេ្រកាម ៖

1. ចំេពាះ m < −4 ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់្រកាប (C) ្រតងζ ពីរចំណុចែដលមានអាបសីុស

x1 < 0 និង 0 < x2 < 2 ៕

=⇒ សមីការមានឬសពិតពីរេផ្សងគា្ន មានសΧ̐ផ្ទ αយគា្ន (x1 < 0 < x2) ៕

2. ចំេពាះ m = −4 ៖ បនា្ទ ត់ y = −4 ប៉ះ្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុចអតិបរមា (0,−4) ៕

=⇒ សមីការមានឬសឌុប x1 = x2 = 0 ៕

3. ចំេពាះ −4 < m < 4 ៖ បនា្ទ ត់ y = m មិនកាត់្រកាប (C) េឡើយ ៕

=⇒ សមីការគា្ម នឬសពិត ៕

4. ចំេពាះ m = 4 ៖ បនា្ទ ត់ y = 4 ប៉ះ្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុចអប្បបរមា (4, 4) ៕

=⇒ សមីការមានឬសឌុបវέជ្ជ មាន x1 = x2 = 4 > 0 ៕

5. ចំេពាះ m > 4 ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់្រកាប (C) ្រតងζ ពីរចំណុចែដលមានអាបសីុស 2 <

x1 < 4 និង x2 > 4 ៕

=⇒ សមីការមានឬសពិតវέជ្ជ មានពីរេផ្សងគា្ន (0 < 2 < x1 < x2) ៕

8 កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ y =
x2 − 2ax + 3a2

x − 2a
េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞)

1. លក្ខ ខណ្ឌ ៃនែដនកំណត់ ៖

◦ អនុគមន៍ f (x) មានន័យកាលណា ភាគែបង x − 2a ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 2a

◦ េដើ ម្បឱី្យអនុគមន៍ f (x) េកើ ន និងជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞) លុះ្រតាែតចំណុចមិនកំណត់ x = 2a

មិនស្ថិ តេ;ក្ន αងចេនា្ល ះ (1,+∞) េឡើយ ៖

2a ≤ 1 =⇒ a ≤ 1
2

(លក្ខ ខណ្ឌ ទី១)

2. គណនាេដរីេវ ៖

◦ បំែបកអនុគមន៍ជាទ្រមងζ ៖ f (x) = x +
3a2

x − 2a
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◦ េដរីេវៃនអនុគមន៍គឺ ៖

f ′(x) = 1 − 3a2

(x − 2a)2 =
(x − 2a)2 − 3a2

(x − 2a)2

3. លក្ខ ខណ្ឌ េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞) ៖

◦ អនុគមន៍ f (x) េកើ នេលើ (1,+∞) លុះ្រតាែត f ′(x) ≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (1,+∞)

◦ េដាយ (x − 2a)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x > 1 ≥ 2a េគបាន ៖

(x− 2a)2 − 3a2 ≥ 0 ⇐⇒ (x− 2a)2 ≥ 3a2 ⇐⇒ |x− 2a| ≥
√

3|a| ∀x > 1

◦ េដាយ x > 1 ≥ 2a =⇒ x − 2a > 0 នាំឱ្យ |x − 2a| = x − 2a ៖

x − 2a ≥
√

3|a| ⇐⇒ x ≥ 2a +
√

3|a| ∀x ∈ (1,+∞)

◦ េដើ ម្បីឱ្យវέសមភាពេនះពិតចំេពាះ្រគប់ x > 1 លុះ្រតាែត ៖

2a +
√

3|a| ≤ 1 (លក្ខ ខណ្ឌ ទី២)

4. េដាះ្រសាយវέសមភាព 2a +
√

3|a| ≤ 1 ៖

◦ ករណីទី១ (0 ≤ a ≤ 1
2

) ៖ េគបាន |a| = a

2a +
√

3a ≤ 1 ⇐⇒ a(2 +
√

3) ≤ 1 ⇐⇒ a ≤ 1
2 +

√
3
= 2 −

√
3

េដាយ 2 −
√

3 ≈ 0.268 ≤ 1
2

េគបានចេនា្ល ះចេម្លើ យ ៖ 0 ≤ a ≤ 2 −
√

3 ៕

◦ ករណីទី២ (a < 0) ៖ េគបាន |a| = −a

2a −
√

3a ≤ 1 ⇐⇒ a(2 −
√

3) ≤ 1 ⇐⇒ a ≤ 1
2 −

√
3
= 2 +

√
3

េដាយ 2 +
√

3 ≈ 3.732 > 0 វέសមភាព a ≤ 2 +
√

3 ពិតជានិច្ច ចំេពាះ្រគប់ a < 0 ៕

5. សន្និ ដា្ឋ ន ៖

◦ ផ្គ αំ លទ្ធ ផលពីករណីទាំងពីរ េគទាញបាន ៖

a ≤ 2 −
√

3

◦ ដូចេនះ តៃម្ល a ែដល្រតβវរកគឺ a ≤ 2 −
√

3 (ឬ a ∈ (−∞, 2 −
√

3]) ៕
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9 េគឱ្យអនុគមន៍ y =
mx2 + 3mx + 2m + 1

x + 2
a ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា អាសីុមតូតេ្រទតកាត់តាមចំណុចនឹងមួយ និងកំណត់កូអរេដាេន ៖

◦ េគអាចបំែបកអនុគមន៍ជាទ្រមងζ ៖

y =
m(x2 + 3x + 2) + 1

x + 2
=

m(x + 1)(x + 2) + 1
x + 2

= m(x + 1) +
1

x + 2

◦ េដាយ lim
x→±∞

1
x + 2

= 0 នាំឱ្យសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) គឺ ៖

(d) : y = m(x + 1) ⇐⇒ m(x + 1)− y = 0

◦ ឧបមាថា A(x0, y0) ជាចំណុចនឹងែដលស្ថិ តេលើ បនា្ទ ត់ (d) ចំេពាះ្រគប់ m ∈ R

◦ េគបានសមីការ m(x0 + 1)− y0 = 0 េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ចំេពាះ្រគប់ m ∈ R លុះ្រតាែត ៖

x0 + 1 = 0

−y0 = 0
=⇒

x0 = −1

y0 = 0

◦ ដូចេនះ អាសីុមតូតេ្រទតែតងែតកាត់តាមចំណុចនឹងមួយគឺ A(−1, 0) ចំេពាះ្រគប់ m ទាំងអស់

៕

b រកតៃម្ល m េដើ ម្បីឱ្យបនា្ទ ត់ y = m ប៉ះ្រកាប (C) ៖

◦ សមីការអាបសីុសចំណុច្របសព្វ រវាងបនា្ទ ត់ y = m និង្រកាប (C) គឺ ៖

mx2 + 3mx + 2m + 1
x + 2

= m (x ̸= −2)

⇐⇒ mx2 + 3mx + 2m + 1 = m(x + 2)

⇐⇒ mx2 + 2mx + 1 = 0 (សមីការ∗)

◦ បនា្ទ ត់ y = m ប៉ះ្រកាប (C) លុះ្រតាែតសមីការ (∗) ជាសមីការដΰ េ្រកទី២ មានឬសឌុប (m ̸= 0

និង ∆′ = 0) ៖

∆′ = m2 − m(1) = m2 − m = m(m − 1)

∆′ = 0 ⇐⇒ m(m − 1) = 0 =⇒ m = 0 ឬ m = 1

◦ ពិនិត្យករណី ៖

· េបើ m = 0 =⇒ 1 = 0 (មិនពិត =⇒ គា្ម នឬស) ៕
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· េបើ m = 1 =⇒ x2 + 2x + 1 = 0 ⇐⇒ (x + 1)2 = 0 =⇒ x = −1 ̸= −2

(មានឬសឌុប) ៕

◦ ដូចេនះ តៃម្ល m ែដល្រតβវរកគឺ m = 1 ៕

c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប ចំេពាះ m = −1 ៖

◦ ចំេពាះ m = −1 េគបានអនុគមន៍ ៖

f (x) = −(x + 1) +
1

x + 2
= −x − 1 +

1
x + 2

=
−x2 − 3x − 1

x + 2

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {−2} = (−∞,−2) ∪ (−2,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

– េដរីេវ ៖

f ′(x) = −1 − 1
(x + 2)2 =

−(x + 2)2 − 1
(x + 2)2 =

−x2 − 4x − 5
(x + 2)2

េដាយ −(x + 2)2 − 1 < 0 និង (x + 2)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D

នាំឱ្យ f ′(x) < 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−2) និង (−2,+∞) េហើ យគា្ម នបរមា

េធៀបេឡើយ ៕

– គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = +∞ និង lim
x→+∞

f (x) = −∞

· lim
x→−2−

f (x) = −∞ និង lim
x→−2+

f (x) = +∞ =⇒ បនា្ទ ត់ x = −2 ជាអាសីុមតូ

តឈរ ៕

· េដាយ f (x) = −x − 1 +
1

x + 2
េហើ យ lim

x→±∞

1
x + 2

= 0

=⇒ បនា្ទ ត់ (d) : y = −x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៕

– តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 +∞

− −

+∞+∞

−∞

+∞

−∞−∞

◦ សំណងζ ្រកាប (C) ៖

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy គឺ

(
0,−1

2

)
៕

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖
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y = 0 ⇐⇒ −x2 − 3x − 1 = 0 =⇒ x =
−3 −

√
5

2
≈ −2.62 ឬ

x =
−3 +

√
5

2
≈ −0.38 ៕

– ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖ (−1, 0), (−3, 2), (−4, 2.5) ៕

x = −2

−2 −1 −1
x

y

10 េគឱ្យអនុគមន៍ y =
x2 + 2(m + 1)x + 2

x + 1
។

a ចំេពាះ m = 0 សិកΓអេថរភាព សងζ ្រកាប (C) និងកំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យ្រកាប (C) ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់

y = −x + a ៖

◦ ចំេពាះ m = 0 េគបានអនុគមន៍ ៖

f (x) =
x2 + 2x + 2

x + 1
=

(x + 1)2 + 1
x + 1

= x + 1 +
1

x + 1

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {−1} = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

– េដរីេវ ៖

f ′(x) = 1 − 1
(x + 1)2 =

(x + 1)2 − 1
(x + 1)2 =

x2 + 2x
(x + 1)2 =

x(x + 2)
(x + 1)2

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x(x + 2) = 0 =⇒ x = 0 ឬ x = −2 ៕

េដាយ (x + 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ D សΧ̐ៃន f ′(x) យកតាម x(x + 2) ៖

· f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞,−2) ∪ (0,+∞)

· f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (−2,−1) ∪ (−1, 0)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើចេនា្ល ះ (−∞,−2) និង (0,+∞) េហើ យចុះេលើចេនា្ល ះ (−2,−1)

និង (−1, 0) ៕

– បរមាេធៀប ៖
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· អនុគមន៍មានអតិបរមាេធៀប្រតងζ x = −2 គឺ f (−2) = −2

· អនុគមន៍មានអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ f (0) = 2

– គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = −∞ និង lim
x→+∞

f (x) = +∞

· lim
x→−1−

f (x) = −∞ និង lim
x→−1+

f (x) = +∞ =⇒ បនា្ទ ត់ x = −1 ជាអាសីុមតូ

តឈរ ៕

· f (x) = x + 1 +
1

x + 1
េដាយ lim

x→±∞

1
x + 1

= 0 =⇒ បនា្ទ ត់ (d) : y = x + 1

ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៕

– តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1 0 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−2−2

−∞

+∞

22

+∞+∞

◦ សំណងζ ្រកាប (C) ៖

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy គឺ (0, 2) (ជាចំណុចអប្បបរមាេធៀប) ៕

– ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស x′Ox េទ េ្រពាះ x2 + 2x + 2 = 0 មាន ∆′ = −1 < 0 ៕

– ចំណុចអតិបរមាេធៀប គឺ (−2,−2) ៕

◦ កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យ្រកាប (C) ប៉ះនឹងបនា្ទ ត់ y = −x + a ៖

– សមីការអាបសីុសចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ y = −x + a ៖

x2 + 2x + 2
x + 1

= −x + a (x ̸= −1)

⇐⇒ x2 + 2x + 2 = (−x + a)(x + 1)

⇐⇒ x2 + 2x + 2 = −x2 + (a − 1)x + a

⇐⇒ 2x2 + (3 − a)x + (2 − a) = 0 (សមីការ ∗)

– បនា្ទ ត់ y = −x + a ប៉ះ្រកាប (C) លុះ្រតាែតសមីការ (∗) មានឬសឌុប (∆ = 0) ៖

∆ = (3 − a)2 − 4(2)(2 − a) = 9 − 6a + a2 − 16 + 8a = a2 + 2a − 7

∆ = 0 ⇐⇒ a2 + 2a − 7 = 0 =⇒ a = −1 ± 2
√

2
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– ដូចេនះ តៃម្ល a ែដល្រតβវរកគឺ a = −1 − 2
√

2 ឬ a = −1 + 2
√

2 ៕

x = −1

y = x + 1

O−1−2

2

−2

1
x

y

b រកតៃម្ល m េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ [0,+∞) ៖

◦ បំែបកទ្រមងζ អនុគមន៍ ៖

f (x) =
x2 + 2(m + 1)x + 2

x + 1
= x + 2m + 1 +

1 − 2m
x + 1

◦ េលើ ចេនា្ល ះ [0,+∞) អនុគមន៍ f ជាប់ និងមានេដរីេវ ៖

f ′(x) = 1 − 1 − 2m
(x + 1)2 =

(x + 1)2 − (1 − 2m)

(x + 1)2

◦ េដើ ម្បឱី្យអនុគមន៍ f េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ [0,+∞) លុះ្រតាែត f ′(x) ≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [0,+∞)

◦ េដាយ (x + 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ≥ 0 េគបាន ៖

(x + 1)2 − (1 − 2m) ≥ 0 ⇐⇒ (x + 1)2 ≥ 1 − 2m ∀x ∈ [0,+∞)

◦ ចំេពាះ x ≥ 0 =⇒ x + 1 ≥ 1 =⇒ (x + 1)2 ≥ 1

◦ នាំឱ្យតៃម្ល តូចបំផុតៃន (x + 1)2 េលើ ចេនា្ល ះ [0,+∞) គឺ 1 (្រតងζ x = 0)

◦ ដូចេនះ វέសមភាព (x + 1)2 ≥ 1 − 2m ពិតចំេពាះ្រគប់ x ≥ 0 លុះ្រតាែត ៖

1 ≥ 1 − 2m ⇐⇒ 2m ≥ 0 ⇐⇒ m ≥ 0

ដូចេនះ តៃម្ល m ែដល្រតβវរកគឺ m ≥ 0 (ឬ m ∈ [0,+∞)) ៕
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 អនុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល

២.១ ចំនួន e

លីមីតៃនកេន្សោម

(
1 +

1
n

)n

កាលណា n ខិតជέ ត +∞

េ΋ថា ចនួំន e ។

េគបាន e = lim
x→+∞

(
1 +

1
n

)n

≈ 2.7182

n (1 + 1/n)n

2 2.59...

10 2.70...

1, 000 2.71...

10, 000 2.718...

∞ (infinity) e
២.២ អនុគមន៍អ៊ĆចសȦ÷៉ូណង់ែសȦüល

២.២.១ និយមន័យ និងលក្ខណៈ្រគឹះ

នយិមន័យ អនុគមន៍ែដលមានរាង y = ex េ΋ថាអនុគមន៍អិុចស្ប៉βណងζ ែស្យលេគាល e ែដល

e = lim
x→+∞

(
1 +

1
n

)n
។ ■

- េគាល e េ΋ថា ចំនួនអឺែលែដលតៃម្ល ៃន e ≃ 2.7182 · · ·
- ែដនកំណត់និងសំណំុរូបភាពៃនអនុគមន៍អិចស្បβណងζ ែស្យលមានេគាល e

តាម្រកាបរបស់អនុគមន៍ f (x) = ex េយើ ង

េឃើ ញថា f មានសំណំុែដនកំណត់េលើ ចេនា្ល ះ

(−∞,+∞) និងសំណំុរូបភាពេលើ (0,+∞)

េនាះេគបាន ex > 0∀x ∈ R។
x

y

• (0, 1)

្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x) = ex

សម្គាល់

ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត m និង n េគបាន

a em+n = em · en

b e−n =
1
en

c em−n =
em

en

d (em)n = emn

៧៥
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២.៣ េដរĝេវៃនអនុគមន៍អ៊Ćចស៉Ȧ÷Ąណង់ែសȦüល

ជាទូេទៅ

a េបើ f (x) = ex េនាះ f ′(x) = ex

b េបើ f (x) = ax េនាះ f ′(x) = ax ln a
c េបើ f (x) = eu(x) េនាះ f ′(x) = u′(x) · eu(x)

លំហាត់គ្រមȠ គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍៖

a y = e4x b y = ex2−3x+1 c y = xex

ដំេណាះ្រសាយ
a y′ = (e4x)′ = (4x)′e4x = 4e4x

b y′ = (ex2−3x+1)′ = (x2 − 3x + 1)′ex2−3x+1 = (2x − 3)ex2−3x+1

c y′ = (xex)′ = (x)′ex + x(ex)′ = ex + xex = (1 + x)ex ។

លំហាត់គំរូ 2 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 4 − 2e−x ។

ដំេណោះ្រសាយ សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 4 − 2e−x

• ែដនកំណត់ D = R

• ទិសេ͵អេថរភាព

– េដរីេវ y′ = 2e−x, y′ > 0 ចំេពាះ្រគប់តៃម្ល x ∈ D ។ អនុគមន៍េកើ នេលើ D ។

– លីមីត lim
x→−∞

(4 − 2e−x) = 4 − 2 lim
x→−∞

(
1
ex

)
= −∞

lim
x→+∞

(4 − 2e−x) = 4 − 2 lim
x→+∞

(
1
ex

)
= 4 ។

ដូេច្ន ះ សមីការបនា្ទ ត់ y = 4 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប ។

• តារាងអេថរភាព

x

f (x)

−∞ +∞

−∞−∞

44

0

2

• ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = 4 − 2e−x

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាបនិងអ័ក្ស

y′Oy : x = 0 នាំឱ្យ y = 2 ។
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2

4
y = 4

y = 4 − 2e−x

x′ x

y

x

y

- សងζ ចំណុចបែន្ថ ម

x = −1, y = 4 − 2e = −1.4 ។

លំហាត់គំរូ 3 អនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ y = f (x) = x − ex មាន្រកាប C ។

a គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L ៃន្រកាប C ។

b សិកΓអេថរភាពៃន f និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

c គណនា f (1) និង f (2) ។ សងζ L និង C ក្ន αងត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

ដំេណោះ្រសាយ
C : f (x) = x − ex ែដនកំណត់ D = R

a គណនាលីមីត

• lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − ex) = −∞
(

េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0
)

• lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x − ex) (រាងមិនកំណត់ + ∞ − ∞)

= lim
x→+∞

ex
( x

ex − 1
)
= −∞

(
េ្រពាះ lim

x→+∞
ex = +∞ និង lim

x→+∞

x
ex = 0

)
។

រកសមីការអាសីុមតូតេ្រទត L ៃន្រកាប C

េដាយ f (x) = x − ex េគបាន lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

(−ex) = 0

ដូេច្ន ះ L : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទត L ៃន្រកាប C ។

b សិកΓអេថរភាពៃន f

• េដរីេវ : f ′(x) = (x − ex)′ = 1 − ex

• សΧ̐ៃនេដរីេវ

f ′(x) មានសΧ̐ដូច 1 − ex ។

1 − ex = 0 ⇔ ex = 1 ⇔ x = 0
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1 − ex > 0 ⇔ ex < 1 ⇔ x < 0

1 − ex < 0 ⇔ ex > 1 ⇔ x > 0

x

f ′(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

អនុគមន៍ f េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) េ្រពាះ f ′(x) > 0

អនុគមន៍ f ចុះេលើ ចេនា្ល ះ (0,+∞) េ្រពាះ f ′(x) < 0 ។

តៃម្ល អតិបរមាេធៀប f (0) = 0 − e0 = −1

• តារាងអេថរភាពៃន f

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

−1−1

−∞−∞

c គណនា f (1), f (2) f (1) = 1 − e = 1 − 2.7 = −1.7

f (2) = 2 − e2 = 2 − 7.3 = −5.3

សងζ L និង C :

1 2

1

−1
−1.7

−5.3
−6

O
x′

y′

L : y = x

C

x

y
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លំហាត់គំរូ 4 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = xex ។

ដំេណោះ្រសាយ សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = xex

• ែដនកំណត់ D = R

• ទិសេ͵អេថរភាព េដរីេវ y′ = (x)′ex + x(ex)′ = ex(1 + x) េដាយ ex > 0 ចំេពាះ ∀x ∈ R , y′

មានសΧ̐ដូច x + 1 ។ y′ = 0 េគបាន x + 1 = 0 នាំឱ្យ x = −1 ។

• សΧ̐េដរីេវ

x

f ′(x)

−∞ −1 +∞

+ 0 −

– អនុគមន៍ f េកើ នេលើ (−∞,−1) េហើ យចុះេលើ (−1,+∞)

– ្រតងζ x = −1 អនុគមន៍ y = f (x) មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប

f (−1) = −e−1 ≈ −0.36

– លីមីត : េដាយ lim
x→−∞

x = −∞ េហើ យ lim
x→−∞

ex = 0

េគបាន − lim
x→−∞

−x
e−x = 0 ដូេច្ន ះបនា្ទ ត់សមីការ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដក

ៃន្រកាប កាលណា x → −∞ ។

េដាយ lim
x→+∞

x = +∞ េហើ យ lim
x→+∞

ex = +∞

េគបាន lim
x→+∞

xex = +∞ ។

• តារាងអេថរភាព

x

y′

y

−∞ −1 +∞

− 0 +

00

−e−1−e−1

+∞+∞

• ្រកាប y = xex

– ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាបនិងអ័ក្ស x′Ox

y = 0 នាំឱ្យ x = 0 ្រកាបកាត់តាមគល់ O ។

– ចំណុចរបត់ : y′′ = (x + 2)ex

េដាយ ex > 0, y′′ មានសΧ̐ដូច x + 2

y′′ = 0 េគបាន x + 2 = 0 នាំឱ្យ x = −2
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x

y′′

−∞ −2 +∞

− 0 +

ដូេច្ន ះ អនុគមន៍មានចំណុចរបត់មួយគឺ

I(−2,−2e−2) ឬ I(−2,−0.27) ។

−2 −1

−1

2

4

O

y = xex

x′

y′
(−1,−e−1)

(1, e)

x

y

្របតិបត្តិ សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x + ex
b f (x) =

3
1 + 2e−5x

c y =
x
ex

ដំេណាះ្រសាយ សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x + ex

• ែដនកំណត់ ៖

◦ អនុគមន៍ f (x) កំណត់េលើ D = R = (−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x)′ + (ex)′ = 1 + ex

េដាយ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) = 1 + ex > 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R េហើ យគា្ម នបរមាេធៀបេឡើយ ៕

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖
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· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x + ex) = −∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x + ex) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→+∞

ex = +∞)

· អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

ex = 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ខាង −∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) = 0 + e0 = 1 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0, 1) ៕

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x + ex = 0 =⇒ x ≈ −0.57 (្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចេនា្ល ះ

−1 < x < 0) ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −1 =⇒ y = −1 + e−1 ≈ −0.63

· x = 1 =⇒ y = 1 + e ≈ 3.72

y = x

O

1

(1, 1 + e)

x

y

b f (x) =
3

1 + 2e−5x

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ e−5x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R =⇒ 1 + 2e−5x > 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R
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◦ នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R = (−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) =
−3 · (2e−5x)′

(1 + 2e−5x)2 =
−3 · (−10e−5x)

(1 + 2e−5x)2 =
30e−5x

(1 + 2e−5x)2

េដាយ e−5x > 0 និង (1 + 2e−5x)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

នាំឱ្យ f ′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R េហើ យគា្ម នបរមាេធៀបេឡើយ ៕

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

3
1 + 2e−5x = 0 (េ្រពាះ lim

x→−∞
e−5x = +∞)

=⇒ បនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្ស x′Ox) ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង −∞ ៕

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

3
1 + 2e−5x =

3
1 + 0

= 3 (េ្រពាះ lim
x→+∞

e−5x = 0)

=⇒ បនា្ទ ត់ y = 3 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

00

33

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) =
3

1 + 2e0 =
3
3
= 1 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0, 1)

៕

◦ ចំណុចរបត់ ៖

f ′′(x) =
150e−5x(2e−5x − 1)

(1 + 2e−5x)3

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ 2e−5x − 1 = 0 =⇒ x =
ln 2

5
≈ 0.14 =⇒ y =

3
2
= 1.5 ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −0.5 =⇒ y =
3

1 + 2e2.5 ≈ 0.12

· x = 0.5 =⇒ y =
3

1 + 2e−2.5 ≈ 2.58
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y = 3

O

1

3

x

y

c y =
x
ex

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់

D = R = (−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) =
(x)′ · ex − x · (ex)′

(ex)2 =
ex − xex

e2x =
1 − x

ex

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − x = 0 =⇒ x = 1 ៕

េដាយ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R សΧ̐ៃន f ′(x) យកតាម (1 − x) ៖

· f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈ (−∞, 1)

· f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈ (1,+∞)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 1) និងចុះេលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞) ៕

◦ អតិបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 1 េដរីេវ f ′(x) ប្ត βរសΧ̐ពីបូក (+) េͼដក (−) នាំឱ្យអនុគមន៍ f

មានអតិបរមាេធៀបមួយ្រតងζ x = 1 គឺ ៖

f (1) =
1
e
≈ 0.37

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x
ex = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
ex = 0

=⇒ បនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្ស x′Ox) ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

1
e
1
e

00

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្សកូអរេដាេន ៖

x = 0 =⇒ f (0) = 0 =⇒ ្រកាបកាត់តាមគល់ត្រមαយ O(0, 0) ៕

◦ ចំណុចរបត់ ៖

f ′′(x) =
x − 2

ex = 0 ⇐⇒ x = 2 =⇒ y =
2
e2 ≈ 0.27 ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −1 =⇒ y = −e ≈ −2.72

· x = 3 =⇒ y =
3
e3 ≈ 0.15

O 1 2

1
e

x

y

លហំាត់
1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = e2x

b y = e4x

c y = ex2−3x+1

d y = xex

e y = (x2 − 3)(ex)

f y = x2e−2x

g y =

√
x

ex

2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍
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a y = ex

b y = 3x

c y = xex

d y = x3ex

e y = ex sin x

f y = x4e2x

g y = e−x cos x

h y = e4x sin 3x

i y = 44x4

j y = 4−5x4

k y = (4x + 2)3

l y = 3(x4+1)3

m y = 3cos 3x4

3 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = (x2 + 1)e3x

b y = ex2+3x

c y =
e2x + e−2x

x2

d y = 3x2+3x

e y = x · 53x

f y =
3x − 3−x

2

g y = xex2+1

h y =
√

1 + ex

i y = (2x + ex2
)4

j y = (3x)5x

k y = (3x + 2)2x−1

ដេំណាះ្រសាយ
1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = e2x =⇒ y′ = (2x)′e2x = 2e2x

b y = e4x =⇒ y′ = (4x)′e4x = 4e4x

c y = ex2−3x+1 =⇒ y′ = (x2 − 3x + 1)′ex2−3x+1 = (2x − 3)ex2−3x+1

d y = xex =⇒ y′ = (x)′ex + x(ex)′ = 1 · ex + xex = (x + 1)ex

e y = (x2 − 3)ex

=⇒ y′ = (x2 − 3)′ex + (x2 − 3)(ex)′ = 2xex + (x2 − 3)ex = (x2 + 2x − 3)ex

f y = x2e−2x

=⇒ y′ = (x2)′e−2x + x2(e−2x)′ = 2xe−2x + x2(−2e−2x)

= 2xe−2x − 2x2e−2x = 2x(1 − x)e−2x

g y =

√
x

ex

=⇒ y′ =
(
√

x)′ex −
√

x(ex)′

(ex)2 =

1
2
√

x
ex −

√
xex

e2x =

ex
(

1 − 2x
2
√

x

)
e2x =

1 − 2x
2
√

xex

2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍

a y = ex =⇒ y′ = (ex)′ = ex

ដូចេនះ y′ = ex
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b y = 3x =⇒ y′ = (3x)′ = 3x ln

ដូចេនះ y′ = 3x ln 3

c y = xex

=⇒ y′ = (x)′ex + x(ex)′

= 1 · ex + xex

= (x + 1)ex

ដូចេនះ y′ = (x + 1)ex

d y = x3ex

=⇒ y′ = (x3)′ex + x3(ex)′

= 3x2ex + x3ex

= x2(x + 3)ex

ដូចេនះ y′ = x2(x + 3)ex

e y = ex sin x

=⇒ y′ = (ex)′ sin x + ex(sin x)′

= ex sin x + ex cos x

= ex(sin x + cos x)

ដូចេនះ y′ = ex(sin x + cos x)

f y = x4e2x

=⇒ y′ = (x4)′e2x + x4(e2x)′

= 4x3e2x + x4(2e2x)

= 2x3(x + 2)e2x
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ដូចេនះ y′ = 2x3(x + 2)e2x

g y = e−x cos x

=⇒ y′ = (e−x)′ cos x + e−x(cos x)′

= −e−x cos x + e−x(− sin x)

= −e−x(cos x + sin x)

ដូចេនះ y′ = −e−x(cos x + sin x)

h y = e4x sin 3x

=⇒ y′ = (e4x)′ sin 3x + e4x(sin 3x)′

= 4e4x sin 3x + 3e4x cos 3x

= e4x(4 sin 3x + 3 cos 3x)

ដូចេនះ y′ = e4x(4 sin 3x + 3 cos 3x)

i y = 44x4

េគបាន y′ = (4x4)′ · 44x4
ln 4

= 16x3 · 44x4
ln 4

ដូចេនះ y′ = 16x3 · 44x4
ln 4

j y = 4−5x4

=⇒ y′ = (−5x4)′ · 4−5x4
ln 4

= −20x3 · 4−5x4
ln 4

ដូចេនះ y′ = −20x3 · 4−5x4
ln 4

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

k y = (4x + 2)3

=⇒ y′ = 3(4x + 2)2 · (4x + 2)′

= 3(4x + 2)2 · 4x ln 4

= 3 ln 4 · 4x(4x + 2)2

ដូចេនះ y′ = 3 ln 4 · 4x(4x + 2)2

l y = 3(x4+1)3

េគបាន y′ =
[
(x4 + 1)3

]′
· 3(x4+1)3

ln 3

= 3(x4 + 1)2 · (x4 + 1)′ · 3(x4+1)3
ln 3

= 3(x4 + 1)2 · (4x3) · 3(x4+1)3
ln 3

= 12x3(x4 + 1)2 ln 3 · 3(x4+1)3

ដូចេនះ y′ = 12x3(x4 + 1)2 ln 3 · 3(x4+1)3

m y = 3cos 3x4

=⇒ y′ = (cos 3x4)′ · 3cos 3x4
ln 3

= (− sin 3x4) · (3x4)′ · 3cos 3x4
ln 3

= −12x3 ln 3 sin 3x4 · 3cos 3x4

ដូចេនះ y′ = −12x3 ln 3 sin 3x4 · 3cos 3x4

3 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = (x2 + 1)e3x

=⇒ y′ = (x2 + 1)′e3x + (x2 + 1)(e3x)′

= 2xe3x + (x2 + 1)(3e3x)

= (3x2 + 2x + 3)e3x
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ដូចេនះ y′ = (3x2 + 2x + 3)e3x

b y = ex2+3x

=⇒ y′ = (x2 + 3x)′ex2+3x

= (2x + 3)ex2+3x

ដូចេនះ y′ = (2x + 3)ex2+3x

c y =
e2x + e−2x

x2

=⇒ y′ =
(e2x + e−2x)′x2 − (e2x + e−2x)(x2)′

(x2)2

=
(2e2x − 2e−2x)x2 − (e2x + e−2x)(2x)

x4

=
2x
[
x(e2x − e−2x)− (e2x + e−2x)

]
x4

=
2
[
(x − 1)e2x − (x + 1)e−2x]

x3

ដូចេនះ y′ =
2
[
(x − 1)e2x − (x + 1)e−2x]

x3

d y = 3x2+3x

=⇒ y′ = (x2 + 3x)′ · 3x2+3x ln 3

= (2x + 3)3x2+3x ln 3

ដូចេនះ y′ = (2x + 3)3x2+3x ln 3

e y = x · 53x

=⇒ y′ = (x)′53x + x(53x)′

= 1 · 53x + x(3 · 53x ln 5)

= (1 + 3x ln 5)53x
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ដូចេនះ y′ = (1 + 3x ln 5)53x

f y =
3x − 3−x

2

=⇒ y′ =
(3x)′ − (3−x)′

2

=
3x ln 3 − (−3−x ln 3)

2

=
(3x + 3−x) ln 3

2

ដូចេនះ y′ =
(3x + 3−x) ln 3

2
g y = xex2+1

=⇒ y′ = (x)′ex2+1 + x(ex2+1)′

= 1 · ex2+1 + x(2xex2+1)

= (2x2 + 1)ex2+1

ដូចេនះ y′ = (2x2 + 1)ex2+1

h y =
√

1 + ex

=⇒ y′ =
(1 + ex)′

2
√

1 + ex

=
ex

2
√

1 + ex

ដូចេនះ y′ =
ex

2
√

1 + ex

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

i y = (2x + ex2
)4

=⇒ y′ = 4(2x + ex2
)3(2x + ex2

)′

= 4(2x + ex2
)3(2 + 2xex2

)

= 8(1 + xex2
)(2x + ex2

)3

ដូចេនះ y′ = 8(1 + xex2
)(2x + ex2

)3

j y = (3x)5x

ln y = 5x ln(3x)

=⇒ y′

y
= (5x)′ ln(3x) + 5x(ln(3x))′

= 5 ln(3x) + 5x · 3
3x

= 5(1 + ln(3x))

=⇒ y′ = 5(3x)5x(1 + ln(3x))

ដូចេនះ y′ = 5(3x)5x(1 + ln(3x))

k y = (3x + 2)2x−1

ln y = (2x − 1) ln(3x + 2)

=⇒ y′

y
= (2x − 1)′ ln(3x + 2) + (2x − 1)(ln(3x + 2))′

= 2 ln(3x + 2) + (2x − 1) · 3
3x + 2

= 2 ln(3x + 2) +
6x − 3
3x + 2

=⇒ y′ = (3x + 2)2x−1
[

2 ln(3x + 2) +
6x − 3
3x + 2

]

ដូចេនះ y′ = (3x + 2)2x−1
[

2 ln(3x + 2) +
6x − 3
3x + 2

]
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២.៤ អេថរភាពអនុគមន៍អ៊Ćចស៉Ȧ÷Ąណង់ែសȦüល

រេបៀបេដោះ្រសាយ

ប្លង់សិក�អនុគមនអិុ៍ចស្ប៉ណូង់ែស្យល

a. ែដកកំណត់

b. លីមីតចុងែដនកំណត់

c. ទិសេ͵អេថរភាព

−េដរីេវទី១ និង សិកΓសΧ̐េដរីេវទី១

− តារាងអេថរភាព

d. សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍

− ចំណុច្របសព្វ អ័ក្ស y′oy (ឱ្យ x = 0) និង ចំណុច្របសព្វ អ័ក្ស x′ox (ឱ្យ y = 0) េបើ មាន

លហំាត់
1 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = 4 − 2e−x

b y = x − ex

c y = xex

d y = x + ex

e y =
1

1 + 2e−5x

f y =
x
ex

2 f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = e1−x េហើ យ C ជា្រកាបរបស់ f ។

a បΧ្ជ ក់ែដនកំណត់ៃន f រួចបងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ចុះេលើ R ។

b គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) រួចបក្រសាយសមីការអាសីុមតូតៃន C ។

c គូសតារាងអេថរភាព f ។

d គណនាចំណុច្របសព្វ រវាងអ័ក្ស C និងអ័ក្សអាប់សីុស (គិត e = 2.7) ។

e សរេសរសមីការតងζ សងζ L ែដលប៉ះ ៖

f ្រកាប C ្រតងζ x = 1 សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ L េ;ក្ន αង្របព័ន្ធ អូដកូណាល់មួយ ។

3 េគឲ្យអនុគមន៍ g មួយកំណត់េដាយ g(x) = ex + ax + b
a គណនា g′(x), g′′(x) រួចបក្រសាយ g′′(x) > 0 ចំេពាះ្រគប់ a, b ។

b គណនា a និង b េដាយដί ងថា េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង C្រតងζ គល់O ្រសបអ័ក្ស

(x′Ox) ។

c កំណត់តៃម្ល a និង b ែដលរកេឃើ ញ ចូរគណនា g′(x) រួចសងζ តារាងអេថរភាព ៃន g (មិនបាច់គណនា

លីមីតចុងែដន) ។
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d គណនា lim
x→−∞

g(x) និង lim
x→+∞

g(x) ទាញសមីការអាសីុមតូតេ្រទតខាង −∞ ៃន g រួចទាញរកសΧ̐

g ។ ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា ex ≥ 1 + x, ∀x ∈ R ។

e សងζ ែខ្សេកាង C តាង g និងអាសីុមតូតេ្រទតេ;ក្ន αងត្រមαយអរតូណរេម (O, i⃗, j⃗) ។

f េដាយេ្របើ ែខ្សេកាង C ចូរពិភាកΓតាមតៃម្ល ប៉ារ៉ាែម៉្រត mនូវចំនួនឫសៃនសមីការ ex − 1 = m + x

។

g គណនាៃផ្ទ ្រកឡាS ែដលខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង C នឹងអ័ក្ស (x′Ox) និងបនា្ទ ត់ x = 0, x = 1 ។

ដេំណាះ្រសាយ
1 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = 4 − 2e−x

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ e−x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R = (−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (4 − 2e−x)′ = −2(−e−x) = 2e−x

េដាយ e−x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) = 2e−x > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R េហើ យគា្ម នបរមាេធៀបេឡើយ ៕

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(4 − 2e−x) = −∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

e−x = +∞)

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(4 − 2e−x) = 4 (េ្រពាះ lim
x→+∞

e−x = 0)

=⇒ បនា្ទ ត់ y = 4 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

44

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) = 4 − 2e0 = 2 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0, 2) ៕
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◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ 4 − 2e−x = 0 ⇐⇒ e−x = 2 ⇐⇒ x = − ln 2 ≈ −0.69 =⇒
្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (− ln 2, 0) ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = 1 =⇒ y = 4 − 2e−1 ≈ 3.26

· x = −1 =⇒ y = 4 − 2e ≈ −1.44

y = 4

O

2

− ln 2

4

x

y

b y = x − ex

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ ex កំណត់េលើ R នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មានែដនកំណត់ D = R = (−∞,+∞)

៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x)′ − (ex)′ = 1 − ex

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − ex = 0 ⇐⇒ ex = 1 =⇒ x = 0 ៕

· f ′(x) > 0 ⇐⇒ 1 − ex > 0 ⇐⇒ ex < 1 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0)

· f ′(x) < 0 ⇐⇒ 1 − ex < 0 ⇐⇒ ex > 1 ⇐⇒ x ∈ (0,+∞)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) និងចុះេលើ ចេនា្ល ះ (0,+∞) ៕

◦ អតិបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 0 េដរីេវ f ′(x) ប្ត βរសΧ̐ពីបូក (+) េͼដក (−) នាំឱ្យអនុគមន៍

f មានអតិបរមាេធៀបមួយ្រតងζ x = 0 គឺ ៖

f (0) = 0 − e0 = −1

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖
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· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − ex) = −∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x− ex) = lim
x→+∞

ex
( x

ex − 1
)
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

x
ex =

0)

· អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

(−ex) = 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ខាង −∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

−1−1

−∞−∞

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) = −1 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0,−1) (ជាចំណុច

អតិបរមាេធៀប) ៕

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x − ex = 0 ⇐⇒ ex = x (គា្ម នឬសក្ន αង R េ្រពាះ ex > x ្រគប់ x)

=⇒ ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស x′Ox េទ ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −1 =⇒ y = −1 − e−1 ≈ −1.37

· x = 1 =⇒ y = 1 − e ≈ −1.72

· x = 2 =⇒ y = 2 − e2 ≈ −5.39

y = x

O
−1

1

(1, 1 − e)

x

y

c y = xex
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• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ ex និង x កំណត់េលើ R នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) = xex មានែដនកំណត់ D = R =

(−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x)′ex + x(ex)′ = ex + xex = (x + 1)ex

f ′(x) = 0 ⇐⇒ (x + 1)ex = 0 ⇐⇒ x + 1 = 0 =⇒ x = −1 (េ្រពាះ

ex > 0 ∀x ∈ R) ៕

· f ′(x) > 0 ⇐⇒ x + 1 > 0 ⇐⇒ x > −1 ⇐⇒ x ∈ (−1,+∞)

· f ′(x) < 0 ⇐⇒ x + 1 < 0 ⇐⇒ x < −1 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−1)

ដូចេនះ អនុគមន៍ចុះេលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−1) និងេកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−1,+∞) ៕

◦ អប្បបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = −1 េដរីេវ f ′(x)ប្ត βរសΧ̐ពីដក (−) េͼបូក (+) នាឱំ្យអនុគមន៍

f មានអប្បបរមាេធៀបមួយ្រតងζ x = −1 គឺ ៖

f (−1) = (−1)e−1 = −1
e
≈ −0.37

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

xex = 0

· អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→−∞

f (x) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox)

ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង −∞ ៕

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

xex = +∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

− 0 +

00

−1
e

−1
e

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) = 0 · e0 = 0 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ គល់កូអរេដាេន

O(0, 0) ៕
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◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ xex = 0 ⇐⇒ x = 0 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζគល់កូអរេដាេន

O(0, 0) ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −2 =⇒ y = −2e−2 ≈ −0.27

· x = −1 =⇒ y = −1
e
≈ −0.37 (ជាចំណុចអប្បបរមាេធៀប)

· x = 1 =⇒ y = 1 · e = e ≈ 2.72

O−1 −1
e

1

(1, e)

x

y

d y = x + ex

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ ex កំណត់េលើ R នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x + ex មានែដនកំណត់ D = R =

(−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x)′ + (ex)′ = 1 + ex

េដាយ ex > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) = 1 + ex > 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R = (−∞,+∞) ៕

◦ តៃម្ល បរមា ៖ េដាយ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍គា្ម នតៃម្ល បរមាេធៀបេទ ៕

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x + ex) = −∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x + ex) = +∞

· អាសីុមតូតេ្រទត ៖ េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

ex = 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ខាង −∞ ៕
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◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) = 0 + e0 = 1 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច (0, 1) ៕

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x + ex = 0 ⇐⇒ ex = −x =⇒ x ≈ −0.57 =⇒ ្រកាបកាត់

អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ ចំណុច (−0.57, 0) ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −2 =⇒ y = −2 + e−2 ≈ −1.86

· x = −1 =⇒ y = −1 + e−1 ≈ −0.63

· x = 1 =⇒ y = 1 + e ≈ 3.72

y = x

1
−1

x

y

e y =
1

1 + 2e−5x

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ ex ̸= 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
x
ex មានែដនកំណត់ D = R =

(−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖
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◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) =
( x

ex

)′
=

(x)′ex − x(ex)′

(ex)2 =
ex − xex

e2x =
1 − x

ex

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − x
ex = 0 ⇐⇒ 1 − x = 0 =⇒ x = 1 (េ្រពាះ

ex > 0 ∀x ∈ R) ៕

· f ′(x) > 0 ⇐⇒ 1 − x > 0 ⇐⇒ x < 1 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 1)

· f ′(x) < 0 ⇐⇒ 1 − x < 0 ⇐⇒ x > 1 ⇐⇒ x ∈ (1,+∞)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 1) និងចុះេលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞) ៕

◦ អតិបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 1 េដរីេវ f ′(x) ប្ត βរសΧ̐ពីបូក (+) េͼដក (−) នាំឱ្យអនុគមន៍

f មានអតិបរមាេធៀបមួយ្រតងζ x = 1 គឺ ៖

f (1) =
1
e1 =

1
e
≈ 0.37

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x
ex = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
ex = 0

· អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox)

ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

1
e
1
e

00

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) =
0
e0 = 0 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ គល់កូអរេដាេន

O(0, 0) ៕

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x
ex = 0 ⇐⇒ x = 0 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ គល់កូអរេដាេន

O(0, 0) ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

· x = −1 =⇒ y =
−1
e−1 = −e ≈ −2.72

· x = 1 =⇒ y =
1
e
≈ 0.37 (ជាចំណុចអតិបរមាេធៀប)

· x = 2 =⇒ y =
2
e2 ≈ 0.27

· x = 3 =⇒ y =
3
e3 ≈ 0.15

O 1

(
1,

1
e

)

−1

(−1,−e)

x

y

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ e−5x > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ 1 + 2e−5x ̸= 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) =
1

1 + 2e−5x មានែដនកំណត់ D = R = (−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) =
(

1
1 + 2e−5x

)′
=

−(1 + 2e−5x)′

(1 + 2e−5x)2 =
10e−5x

(1 + 2e−5x)2

េដាយ e−5x > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R = (−∞,+∞) ៕

◦ តៃម្ល បរមា ៖ េដាយ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍គា្ម នតៃម្ល បរមាេធៀបេទ ៕

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

1
1 + 2e−5x = 0 (េ្រពាះ lim

x→−∞
e−5x = +∞)

នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox) ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង −∞ ៕

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

1
1 + 2e−5x = 1 (េ្រពាះ lim

x→+∞
e−5x = 0)

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 1 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

00

11

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) =
1

1 + 2e0 =
1
3

=⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ ចំណុច

(
0,

1
3

)
៕

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ 1
1 + 2e−5x = 0 (គា្ម នឬស) =⇒ ្រកាបមិនកាត់អ័ក្ស x′Ox េទ ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

· x = −0.5 =⇒ y =
1

1 + 2e2.5 ≈ 0.04

· x =
ln 2

5
≈ 0.14 =⇒ y =

1
2
= 0.5 (ជាចំណុចរបត់)

· x = 0.5 =⇒ y =
1

1 + 2e−2.5 ≈ 0.86

y = 1

O

1
3

1

(
ln 2

5
,

1
2

)

x

y

f y =
x
ex

• ែដនកំណត់ ៖

◦ េដាយ ex ̸= 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
x
ex មានែដនកំណត់ D = R =

(−∞,+∞) ៕

• ទិសេ͵អេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) =
( x

ex

)′
=

(x)′ex − x(ex)′

(ex)2 =
ex − xex

e2x =
1 − x

ex

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − x
ex = 0 ⇐⇒ 1 − x = 0 =⇒ x = 1 (េ្រពាះ

ex > 0 ∀x ∈ R) ៕

· f ′(x) > 0 ⇐⇒ 1 − x > 0 ⇐⇒ x < 1 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 1)

· f ′(x) < 0 ⇐⇒ 1 − x < 0 ⇐⇒ x > 1 ⇐⇒ x ∈ (1,+∞)

ដូចេនះ អនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 1) និងចុះេលើ ចេនា្ល ះ (1,+∞) ៕

◦ អតិបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 1 េដរីេវ f ′(x) ប្ត βរសΧ̐ពីបូក (+) េͼដក (−) នាំឱ្យអនុគមន៍

f មានអតិបរមាេធៀបមួយ្រតងζ x = 1 គឺ ៖

f (1) =
1
e1 =

1
e
≈ 0.37

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x
ex = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
ex = 0

· អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox)

ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞

1
e
1
e

00

• សំណងζ ្រកាប (C) ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស y′Oy ៖

x = 0 =⇒ f (0) =
0
e0 = 0 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស y′Oy ្រតងζ គល់កូអរេដាេន

O(0, 0) ៕

◦ ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងអ័ក្ស x′Ox ៖

y = 0 ⇐⇒ x
ex = 0 ⇐⇒ x = 0 =⇒ ្រកាបកាត់អ័ក្ស x′Ox ្រតងζ គល់កូអរេដាេន

O(0, 0) ៕

◦ ចំណុចជδ នួយបែន្ថ ម ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

· x = −1 =⇒ y =
−1
e−1 = −e ≈ −2.72

· x = 1 =⇒ y =
1
e
≈ 0.37 (ជាចំណុចអតិបរមាេធៀប)

· x = 2 =⇒ y =
2
e2 ≈ 0.27

· x = 3 =⇒ y =
3
e3 ≈ 0.15

O 1

(
1,

1
e

)

−1

(−1,−e)

x

y

2 f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ f (x) = e1−x េហើ យ C ជា្រកាបរបស់ f ។

a បΧ្ជ ក់ែដនកំណត់ៃន f និងបងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ចុះេលើ R ៖

◦ េដាយកេន្សោម 1 − x កំណត់បាន្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f គឺ ៖

D = R = (−∞,+∞)

◦ េដរីេវ ៖ f ′(x) = (1 − x)′e1−x = −e1−x

េដាយ e1−x > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) = −e1−x < 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ R ៕

b គណនាលីមីត និងបក្រសាយសមីការអាសីុមតូត ៖

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

e1−x = 0 (េ្រពាះ lim
x→+∞

(1 − x) = −∞)

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

e1−x = +∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

(1 − x) = +∞)

◦ អាសីុមតូត ៖ េដាយ lim
x→+∞

f (x) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox) ជាអាសីុមតូ

តេដកៃន្រកាប (C) ខាង +∞ ៕

c តារាងអេថរភាពៃន f ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

−

+∞+∞

00

d គណនាចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្សកូអរេដាេន ៖

◦ ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្សអាប់សីុស x′Ox (y = 0) ៖

y = 0 ⇐⇒ e1−x = 0 (គា្ម នឬស េ្រពាះ e1−x > 0 ∀x ∈ R) =⇒ ្រកាប C មិនកាត់

អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox េទ ៕

◦ ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្សអរេដាេន y′Oy (x = 0) ៖

x = 0 =⇒ f (0) = e1−0 = e ≈ 2.7 =⇒ ្រកាប C កាត់អ័ក្សអរេដាេន y′Oy ្រតងζ

ចំណុច (0, e) ≈ (0, 2.7) ៕

e សរេសរសមីការបនា្ទ ត់បនា្ទ ត់ប៉ះ L ្រតងζ x = 1 ៖

◦ រូបមន្ត សមីការបនា្ទ ត់បនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ L : y = f ′(x0)(x − x0) + f (x0) ្រតងζ x0 = 1

◦ គណនា ៖ f (1) = e1−1 = e0 = 1

◦ គណនា ៖ f ′(1) = −e1−1 = −e0 = −1

◦ នាំឱ្យសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ L គឺ ៖

L : y = −1(x − 1) + 1 ⇐⇒ y = −x + 2

f សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់បនា្ទ ត់ប៉ះ L ៖

(L)

O 1

(1, 1)

2 x

y

3 េគឲ្យអនុគមន៍ g មួយកំណត់េដាយ g(x) = ex + ax + b

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a គណនា g′(x), g′′(x) និងបក្រសាយ g′′(x) > 0 ៖

◦ េដរីេវទី១ ៖ g′(x) = (ex + ax + b)′ = ex + a

◦ េដរីេវទី២ ៖ g′′(x) = (ex + a)′ = ex

◦ បក្រសាយ ៖ េដាយ ex > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ g′′(x) = ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ a, b ∈ R

ទាំងអស់ ៕

ការណ៍េនះបΧ្ជ ក់ថា េដរីេវ g′(x) ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R េហើ យ្រកាប C ៃនអនុគមន៍

g មានភាពេប៉ាងរេងើ កេឡើងេលើ ្រគប់ x ∈ R ៕

b គណនា a និង b ៖

◦ បនា្ទ ត់ប៉ះនឹងែខ្សេកាង C ្រតងζ គល់ O(0, 0) នាំឱ្យ ៖

· ្រកាប C ឆ្ល ងកាត់គល់ O(0, 0) =⇒ g(0) = 0 ៖

g(0) = e0 + a(0) + b = 1 + b = 0 =⇒ b = −1

· បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ O(0, 0) ្រសបនឹងអ័ក្ស (x′Ox) នាឱំ្យេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ 0 គឺ g′(0) = 0

៖

g′(0) = e0 + a = 1 + a = 0 =⇒ a = −1

ដូចេនះ េយើ ងបាន a = −1 និង b = −1 ៕

c គណនា g′(x) និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ ជδ នួស a = −1, b = −1 េយើ ងបាន g(x) = ex − x − 1

◦ g′(x) = ex − 1

◦ g′(x) = 0 ⇐⇒ ex − 1 = 0 ⇐⇒ ex = 1 =⇒ x = 0

◦ g′(x) > 0 ⇐⇒ ex > 1 ⇐⇒ x > 0

◦ g′(x) < 0 ⇐⇒ ex < 1 ⇐⇒ x < 0

◦ តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ g(0) = e0 − 0 − 1 = 0

◦ តារាងអេថរភាពៃន g ៖

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

d គណនាលីមីត អាសីុមតូតេ្រទត សΧ̐ g(x) និង្រសាយបΧ្ជ ក់ ex ≥ 1 + x ៖

◦ lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(ex − x − 1) = 0 − (−∞)− 1 = +∞

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៥ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

◦ lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(ex − x − 1) = lim
x→+∞

ex
(

1 − x
ex − 1

ex

)
= +∞

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

េដាយ lim
x→−∞

[g(x)− (−x − 1)] = lim
x→−∞

ex = 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ (d) : y = −x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង −∞ ៕

◦ ទាញរកសΧ̐ៃន g(x) ៖

តាមតារាងអេថរភាព g(x) មានតៃម្ល អប្បបរមាេស្មើ 0 ្រតងζ x = 0 នាំឱ្យ ៖

g(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

◦ ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា ex ≥ 1 + x, ∀x ∈ R ៖

េដាយ g(x) ≥ 0 ∀x ∈ R ⇐⇒ ex − x − 1 ≥ 0 ⇐⇒ ex ≥ 1 + x ∀x ∈ R ៕

e សងζ ែខ្សេកាង C និងអាសីុមតូតេ្រទត (d) ៖

(d) : y = −x − 1

O 1

(1, e − 2)

−1

−1

x

y

f ពិភាកΓចំនួនឫសៃនសមីការ ex − 1 = m + x តាមប៉ារ៉ាែម៉្រត m ៖

◦ សមីការអា្រស័យ ៖ ex − 1 = m + x ⇐⇒ ex − x − 1 = m ⇐⇒ g(x) = m

◦ ចំនួនឫសៃនសមីការ ជាចំនួនចំណុច្របសព្វរវាងែខ្សេកាង C : y = g(x) និងបនា្ទ ត់េដក y = m

៖

· េបើ m < 0 ៖ បនា្ទ ត់ y = m មិនកាត់ែខ្សេកាង C េទ =⇒ សមីការ**គា្ម នឫស** ៕

· េបើ m = 0 ៖ បនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្ស x′Ox) ប៉ះែខ្សេកាង C ្រតងζ x = 0 =⇒ សមីការ

មាន**ឫសឌុប x = 0** ៕

· េបើ m > 0 ៖ បនា្ទ ត់ y = m កាត់ែខ្សេកាង C ្រតងζ ពីរចំណុចេផ្សងគា្ន =⇒ សមីការ

មាន**ឫសពីរេផ្សងគា្ន ** ៕

g គណនាៃផ្ទ ្រកឡា S ៖
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◦ េដាយ g(x) ≥ 0 ្រគប់ x ∈ [0, 1] នាំឱ្យៃផ្ទ ្រកឡា S គណនាេដាយ ៖

S =
∫ 1

0
g(x) dx =

∫ 1

0
(ex − x − 1) dx

S =

[
ex − x2

2
− x
]1

0
=

(
e1 − 12

2
− 1
)
−
(
e0 − 0 − 0

)
S = e − 3

2
− 1 = e − 5

2
≈ 0.22 (ឯកតាៃផ្ទ )

២.៥ អនុវត្តន៍

េគេ្របើ អនុគមន៍អិចស្ប៉βណងζ ែស្យលេគាល e ស្រមាប់គណនាកំេណើ ន និងតំហយចុះ ។

លំហាត់គំរូ ១ ជδ ងΰ អាសន្ន េរាគេកើ តេឡើងេដាយបាក់េតរីក្ន αងេពាះេវៀនែដលបំែបកខ្ល γនតាម

រូបមន្ត អិចស្ប៉βណងζ ែស្យល N = N0e1.386t , N ជាចំនួនបាក់េតរីេ្រកាយេពល t េម៉ាង េហើ យ N0 ជាចំនួនបាក់េតរី

េ;ខណៈ t = 0 ។ េបើ បាក់េតរីចាប់េផ្ដើ មពី ចំនួន 1 េតើ មានបាក់េតរីបុ៉នា្ម នេ;រយៈេពល :

a 5 េម៉ាង ? b 12 េម៉ាង ?

ដំេណាះ្រសាយ
a  េបើ N0 = 1 និង t = 5 េនាះ N = N0e1.386t ឬ N = e1.386(5) = 1022

b េបើ N0 = 1 និង t = 12 េនាះ N = N0e1.386t ឬ N = e1.386(12) = 16718057 ។

សម្គាល់

របូមន្តការ្របាក់សមាស A = p
(

1 +
r
n

)nt
ែដល pជា្របាក់េដើ ម rជាអ្រតាការ្របាក់្របចាំឆា្ន ំ n

ជាចំនួនដងៃនការទូទាត់ក្ន αងមួយឆា្ន ំ A ជាចំនួន្របាក់សរុបក្ន αងរយៈេពល tឆា្ន ំ។

ចណំា េំបើ ចំនួនដងៃនការទូទាត់េ្រចើ នអនន្ត ឬការទូទាត់ជាបន្ត បនា្ទ ប់ េនាះរូបមន្តការ្របាក់សមាសកំណត់

េដាយ A = p · ert

លំហាត់គំរូ 1 េបើ យក្របាក់ 100 ដុលា្ល រេͼេធ្វើ វέនិេយាគេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់សមាស 8% ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ។

េតើ េគបាន្របាក់សរុបបុ៉នា្ម ន េបើ េគដាក់្របាក់រយៈេពល 2 ឆា្ន ំ េហើ យចំនួនដងៃនការទូទាត់េ្រចើ នអនន្ត ?

តាមរូបមន្ត ការ្របាក់សមាស A = pert ែដល p = 100 , r = 0.08 , r = 2 ។

េគបាន A = pert = 100e0.08(2)

= 117.35 លទ្ធ ផលេនះេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់េͼនឹងតារាងតៃម្ល ខាងេលើ ។

លំហាត់គំរូ 2 តៃម្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនមួយកំណត់េដាយ f (x) = 100000e−0.1t ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៧ 096 224 8978
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a រកតៃម្ល េដើ មដδ បូង(ៃថ្ល ទិញ) របស់ម៉ាសីុន

b រកតៃម្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនបនា្ទ ប់ពីេ្របើ ្របាស់ 5 ឆា្ន ំ ។

ដំេណោះ្រសាយ

a តៃម្ល េដើ មដδ បូងរបស់ម៉ាសីុន ជាតៃម្ល ែដល្រតβវនឹង t = 0

េគបាន f (0) = 100000e−0.1(0) = 100000 ។

ដូេច្ន ះ តៃម្ល េដើ មរបស់ម៉ាសីុនគឺ 100000 ដុលា្ល រ ។

b តៃម្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនបនា្ទ ប់ពីេ្របើ ្របាស់ 5 ឆា្ន ំ ជាតៃម្ល ែដល្រតβវនឹង t = 5

េគបាន f (5) = 100000e−0.1(5) = 60650 ។

ដូេច្ន ះ តៃម្ល េ;សល់ម៉ាសីុនបនា្ទ ប់ពីេ្របើ ្របាស់ 5 ឆា្ន ំ គឺ 60650 ដុលា្ល រ ។

្របតិបត្តិ

a សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ែដលមានសមីការ N = e1.386t ចំេពាះ 0 ≤ t ≤ 5 ។

b េគយក្របាក់ 100 ដុលា្ល រេͼចងការរយៈេពល 9 ឆា្ន ំ េដាយទទួលបានអ្រតា

ការ្របាក់សមាស 12% ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ។ េតើ េគបាន្របាក់សរុបបុ៉នា្ម ន េបើ េគទូទាត់

1 ឆា្ន ំម្ដ ង ? មួយ្រតីមាសម្ដ ង ? ជាបន្ត បនា្ទ ប់ ?

c េ;ឆា្ន ំ 1970 ទី្រកαងមួយមានចំនួន្របជាជន 30000 នាក់ និងមាន 40500 នាក់

េ;ឆា្ន ំ 1980 ។ ្របសិនេបើ របមន្ត p(t) = p0ekt (p0 ជាចំនួន្របជាជនេ;

េដើ ម្រគា េហើ យ k ជាអ្រតាកំេណើ នមធ្យម) ្រតβវបានេគយកមកេ្របើ េដើ ម្បី

រកចំនួន្របជាជនេ;ក្ន αងទី្រកαងេនះ េតើ ឆា្ន ំ 2008 ទី្រកαងេនះមាន្របជាជន

ចំនួនបុ៉នា្ម ននាក់ ?

ចេម្លើយ

a • ការសិកΓ និងតារាងតៃម្ល េលឿន ៖

◦ អនុគមន៍ N(t) = e1.386t កំណត់េលើ ចេនា្ល ះ [0, 5] ៕

◦ េដាយ N′(t) = 1.386e1.386t > 0 ្រគប់ t ∈ [0, 5] នាំឱ្យអនុគមន៍ N េកើ នដាច់ខាតេលើ [0, 5]

៕

◦ តារាងតៃម្ល ជδ នួយ ៖

t 0 1 2 3 4 5

N 1 e1.386 ≈ 4 e2.772 ≈ 16 e4.158 ≈ 64 e5.544 ≈ 256 e6.93 ≈ 1024

• សំណងζ ្រកាប ៖
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1 2 3 4 5

200

400

600

800

1,000

O
1

(1, 4) (2, 16)
(3, 64)

(4, 256)

(5, 1024)

t

N

b 277.30, 289.82, 294.46 គិតជាដុលា្ល រ

c 93812នាក់

លហំាត់
1 មនុស្សមា្ន ក់បានទិញរថយន្តថ្មήមួយេ្រគឿងម៉ាកតូយូ៉តាកាម៉ារី ក្ន αងតៃម្ល 3900 ដុលា្ល រ ។ រថយន្តេនាះចុះៃថ្ល14%ជា

េរៀងរាល់ឆា្ន ំ ។ រកតៃម្ល រថយន្ត ក្ន αងរយៈេពល10ឆា្ន ំេ្រកាយ ។

2 េបើ េគយក្របាក់ 100 ដុលា្ល រេͼេធ្វើ វέនិេយាគេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់សមាស8% ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ។ េតើ

េគបាន្របាក់សរុបបុ៉នា្ម ន េបើ េគដាក់្របាក់ រយៈេពល 2 ឆា្ន ំ េហើ យចំនួនដងៃនការទូទាត់េ្រចើ នអនន្ត ?

3 តៃម្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនមួយកំណត់េដាយ f (x) = 100000e−0.1t ។

a រកៃថ្ល េដើ មដδ បូង (ៃថ្ល ទិញ) របស់ប៉ាសីុន

b រកៃថ្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនបនា្ទ ប់ពីេ្របើ ្របាស់ 5 ឆា្ន ំ ។

4 េគយក្របាក់ 100 ដុលា្ល រេͼចងការរយៈេពល 1 ឆា្ន ំ េដាយទទួលបានអ្រតា ការ្របាក់សមាស 12% ក្ន αងមួយឆា្ន ំ

។ េតើ េគបាន្របាក់សរុបបុ៉នា្ម ន េបើ េគទូទាត់ 1ឆា្ន ំម្ត ង ? មួយ្រតីមាសម្ត ង ? ជាបន្ត បនា្ទ ប់ ?

5 េ;ឆា្ន ំ 1970 ទី្រកαងមួយមានចំនួន្របជាជន 30000 នាក់ និងមាន 40500 នាក់ េ;ឆា្ន ំ 1980។ ្របសិនេបើ

រូបមន្ត p(t) = p0ekt(p0 ជាចំនួន្របជាជនេ; េដើ ម្រតា េហើ យ k ជាអ្រតាកំេណើ នមធ្យម) ្រតβវបានេគយក

មកេ្របើ េដើ ម្បី រកចំនួន្របជាជនេ;ក្ន αងទី្រកαងេនះ េតើ ឆា្ន ំ 2008 ទី្រកαងេនះមាន្របជាជន ចំនួនបុ៉នា្ម ននាក់ ?

ដេំណាះ្រសាយ
1 មនុស្សមា្ន ក់បានទិញរថយន្តថ្មήមួយេ្រគឿងម៉ាកតូយូ៉តាកាម៉ារី ក្ន αងតៃម្ល 3900 ដុលា្ល រ ។ រថយន្តេនាះចុះៃថ្ល14%ជា

េរៀងរាល់ឆា្ន ំ ។ រកតៃម្ល រថយន្ត ក្ន αងរយៈេពល10ឆា្ន ំេ្រកាយ ។

តាមរូបមន្ត រំលស់ៃថ្ល (Depreciation Formula) ៖

V(t) = V0(1 − r)t

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៩ 096 224 8978
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ែដល ៖

◦ V0 = 3900 ដុលា្ល រ (តៃម្ល េដើ មៃនរថយន្ត )

◦ r = 14% = 0.14 (អ្រតាចុះៃថ្ល ្របចាំឆា្ន ំ)

◦ t = 10 ឆា្ន ំ (រយៈេពល)

ជδ នួសតៃម្ល ចូលរូបមន្ត េយើ ងបាន ៖

V(10) = 3900 × (1 − 0.14)10

V(10) = 3900 × (0.86)10

េដាយ (0.86)10 ≈ 0.2213016

នាំឱ្យ ៖

V(10) ≈ 3900 × 0.2213016 ≈ 863.08 ដុលា្ល រ

ដូចេនះ តៃម្ល រថយន្ត ក្ន αងរយៈេពល 10 ឆា្ន ំេ្រកាយគឺ្របែហល **863.08 ដុលា្ល រ** ៕

2 េបើ េគយក្របាក់ 100 ដុលា្ល រេͼេធ្វើ វέនិេយាគេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់សមាស8% ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ។ េតើ

េគបាន្របាក់សរុបបុ៉នា្ម ន េបើ េគដាក់្របាក់ រយៈេពល 2 ឆា្ន ំ េហើ យចំនួនដងៃនការទូទាត់េ្រចើ នអនន្ត ?

កាលណាការ្របាក់សមាស្រតβវទូទាត់េ្រចើ នដងរហូតដល់អនន្ត េនាះជា**ការ្របាក់សមាសបន្ត បនា្ទ ប់** (Con-

tinuous Compounding) តាមរូបមន្ត ៖

A = P · ert

ែដល ៖

◦ P = 100 ដុលា្ល រ (្របាក់េដើ មដδ បូង)

◦ r = 8% = 0.08 (អ្រតាការ្របាក់្របចាំឆា្ន ំ)

◦ t = 2 ឆា្ន ំ (រយៈេពល)

ជδ នួសតៃម្ល ចូលរូបមន្ត េយើ ងបាន ៖

A = 100 × e0.08×2 = 100 × e0.16

េដាយ e0.16 ≈ 1.17351

នាំឱ្យ ៖

A ≈ 100 × 1.17351 ≈ 117.35 ដុលា្ល រ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១០ 096 224 8978
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ដូចេនះ ្របាក់សរុបែដលទទួលបានក្ន αងរយៈេពល 2 ឆា្ន ំគឺ្របែហល **117.35 ដុលា្ល រ** ៕

3 តៃម្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនមួយកំណត់េដាយ f (x) = 100000e−0.1t ។

a រកៃថ្ល េដើ មដδ បូង (ៃថ្ល ទិញ) របស់ម៉ាសីុន ៖

◦ ៃថ្ល េដើ មដδ បូង្រតβវគិត្រតងζ ខណៈ t = 0 ឆា្ន ំ ៖

f (0) = 100000e−0.1(0) = 100000e0 = 100000 × 1 = 100000

ដូចេនះ ៃថ្ល េដើ មដδ បូងរបស់ម៉ាសីុនគឺ **100000** ដុលា្ល រ (ឬឯកតាតៃម្ល ) ៕

b រកៃថ្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនបនា្ទ ប់ពីេ្របើ ្របាស់ 5 ឆា្ន ំ ៖

◦ ជδ នួស t = 5 ចូលក្ន αងអនុគមន៍ f (t) េយើ ងបាន ៖

f (5) = 100000e−0.1(5) = 100000e−0.5

េដាយ e−0.5 ≈ 0.60653

f (5) ≈ 100000 × 0.60653 ≈ 60653

ដូចេនះ ៃថ្ល េ;សល់របស់ម៉ាសីុនបនា្ទ ប់ពីេ្របើ ្របាស់ 5 ឆា្ន ំគឺ្របែហល **60653** ដុលា្ល រ ៕

4 េគយក្របាក់ 100 ដុលា្ល រេͼចងការរយៈេពល 1 ឆា្ន ំ េដាយទទួលបានអ្រតា ការ្របាក់សមាស 12% ក្ន αងមួយឆា្ន ំ

។ េតើ េគបាន្របាក់សរុបបុ៉នា្ម ន េបើ េគទូទាត់ 1ឆា្ន ំម្ត ង ? មួយ្រតីមាសម្ត ង ? ជាបន្ត បនា្ទ ប់ ?

រូបមន្ត ការ្របាក់សមាសទូេͼ ៖ A = P
(

1 +
r
n

)nt

និងរូបមន្ត ការ្របាក់សមាសបន្ត បនា្ទ ប់ ៖ A = P · ert

ែដល ៖

◦ P = 100 ដុលា្ល រ (្របាក់េដើ មដδ បូង)

◦ r = 12% = 0.12 (អ្រតាការ្របាក់្របចាំឆា្ន ំ)

◦ t = 1 ឆា្ន ំ (រយៈេពល)

a) េបើ ទូទាត់ 1 ឆា្ន ំម្ត ង (n = 1) ៖

A = 100 ×
(

1 +
0.12

1

)1×1

= 100 × 1.12 = 112 ដុលា្ល រ

b) េបើ ទូទាត់មួយ្រតីមាសម្ត ង (n = 4) ៖

A = 100 ×
(

1 +
0.12

4

)4×1

= 100 × (1 + 0.03)4 = 100 × (1.03)4

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១១ 096 224 8978
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េដាយ (1.03)4 ≈ 1.12551

A ≈ 100 × 1.12551 ≈ 112.55 ដុលា្ល រ

c) េបើ ទូទាត់ជាបន្ត បនា្ទ ប់ (n → ∞) ៖

A = 100 × e0.12×1 = 100 × e0.12

េដាយ e0.12 ≈ 1.1275

A ≈ 100 × 1.1275 ≈ 112.75 ដុលា្ល រ

5 េ;ឆា្ន ំ 1970 ទី្រកαងមួយមានចំនួន្របជាជន 30000 នាក់ និងមាន 40500 នាក់ េ;ឆា្ន ំ 1980។ ្របសិនេបើ

រូបមន្ត p(t) = p0ekt(p0 ជាចំនួន្របជាជនេ; េដើ ម្រតា េហើ យ k ជាអ្រតាកំេណើ នមធ្យម) ្រតβវបានេគយក

មកេ្របើ េដើ ម្បី រកចំនួន្របជាជនេ;ក្ន αងទី្រកαងេនះ េតើ ឆា្ន ំ 2008 ទី្រកαងេនះមាន្របជាជន ចំនួនបុ៉នា្ម ននាក់ ?

រូបមន្ត កំេណើ ន្របជាជន ៖ p(t) = p0ekt

យកឆា្ន ំ 1970 ជាគល់ៃនការរាប់េពលេវលា (t = 0) ៖

◦ េ;ឆា្ន ំ 1970 (t = 0) ៖ p(0) = p0 = 30000 នាក់

◦ េ;ឆា្ន ំ 1980 (t = 1980 − 1970 = 10 ឆា្ន ំ) ៖ p(10) = 40500 នាក់

១. ែស្វ ងរកអ្រតាកំេណើ ន k ៖

p(10) = 30000e10k = 40500

e10k =
40500
30000

= 1.35

10k = ln(1.35) =⇒ k =
ln(1.35)

10
≈ 0.03001

២. គណនាចំនួន្របជាជនេ;ឆា្ន ំ 2008 (t = 2008 − 1970 = 38 ឆា្ន ំ) ៖

p(38) = 30000e38k = 30000 ×
(

e10k
) 38

10

p(38) = 30000 × (1.35)3.8

េដាយ (1.35)3.8 ≈ 3.12801

នាំឱ្យ ៖ p(38) ≈ 30000 × 3.12801 ≈ 93840 នាក់

ដូចេនះ េ;ឆា្ន ំ 2008 ទី្រកαងេនះមាន្របជាជន្របែហល **93840** នាក់ ៕

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១២ 096 224 8978
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ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 គណនលីមីតខាងេ្រកាម ៖

a lim
x→+∞

xex+1 b lim
x→−∞

x2e4x c lim
x→+∞

(
1 +

n
x

)x

2 គណនលីមីតអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a lim
x→+∞

3ex−2

x3 b lim
x→+∞

(
x + 3
x − 1

)x+2
c lim

x→0

ex − e−x

x

3 គណនេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = xe−x b f (x) = x2ex
c g(x) =

ex − e−x

ex + e−x

4 គណនេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
ex + e−x

2
b f (x) =

ex(1 + cos x)
1 − cos x

c g(x) = ex+1 · x
x−1

1

5 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x2e−x b y = 5 + 2e−x c g(x) = e−x − x2

6 រក្របាក់សរុបៃន្របាក់េដើ មចំនួន 2000 ដុលា្ល រ ែដលេគបានេធ្វើ វέនិេយាគក្ន αងរយៈេពល 4 ឆា្ន ំ េដាយទទួលអ្រតា

ការ្របាក់ 6% តាមរយៈេពលកំណត់ដូចខាងេ្រកាម ៖

a គិតជាឆា្ន ំ b គិតជាឆមាស c គិតជា្រតីមាស d គិតជាែខ

7 ឧបមាថា េគយក្របាក់5000 ដុលា្ល រ េͼេផ្ញើ េ;ធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ សមាស 11%

ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ។ េបើ េគេផ្ញើ ្របាក់រយៈេពល 10 ឆា្ន ំ ។ េតើ េគទទួលបាន្របាក់សរុប ទាំងអស់ចំនួនបុ៉នា្ម ន េបើ ការ

ទូទាត់េ្រចើ នដងក្ន αងមួយឆា្ន ំ ?

8 ឧបមាថា េបើ េគយក្របាក់េͼេផ្ញើ េ;ធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការសមាស 7% ។ េតើ បុ៉នា្ម នឆា្ន ំ េទើ ប

េគទទួលបាន្របាក់សរុបេស្មើ នឹងបីដងៃន្របាក់េដើ មេបើ ការទូទាត់េ្រចើ នដង ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ? (ចេម្លើ យគិតជាឆា្ន ំ)

9 េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ y = f (x) = (x2 + x + 1)ex េហើ យមាន្រកាប C f ក្ន αងត្រមαយ

អរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានឯកតា 2cm ។

a គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) រួចទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាបC f ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៣ 096 224 8978
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b បងា្ហ ញថា f ′(x) = (x + 1)(x + 2)ex រួចសិកΓសΧ̐ f ′(x) រួចសងζ តារាងអេថរភាព ៃនអនុគមន៍

f ។

c កំណត់សមីការ f េលើ R ។

d សងζ ្រកាប C f ។

e េគឲ្យ F(x) = (x2 − x + 2)ex រួចបងា្ហ ញ F ជា្រពីមីទីវមួយៃន f េលើ R ។ គណនាៃផ្ទ ្រកឡាៃនៃផ្ទ

ប្ល ងζ ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាប C f , អ័ក្សអាប់សីុស និង បនា្ទ ត់ x = −1 នឹង x = 0 ។

10 េគឲ្យអនុគមន៍ f និង g កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x − ex និង g(x) = (1 − x)ex េហើ យ មាន្រកាប

C f , Cg ក្ន αងត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានឯកតា 2cm ។

a គណនាលីមីត f និង g ្រតងζ −∞ និង +∞ ។ រួចសិកΓសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C f , Cg ។

b គណនា f ′(x) និង g′(x) រួចសងζ តារាងអេថរភាព f (x) និង g(x) ។ បងា្ហ ញថា f (x) < 0 ចំេពាះ

្រគប់ចំនួនពិត x ។

c េគឲ្យ h(x) = f (x)− g(x) រួចបងា្ហ ញ h′(x) = 1 − g(x) ។ កំណត់សមីការអេថរភាពៃន h េលើ

R ។

d ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា ្រកាប C f , Cg ្របសព្វ គា្ន តៃម្ល មួយគត់ែដលមានអាប់សីុសតាងេដាយ α ែដល 1 <

α < 2 ។

e សងζ ្រកាប C f និង Cg ក្ន αងត្រមαយមួយ ។

11 េគឲ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) = x − 2 + e1−x េហើ យមាន្រកាប C ។

a គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប C កាលណា x → +∞ ។

c សិកΓទីតាំងរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ។

d គណនាេដរីេវ f ′(x) រួចសិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

e សងζ បនា្ទ ត់ D និង ្រកាប C ។

f គណនាៃផ្ទ ្រកឡាៃនៃផ្ទ ប្ល ងζ ែដលខណ្ឌ េដាយ្រកាប C អាសីុមតូត បនា្ទ ត់ D និង x = 1 និង x = 2 ។

12 េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ y = f (x) = (x2 + x + 1)ex េហើ យមាន្រកាប C f ក្ន αងប្រមាប់

អរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានរងា្វ ស់ 2cm ។

a គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) រួចទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C f ។

b បងា្ហ ញ f ′(x) = (x + 1)(x + 2)ex រួចសិកΓសΧ̐ f ′(x) និង សងζ តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍

f ។

c កំណត់សΧ̐ f េលើ R ។

d សងζ ្រកាប C f ។

e េគឲ្យ F(x) = (x2 − x + 2)ex ។ បងា្ហ ញ F ជា្រពីមីទីវមួយៃន f េលើ R ។ គណនាតៃម្ល ្រកឡាៃផ្ទ

ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង្រកាប C f , អ័ក្សអាប់សីុស និង បនា្ទ ត់ឈរ x = −1 និង x = 0 ។

13 េគឲ្យអនុគមន៍ f និង g កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x − ex និង g(x) = (1 − x)ex េហើ យមាន្រកាប

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៤ 096 224 8978
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C f , Cg ក្ន αងត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានរងា្វ ស់ 2cm ។

a គណនាលីមីតៃន f និង g ្រតងζ −∞ និង +∞ ។ រួចទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C f , Cg ។

b គណនា f ′(x) និង g′(x) រួចសិកΓសΧ̐អេថរភាពៃន f (x) និង g(x) ។ បងា្ហ ញ f (x) < 0 ចំេពាះ

្រគប់ចំនួនពិត x ។

c េគឲ្យ h(x) = f (x)− g(x) ។ បងា្ហ ញ h′(x) = 1 − g(x) ។ កំណត់សាខាអាសីុមតូតៃន h េលើ

R ។

d ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា ្រកាប C f , និង Cg ្របសព្វ គា្ន ្រតងζ មួយចំណុចែដលមានអាប់សីុស α ែតមួយគត់ 1 <

α < 2 ។

e សងζ ្រកាប C f , និង Cg ក្ន αងប្រមាប់មួយ ។

14 េគឲ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់្រតងζ ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) = x − 2 + e−x េហើ យមាន្រកាប C ។

a គណនា lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C កាលណា x → +∞ ។

c សិកΓរទីតាំងរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ។

d គណនាេដរីេវ f ′(x) រួចសិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

e សងζ បនា្ទ ត់ D និង្រកាប C ។

f គណនាតៃម្ល ្រកឡាៃផ្ទ ក្ន αងប្ល ងζ ខណ្ឌ េដាយ្រកាប C, អាសីុមតូតេ្រទត និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1 និង x = 2

។

15 េគឲ្យ C ជា្រកាបៃនអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x + 3 − ex កំណត់េលើ R ។

a គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = x + 3 ជាអាសីុមតូត

េ្រទត្រតងζ −∞ ។

b សិកΓរទីតាំងរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ។

c បងា្ហ ញថា f មានអតិបរមាមួយែដល្រតβវកំណត់អាប់សីុសរបស់វា ។

d សងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

e គណនា f (−2), f (−1), f (1) និង f (2) ។ សងζ ្រកាប C ។

16 f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x + 1 +
1 + x

e2x

a គណនាេដរីេវ f ′(x)

b អនុគមន៍ g កំណត់េដាយ g(x) = e2x − 2x − 1 ។ គណនា g′(x) រួចគូសតារាងអេថរភាពៃន g

(មិនបាច់គណនាលីមីត) ។ ទាញរកសΧ̐ៃន f ′(x) ។

c គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) បងា្ហ ញថា y = x + 1 ជាអសីុមតូតេ្រទតៃន C តាង

អនុគមន៍ f ខាង +∞ ។

d សងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

e គណនា f (1) និង f
(
−3

2

)
។ សងζ ្រកាប C (េគឱ្យ e2 = 7.4, e−2 = 0.13 និង e3 = 20) ។

17 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ̸= 0 េដាយ y = f (x) = x − ex

ex − 1
េហើ យមាន្រកាប

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៥ 096 224 8978
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C ក្ន αងប្ល ងζ កូអរេដាេន (O, i⃗, j⃗) ។

a គណនា lim
x→0+

f (x), lim
x→0−

f (x) និង lim
x→±∞

f (x) ។ ទាញរកសមីការអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ។

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ L : y = x និង M : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង −∞ និង +∞

េរៀងគា្ន ។

c គណនា f ′(x) េហើ យបងា្ហ ញថា f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ̸= 0 ។ សងζ តារាងអេថរភាព f ។

d គណនា f (1) និង f (−1) េហើ យសងζ បនា្ទ ត់ L, M និង្រកាប C ក្ន αងប្ល ងζ កូអរេដាេន (O, i⃗, j⃗) ។

(េគឱ្យ
e

e − 1
= 1.6,

1
1 − e

= −0.6)

e គណនាៃផ្ទ ្រកឡាក្ន αងប្ល ងζ កំណត់ ខណ្ឌ េដាយែខ្សេកាង C បនា្ទ ត់ M និងបនា្ទ ត់ឈរ x = 1, x = 2 ។

18 f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x − 1 +
3

ex + 1
និងមាន្រកាប C ។

a គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ។

b គណនាេដរីេវ f ′(x) និងសិកΓសΧ̐របស់វា ។ សងζ តារាងអេថរភាព f ។

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D1 : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន C ខាង +∞ និង D2 : y = x + 2 ជាអា

សីុមតូតេ្រទតៃន C ខាង −∞ ។ បΧ្ជ ក់ទីតាំងេធៀបរវាងអសីុមតូតទាំងពីរ និងែខ្សេកាង C ។

d រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T នឹង្រកាប C ្រតងζ ចំណុចមានអាប់សីុស 0 ។

e សងζ បនា្ទ ត់ D1, D2, T និង្រកាប C ក្ន αងត្រមαយមួយ ។

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 គណនលីមីតខាងេ្រកាម ៖

a lim
x→+∞

xex+1 = (+∞) · (+∞) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→+∞

x = +∞ និង lim
x→+∞

ex+1 = +∞) ៕

b lim
x→−∞

x2e4x ៖

◦ តាង u = 4x =⇒ x =
u
4

◦ កាលណា x → −∞ នាំឱ្យ u → −∞

េយើ ងបាន ៖ lim
x→−∞

x2e4x = lim
u→−∞

(u
4

)2
eu = lim

u→−∞

1
16

u2eu = 0 (េ្រពាះ lim
u→−∞

u2eu = 0)

c lim
x→+∞

(
1 +

n
x

)x

◦ តាង u =
x
n

=⇒ x = nu (ចំេពាះ n ̸= 0)

◦ កាលណា x → +∞ នាំឱ្យ u → +∞

េយើ ងបាន ៖

lim
x→+∞

(
1 +

n
x

)x
= lim

u→+∞

(
1 +

1
u

)nu

= lim
u→+∞

[(
1 +

1
u

)u]n
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េដាយ lim
u→+∞

(
1 +

1
u

)u

= e

=⇒ lim
x→+∞

(
1 +

n
x

)x
= en

(ចំណាំ ៖ េបើ n = 0 េនាះ lim
x→+∞

1x = 1 = e0 ពិតជានិច្ច ) ៕

2 គណនលីមីតអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a lim
x→+∞

3ex−2

x3 = lim
x→+∞

3ex · e−2

x3 =
3
e2 lim

x→+∞

ex

x3 = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ex

x3 = +∞) ៕

b lim
x→+∞

(
x + 3
x − 1

)x+2

៖

េយើ ងអាចសរេសរ ៖
x + 3
x − 1

=
(x − 1) + 4

x − 1
= 1 +

4
x − 1

េយើ ងបាន ៖

lim
x→+∞

(
x + 3
x − 1

)x+2

= lim
x→+∞

(
1 +

4
x − 1

)x+2

= lim
x→+∞

[(
1 +

4
x − 1

) x−1
4
] 4(x+2)

x−1

េដាយ lim
x→+∞

(
1 +

4
x − 1

) x−1
4

= e

និង lim
x→+∞

4(x + 2)
x − 1

= lim
x→+∞

4x + 8
x − 1

= 4

=⇒ lim
x→+∞

(
x + 3
x − 1

)x+2

= e4

c lim
x→0

ex − e−x

x
៖

lim
x→0

ex − e−x

x
= lim

x→0

(
ex − 1 + 1 − e−x

x

)

= lim
x→0

(
ex − 1

x
+

1 − e−x

x

)
= lim

x→0

(
ex − 1

x
+

e−x − 1
−x

)
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េដាយ lim
x→0

ex − 1
x

= 1 និង lim
x→0

e−x − 1
−x

= 1

=⇒ lim
x→0

ex − e−x

x
= 1 + 1 = 2

3 គណនេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = xe−x ៖

◦ តាមរូបមន្ត េដរីេវផលគុណ (uv)′ = u′v + uv′ ៖

y′ = (x)′e−x + x(e−x)′

y′ = 1 · e−x + x(−e−x) = e−x − xe−x = (1 − x)e−x

b f (x) = x2ex ៖

◦ តាមរូបមន្ត េដរីេវផលគុណ (uv)′ = u′v + uv′ ៖

f ′(x) = (x2)′ex + x2(ex)′

f ′(x) = 2xex + x2ex = (x2 + 2x)ex = x(x + 2)ex

c g(x) =
ex − e−x

ex + e−x ៖

◦ តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2 ៖

g′(x) =
(ex − e−x)′(ex + e−x)− (ex − e−x)(ex + e−x)′

(ex + e−x)2

g′(x) =
(ex + e−x)(ex + e−x)− (ex − e−x)(ex − e−x)

(ex + e−x)2

g′(x) =
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

(ex + e−x)2

ព្រងាតភាគយក ៖

(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2 = (e2x + 2 + e−2x)− (e2x − 2 + e−2x) = 4

=⇒ g′(x) =
4

(ex + e−x)2

4 គណនេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a y =
ex + e−x

2
៖

y′ =
(

ex + e−x

2

)′
=

(ex)′ + (e−x)′

2
=

ex − e−x

2

b f (x) =
ex(1 + cos x)

1 − cos x
៖

◦ តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2

◦ តាង u = ex(1+ cos x) =⇒ u′ = ex(1+ cos x) + ex(− sin x) = ex(1+ cos x −
sin x)

◦ តាង v = 1 − cos x =⇒ v′ = sin x

េយើ ងបាន ៖

f ′(x) =
ex(1 + cos x − sin x)(1 − cos x)− ex(1 + cos x) sin x

(1 − cos x)2

ពនា្ល តភាគយក ៖

ex [(1 − cos2 x − sin x + sin x cos x)− (sin x + sin x cos x)
]

= ex(1 − cos2 x − 2 sin x) = ex(sin2 x − 2 sin x) = ex sin x(sin x − 2)

=⇒ f ′(x) =
ex sin x(sin x − 2)

(1 − cos x)2

c g(x) = ex+1 · x
x−1

1 = ex+1 · xx−1 ៖

◦ េដាយបំែប្ល ង xx−1 = e(x−1) ln x េយើ ងបាន ៖

g(x) = ex+1 · e(x−1) ln x = ex+1+(x−1) ln x

◦ គណនាេដរីេវតាមរូបមន្ត (eu)′ = u′eu ៖

u = x + 1 + (x − 1) ln x

u′ = 1+ 0+
[
(x − 1)′ ln x + (x − 1)(ln x)′

]
= 1+ ln x+

x − 1
x

= 2+ ln x− 1
x

នាំឱ្យ ៖

g′(x) =
(

2 + ln x − 1
x

)
ex+1 · xx−1 = ex+1xx−2(2x + x ln x − 1)
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5 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបតាងអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x2e−x

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R = (−∞,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· េដរីេវ ៖

y′ = (x2)′e−x + x2(e−x)′ = 2xe−x − x2e−x = x(2 − x)e−x

y′ = 0 ⇐⇒ x(2 − x)e−x = 0 ⇐⇒ x = 0 ឬ x = 2 (េ្រពាះ e−x > 0 ∀x ∈
R)

· y′ > 0 ⇐⇒ x ∈ (0, 2) នាំឱ្យអនុគមន៍េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (0, 2)

· y′ < 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,+∞) នាំឱ្យអនុគមន៍ចុះេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) និង

(2,+∞)

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ y(0) = 02e0 = 0

· អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 2 គឺ y(2) = 22e−2 =
4
e2 ≈ 0.54

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

y = lim
x→−∞

x2e−x = +∞

· lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

x2

ex = 0

· អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→+∞

y = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox) ជាអា

សីុមតូតេដកៃន្រកាបខាង +∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

y′

y

−∞ 0 2 +∞

− 0 + 0 −

+∞+∞

00

4
e2
4
e2

00

◦ សំណងζ ្រកាប ៖
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O 2

(
2,

4
e2

)

(−1, e)

x

y

b អនុគមន៍ y = 5 + 2e−x ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R = (−∞,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· េដរីេវ ៖ y′ = (5 + 2e−x)′ = −2e−x

· េដាយ e−x > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ y′ = −2e−x < 0 ្រគប់ x ∈ R

· ដូចេនះ អនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ R = (−∞,+∞)

◦ តៃម្ល បរមា ៖ េដាយ y′ < 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍គា្ម នតៃម្ល បរមាេធៀបេទ

◦ គណនាលីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

y = lim
x→−∞

(5 + 2e−x) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→−∞

e−x = +∞)

· lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

(5 + 2e−x) = 5 (េ្រពាះ lim
x→+∞

e−x = 0)

· អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→+∞

y = 5 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = 5 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាបខាង

+∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

y′

y

−∞ +∞

−

+∞+∞

55

◦ សំណងζ ្រកាប ៖
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y = 5

O

7

5

1

(
1, 5 +

2
e

)

x

y

c អនុគមន៍ g(x) = e−x − x2 ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R = (−∞,+∞)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· េដរីេវ ៖ g′(x) = −e−x − 2x = −(e−x + 2x)

· ពិនិត្យសΧ̐ៃន h(x) = e−x + 2x ៖ h′(x) = −e−x + 2 = 0 ⇐⇒ x = − ln 2

តៃម្ល អប្បបរមាៃន h(x) គឺ h(− ln 2) = 2 − 2 ln 2 ≈ 0.614 > 0

នាំឱ្យ e−x + 2x > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ g′(x) = −(e−x + 2x) < 0 ្រគប់ x ∈ R

· ដូចេនះ អនុគមន៍ g ចុះដាច់ខាតេលើ R = (−∞,+∞)

◦ តៃម្ល បរមា ៖ េដាយ g′(x) < 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យអនុគមន៍គា្ម នតៃម្ល បរមាេធៀបេទ

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(e−x − x2) = lim
x→−∞

e−x(1 − x2ex) = +∞

· lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(e−x − x2) = 0 − (+∞) = −∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

g′(x)

g(x)

−∞ +∞

−

+∞+∞

−∞−∞

◦ ចំណុច្របសព្វ និងចំណុចជδ នួយ ៖

· ្របសព្វ អ័ក្ស y′Oy (x = 0) ៖ g(0) = e0 − 0 = 1 =⇒ (0, 1)

· x = −1 =⇒ g(−1) = e − 1 ≈ 1.72
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· x = 1 =⇒ g(1) = e−1 − 1 ≈ −0.63

◦ សំណងζ ្រកាប ៖

O

1

−1

(−1, e − 1)

1(1, e−1 − 1)
x

y

6 រក្របាក់សរុបៃន្របាក់េដើ មចំនួន 2000 ដុលា្ល រ ែដលេគបានេធ្វើ វέនិេយាគក្ន αងរយៈេពល 4 ឆា្ន ំ េដាយទទួលអ្រតា

ការ្របាក់ 6% តាមរយៈេពលកំណត់ដូចខាងេ្រកាម ៖

a គិតជាឆា្ន ំ (n = 1) ៖

A = 2000 ×
(

1 +
0.06

1

)1×4

= 2000 × (1.06)4

េដាយ (1.06)4 ≈ 1.26248

A ≈ 2000 × 1.26248 ≈ 2524.95 ដុលា្ល រ

b គិតជាឆមាស (n = 2) ៖

A = 2000 ×
(

1 +
0.06

2

)2×4

= 2000 × (1.03)8

េដាយ (1.03)8 ≈ 1.26677

A ≈ 2000 × 1.26677 ≈ 2533.54 ដុលា្ល រ

c គិតជា្រតីមាស (n = 4) ៖

A = 2000 ×
(

1 +
0.06

4

)4×4

= 2000 × (1.015)16
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េដាយ (1.015)16 ≈ 1.26899

A ≈ 2000 × 1.26899 ≈ 2537.97 ដុលា្ល រ

d គិតជាែខ (n = 12) ៖

A = 2000 ×
(

1 +
0.06
12

)12×4

= 2000 × (1.005)48

េដាយ (1.005)48 ≈ 1.27049

A ≈ 2000 × 1.27049 ≈ 2540.98 ដុលា្ល រ

7 ឧបមាថា េគយក្របាក់5000 ដុលា្ល រ េͼេផ្ញើ េ;ធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់ សមាស 11%

ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ។ េបើ េគេផ្ញើ ្របាក់រយៈេពល 10 ឆា្ន ំ ។ េតើ េគទទួលបាន្របាក់សរុប ទាំងអស់ចំនួនបុ៉នា្ម ន េបើ ការ

ទូទាត់េ្រចើ នដងក្ន αងមួយឆា្ន ំ ?

តាមរូបមន្ត ការ្របាក់សមាសបន្ត បនា្ទ ប់ A = P · ert

ែដល ៖

◦ P = 5000 ដុលា្ល រ (្របាក់េដើ មដδ បូង)

◦ r = 11% = 0.11 (អ្រតាការ្របាក់្របចាំឆា្ន ំ)

◦ t = 10 ឆា្ន ំ (រយៈេពល)

ជδ នួសតៃម្ល ចូលរូបមន្ត េយើ ងបាន ៖

A = 5000 × e0.11×10 = 5000 × e1.1

េដាយ e1.1 ≈ 3.00417

នាំឱ្យ ៖

A ≈ 5000 × 3.00417 ≈ 15020.83 ដុលា្ល រ

ដូចេនះ ្របាក់សរុបែដលទទួលបានក្ន αងរយៈេពល 10 ឆា្ន ំគឺ្របែហល **15020.83 ដុលា្ល រ** ៕

8 ឧបមាថា េបើ េគយក្របាក់េͼេផ្ញើ េ;ធនាគារមួយេដាយទទួលបានអ្រតាការសមាស 7% ។ េតើ បុ៉នា្ម នឆា្ន ំ េទើ ប

េគទទួលបាន្របាក់សរុបេស្មើ នឹងបីដងៃន្របាក់េដើ មេបើ ការទូទាត់េ្រចើ នដង ក្ន αងមួយឆា្ន ំ ? (ចេម្លើ យគិតជាឆា្ន ំ)

តាមរូបមន្ត ការ្របាក់សមាសបន្ត បនា្ទ ប់ A = P · ert ែដល ៖

◦ P ជា្របាក់េដើ មដδ បូង

◦ A = 3P (្របាក់សរុបេស្មើ នឹងបីដងៃន្របាក់េដើ ម)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

◦ r = 7% = 0.07 (អ្រតាការ្របាក់្របចាំឆា្ន ំ)

◦ t ជាេថរេវលា (គិតជាឆា្ន ំ)

ជδ នួស A = 3P ចូលក្ន αងរូបមន្ត េយើ ងបាន ៖

3P = P · e0.07t

ស្រមγល P ទាំងសងខាង ៖

e0.07t = 3

បំពាក់ឡβការីតេនែព (ln) េលើ អង្គ ទាំងពីរ ៖

ln(e0.07t) = ln(3)

0.07t = ln(3) =⇒ t =
ln(3)
0.07

េដាយ ln(3) ≈ 1.09861

នាំឱ្យ ៖

t ≈ 1.09861
0.07

≈ 15.69 ឆា្ន ំ

ដូចេនះ េគ្រតβវេ្របើ រយៈេពល្របែហល **15.69 ឆា្ន ំ** (ឬ្របមាណ **15.7 ឆា្ន ំ**) េទើ បទទួលបាន្របាក់

សរុបេស្មើ នឹង 3 ដងៃន្របាក់េដើ ម ៕

9 េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ y = f (x) = (x2 + x + 1)ex េហើ យមាន្រកាប C f ក្ន αងត្រមαយ

អរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានឯកតា 2cm ។

a គណនាលីមីត និងទាញរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C f ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x2 + x + 1)ex = lim
x→−∞

(x2ex + xex + ex) = 0 + 0 + 0 = 0

(េ្រពាះ lim
x→−∞

x2ex = 0, lim
x→−∞

xex = 0 និង lim
x→−∞

ex = 0)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x2 + x + 1)ex = (+∞)(+∞) = +∞

◦ អាសីុមតូត ៖ េដាយ lim
x→−∞

f (x) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox) ជាអាសីុមតូ

តេដកៃន្រកាប C f ខាង −∞ ៕

b បងា្ហ ញថា f ′(x) = (x + 1)(x + 2)ex សិកΓសΧ̐ f ′(x) និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x2 + x + 1)′ex + (x2 + x + 1)(ex)′

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៥ 096 224 8978
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f ′(x) = (2x + 1)ex + (x2 + x + 1)ex = (x2 + 3x + 2)ex = (x + 1)(x + 2)ex (ពិត)

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយ ex > 0 ∀x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) មានសΧ̐ដូចកេន្សោម (x + 1)(x + 2) ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ (x + 1)(x + 2) = 0 =⇒ x = −2 ឬ x = −1

· f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2) ∪ (−1,+∞) =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−2,−1) =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1 +∞

+ 0 − 0 +

00

3
e2
3
e2

1
e
1
e

+∞+∞

c កំណត់តៃម្ល បរមាេធៀប និងចំណុចពិេសសៃន្រកាប ៖

◦ តៃម្លអតិបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = −2 គឺ f (−2) = ((−2)2 + (−2) + 1)e−2 =
3
e2 ≈ 0.41

◦ តៃម្លអប្បបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = −1 គឺ f (−1) = ((−1)2 + (−1) + 1)e−1 =
1
e
≈ 0.37

◦ ចំណុច្របសព្វ អ័ក្សកូអរេដាេន ៖

· ្របសព្វ អ័ក្ស y′Oy (x = 0) ៖ f (0) = (0 + 0 + 1)e0 = 1 =⇒ (0, 1)

· ្របសព្វ អ័ក្ស x′Ox ( f (x) = 0) ៖ x2 + x + 1 = 0 គា្ម នឫសក្ន αង R =⇒ ្រកាបមិនកាត់

អ័ក្ស x′Ox េទ ( f (x) > 0 ∀x ∈ R) ៕

d សងζ ្រកាប C f ៖

O

(
−2,

3
e2

)
(
−1,

1
e

)
(0, 1)

−2 −1 x

y

e បងា្ហ ញថា F(x) ជា្រពីមីទីវៃន f (x) និងគណនាៃផ្ទ ្រកឡា S ៖

◦ បងា្ហ ញ F ជា្រពីមីទីវៃន f ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

េគមាន F(x) = (x2 − x + 2)ex

F′(x) = (x2 − x + 2)′ex + (x2 − x + 2)(ex)′

F′(x) = (2x − 1)ex + (x2 − x + 2)ex = (x2 + x + 1)ex = f (x)

ដូចេនះ F(x) ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េលើ R ៕

◦ គណនាៃផ្ទ ្រកឡា S ៖

េដាយ f (x) > 0 ∀x ∈ [−1, 0] នាំឱ្យៃផ្ទ ្រកឡា S គណនាេដាយ ៖

S =
∫ 0

−1
f (x) dx = [F(x)]0−1 = F(0)− F(−1)

· F(0) = (02 − 0 + 2)e0 = 2

· F(−1) = ((−1)2 − (−1) + 2)e−1 = 4e−1 =
4
e

=⇒ S =

(
2 − 4

e

)
(ឯកតាៃផ្ទ )

េដាយ្របព័ន្ធ កូអរេដាេនមានឯកតា 2cm នាំឱ្យ 1 ឯកតាៃផ្ទ = 2cm × 2cm = 4cm2 ៖

S = 4 ×
(

2 − 4
e

)
= 8 − 16

e
≈ 2.11 cm2

ដូចេនះ ៃផ្ទ ្រកឡាប្ល ងζ គឺ **8 − 16
e

cm2** (ឬ្របែហល **2.11 cm2**) ៕

10 េគឲ្យអនុគមន៍ f និង g កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x − ex និង g(x) = (1 − x)ex េហើ យ មាន្រកាប

C f , Cg ក្ន αងត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានឯកតា 2cm ។

a គណនាលីមីត f និង g ្រតងζ −∞,+∞ និងសិកΓអាសីុមតូត ៖

◦ លីមីតៃន f (x) ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − ex) = −∞ − 0 = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
(

1 − ex

x

)
= −∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

ex

x
= +∞)

◦ លីមីតៃន g(x) ៖

· lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(1 − x)ex = lim
x→−∞

(ex − xex) = 0 − 0 = 0

· lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(1 − x)ex = (−∞)(+∞) = −∞

◦ អាសីុមតូតៃន្រកាប C f និង Cg ៖

· ចំេពាះ C f ៖ េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

(−ex) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = x ជាអា

សីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C f ខាង −∞ ៕

· ចំេពាះ Cg ៖ េដាយ lim
x→−∞

g(x) = 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox) ជាអាសីុ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៧ 096 224 8978
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មតូតេដកៃន្រកាប Cg ខាង −∞ ៕

b គណនា f ′(x), g′(x) សងζ តារាងអេថរភាព និងបងា្ហ ញថា f (x) < 0 ∀x ∈ R ៖

◦ េដរីេវ ៖

· f ′(x) = (x − ex)′ = 1 − ex

· g′(x) = (1 − x)′ex + (1 − x)(ex)′ = −ex + (1 − x)ex = −xex

◦ សិកΓសΧ̐ និងតារាងអេថរភាពៃន f ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − ex = 0 ⇐⇒ ex = 1 =⇒ x = 0

តៃម្ល អតិបរមាេធៀប ៖ f (0) = 0 − e0 = −1

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

−1−1

−∞−∞

◦ សិកΓសΧ̐ និងតារាងអេថរភាពៃន g ៖

g′(x) = 0 ⇐⇒ −xex = 0 =⇒ x = 0 (េ្រពាះ ex > 0 ∀x ∈ R)

តៃម្ល អតិបរមាេធៀប ៖ g(0) = (1 − 0)e0 = 1

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

00

11

−∞−∞

◦ បងា្ហ ញថា f (x) < 0 ∀x ∈ R ៖

តាមតារាងអេថរភាពៃន f អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀបេស្មើ −1 ្រតងζ x = 0 នាំឱ្យ ៖

f (x) ≤ −1 < 0 ∀x ∈ R (ពិត)

c បងា្ហ ញថា h′(x) = 1 − g(x) និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន h ៖

◦ េគមាន h(x) = f (x)− g(x)

h′(x) = f ′(x)− g′(x) = (1− ex)− (−xex) = 1− ex + xex = 1− (1− x)ex = 1− g(x) (ពិត)

◦ តារាងអេថរភាពៃន h ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

តាមតារាងអេថរភាពៃន g េយើ ងមាន g(x) ≤ 1 ∀x ∈ R នាំឱ្យ ៖

h′(x) = 1 − g(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

េដាយ h′(x) = 0 ⇐⇒ g(x) = 1 ⇐⇒ x = 0 នាំឱ្យ h ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R

៕

លីមីត ៖ lim
x→−∞

h(x) = −∞ − 0 = −∞ និង lim
x→+∞

h(x) = lim
x→+∞

[x + (x − 2)ex] =

+∞

x

h′(x)

h(x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

d ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា ្រកាប C f , Cg ្របសព្វ គា្ន តៃម្ល មួយគត់ α ∈ (1, 2) ៖

◦ សមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វ រវាង C f និង Cg គឺ f (x) = g(x) ⇐⇒ h(x) = 0

◦ េដាយ h(x) ជាប់ និងេកើ នដាច់ខាតេលើ R នាឱំ្យសមីការ h(x) = 0 មានឫសែតមួយគត់ α ∈ R

◦ ពិនិត្យតៃម្ល ្រតងζ x = 1 និង x = 2 ៖

· h(1) = f (1)− g(1) = (1 − e)− 0 = 1 − e ≈ −1.72 < 0

· h(2) = f (2)− g(2) = (2 − e2)− (−e2) = 2 > 0

េដាយ h(1) · h(2) < 0 តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ត ល នាំឱ្យសមីការ h(x) = 0 មានឫស

ែតមួយគត់ α េ;ចេនា្ល ះ (1, 2) គឺ 1 < α < 2 ៕

e សងζ ្រកាប C f និង Cg ក្ន αងត្រមαយែតមួយ ៖

y = x

C f

Cg

O
−1

1

α

(α, f (α))

x

y

11 េគឲ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) = x − 2 + e1−x េហើ យមាន្រកាប C ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៩ 096 224 8978
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a គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − 2 + e1−x) = lim
x→−∞

e1−x
[
(x − 2)ex−1 + 1

]
= +∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

e1−x = +∞ និង lim
x→−∞

(x − 2)ex−1 = 0)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x − 2 + e1−x) = +∞ − 2 + 0 = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

e1−x = 0)

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប C កាលណា x → +∞ ៖

◦ គណនា ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→+∞

e1−x = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង +∞ ៕

c សិកΓទីតាំងរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ៖

◦ ពិនិត្យផលដក ៖

f (x)− (x − 2) = e1−x > 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រកាប C ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់អាសីុមតូត D ជានិច្ច ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

d គណនាេដរីេវ f ′(x) និងសិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x − 2 + e1−x)′ = 1 − e1−x

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1− e1−x = 0 ⇐⇒ e1−x = 1 ⇐⇒ 1− x = 0 ⇐⇒ x = 1

· េបើ x > 1 =⇒ 1 − x < 0 =⇒ e1−x < 1 =⇒ f ′(x) = 1 − e1−x > 0

· េបើ x < 1 =⇒ 1 − x > 0 =⇒ e1−x > 1 =⇒ f ′(x) = 1 − e1−x < 0

◦ តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 1 − 2 + e0 = 0

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣០ 096 224 8978
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− 0 +

+∞+∞

00

+∞+∞

e សងζ បនា្ទ ត់ D និង្រកាប C ៖

D : y = x − 2
C

O 1 2

−2

e − 2

(
2,

1
e

)
x

y

f គណនាៃផ្ទ ្រកឡាៃនៃផ្ទ ប្ល ងζ ៖

◦ េដាយ្រកាប C ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ D េលើ ចេនា្ល ះ [1, 2] នាំឱ្យៃផ្ទ ្រកឡា S គណនាេដាយ ៖

S =
∫ 2

1
[ f (x)− (x − 2)] dx =

∫ 2

1
e1−x dx

S =
[
−e1−x

]2

1
=
(
−e1−2

)
−
(
−e1−1

)
= −e−1 + e0 = 1− e−1 = 1− 1

e
(ឯកតាៃផ្ទ )

ដូចេនះ ៃផ្ទ ្រកឡាៃនៃផ្ទ ប្ល ងζ គឺ 1 − 1
e

ឯកតាៃផ្ទ ៕

12 េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ y = f (x) = (x2 + x + 1)ex េហើ យមាន្រកាប C f ក្ន αងប្រមាប់

អរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានរងា្វ ស់ 2cm ។

a គណនាលីមីត និងទាញរកសមីការអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C f ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x2 + x + 1)ex = lim
x→−∞

(x2ex + xex + ex) = 0 + 0 + 0 = 0

(េ្រពាះ lim
x→−∞

x2ex = 0, lim
x→−∞

xex = 0 និង lim
x→−∞

ex = 0)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x2 + x + 1)ex = (+∞)(+∞) = +∞

◦ អាសីុមតូតេដក ៖ េដាយ lim
x→−∞

f (x) = 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស x′Ox) ជាអាសីុ

មតូតេដកៃន្រកាប C f ខាង −∞ ៕

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣១ 096 224 8978
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b បងា្ហ ញ f ′(x) = (x + 1)(x + 2)ex សិកΓសΧ̐ f ′(x) និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x2 + x + 1)′ex + (x2 + x + 1)(ex)′

f ′(x) = (2x + 1)ex + (x2 + x + 1)ex = (x2 + 3x + 2)ex = (x + 1)(x + 2)ex (ពិត)

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយ ex > 0 ∀x ∈ R នាំឱ្យ f ′(x) មានសΧ̐ដូចកេន្សោម (x + 1)(x + 2) ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ (x + 1)(x + 2) = 0 =⇒ x = −2 ឬ x = −1

· f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞,−2) ∪ (−1,+∞) =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ (−2,−1) =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1 +∞

+ 0 − 0 +

00

3
e2
3
e2

1
e
1
e

+∞+∞

c កំណត់សΧ̐ៃន f (x) េលើ R ៖

◦ ្រគប់ x ∈ R េយើ ងមាន ៖

x2 + x + 1 =

(
x +

1
2

)2

+
3
4
> 0 និង ex > 0

នាំឱ្យ f (x) = (x2 + x + 1)ex > 0 ្រគប់ x ∈ R

◦ (ឬតាមតារាងអេថរភាព តៃម្លអប្បបរមាេធៀបគឺ f (−1) =
1
e
> 0 =⇒ f (x) > 0∀x ∈ R)

៕

d សងζ ្រកាប C f ៖
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O

(
−2,

3
e2

)
(
−1,

1
e

)
(0, 1)

−2 −1 x

y

e បងា្ហ ញ F(x) ជា្រពីមីទីវៃន f (x) និងគណនាៃផ្ទ ្រកឡា ៖

◦ បងា្ហ ញ F ជា្រពីមីទីវៃន f ៖

េគមាន F(x) = (x2 − x + 2)ex

F′(x) = (x2 − x + 2)′ex + (x2 − x + 2)(ex)′

F′(x) = (2x − 1)ex + (x2 − x + 2)ex = (x2 + x + 1)ex = f (x)

ដូចេនះ F(x) ជា្រពីមីទីវមួយៃន f (x) េលើ R ៕

◦ គណនាៃផ្ទ ្រកឡា S ៖

េដាយ f (x) > 0 ∀x ∈ [−1, 0] នាំឱ្យៃផ្ទ ្រកឡា S គណនាេដាយ ៖

S =
∫ 0

−1
f (x) dx = [F(x)]0−1 = F(0)− F(−1)

· F(0) = (02 − 0 + 2)e0 = 2

· F(−1) = ((−1)2 − (−1) + 2)e−1 =
4
e

=⇒ S =

(
2 − 4

e

)
(ឯកតាៃផ្ទ )

េដាយ្របព័ន្ធ កូអរេដាេនមានឯកតា 2cm នាំឱ្យ 1 ឯកតាៃផ្ទ = 2cm × 2cm = 4cm2 ៖

S = 4 ×
(

2 − 4
e

)
= 8 − 16

e
≈ 2.11 cm2

ដូចេនះ ៃផ្ទ ្រកឡាប្ល ងζ គឺ 8 − 16
e

cm2 ៕

13 េគឲ្យអនុគមន៍ f និង g កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x − ex និង g(x) = (1 − x)ex េហើ យមាន្រកាប
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C f , Cg ក្ន αងត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ែដលមានរងា្វ ស់ 2cm ។

a គណនាលីមីតៃន f និង g ្រតងζ −∞ និង +∞ រួចទាញរកសមីការអាសីុមតូត ៖

◦ ចំេពាះអនុគមន៍ f (x) = x − ex ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − ex) = −∞ − 0 = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
(

1 − ex

x

)
= (+∞)(1 −+∞) = −∞

· អាសីុមតូត ៖ េដាយ lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

(−ex) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = x ជាអា

សីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C f ខាង −∞ ៕

◦ ចំេពាះអនុគមន៍ g(x) = (1 − x)ex ៖

· lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

(ex − xex) = 0 − 0 = 0 (េ្រពាះ lim
x→−∞

xex = 0)

· lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

(1 − x)ex = (−∞)(+∞) = −∞

· អាសីុមតូត ៖ េដាយ lim
x→−∞

g(x) = 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស) ជាអាសីុមតូត

េដកៃន្រកាប Cg ខាង −∞ ៕

b គណនា f ′(x) និង g′(x) សិកΓអេថរភាព និងបងា្ហ ញ f (x) < 0 ្រគប់ x ∈ R ៖

◦ ចំេពាះអនុគមន៍ f (x) ៖

· f ′(x) = (x − ex)′ = 1 − ex

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − ex = 0 ⇐⇒ ex = 1 ⇐⇒ x = 0

· េបើ x < 0 =⇒ ex < 1 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· េបើ x > 0 =⇒ ex > 1 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

· តៃម្ល អតិបរមាេធៀបគឺ f (0) = 0 − e0 = −1

· **បងា្ហ ញ f (x) < 0 ៖** េដាយ f (0) = −1 ជាតៃម្ល អតិបរមាេធៀប នាំឱ្យ f (x) ≤
−1 < 0 ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ∈ R ៕

◦ ចំេពាះអនុគមន៍ g(x) ៖

· g′(x) = (1 − x)′ex + (1 − x)(ex)′ = −ex + (1 − x)ex = −xex

· េដាយ ex > 0 ∀x ∈ R នាំឱ្យ g′(x) មានសΧ̐ផ្ទ αយពី x ៖

* g′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

* េបើ x < 0 =⇒ g′(x) > 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍េកើ ន

* េបើ x > 0 =⇒ g′(x) < 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍ចុះ

· តៃម្ល អតិបរមាេធៀបគឺ g(0) = (1 − 0)e0 = 1

c បងា្ហ ញ h′(x) = 1 − g(x) និងកំណត់សាខាអាសីុមតូតៃន h ៖

◦ បងា្ហ ញ h′(x) = 1 − g(x) ៖

h(x) = f (x)− g(x) =⇒ h′(x) = f ′(x)− g′(x)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣៤ 096 224 8978
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h′(x) = (1− ex)− (−xex) = 1− ex + xex = 1− (1− x)ex = 1− g(x) (ពិត)

◦ អេថរភាព និងសាខាអាសីុមតូតៃន h ៖

· េដាយ g(x) ≤ 1 ∀x ∈ R (តៃម្ល អតិបរមាៃន g គឺ g(0) = 1) នាំឱ្យ h′(x) = 1 −
g(x) ≥ 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ h ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R

· **សាខាអាសីុមតូត ៖**

h(x) = x − ex − (1 − x)ex = x + (x − 2)ex

* lim
x→−∞

[h(x)− x] = lim
x→−∞

(x − 2)ex = 0 =⇒ y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន

Ch ខាង −∞

* lim
x→+∞

h(x)
x

= lim
x→+∞

[
1 +

(
1 − 2

x

)
ex
]
= +∞ =⇒ Ch មានសាខាប៉ារ៉ាបូល

ត្រមងζ ទិសេ͵អ័ក្ស Oy ខាង +∞

d ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា C f និង Cg ្របសព្វ គា្ន ្រតងζ មួយចំណុចែដលមានអាប់សីុស 1 < α < 2 ែតមួយគត់ ៖

◦ សមីការអាប់សីុសចំណុច្របសព្វ រវាង C f និង Cg គឺ ៖

f (x) = g(x) ⇐⇒ f (x)− g(x) = 0 ⇐⇒ h(x) = 0

◦ អនុគមន៍ h(x) = x + (x − 2)ex ជាប់ និងេកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ [1, 2]

◦ គណនា ៖

· h(1) = 1 + (1 − 2)e1 = 1 − e ≈ −1.72 < 0

· h(2) = 2 + (2 − 2)e2 = 2 > 0

◦ េដាយ h(1) · h(2) < 0 តាម្រទឹស្តី បទតៃម្លកណា្ត ល សមីការ h(x) = 0 មានឬស α ែតមួយគត់

ក្ន αងចេនា្ល ះ (1, 2)

◦ ដូចេនះ ្រកាប C f និង Cg ្របសព្វ គា្ន ្រតងζ មួយចំណុចែដលមានអាប់សីុស α ែតមួយគត់ ែដល

1 < α < 2 (េដាយ α ≈ 1.69) ៕

e សងζ ្រកាប C f និង Cg ក្ន αងត្រមαយែតមួយ ៖
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y = x

C f
Cg

O
−1

1
α

I(α, f (α))

x

y

14 េគឲ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់្រតងζ ្រគប់ចំនួនពិត x េដាយ f (x) = x − 2 + e−x េហើ យមាន្រកាប C ។

a គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x − 2 + e−x) = lim
x→−∞

e−x [(x − 2)ex + 1] = +∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

e−x = +∞ និង lim
x→−∞

(x − 2)ex = 0)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x − 2 + e−x) = +∞ − 2 + 0 = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

e−x = 0)

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C កាលណា x → +∞ ៖

◦ គណនា ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→+∞

e−x = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង +∞ ៕

c សិកΓទីតាំងរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ៖

◦ ពិនិត្យផលដក ៖

f (x)− (x − 2) = e−x > 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រកាប C ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់អាសីុមតូត D ជានិច្ច ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

d គណនាេដរីេវ f ′(x) និងសិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ៖

◦ េដរីេវ ៖

f ′(x) = (x − 2 + e−x)′ = 1 − e−x
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◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − e−x = 0 ⇐⇒ e−x = 1 ⇐⇒ −x = 0 ⇐⇒ x = 0

· េបើ x > 0 =⇒ −x < 0 =⇒ e−x < 1 =⇒ f ′(x) = 1 − e−x > 0

· េបើ x < 0 =⇒ −x > 0 =⇒ e−x > 1 =⇒ f ′(x) = 1 − e−x < 0

◦ តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប ៖ ្រតងζ x = 0 គឺ f (0) = 0 − 2 + e0 = −1

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

+∞+∞

−1−1

+∞+∞

e សងζ បនា្ទ ត់ D និង្រកាប C ៖

D : y = x − 2
C

O 1 2

−2

−1

(
2,

1
e2

)
x

y

f គណនាតៃម្ល ្រកឡាៃផ្ទ ក្ន αងប្ល ងζ ៖

◦ េដាយ្រកាប C ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ D េលើ ចេនា្ល ះ [1, 2] នាំឱ្យៃផ្ទ ្រកឡា S គណនាេដាយ ៖

S =
∫ 2

1
[ f (x)− (x − 2)] dx =

∫ 2

1
e−x dx

S =
[
−e−x]2

1 = −e−2 − (−e−1) = e−1 − e−2 =
1
e
− 1

e2 =
e − 1

e2 (ឯកតាៃផ្ទ )

ដូចេនះ ៃផ្ទ ្រកឡាៃនៃផ្ទ ប្ល ងζ គឺ
e − 1

e2 ឯកតាៃផ្ទ ៕

15 េគឲ្យ C ជា្រកាបៃនអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x + 3 − ex កំណត់េលើ R ។
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a គណនាលីមីត lim
x→−∞

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) រួចបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x + 3 − ex) = −∞ + 3 − 0 = −∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
(

1 +
3
x
− ex

x

)
= (+∞)(1 + 0 −+∞) = −∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ex

x
= +∞)

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→−∞

[ f (x)− (x + 3)] = lim
x→−∞

(−ex) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D : y = x + 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង −∞ ៕

b សិកΓទីតាំងរវាង្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ៖

◦ ពិនិត្យផលដក ៖

f (x)− (x + 3) = −ex < 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ ្រកាប C ស្ថិ តេ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់អាសីុមតូត D ជានិច្ច ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ៕

c បងា្ហ ញថា f មានអតិបរមាមួយ និងកំណត់អាប់សីុសរបស់វា ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x + 3 − ex)′ = 1 − ex

◦ រកឬស ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − ex = 0 ⇐⇒ ex = 1 ⇐⇒ x = 0

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

· េបើ x < 0 =⇒ ex < 1 =⇒ f ′(x) = 1 − ex > 0

· េបើ x > 0 =⇒ ex > 1 =⇒ f ′(x) = 1 − ex < 0

◦ េដាយ f ′(x) ដូរសΧ̐ពីវέជ្ជ មាន (+) េͼអវέជ្ជ មាន (−) ្រតងζ x = 0 នាំឱ្យអនុគមន៍ f មាន

អតិបរមាេធៀបមួយ្រតងζ ចំណុចែដលមានអាប់សីុស **x = 0**

◦ តៃម្ល អតិបរមាគឺ f (0) = 0 + 3 − e0 = 2 ៕

d សងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 −

−∞−∞

22

−∞−∞

e គណនា f (−2), f (−1), f (1), f (2) និងសងζ ្រកាប C ៖

◦ គណនាតៃម្ល េលខ ៖

· f (−2) = −2 + 3 − e−2 = 1 − e−2 = 1 − 1
e2 ≈ 0.86

· f (−1) = −1 + 3 − e−1 = 2 − e−1 = 2 − 1
e
≈ 1.63

· f (1) = 1 + 3 − e1 = 4 − e ≈ 1.28

· f (2) = 2 + 3 − e2 = 5 − e2 ≈ −2.39

◦ សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ D ៖

D : y = x + 3

C
O−2 −1 1 2

3

2
f (−2)

f (−1)
f (1)

f (2)

x

y

16 f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x + 1 +
1 + x

e2x

a គណនាេដរីេវ f ′(x) ៖

f ′(x) = (x + 1)′ +
(

1 + x
e2x

)′

f ′(x) = 1 +
(1 + x)′e2x − (1 + x)(e2x)′

(e2x)2

f ′(x) = 1 +
1 · e2x − (1 + x)(2e2x)

e4x = 1 +
e2x[1 − 2(1 + x)]

e4x

f ′(x) = 1 +
1 − 2 − 2x

e2x = 1 +
−2x − 1

e2x =
e2x − 2x − 1

e2x
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ដូចេនះ f ′(x) =
e2x − 2x − 1

e2x ៕

b គណនា g′(x) គូសតារាងអេថរភាពៃន g និងទាញរកសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

◦ គណនា g′(x) ៖

g(x) = e2x − 2x − 1 =⇒ g′(x) = 2e2x − 2 = 2(e2x − 1)

◦ សិកΓសΧ̐ g′(x) ៖

g′(x) = 0 ⇐⇒ e2x − 1 = 0 ⇐⇒ e2x = 1 ⇐⇒ 2x = 0 ⇐⇒ x = 0

· េបើ x > 0 =⇒ e2x > 1 =⇒ g′(x) > 0

· េបើ x < 0 =⇒ e2x < 1 =⇒ g′(x) < 0

◦ តារាងអេថរភាពៃន g ៖ (េដាយ g(0) = e0 − 2(0)− 1 = 0)

x

g′(x)

g(x)

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

◦ ទាញរកសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

តាមតារាងអេថរភាពៃន g េយើ ងេឃើ ញថា g(x) ≥ 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R (តៃម្ល អប្បបរមាគឺ

g(0) = 0) ៕

មΒ៉ងេទៀត េដាយ e2x > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ ៖

f ′(x) =
g(x)
e2x ≥ 0 ∀x ∈ R

(េដាយ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R) ៕

c គណនាលីមីត និងបងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[
(x + 1) + (1 + x)e−2x] = lim

x→−∞
(1+ x)(1+ e−2x) = (−∞)(+∞) =

−∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x + 1 +

1 + x
e2x

)
= +∞ + 1 + 0 = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

1 + x
e2x = lim

x→+∞

(
1

e2x +
x

e2x

)
= 0)
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◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→+∞

1 + x
e2x = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង +∞ ៕

d សងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

2

e គណនា f (1), f
(
−3

2

)
និងសងζ ្រកាប C ៖

◦ គណនាតៃម្ល េលខ ៖

· f (1) = 1 + 1 +
1 + 1

e2 = 2 +
2
e2 = 2 + 2e−2 = 2 + 2(0.13) = 2.26

· f
(
−3

2

)
= −3

2
+ 1 +

1 − 3
2

e2(− 3
2 )

= −1
2
+

− 1
2

e−3 = −0.5 − 0.5e3 = −0.5 −
0.5(20) = −10.5

◦ សងζ ្រកាប C និងអាសីុមតូតេ្រទត ៖

y = x + 1
C

O−1 1

1

2
f (1)

x

y

17 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x ̸= 0 េដាយ y = f (x) = x − ex

ex − 1
េហើ យមាន្រកាប

C ក្ន αងប្ល ងζ កូអរេដាេន (O, i⃗, j⃗) ។

a គណនាលីមីត និងទាញរកសមីការអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ៖

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x − ex

ex − 1

)
= 0 − 1

0+
= −∞

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤១ 096 224 8978
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◦ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(
x − ex

ex − 1

)
= 0 − 1

0−
= +∞

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖ េដាយ lim
x→0

f (x) = ±∞ នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន y′Oy) ជាអា

សីុមតូតឈរៃន្រកាប C ៕

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x − ex

ex − 1

)
= −∞ − 0 = −∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 1

1 − e−x

)
= +∞ − 1 = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

e−x = 0)

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ L : y = x និង M : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

◦ ខាង −∞ ៖

lim
x→−∞

[ f (x)− x] = lim
x→−∞

(
− ex

ex − 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ L : y = x ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង −∞ ៕

◦ ខាង +∞ ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 1)] = lim
x→+∞

(
1 − ex

ex − 1

)
= lim

x→+∞

(
− 1

ex − 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ M : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង +∞ ៕

c គណនា f ′(x) បងា្ហ ញថា f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ̸= 0 និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x)′ −
(

ex

ex − 1

)′
= 1 − ex(ex − 1)− ex · ex

(ex − 1)2 = 1 +
ex

(ex − 1)2

f ′(x) =
(ex − 1)2 + ex

(ex − 1)2 =
e2x − ex + 1
(ex − 1)2

◦ បងា្ហ ញថា f ′(x) > 0 ៖

េដាយ ex > 0 និង (ex − 1)2 > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ̸= 0 នាំឱ្យ ៖

f ′(x) = 1 +
ex

(ex − 1)2 > 0 ∀x ̸= 0

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ (−∞, 0) និងេលើ (0,+∞) ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤២ 096 224 8978
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ +

−∞−∞

+∞ −∞ +∞+∞

d គណនា f (1), f (−1) និងសងζ បនា្ទ ត់ L, M ្រពមទាំង្រកាប C ៖

◦ គណនាតៃម្ល េលខ ៖

· f (1) = 1 − e
e − 1

= 1 − 1.6 = −0.6

· f (−1) = −1 − e−1

e−1 − 1
= −1 − 1

1 − e
= −1 − (−0.6) = −0.4

◦ សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់អាសីុមតូត ៖

L : y = x

M

CO−1 1
−1

−0.4

−0.6
x

y

e គណនាៃផ្ទ ្រកឡាក្ន αងប្ល ងζ ៖

◦ ចំេពាះ x ∈ [1, 2] េយើ ងមាន ex − 1 > 0 នាំឱ្យ ៖

(x − 1)− f (x) = (x − 1)−
(

x − ex

ex − 1

)
=

ex

ex − 1
− 1 =

1
ex − 1

> 0

នាំឱ្យបនា្ទ ត់ M : y = x − 1 ស្ថិ តេ;ខាងេលើ ្រកាប C េលើ ចេនា្ល ះ [1, 2]

◦ ៃផ្ទ ្រកឡា S គណនាេដាយ ៖

S =
∫ 2

1
[(x − 1)− f (x)] dx =

∫ 2

1

1
ex − 1

dx

S =
∫ 2

1

e−x

1 − e−x dx =
[
ln |1 − e−x|

]2
1 =

[
ln
(

ex − 1
ex

)]2

1
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S = ln
(

e2 − 1
e2

)
− ln

(
e − 1

e

)
= ln

(
e2 − 1

e2 · e
e − 1

)

S = ln
(

e + 1
e

)
= ln(e + 1)− ln e = ln(e + 1)− 1 (ឯកតាៃផ្ទ )

ដូចេនះ ៃផ្ទ ្រកឡាៃនៃផ្ទ ប្ល ងζ គឺ ln(e + 1)− 1 ឯកតាៃផ្ទ ៕

18 f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x − 1 +
3

ex + 1
និងមាន្រកាប C ។

a គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ៖

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 1 +

3
ex + 1

)
= +∞ − 1 + 0 = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ex = +∞ =⇒ lim
x→+∞

3
ex + 1

= 0)

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x − 1 +

3
ex + 1

)
= −∞ − 1 +

3
0 + 1

= −∞ + 2 = −∞

(េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0 =⇒ lim
x→−∞

3
ex + 1

= 3)

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x − 1)′ +
(

3
ex + 1

)′
= 1 − 3ex

(ex + 1)2 =
(ex + 1)2 − 3ex

(ex + 1)2

f ′(x) =
e2x + 2ex + 1 − 3ex

(ex + 1)2 =
e2x − ex + 1
(ex + 1)2

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

ពិនិត្យភាគយក e2x − ex + 1 ៖ តាង t = ex > 0

េយើ ងបាន t2 − t + 1 មានឌីស្រគីមីណងζ ∆ = (−1)2 − 4(1)(1) = −3 < 0

េដាយ a = 1 > 0 និង ∆ < 0 នាំឱ្យ t2 − t + 1 > 0 ចំេពាះ្រគប់ t > 0

ដូចេនះ e2x − ex + 1 > 0 ្រគប់ x ∈ R

មΒ៉ងេទៀត (ex + 1)2 > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ ៖

f ′(x) =
e2x − ex + 1
(ex + 1)2 > 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

c បងា្ហ ញថា D1 និង D2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត និងបΧ្ជ ក់ទីតាំងេធៀប ៖

◦ អាសីុមតូតេ្រទត D1 : y = x − 1 ខាង +∞ ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 1)] = lim
x→+∞

3
ex + 1

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D1 : y = x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង +∞ ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត D2 : y = x + 2 ខាង −∞ ៖

lim
x→−∞

[ f (x)− (x + 2)] = lim
x→−∞

(
3

ex + 1
− 3
)
= lim

x→−∞

(
−3ex

ex + 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D2 : y = x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ខាង −∞ ៕

◦ បΧ្ជ ក់ទីតាំងេធៀប ៖

· េធៀបនឹង D1 ៖ f (x) − (x − 1) =
3

ex + 1
> 0 ∀x ∈ R =⇒ ្រកាប C ស្ថិ តេ;

ខាងេលើ D1 ជានិច្ច

· េធៀបនឹង D2 ៖ f (x) − (x + 2) =
−3ex

ex + 1
< 0 ∀x ∈ R =⇒ ្រកាប C ស្ថិ តេ;

ខាងេ្រកាម D2 ជានិច្ច

d រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ្រតងζ ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ៖

◦ គណនាតៃម្ល អនុគមន៍ និងេដរីេវ្រតងζ x = 0 ៖

· f (0) = 0 − 1 +
3

e0 + 1
= −1 +

3
2
=

1
2

· f ′(0) =
e0 − e0 + 1
(e0 + 1)2 =

1
22 =

1
4

◦ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T មានទ្រមងζ ៖

y = f ′(0)(x − 0) + f (0) =⇒ y =
1
4

x +
1
2

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ T : y =
1
4

x +
1
2

៕

e សងζ បនា្ទ ត់ D1, D2, T និង្រកាប C ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤៥ 096 224 8978
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D1

D2

T

C

O

1
2

2

−1
x

y

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤៦ 096 224 8978



 អនុគមនេ៍លាការតី

៣.១ េលោការĝតេនែព

ឧទាហរណ៍ 1 : រកតៃម្ល x េដាយដί ងថា ex = 1 ។

តាមដδ េណាះ្រសាយសមីការអិចស្ប៉βណងζ ែស្យល េគបាន ex = e0 ឬ x = 0 ។

េគថា x = 0 ជាេលាការីតេនែពៃន 1 េហើ យេគកំណត់សរេសរ 0 = ln 1 ។

ឧទាហរណ៍ 2 : េដាះ្រសាយសមីការ ex = e ។ េគបាន ex = e1 េហើ យ x = 1 ។

េគថា x = 1 ជាេលាការីតេនែពៃន e េហើ យេគកំណត់សរេសរ 1 = ln e ។

ជាទូេទៅ

េលាការីេនែពៃនចំនួនវέជ្ជ មាន k គឺជានិទស្សន្ត ៃនចំនួនវέជ្ជ មាន x ៃន ex ែដល ex = k ។

េគកំណត់សរេសរ x = ln k ⇐⇒ ex = k

សមា្គ ល់ េដាយ x = ln k និង ex = k េនាះេគបាន eln k = k និង ln ek = k

ចំេពាះ ∀k > 0 ។

លំហាត់គំរូ 1 គណនាតៃម្ល ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម ៖

a eln 5 b ln e3x+4

ដំេណោះ្រសាយ

a eln 5 = 5 b ln e3x+4 = 3x + 4

លំហាត់គំរូ 2 សំយក្របាក់ 1000 ដុលា្ល រេͼេផ្ញើ េ;ធនាគារមួយ េដាយទទួលបានអ្រតាការ្របាក់

សមាស្របចាំឆា្ន ំ 5% ទូទាត់ជាបន្ត បនា្ទ ប់ ។

ក. េបើ សំទុក្របាក់េ;ធនាគាររយៈេពល 10 ឆា្ន ំ េតើ សំទទួលបាន្របាក់សរុបចំនួន

បុ៉នា្ម ន?

ខ. េតើ សំ្រតβវទុក្របាក់េ;ធនាគារបុ៉នា្ម នឆា្ន ំ េទើ បចំនួន្របាក់សរុបេកើ នដល់

1500 ដុលា្ល រ ?

១៤៧
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ដδ េណាះ្រសាយ ក. ចំនួន្របាក់របស់សំេ;ធនាគារ

េគមាន A = pert រូបមន្ត ការ្របាក់សមាស ែដល p = 1000 ជា្របាក់េដើ ម

r =
5

100
= 0.05 ជាអ្រតាការ្របាក់សមាស និង t = 10 ជាចំនួនឆា្ន ំ

េគបាន A = 1000e(0.05)(10) = 1648.72

ដូេច្ន ះ 10 ឆា្ន ំេ្រកាយ សំមាន្របាក់សរុបចំនួន 1648.72 ដុលា្ល រ ។

ខ. រយៈេពលេដើ ម្បីឱ្យចំនួន្របាក់េកើ នដល់ 1500 ដុលា្ល រ

េគដί ងថា A = 1500 សមមូល 1000e(0.05)t = 1500

សមមូល e0.05t = 1.5

សមមូល e0.05t = eln 1.5

សមមូល 0.05t = ln 1.5

សមមូល t =
ln 1.5
0.05

នាំឱ្យ t = 8.11 ។

ដូេច្ន ះ េដើ ម្បីបាន្របាក់ 1500 ដុលា្ល រ សំ្រតβវេផ្ញើ ្របាក់េ;ធនាគារចំនួន 8.11 ឆា្ន ំ ។

លហំាត់
គណនាតៃម្ល ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម

a eln 5

b eln 3x+4

c eln 0.5

d eln 4x

ដេំណាះ្រសាយ
គណនាតៃម្ល ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម

a eln 5 = 5

b eln 3x+4:

• េបើ ជា eln(3x)+4 = eln(3x) · e4 = 3e4x (ចំេពាះ x > 0)

• េបើ ជា eln(3x+4) = 3x + 4 (ចំេពាះ x > −4
3

)

c eln 0.5 = 0.5 =
1
2

d eln 4x = 4x (ចំេពាះ x > 0)

សម្គាល់

េគកំណត់សរេសរ x = ln k និង ex = k =⇒ eln x = k ចំេពាះ្រគប់ k > 0 ។

លំហាត់

1 កំណត់តៃម្ល x ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤៨ 096 224 8978
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a ex = 1

b e2x+1 = e

c e2x = 5

d ex = e2x+2

2 គណនាតៃម្ល កេន្សោមខាងេ្រកាម

a eln 3

b ln e2x+3

c eln 0.2

d ln e−4x

ដំេណាះ្រសាយ
1 កំណត់តៃម្ល x ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម

a ex = 1 =⇒ ex = e0 =⇒ x = 0

b e2x+1 = e =⇒ 2x + 1 = 1 =⇒ 2x = 0 =⇒ x = 0

c e2x = 5 =⇒ 2x = ln 5 =⇒ x =
ln 5

2
d ex = e2x+2 =⇒ x = 2x + 2 =⇒ x = −2

2 គណនាតៃម្ល កេន្សោមខាងេ្រកាម

រូបមន្ត ្រគឹះ៖ eln a = a (a > 0) និង ln(eA) = A
a eln 3 = 3

b ln e2x+3 = 2x + 3

c eln 0.2 = 0.2 =
1
5

d ln e−4x = −4x

៣.២ អនុគមន៍េលោការĝតេនែពរ និង្រកាប

៣.២.១ និយមន័យ

េគមាន ex = 3 េគបាន x = ln 3 ។

េគមានអនុគមន៍ y = ex ែដល x ∈ R ។ េគបាន y = ex សមមូល x = ln y ។ អនុគមន៍

េនះមាន x ជាអេថរ េហើ យ y ជារូបភាពៃន x តាម ln េគប្ត βរ x ជា y និង y ជា x េគបាន

y = ln x ជាអនុគមន៍្រចាសៃនអនុគមន៍ y = ex ។

អនុគមន៍ែដលកំណត់េដាយ y = ln x េ΋ថា អនុគមន៍េលាការីតេនែព ។

ជាទូេទៅ

◦ អនុគមន៍ y = ln x េ΋ថាេលាការីតេនែព បានមកពី loge x (េលាការីតេគាល e) កំណត់ចំេពាះ

្រគប់ x > 0 ។

◦ េបើ x > 0 អនុគមន៍េលាការីតេនែពៃនx កំណត់េដាយ y = ln x ជាអនុគមន៍្រចាស់ៃនអនុគន៍អិុច

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤៩ 096 224 8978
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ស្ប៉βណងζ ែស្យល y = ex ។

៣.២.២ ្រកាបអនុគមន៍េលោការĝតេនែព

ែដនកណំត់ នងិ សណំុំរបូភាពៃនអនុគមនេ៍លាការេីនែពតាម្រកាបរបស់អនុគមន៍

f (x) = ln x េយើ ងេឃើ ញថា f មានសំណំុែដនកំណត់េលើ ចេនា្ល ះ (0,+∞) និង

សំណំុរូបភាពេលើ (−∞,+∞)។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) = ln x កំណត់្រគប់ចំនួនពិតវέជ្ជ មាន និងមានរូបភាព

្រគប់ចំនួនពិត។មានន័យថា f មានន័យកាល x > 0 ។

x

y

•
(1, 0)

្រកាបតាងអនុគមន៍ f (x) = ln x

ឧទាហរណ៍ : សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ex និង y = ln x ។

េដាយអនុគមន៍ y = ln x ជាអនុគមន៍្រចាសៃន y = ex េនាះ្រកាបៃនអនុគមន៍ទាំងពីរឆ្ល αះគា្ន េធៀបនឹងបនា្ទ ត់

y = x ។

តារាងតៃម្ល េលខនិង្រកាបៃនអនុគមន៍ y = ex និង y = ln x

x −1 0 1

y = ex 1
e

1 e

x
1
e

1 e

y = ln x −1 0 1

x

y

Ox′

y′

y = x
y = ex

y = ln x(1, e)

(e, 1)
1

1

e

e

លំហាត់

សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = 2 + ln x b y = ln(x − 2)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥០ 096 224 8978
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ដំេណាះ្រសាយ

សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = 2 + ln x

តារាងតៃម្ល េលខ

x
1
e

1 e

y 1 2 3

• ែដនកំណត់៖ D =]0,+∞[

• អាសីុមតូតឈរ៖ អ័ក្ស Oy (x = 0)

Ca

O 1 e

2

3

x

y

b y = ln(x − 2)

តារាងតៃម្ល េលខ

x 2 +
1
e

3 2 + e

y −1 0 1

• ែដនកំណត់៖ D =]2,+∞[

• អាសីុមតូតឈរ៖ បនា្ទ ត់ x = 2

x = 2
Cb

O 2 3 2 + e

1

x

y

៣.៣ េដរĝេវៃនអនុគមន៍េលោការĝតេនែពរ

សម្គាល់

a េបើ y = ln x េនាះ y′ =
1
x

x > 0

b េបើ g(x) = ln U(x) េនាះ g′(x) =
U′(x)
U(x)

លំហាត់

1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a y = x3 + ln x

b y = x2 ln x
c y = x + 2 ln x

d y = x4 ln x

e f (x) = 2 ln(x − 1)

f f (x) = −3
2

ln(x2 − 7x + 10)

g f (x) = x + 2 − ln
(

x + 2
x − 3

)

2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = ln(x2 + 2x)

b y = ln(cos 2x)
c y = ln(2x + 1)2

d f (x) = ln(2x3)

e f (x) = ex7

f f (x) = ln(11x7)

g f (x) = ex2+x3

h f (x) = loge(7x−2)

i f (x) = e−x

j f (x) = ln(ex + x3)

k f (x) = ln(ex3
)

l f (x) = ln
(

x2 + 1
x3 − x

)
ដំេណាះ្រសាយ

1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

a y = x3 + ln x

y′ =
d

dx
(x3) +

d
dx

(ln x)

= 3x2 +
1
x

=
3x3 + 1

x

ដូចេនះ y′ =
3x3 + 1

x
b y = x2 ln x

y′ =
d

dx
(x2) · ln x + x2 · d

dx
(ln x)

= 2x · ln x + x2 · 1
x

= 2x ln x + x

= x(2 ln x + 1)

ដូចេនះ y′ = x(2 ln x + 1)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

c y = x + 2 ln x

y′ =
d

dx
(x) + 2

d
dx

(ln x)

= 1 + 2 · 1
x

=
x + 2

x

ដូចេនះ y′ =
x + 2

x
d y = x4 ln x

y′ =
d

dx
(x4) · ln x + x4 · d

dx
(ln x)

= 4x3 · ln x + x4 · 1
x

= 4x3 ln x + x3

= x3(4 ln x + 1)

ដូចេនះ y′ = x3(4 ln x + 1)

e f (x) = 2 ln(x − 1)

f ′(x) = 2 · (x − 1)′

x − 1

= 2 · 1
x − 1

=
2

x − 1

ដូចេនះ f ′(x) =
2

x − 1

f f (x) = −3
2

ln(x2 − 7x + 10)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

f ′(x) = −3
2
· (x2 − 7x + 10)′

x2 − 7x + 10

= −3
2
· 2x − 7

x2 − 7x + 10

= − 3(2x − 7)
2(x2 − 7x + 10)

=
3(7 − 2x)

2(x2 − 7x + 10)

ដូចេនះ f ′(x) =
3(7 − 2x)

2(x2 − 7x + 10)

g f (x) = x + 2 − ln
(

x + 2
x − 3

)

េយើ ងអាចសរេសរ៖ f (x) = x + 2 − ln(x + 2) + ln(x − 3)

េយើ ងបាន៖

f ′(x) =
d

dx
(x + 2)− d

dx
(ln(x + 2)) +

d
dx

(ln(x − 3))

= 1 − 1
x + 2

+
1

x − 3

= 1 +
−(x − 3) + (x + 2)
(x + 2)(x − 3)

= 1 +
5

(x + 2)(x − 3)

=
x2 − x − 6 + 5
(x + 2)(x − 3)

=
x2 − x − 1

(x + 2)(x − 3)

ដូចេនះ f ′(x) =
x2 − x − 1

(x + 2)(x − 3)

2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a y = ln(x2 + 2x)

y′ =

d
dx

(x2 + 2x)

x2 + 2x

=
2x + 2
x2 + 2x

ដូចេនះ y′ =
2x + 2
x2 + 2x

b y = ln(cos 2x)

y′ =

d
dx

(cos 2x)

cos 2x

=
−2 sin 2x

cos 2x

= −2 tan 2x

ដូចេនះ y′ = −2 tan 2x
c y = ln(2x + 1)2

y = 2 ln(2x + 1)

y′ = 2 ·
d

dx
(2x + 1)

2x + 1

= 2 · 2
2x + 1

=
4

2x + 1

ដូចេនះ y′ =
4

2x + 1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៥ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

d f (x) = ln(2x3)

f ′(x) =

d
dx

(2x3)

2x3

=
6x2

2x3

=
3
x

ដូចេនះ f ′(x) =
3
x

e f (x) = ex7

f ′(x) = ex7 · d
dx

(x7)

= ex7 · 7x6

= 7x6ex7

ដូចេនះ f ′(x) = 7x6ex7

f f (x) = ln(11x7)

f ′(x) =

d
dx

(11x7)

11x7

=
77x6

11x7

=
7
x

ដូចេនះ f ′(x) =
7
x

g f (x) = ex2+x3

f ′(x) = ex2+x3 · d
dx

(x2 + x3)

= (2x + 3x2)ex2+x3

ដូចេនះ f ′(x) = (2x + 3x2)ex2+x3

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

h f (x) = loge(7x−2)

f (x) = ln(7x−2)

f ′(x) =

d
dx

(7x−2)

7x−2

=
−14x−3

7x−2

= −2
x

ដូចេនះ f ′(x) = −2
x

i f (x) = e−x

f ′(x) = e−x · d
dx

(−x)

= −e−x

ដូចេនះ f ′(x) = −e−x

j f (x) = ln(ex + x3)

f ′(x) =

d
dx

(ex + x3)

ex + x3

=
ex + 3x2

ex + x3

ដូចេនះ f ′(x) =
ex + 3x2

ex + x3

k f (x) = ln(ex3
)

f (x) = x3

f ′(x) =
d

dx
(x3)

= 3x2

ដូចេនះ f ′(x) = 3x2

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

l f (x) = ln
(

x2 + 1
x3 − x

)

f (x) = ln(x2 + 1)− ln(x3 − x)

f ′(x) =

d
dx

(x2 + 1)

x2 + 1
−

d
dx

(x3 − x)

x3 − x

=
2x

x2 + 1
− 3x2 − 1

x3 − x

=
2x(x3 − x)− (3x2 − 1)(x2 + 1)

(x2 + 1)(x3 − x)

=
−x4 − 4x2 + 1

x5 − x

ដូចេនះ f ′(x) =
−x4 − 4x2 + 1

x5 − x

៣.៤ សមីការ និងវĜសមីការេលោការĝតេនែព

៣.៤.១ សមីការ

លំហាត់គំរូ 1 េដាះ្រសាយសមីការក្ន αង R : ln(x − 2) + ln(x + 2) = ln 45 ។

ដំេណោះ្រសាយ លក្ខ ខណ្ឌ x − 2 > 0 និង x + 2 > 0

េគបាន x > 2 ជាលក្ខ ខណ្ឌ ែដលេធ្វើ ឱ្យសមីការមានន័យ

ln(x − 2) + ln(x + 2) = ln 45

(x − 2)(x + 2) = 45 ឬ x2 − 49 = 0 េគបាន x = 7 , x = −7

តាមលក្ខ ខណ្ឌ x > 2 ដូេច្ន ះសមីការមានឫសែតមួយគត់គឺ x = 7 ។

លំហាត់គំរូ 2 េដាះ្រសាយសមីការក្ន αង R : 3e2x + ex − 10 = 0 ។

ដំេណោះ្រសាយ សមីការអាចសរេសរ 3(ex)2 + ex − 10 = 0

តាង t = ex > 0 សមីការេͼជា 3t2 + t − 10 = 0

េគបាន t =
5
3

, t = −2 េដាយ ex > 0 េគបាន ex =
5
3

, x = ln
5
3

។

្របតិបត្តិ េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម៖

ក. ln(1 − x) + ln(2x + 3)− ln(x + 1) = ln 3 ខ.
ex − 2
ex − 3

= 4 ។

ចេម្លើយ ក. x = 0 ខ. x = ln
10
3

។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

លំហាត់គំរូ េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ សមីការក្ន αង R :

ln y = ln x + 2

xy = 9e2

លក្ខ ខណ្ឌ ៃន្របព័ន្ធ គឺ x > 0 និង y > 0

្របព័ន្ធ សមីការអាចសរេសរ

ln
y
x
= 2

xy = 9e2
ឬ

ln
y
x
= ln e2

xy = 9e2

េគបាន


y
x
= e2

xy = 9e2
េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ x = ±3

េដាយ x > 0 េនាះ x = 3 េហើ យ y = 3e2 ។

្របតិបត្តិ េដាះ្រសាយ្របព័ន្ធ សមីការខាងេ្រកាម ៖

ក.

ex + 2ey = 1

−3ex + ey = 4
ខ.

x + y = 65

ln x + ln y = ln 1000

ចេម្លើយ ក. គា្ម នចេម្លើ យ ខ. (x = 25, y = 40), (x = 40, y = 25) ។

៣.៤.២ វĜសមីការ

លំហាត់គំរូ េដាះ្រសាយវέសមីការក្ន αង R : ln(x + 3) + ln(x + 5) ≤ ln 15 ។

ដំេណោះ្រសាយ លក្ខ ខណ្ឌ x + 3 > 0 និង x + 5 > 0 នាំឱ្យ x > −3

វέសមីការអាចសរេសរ ln(x + 3)(x + 5) ≤ ln 15 េដាយ e > 1 វέសមីការមិនប្ត βរ

ទិសេ͵ (x + 3)(x + 5) ≤ 15 ឬ x2 + 8x ≤ 0 េដាះ្រសាយវέសមីការ −8 ≤ x ≤ 0

តាមលក្ខ ខណ្ឌ x > −3 វέសមីការមានចេម្លើ យ្រតឹមែត −3 < x ≤ 0 ។

្របតិបត្តិ េដាះ្រសាយវέសមីការខាងេ្រកាម ៖

ក. ln(x2 − 4e2) < 1 + ln 3x ខ. 3ex − 10e−x + 1 ≥ 0

ចេម្លើយ ក. x ∈ (2e, 4e) ខ. x ≥ ln
5
3

។

សម្គាល់

• េបើ a > 0, a ̸= 1 េនាះសមីការ loga x = loga y េគបាន x = y ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៥៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

• េបើ a > 1 វέសមីការ loga f (x) < loga g(x) ⇔

 f (x) > 0

f (x) < g(x)

• េបើ 0 < a < 1 វέសមីការ loga f (x) < loga g(x) ⇔

 g(x) > 0

f (x) > g(x)
។

លំហាត់

1 េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម

a ln(x − 2) + ln(x − 2) = ln 45

b 3e2x + ex − 10 = 0

c ln(1 − x)(2x + 3)− ln(x + 1) = ln 3

d
ex − 2
ex − 3

= 4

2 េដាះ្រសាយវέសមីការខាងេ្រកាម

a ln(x + 3) + ln(x + 5) ≤ ln 15

b ln(x2 − 4e2) < 1 + ln 3x

c 3ex − 10e−x + 1 ≥ 0

3 េដាះ្រសាយ្របពន្ធ័ វέសមីការខាងេ្រកាម

a

ln y = ln x + 2

xy = 9e2

b

ex + 2ey = 1

−3ex + ey = 4

c

x + y = 65

ln x + ln y = ln 1000

ដំេណាះ្រសាយ

1 េដាះ្រសាយសមីការខាងេ្រកាម

a ln(x − 2) + ln(x − 2) = ln 45

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៦០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

លក្ខ ខណ្ឌ ៖ x − 2 > 0 ⇒ x > 2

2 ln(x − 2) = ln 45

ln(x − 2)2 = ln 45

(x − 2)2 = 45

x − 2 =
√

45 (េ្រពាះ x − 2 > 0)

x − 2 = 3
√

5

x = 2 + 3
√

5

ដូចេនះ x = 2 + 3
√

5

b 3e2x + ex − 10 = 0

3(ex)2 + ex − 10 = 0

តាង t = ex (t > 0) សមីការេͼជា៖

3t2 + t − 10 = 0

(3t − 5)(t + 2) = 0

េយើ ងបាន t =
5
3

ឬ t = −2 (មិនយកេ្រពាះ t > 0)

ex =
5
3

x = ln
(

5
3

)

ដូចេនះ x = ln
(

5
3

)
c ln(1 − x)(2x + 3)− ln(x + 1) = ln 3

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៦១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

លក្ខ ខណ្ឌ ៖


1 − x > 0

2x + 3 > 0

x + 1 > 0

⇒ −1 < x < 1

ln
(
(1 − x)(2x + 3)

x + 1

)
= ln 3

(1 − x)(2x + 3)
x + 1

= 3

(1 − x)(2x + 3) = 3(x + 1)

−2x2 − x + 3 = 3x + 3

−2x2 − 4x = 0

−2x(x + 2) = 0

នាំឲ្យ x = 0 (យក) ឬ x = −2 (មិនយក េ្រពាះមិនេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់លក្ខ ខណ្ឌ )

ដូចេនះ x = 0

d
ex − 2
ex − 3

= 4

លក្ខ ខណ្ឌ ៖ ex − 3 ̸= 0 ⇒ ex ̸= 3 ⇒ x ̸= ln 3

ex − 2 = 4(ex − 3)

ex − 2 = 4ex − 12

3ex = 10

ex =
10
3

x = ln
(

10
3

)

ដូចេនះ x = ln
(

10
3

)
2 េដាះ្រសាយវέសមីការខាងេ្រកាម

a ln(x + 3) + ln(x + 5) ≤ ln 15
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លក្ខ ខណ្ឌ ៖

x + 3 > 0

x + 5 > 0
⇒ x > −3

ln((x + 3)(x + 5)) ≤ ln 15

(x + 3)(x + 5) ≤ 15

x2 + 8x + 15 ≤ 15

x2 + 8x ≤ 0

x(x + 8) ≤ 0

ដδ េណាះ្រសាយៃនវέសមីការ x(x + 8) ≤ 0 គឺ −8 ≤ x ≤ 0

្របសព្វ ជាមួយលក្ខ ខណ្ឌ x > −3 េយើ ងបាន៖

ដូចេនះ −3 < x ≤ 0

b ln(x2 − 4e2) < 1 + ln 3x

លក្ខ ខណ្ឌ ៖

x2 − 4e2 > 0

3x > 0
⇒ x > 2e

ln(x2 − 4e2) < ln e + ln 3x

ln(x2 − 4e2) < ln(3ex)

x2 − 4e2 < 3ex

x2 − 3ex − 4e2 < 0

(x − 4e)(x + e) < 0

ដδ េណាះ្រសាយៃនវέសមីការគឺ −e < x < 4e

្របសព្វ ជាមួយលក្ខ ខណ្ឌ x > 2e េយើ ងបាន៖

ដូចេនះ 2e < x < 4e
c 3ex − 10e−x + 1 ≥ 0

គុណអង្គ ទាំងពីរនឹង ex > 0 ៖

3(ex)2 + ex − 10 ≥ 0
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តាង t = ex (t > 0) វέសមីការេͼជា៖

3t2 + t − 10 ≥ 0

(3t − 5)(t + 2) ≥ 0

េដាយសារ t > 0 នាំឲ្យ t + 2 > 0 ជានិច្ច ដូចេនះ៖

3t − 5 ≥ 0

t ≥ 5
3

ជδ នួស t = ex វέញ៖

ex ≥ 5
3

x ≥ ln
(

5
3

)

ដូចេនះ x ≥ ln
(

5
3

)
3 េដាះ្រសាយ្របពន្ធ័ វέសមីការខាងេ្រកាម

a

ln y = ln x + 2

xy = 9e2

លក្ខ ខណ្ឌ ៖ x > 0 និង y > 0

ln y − ln x = 2

ln
(y

x

)
= 2

y
x
= e2 ⇒ y = xe2

x(xe2) = 9e2

x2e2 = 9e2

x2 = 9 ⇒ x = 3 (េ្រពាះ x > 0)

គណនា y ៖ y = 3e2
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ដូចេនះ (x, y) = (3, 3e2)

b

ex + 2ey = 1

−3ex + ey = 4

គុណសមីការទី១ នឹង 3 រួចបូកជាមួយសមីការទី២៖

3(ex + 2ey) + (−3ex + ey) = 3(1) + 4

7ey = 7

ey = 1 ⇒ y = 0

ជδ នួស ey = 1 ចូលក្ន αងសមីការទី១៖

ex + 2(1) = 1

ex = −1

េដាយសារ ex > 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R េនាះសមីការ ex = −1 គា្ម នឬស។

ដូចេនះ ្របព័ន្ធ សមីការគា្ម នដδ េណាះ្រសាយ

c

x + y = 65

ln x + ln y = ln 1000

លក្ខ ខណ្ឌ ៖ x > 0 និង y > 0

ln x + ln y = ln 1000

ln(xy) = ln 1000

xy = 1000

េយើ ងបាន្របព័ន្ធ សមីការ៖

x + y = 65

xy = 1000
នាំឲ្យ x និង y ជាឬសៃនសមីការ៖

t2 − 65t + 1000 = 0

∆ = (−65)2 − 4(1)(1000) = 4225 − 4000 = 225 = 152
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t1 =
65 + 15

2
= 40

t2 =
65 − 15

2
= 25

េដាយសារ t1, t2 > 0 េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់លក្ខ ខណ្ឌ

ដូចេនះ (x, y) = (40, 25) ឬ (x, y) = (25, 40)

៣.៥ សិកȦĀាអនុគមន៍ែដលទាក់ទងនឹងអនុគមន៍េលោការĝត

សម្គាល់

េដើម្បីសិក�អនុគមនេ៍លាការតីេគ្រតូវ

a ែដនកំណត់ D

b ទិសេ͵អេថរភាព

• លីមីត

• េដរីេវ

• សΧ̐េដរីេវ

• តារាងអេថរភាព

c សងζ ្រកាប

• ចំណុច្របសព្វ

• អាសីុមតូត

លំហាត់គំរូ 1 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) = x − ln x ។

ដំេណោះ្រសាយ C : f (x) = x − ln x

• ែដនកំណត់ D = (0,+∞)

• ទិសេ͵អេថរភាព

– លីមីត

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x − ln x) = +∞ (េ្រពាះ lim
x→0+

ln x = −∞)

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x − ln x) (រាងមិនកំណត់ + ∞ − ∞)

= lim
x→+∞

x
(

1 − ln x
x

)
= +∞ (េ្រពាះ lim

x→+∞

ln x
x

= 0)

– េដរីេវ : f ′(x) = (x − ln x)′ = 1 − 1
x
=

x − 1
x
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– សΧ̐ៃនេដរីេវ : េដាយ x > 0 េនាះ f ′(x) មានសΧ̐ដូច x − 1 ។

f ′(x) = 0 េគបាន x − 1 = 0 នាំឱ្យ x = 1

• សΧ̐េដរីេវ

x 0 1 +∞
f ′(x) − 0 +

– f ចុះេលើ (0, 1) េហើ យេកើ នេលើ (1,+∞)

– តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប f (1) = 1 − ln 1 = 1 − 0 = 1 ។

• តារាងអេថរភាពៃន f

x 0 1 +∞

f ′(x) − 0 +

f (x)
+∞

1
+∞

• សងζ ្រកាប

– បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = +∞ ។

– រកចំណុចជδ នួយ

f (2) = 2 − ln 2 = 2 − 0.7 = 1.3 ⇒ C កាត់តាមចំណុច (2, 1.3)

f (3) = 3 − ln 3 = 3 − 1.1 = 1.9 ⇒ C កាត់តាមចំណុច (3, 1.9) ។

x

y

Ox′ y′

x = 0

1 2 3

1
1.3

1.9

3

2

C

លំហាត់គំរូ 2 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ f (x) =
ln x

x
។

ដំេណោះ្រសាយ C : f (x) =
ln x

x
• ែដនកំណត់ D = (0,+∞)
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• ទិសេ͵អេថរភាព

– លីមីត : lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

ln x
x

= −∞ (េ្រពាះ lim
x→0+

ln x = −∞ )

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ln x
x

= 0

– េដរីេវ : f ′(x) =
(

ln x
x

)′
=

(ln x)′ · x − (x)′ ln x
x2 =

1 − ln x
x2

– សΧ̐ៃនេដរីេវ

េដាយ x2 > 0, ∀x ∈ D េនាះ f ′(x) មានសΧ̐ដូច 1 − ln x ។

1 − ln x = 0 ⇔ ln x = 1 ⇔ x = e

1 − ln x > 0 ⇔ ln x < 1 ⇔ 0 < x < e

1 − ln x < 0 ⇔ ln x > 1 ⇔ x > e

x 0 e +∞

f ′(x) + 0 −

• f េកើ នេលើ (0, e) េហើ យចុះេលើ (e,+∞)

• តៃម្ល អតិបរមាេធៀប : f (e) =
ln e

e
=

1
e

• តារាងអេថរភាពៃន f

x 0 e +∞

f ′(x) + 0 −

f (x) −∞

1
e

0

• សំណងζ ្រកាប

– បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = −∞ ។

– បនា្ទ ត់ y = 0 ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→+∞

f (x) = 0 ។

– ជδ នួស : f (1) =
ln 1

1
=

0
1
= 0 ⇒ C កាត់តាមចំណុច (1, 0) ។
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x

y

Ox′

y′

1 2 3

1

2

C
1/e

2.7

x = 0

លំហាត់គំរូ 3 អនុគមន៍ f កំណត់េលើ R − {0} េដាយ f (x) = ln(x2) មាន្រកាប C ។

ក. គណនា lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C ។

ខ. សិកΓអេថរភាពៃន f និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

គ. រកសមីការបនា្ទ ត់ d1 ប៉ះ្រកាប C ្រតងζ ចំណុច A(e, 2) និងបនា្ទ ត់ d2 ប៉ះ្រកាប C ្រតងζ ចំណុច B(−e, 2) ។

ឃ. រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្សអាប់សីុស ។ សងζ ្រកាប C បនា្ទ ត់ d1, d2 ក្ន αងត្រមαយអរ

តូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) មួយ ។

ដំេណោះ្រសាយ
C : f (x) = ln(x2) ែដនកំណត់ D = R − {0}
ក. គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

ln(x2) = +∞

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

ln(x2) = −∞

បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ។

ខ. សិកΓអេថរភាពៃន f

• េដរីេវ f ′(x) = [ln(x2)]′ =
(x2)′

x2 =
2x
x2 =

2
x

មានសΧ̐ដូច x

• សΧ̐ៃនេដរីេវ

x −∞ 0 +∞

f ′(x) − +

អនុគមន៍ f ចុះេលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) េ្រពាះ f ′(x) < 0
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អនុគមន៍ f េកើ នេលើ ចេនា្ល ះ (0,+∞) េ្រពាះ f ′(x) > 0

តារាងអេថរភាពៃន f

x −∞ 0 +∞

f ′(x) − +

f (x) +∞
−∞−∞

+∞

គ. រកសមីការបនា្ទ ត់ d1 ប៉ះ្រកាប C ្រតងζ ចំណុច A(e, 2)

d1 : y − y0 = f ′(x0)(x − x0) េដាយ d1 ប៉ះ C ្រតងζ A(e, 2) ⇒ x0 = e, y0 = 2

និង f ′(x0) = f ′(e) =
2
e

េនាះ d1 : y − 2 =
2
e
(x − e) =

2
e

x − 2

ដូេច្ន ះ d1 : y =
2
e

x ។

រកសមីការបនា្ទ ត់ d2 ប៉ះ្រកាប C ្រតងζ ចំណុច B(−e, 2)

d2 : y − y0 = f ′(x0)(x − x0) េដាយ d2 ប៉ះ C ្រតងζ B(−e, 2) ⇒ x0 = −e, y0 = 2

និង f ′(x0) = f ′(−e) =
2
−e

= −2
e

េនាះ d2 : y − 2 = −2
e
(x − (−e)) = −2

e
x − 2

ដូេច្ន ះ d2 : y = −2
e

x ។

ឃ. រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្សអាប់សីុស

C ∩ x′x ្រតងζ y = 0 ⇒ ln(x2) = 0 ⇒ x2 = 1 ⇒ x = ±1

ដូេច្ន ះ C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតងζ ចំណុច (−1, 0) និង (1, 0) ។

សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ d1, d2

d1 : y =
2
e

x
x 0 e

y 0 2

d2 : y = −2
e

x
x 0 −e

y 0 2

x

y

Ox′ -3 -2 -1 1 2 3

1

2

3

e−e

AB

d1

d2

C

C

x = 0
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្របតិបត្តិ សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

ក. f (x) = x2 − 8 ln x ខ. y = x2 ln x ឃ. y = g(x) = 2x +
x

ln x
។

៣.៦ អនុវត្ត

លំហាត់គំរូ 1 តំហាយអិចស្ប៉βណងζ ែស្យលែដលមានទ្រមងζ y = ae−kt

ធាតុវέទ្យαសកម្ម ៃនកាបូន (C − 14) មានការថយចុះជាបន្ត បនា្ទ ប់ក្ន αងអ្រតាមួយ

េថរ ។ ពាក់កណា្ត លជή វέតៃនកាបូន (C − 14) គឺ 5760 ឆា្ន ំ ។ មានន័យថា 5760 ឆា្ន ំ

កាបូន (C − 14) បានពុកផុយម៉ាស ចំនួនពាក់កណា្ត ល ។

ក. រកតៃម្ល អ្រតាថយចុះ k ៃនកាបូន (C − 14) ?

ខ. អ្ន កវέទΒសា̿ស្ត ខាងបុរាណវέទΒបាន្រតγតពិនិត្យឆ្អឹ ងសត្វ មួយ្របេភទ េហើ យ

ប៉ាន់សា្ម នថាមានធាតុកាបូន (C − 14) េ;សល់ចំនួន 3% ។

េតើ សត្វ េនះបានសា្ល ប់្របែហលបុ៉នា្ម នឆា្ន ំេហើ យ ?

ដំេណោះ្រសាយ ក. តៃម្ល អ្រតាថយចុះ k ៃនកាបូន (C − 14)

េគមានរូបមន្ត តំហាយអិចស្ប៉βណងζ ែស្យល y = ae−kt ែដល k ជាអ្រតាថយចុះ

ៃនកាបូន (C − 14) a ជាចំនួនចាប់េផ្តើ ម y ជាបរិមាណេ;សល់បនា្ទ ប់ពី

t = 5760 ឆា្ន ំៃនពាក់កណា្ត លជή វέតរបស់កាបូន (C − 14) គឺ
1
2

a = 0.5a ។

េគបាន y = ae−kt សមមូល 0.5a = ae−k(5760)

សមមូល 0.5 = e−5760k សមមូល ln 0.5 = ln e−5760k

សមមូល −5760k = ln 0.5 សមមូល k =
− ln 0.5

5760
=

ln 2
5760

= 0.00012

ដូេច្ន ះ អ្រតាថយចុះេថរៃនកាបូន (C − 14) គឺ 0.00012 ។

ខ. តាង a ជាបរិមាណដδ បូងៃនកាបូន (C − 14) ក្ន αងខ្ល γនផូសីុលសត្វ

េគបាន y = ae−0.00012t ⇔ 0.03a = ae−0.00012t

⇔ 0.03 = e−0.00012t ⇔ ln 0.03 = ln e−0.00012t

⇔ ln 0.03 = −0.00012t ⇔ t =
ln 0.03

−0.00012

⇒ t ≈ 29221 ។

ដូេច្ន ះ ផូសីុលសត្វ េនះសា្ល ប់តាំងពី 29221 ឆា្ន ំមុន ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

លំហាត់គំរូ 2 កំេណើ នអិចស្ប៉βណងζ ែស្យលមានទ្រមងζ y = aekt ។ តាមការប៉ាន់សា្ម នបានឱ្យដί ងថា េ;ឆា្ន ំ 2000

្របេទសចិនមាន្របជាជន្របែហល 1.26 ពាន់លាននាក់ ែដលជាចំនួនេ្រចើ នបំផុតេ;េលើ ពិភពេលាក េហើ យ្របេទស

ឥណា្ឌ មាន្របជាជន 1.01 ពាន់លាននាក់ ែដលជាចំនួនលំដាប់ទី 2 បនា្ទ ប់ពី ្របេទសចិន ។ ចំនួន្របជាជនៃន្របេទស

ចិនេកើ នេឡើងតាមសមីការ C(t) = 1.26e0.009t េហើ យ្របជាជនឥណា្ឌ េកើ នេឡើងតាមសមីការ I(t) = 1.01e0.015t

។ តាមសមីការេនះ េតើ បុ៉នា្ម នឆា្ន ំេទៀត េទើ ប្របេទសឥណា្ឌ មានចំនួន្របជាជនេ្រចើ នជាង្របេទសចិន ?

ដំេណោះ្រសាយ េគមានវέសមីការ I(t) > C(t)

1.01e0.015t > 1.26e0.009t

ln 1.01e0.015t > ln 1.26e0.009t

ln 1.01 + ln e0.015t > ln 1.26 + e0.009t

ln e0.015t − e0.015t > ln 1.26 − ln 1.01

0.006t > ln 1.26 − ln 1.01

t >
ln 1.26 − ln 1.01

0.0006
នាំឱ្យ t > 36.86 ។

ដូេច្ន ះ ្របែហល 37 ឆា្ន ំេទៀត ្របេទសឥណា្ឌ នឹងមាន្របជាជនេ្រចើ នជាង

្របេទសចិន ។

លំហាត់

1 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = x − ln x ។

2 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) =
ln x

x
។

3 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = ex ln x ។

4 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = f (x) = x2 − 8 ln x ។

5 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = y = x2 ln x ។

6 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = 2x +
x

ln x
។

7 អនុគមន៍ f កំណត់េលើ R \ {0} េដាយ f (x) = ln(x2) មាន្រកាប C ។

a គណនា lim
x→±∞

f (x) និង lim
x→0

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតៃន្រកាប C ។

b សិកΓអេថរភាពអនុគមន៍ f និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

c រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d1 ្រកាប C ្រតងζ ចំនុច A(e, 2) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ពី ្រកាប C ្រតងζ ចំនុច B(−e, 2)

d បងា្ហ ញថាចំនុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្សអាប់សីុស។ សងζ ្រកាប C បនា្ទ ត់ d1, d2 ក្ន αងត្រមαយអរតូ

ណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) មួយ ។

ដំេណាះ្រសាយ
េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

1 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = x − ln x
a ែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x − ln x) = 0 − (−∞) = +∞

(នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 0 ឬអ័ក្សអរេដាេន ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x
(

1 − ln x
x

)
= +∞(1 − 0) = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x
x

= 0)

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x)′ − (ln x)′ = 1 − 1
x
=

x − 1
x

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយ x > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃនភាគយក x − 1 ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ x − 1 = 0 ⇐⇒ x = 1

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

◦ តៃម្ល បរមាបរិមា ៖

អនុគមន៍ f មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 1 − ln(1) = 1 ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

11

+∞+∞

c អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

◦ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = +∞ ៕

◦ ្រតងζចំណុចអប្បបរមា A(1, 1) ្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស) មានសមីការ

y = 1 ៕

d សងζ ្រកាប C ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៣ 096 224 8978
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y = 1

C

y = x

O 1

1

x

y

2 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) =
ln x

x
។

a ែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

ln x
x

= −∞

(នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 0 ឬអ័ក្សអរេដាេន ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ln x
x

= 0

(នាំឱ្យបនា្ទ ត់ y = 0 ឬអ័ក្សអាប់សីុស ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C ខាង +∞)

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) =
(ln x)′ · x − (ln x)(x)′

x2 =
1
x · x − ln x

x2 =
1 − ln x

x2

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយ x2 > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាឱំ្យសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃនភាគយក 1 − ln x ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ 1 − ln x = 0 ⇐⇒ ln x = 1 ⇐⇒ x = e

· ចំេពាះ x ∈]0, e[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

· ចំេពាះ x ∈]e,+∞[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

◦ តៃម្ល បរមាបរិមា ៖

អនុគមន៍ f មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = e គឺ f (e) =
ln e

e
=

1
e

៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៤ 096 224 8978
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x

f ′(x)

f (x)

0 e +∞

+ 0 −

−∞

1
e
1
e

00

c អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

◦ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = −∞ ៕

◦ បនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស) ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C ខាង +∞ េ្រពាះ lim
x→+∞

f (x) = 0

◦ ្រតងζ ចំណុចអតិបរមា A
(

e,
1
e

)
្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស) មាន

សមីការ y =
1
e

៕

d សងζ ្រកាប C ៖

y =
1
eC

O 1 e

1
e

x

y

3 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = ex ln x
a ែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(ex ln x) = 1 · (−∞) = −∞

(នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 0 ឬអ័ក្សអរេដាេន ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(ex ln x) = (+∞)(+∞) = +∞

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (ex)′ ln x + ex(ln x)′ = ex ln x +
ex

x
= ex

(
ln x +

1
x

)
េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៥ 096 224 8978
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◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

តាង g(x) = ln x +
1
x

េលើ ]0,+∞[ ៖

g′(x) =
1
x
− 1

x2 =
x − 1

x2

· g′(x) = 0 ⇐⇒ x − 1 = 0 ⇐⇒ x = 1

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ៖ g′(x) < 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍ចុះ

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ g′(x) > 0 =⇒ g ជាអនុគមន៍េកើ ន

· តៃម្ល អប្បបរមាៃន g(x) គឺ g(1) = ln 1 +
1
1
= 1 > 0

ដូចេនះ g(x) ≥ 1 > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យ f ′(x) = exg(x) > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[

៖

· f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ]0,+∞[

◦ ចំណុច្របសព្វ ៖

្រកាប C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតងζ f (x) = 0 ⇐⇒ ex ln x = 0 ⇐⇒ ln x = 0 ⇐⇒
x = 1 គឺចំណុច (1, 0) ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

c អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

◦ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = −∞ ៕

◦ ្រតងζ ចំណុច (1, 0) ្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះមានសមីការ y = f ′(1)(x − 1) + f (1) = e(x −
1) ៕

d សងζ ្រកាប C ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៦ 096 224 8978
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y = e(x − 1)

C

O 1 x

y

4 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = f (x) = x2 − 8 ln x
a ែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x2 − 8 ln x) = 0 − 8(−∞) = +∞

(នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 0 ឬអ័ក្សអរេដាេន ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2
(

1 − 8 ln x
x2

)
= +∞(1 − 0) = +∞

(េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x
x2 = 0)

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x2)′ − 8(ln x)′ = 2x − 8
x
=

2(x2 − 4)
x

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយ x > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃនភាគយក x2 − 4 ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 4 = 0 ⇐⇒ x = 2 (េ្រពាះ x > 0)

· ចំេពាះ x ∈]0, 2[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

· ចំេពាះ x ∈]2,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

◦ តៃម្ល បរមាបរិមា ៖

អនុគមន៍ f មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 2 គឺ f (2) = 22 − 8 ln 2 = 4 − 8 ln 2 ≈
−1.55 ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៧ 096 224 8978
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x

f ′(x)

f (x)

0 2 +∞

− 0 +

+∞

4 − 8 ln 24 − 8 ln 2

+∞+∞

c អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

◦ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = +∞ ៕

◦ ្រតងζ ចំណុចអប្បបរមា A(2, 4 − 8 ln 2) ្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស)

មានសមីការ y = 4 − 8 ln 2 ៕

d សងζ ្រកាប C ៖

y = 4 − 8 ln 2

C

O
2

4 − 8 ln 2

x

y

5 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = y = x2 ln x
a ែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x2 ln x) = 0

(េ្រពាះ lim
x→0+

x2 ln x = 0 នាំឱ្យ្រកាប C ខិតជέ តចំណុចគល់ O(0, 0))

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(x2 ln x) = (+∞)(+∞) = +∞

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = (x2)′ ln x + x2(ln x)′ = 2x ln x + x = x(2 ln x + 1)

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

េដាយ x > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃន 2 ln x + 1 ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2 ln x + 1 = 0 ⇐⇒ ln x = −1
2

⇐⇒ x = e−1/2 =
1√

e

· ចំេពាះ x ∈
]

0,
1√

e

[
៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

· ចំេពាះ x ∈
]

1√
e

,+∞
[

៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

◦ តៃម្ល បរមាបរិមា ៖

អនុគមន៍ f មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប្រតងζ x =
1√

e
គឺ f
(

1√
e

)
=

(
1√

e

)2

ln
(

1√
e

)
=

− 1
2e

៕

◦ ចំណុច្របសព្វ ៖

្រកាប C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតងζ f (x) = 0 ⇐⇒ x2 ln x = 0 ⇐⇒ x = 1 គឺចំណុច

(1, 0) ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0
1√

e
+∞

− 0 +

0 0

− 1
2e

− 1
2e

+∞+∞

c អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

◦ ្រកាប C គា្ម នអាសីុមតូតេទ េ្រពាះ lim
x→0+

f (x) = 0 និង lim
x→+∞

f (x) = +∞ ៕

◦ ្រតងζ ចំណុចអប្បបរមា A
(

1√
e

,− 1
2e

)
្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស)

មានសមីការ y = − 1
2e

៕

d សងζ ្រកាប C ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៧៩ 096 224 8978
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y = − 1
2e

C

O

1√
e

1− 1
2e

x

y

6 សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ y = f (x) = 2x +
x

ln x
a ែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0, 1[∪]1,+∞[

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
2x +

x
ln x

)
= 0 + 0 = 0

◦ lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(
2x +

x
ln x

)
= 2 + (−∞) = −∞

◦ lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(
2x +

x
ln x

)
= 2 + (+∞) = +∞

(នាំឱ្យបនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
2x +

x
ln x

)
= +∞ + (+∞) = +∞

b គណនាេដរីេវ f ′(x) សិកΓសΧ̐របស់វា និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) = 2 +
(x)′ ln x − x(ln x)′

(ln x)2 =
2(ln x)2 + ln x − 1

(ln x)2

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយ (ln x)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាឱំ្យសΧ̐ៃន f ′(x) យកតាមសΧ̐ៃនភាគយក 2(ln x)2 +

ln x − 1 ៖

· f ′(x) = 0 ⇐⇒ ln x = −1 ឬ ln x =
1
2

⇐⇒ x =
1
e

ឬ x =
√

e

· ចំេពាះ x ∈
]

0,
1
e

[
∪]
√

e,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

· ចំេពាះ x ∈
]

1
e

, 1
[
∪]1,

√
e[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

◦ តៃម្ល បរមាបរិមា ៖

· អនុគមន៍ f មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x =
1
e

គឺ f
(

1
e

)
=

1
e

៕

· អនុគមន៍ f មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x =
√

e គឺ f (
√

e) = 4
√

e ៕

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៨០ 096 224 8978
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◦ ចំណុច្របសព្វ ៖

្រកាប C កាត់អ័ក្សអាប់សីុស្រតងζ f (x) = 0 ⇐⇒ ln x = −1
2

⇐⇒ x =
1√

e
គឺចំណុច(

1√
e

, 0
)

៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0
1
e

1
√

e +∞

+ 0 − − 0 +

0

0 1
e
1
e

−∞

+∞

4
√

e4
√

e

+∞+∞

c អាសីុមតូត និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

◦ បនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→1−

f (x) = −∞ និង lim
x→1+

f (x) = +∞

៕

◦ ្រតងζ ចំណុចអតិបរមា A
(

1
e

,
1
e

)
្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស) មាន

សមីការ y =
1
e

៕

◦ ្រតងζ ចំណុចអប្បបរមា B(
√

e, 4
√

e) ្រកាប C មានបនា្ទ ត់ប៉ះេដក (្រសបនឹងអ័ក្សអាប់សីុស) មាន

សមីការ y = 4
√

e ៕

d សងζ ្រកាប C ៖

x = 1
y = 4

√
eC

1
e

1√
e

1
√

e

1
e

4
√

e

x

y

7 អនុគមន៍ f កំណត់េលើ R \ {0} េដាយ f (x) = ln(x2) មាន្រកាប C ។

a គណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ និងរកសមីការអាសីុមតូត ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

ln(x2) = +∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ln(x2) = +∞

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៨១ 096 224 8978
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◦ lim
x→0

f (x) = lim
x→0

ln(x2) = −∞

◦ អាសីុមតូត ៖ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C េ្រពាះ lim
x→0

f (x) =

−∞ ៕

b សិកΓអេថរភាពអនុគមន៍ f និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) =
(x2)′

x2 =
2x
x2 =

2
x

◦ សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

· ចំេពាះ x ∈]− ∞, 0[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

· ចំេពាះ x ∈]0,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

− d +

+∞+∞

−∞

−∞ +∞+∞

c រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d1 និង d2 ៖

◦ បនា្ទ ត់ប៉ះ d1 ្រតងζ A(e, 2) ៖

េមគុណ្របាប់ទិស f ′(e) =
2
e

=⇒ d1 : y =
2
e
(x − e) + 2 =

2
e

x ៕

◦ បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតងζ B(−e, 2) ៖

េមគុណ្របាប់ទិស f ′(−e) = −2
e

=⇒ d2 : y = −2
e
(x + e) + 2 = −2

e
x ៕

d ចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប C និងអ័ក្សអាប់សីុស និងការសងζ ្រកាប ៖

◦ ចំណុច្របសព្វ ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ ln(x2) = 0 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒ x = ±1 គឺចំណុច

(−1, 0) និង (1, 0) ៕

◦ សងζ ្រកាប C, d1 និង d2 ៖
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d1d2

C

O 1−1 e−e

2
AB

x

y

ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 គណនាតៃម្ល ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម ៖

a eln 7 b ln ex−2 c ln e7x

2 គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a lim
x→+∞

x5 ln x b lim
x→+∞

(1 + ln x)
x2

c lim
x→0

(x ln x)

3 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
√

x · ln x b y = x2
√

ln x c y = ln(x +
√

1 + x2)

4 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = ln
ex

ex + 1
b y = x ln x − x c y = x2 ln

1
x2

5 សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍

a y = 3 − ln x b y = ln(x − 3) c y = ln(2 + ex)

6 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
x

ln x
b y = ln x + ex

c y = ln2 x +
1

ln2 x + 2
។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៨៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

7 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
x2

2
− ln x

b y = 2x − x ln x

8 a សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាប C របស់អនុគមន៍ y = −2 ln |x|+ x − 2

b ្រកាប C កាត់ Ox ្រតងζ បីចំណុច P, Q, R ែដលមានអាប់សីុសេរៀងគា្ន p, q, r ។

ចូរេបៀបេធៀប p, q, r និងបណា្ត ចំនួន −1, 0, 1, 5, 6 ។

9 េរាងច្រកឧសΓហកម្ម មួយបានទិញម៉ាសីុនហុត្តតៃម្ល 250 ដុលា្ល រ េហើ យមានអ្រតាតៃម្ល ថយចុះ 25 % ក្ន αង

មួយឆា្ន ំ ។ េតើ បីឆា្ន ំេ្រកាយ ម៉ាសីុនហុត្តេនះនឹងមានតៃម្ល បុ៉នា្ម ន ?

10 បាក់េតរីមួយ្របេភទបំែបកខ្ល γនេដាយមានេមគុណអ្រតាកំេណើ ន k = 0.872 ែដល t គិតជាៃថ្ង ។

េបើ ដδ បូងមានបាក់េតរីចំនួន 9 េតើ រយៈេពលបុ៉នា្ម នៃថ្ង េទើ បចំនួនបាក់េតរីេកើ នដល់ 738 ?

11 េ;ទី្រកαងមួយកាលពី 10 ឆា្ន ំមុន មាន្របជាជនចំនួន 45600 នាក់ េហើ យចំនួន្របជាជនមានការេកើ នេឡើង

េដាយអ្រតាមួយេថរជាេរៀងរាល់ឆា្ន ំ ។ េបើ បច្ច αប្បន្នមាន្របជាជនចំនួន 64800 នាក់ រកអ្រតាកំេណើ នៃនចំនួន

្របជាជន្របចាំឆា្ន ំក្ន αងទី្រកαងេនះ ។

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 គណនាតៃម្ល ៃនកេន្សោមខាងេ្រកាម ៖

a eln 7 = 7

b ln ex−2 = x − 2

c ln e7x = 7x

2 គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a lim
x→+∞

x5 ln x

កាលណា x → +∞ េយើ ងបាន x5 → +∞ និង ln x → +∞

ដូចេនះ lim
x→+∞

x5 ln x = +∞

b lim
x→+∞

1 + ln x
x2

បំែបកភាគយក៖

lim
x→+∞

(
1
x2 +

ln x
x2

)
េដាយ lim

x→+∞

1
x2 = 0 និងតាមរូបមន្ត ្រគឹះ lim

x→+∞

ln x
x2 = 0

ដូចេនះ lim
x→+∞

1 + ln x
x2 = 0 + 0 = 0

c lim
x→0+

(x ln x)

តាមរូបមន្ត លីមីត្រគឹះ lim
x→0+

xn ln x = 0 (ចំេពាះ n > 0)

ដូចេនះ lim
x→0+

(x ln x) = 0

3 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
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a y =
√

x · ln x (x > 0)

តាមរូបមន្ត ផលគុណេដរីេវ (uv)′ = u′v + uv′ ៖

y′ = (
√

x)′ · ln x +
√

x · (ln x)′

=
1

2
√

x
· ln x +

√
x · 1

x

=
ln x
2
√

x
+

1√
x

=
ln x + 2

2
√

x

b y = x2
√

ln x (x > 1)

តាមរូបមន្ត ផលគុណេដរីេវ (uv)′ = u′v + uv′ និងរូបមន្ត បណា្ត ក់ (
√

u)′ =
u′

2
√

u
៖

y′ = (x2)′ ·
√

ln x + x2 · (
√

ln x)′

= 2x
√

ln x + x2 · (ln x)′

2
√

ln x

= 2x
√

ln x + x2 ·
1
x

2
√

ln x

= 2x
√

ln x +
x

2
√

ln x

=
4x ln x + x

2
√

ln x
=

x(4 ln x + 1)

2
√

ln x

c y = ln(x +
√

1 + x2)

តាមរូបមន្ត េដរីេវបណា្ត ក់ (ln u)′ =
u′

u
ែដល u = x +

√
1 + x2 ៖

គណនា u′ ៖

u′ = (x +
√

1 + x2)′ = 1 +
2x

2
√

1 + x2
= 1 +

x√
1 + x2

=

√
1 + x2 + x√

1 + x2

ជδ នួសចូលរូបមន្ត y′ =
u′

u
៖

y′ =

√
1 + x2 + x√

1 + x2

x +
√

1 + x2
=

1√
1 + x2
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4 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = ln
ex

ex + 1

ស្រមγលអនុគមន៍តាមលក្ខ ណៈេលាការីត ៖ y = ln(ex)− ln(ex + 1) = x − ln(ex + 1)

គណនាេដរីេវ ៖

y′ = (x − ln(ex + 1))′

= 1 − (ex + 1)′

ex + 1

= 1 − ex

ex + 1

=
ex + 1 − ex

ex + 1

=
1

ex + 1

b y = x ln x − x

គណនាេដរីេវតាមរូបមន្ត ផលគុណ (uv)′ = u′v + uv′ ៖

y′ = (x)′ ln x + x(ln x)′ − (x)′

= 1 · ln x + x · 1
x
− 1

= ln x + 1 − 1 = ln x

c y = x2 ln
1
x2

ស្រមγលអនុគមន៍តាមលក្ខ ណៈេលាការីត ៖ y = x2 ln(x−2) = −2x2 ln x

គណនាេដរីេវ ៖

y′ = (−2x2)′ ln x + (−2x2)(ln x)′

= −4x ln x − 2x2 · 1
x

= −4x ln x − 2x

= −2x(2 ln x + 1)

5 សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍

a អនុគមន៍ y = 3 − ln x ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[
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◦ លីមីត ៖ lim
x→0+

(3 − ln x) = +∞ (បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ)

lim
x→+∞

(3 − ln x) = −∞

◦ េដរីេវ ៖ y′ = −1
x
< 0 ្រគប់ x > 0 =⇒ អនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

y = 3 − ln x

O 1 e

2

3

x

y

b អនុគមន៍ y = ln(x − 3) ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]3,+∞[

◦ លីមីត ៖ lim
x→3+

ln(x − 3) = −∞ (បនា្ទ ត់ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរ)

lim
x→+∞

ln(x − 3) = +∞

◦ េដរីេវ ៖ y′ =
1

x − 3
> 0 ្រគប់ x > 3 =⇒ អនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

x = 3
y = ln(x − 3)

O 3 4 3 + e

1

x

y

c អនុគមន៍ y = ln(2 + ex) ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]− ∞,+∞[

◦ លីមីត និងអាសីុមតូត ៖ lim
x→−∞

ln(2 + ex) = ln 2 =⇒ y = ln 2 ជាអាសីុមតូតេដក

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៨៧ 096 224 8978
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lim
x→+∞

ln(2 + ex) = +∞ និង lim
x→+∞

[ln(2 + ex)− x] = 0 =⇒ y = x ជាអាសីុមតូត

េ្រទត

◦ េដរីេវ ៖ y′ =
ex

2 + ex > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ អនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

y = ln 2

y = x
y = ln(2 + ex)

O

ln 2

ln 3

x

y

6 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a អនុគមន៍ y =
x

ln x
៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0, 1[∪]1,+∞[

◦ លីមីត ៖ lim
x→0+

x
ln x

= 0, lim
x→1−

x
ln x

= −∞, lim
x→1+

x
ln x

= +∞ (x = 1 ជាអាសីុមតូត

ឈរ), lim
x→+∞

x
ln x

= +∞

◦ េដរីេវ ៖ y′ =
ln x − 1

ln2 x
◦ អប្បបរមា ៖ ្រតងζ x = e គឺ y = e

x = 1

y = eC

O 1 e

e

x

y

b អនុគមន៍ y = ln x + ex ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៨៨ 096 224 8978
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◦ លីមីត ៖ lim
x→0+

(ln x + ex) = −∞ (បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ), lim
x→+∞

(ln x + ex) =

+∞

◦ េដរីេវ ៖ y′ =
1
x
+ ex > 0 ្រគប់ x > 0 =⇒ អនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត

y = ln x + ex

O 1

e

x

y

c អនុគមន៍ y = ln2 x +
1

ln2 x + 2
៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ លីមីត ៖ lim
x→0+

h(x) = +∞ (បនា្ទ ត់ x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ), lim
x→+∞

h(x) = +∞

◦ េដរីេវ ៖ y′ =
2 ln x

x

(
1 − 1

(ln2 x + 2)2

)
◦ អប្បបរមា ៖ ្រតងζ x = 1 គឺ y =

1
2

y =
1
2C

O 1

1
2

x

y

7 សិកΓអេថរភាពនិងសងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a អនុគមន៍ y = f (x) =
x2

2
− ln x ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[
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◦ លីមីត ៖ lim
x→0+

f (x) = +∞ (x = 0 ជាអាសីុមតូតឈរ), lim
x→+∞

f (x) = +∞

◦ េដរីេវ ៖ f ′(x) = x − 1
x
=

x2 − 1
x

◦ អប្បបរមា ៖ ្រតងζ x = 1 គឺ f (1) =
1
2

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

1
2
1
2

+∞+∞

y =
1
2

C1

O 1

1
2

x

y

b អនុគមន៍ y = g(x) = 2x − x ln x ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D =]0,+∞[

◦ លីមីត ៖ lim
x→0+

g(x) = 0, lim
x→+∞

g(x) = −∞

◦ េដរីេវ ៖ g′(x) = 1 − ln x

◦ អតិបរមា ៖ ្រតងζ x = e គឺ g(e) = e

◦ ្របសព្វ អ័ក្សអាប់សីុស ៖ ្រតងζ x = e2

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៩០ 096 224 8978
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x

g′(x)

g(x)

0 e +∞

+ 0 −

0

ee

−∞−∞

y = e

C2

O e e2

e

x

y

8 a សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប C ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖ D = R \ {0} =]− ∞, 0[∪]0,+∞[

◦ លីមីត និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = −∞, lim
x→+∞

f (x) = +∞

· lim
x→0−

f (x) = +∞, lim
x→0+

f (x) = +∞

· បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ៕

◦ េដរីេវ និងអេថរភាព ៖ f ′(x) =
x − 2

x
· ចំេពាះ x ∈]− ∞, 0[∪]2,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈]0, 2[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

· តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 2 គឺ f (2) = −2 ln 2 ≈ −1.39

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 2 +∞

+ − 0 +

−∞−∞

+∞ +∞

−2 ln 2−2 ln 2

+∞+∞
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y = −2 ln 2

CP Q 2

−2 ln 2

−1 1 5 6 x

y

b េ្របៀបេធៀប p, q, r និងបណា្ត ចំនួន −1, 0, 1, 5, 6 ៖

◦ កំណត់ទីតាំង p ៖ f (−1) = −3 < 0 និង lim
x→0−

f (x) = +∞ > 0 េដាយ f ជាប់ និងេកើ ន

ដាច់ខាតេលើ ]− 1, 0[ នាំឱ្យ p ∈]− 1, 0[ =⇒ −1 < p < 0 ៕

◦ កំណត់ទីតាំង q ៖ lim
x→0+

f (x) = +∞ > 0 និង f (1) = −1 < 0 េដាយ f ជាប់ និងចុះ

ដាច់ខាតេលើ ]0, 1[ នាំឱ្យ q ∈]0, 1[ =⇒ 0 < q < 1 ៕

◦ កំណត់ទីតាំង r ៖ f (5) = 3 − 2 ln 5 ≈ −0.22 < 0 និង f (6) = 4 − 2 ln 6 ≈ 0.42 > 0

េដាយ f ជាប់ និងេកើ នដាច់ខាតេលើ ]5, 6[ នាំឱ្យ r ∈]5, 6[ =⇒ 5 < r < 6 ៕

សន្និ ដា្ឋ ន ៖ −1 < p < 0 < q < 1 < 5 < r < 6

9 េរាងច្រកឧសΓហកម្ម មួយបានទិញម៉ាសីុនហុត្តតៃម្ល 250 ដុលា្ល រ េហើ យមានអ្រតាតៃម្ល ថយចុះ 25 % ក្ន αង

មួយឆា្ន ំ ។ េតើ បីឆា្ន ំេ្រកាយ ម៉ាសីុនហុត្តេនះនឹងមានតៃម្ល បុ៉នា្ម ន ?

តាមរូបមន្ត

V = V0 × (1 − r)t

្របាប់ទិន្ន ន័យ៖

• តៃម្ល េដើ ម (V0) = 250 ដុលា្ល រ

• អ្រតាតៃម្ល ថយចុះ (r) = 25% = 0.25

• រយៈេពល (t) = 3 ឆា្ន ំ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៩២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

រេបៀបគណនា៖

V = 250 × (1 − 0.25)3

= 250 × (0.75)3

= 250 × 0.421875

= 105.46875 ដុលា្ល រ

សន្និ ដា្ឋ ន៖

ដូចេនះ បីឆា្ន ំេ្រកាយ ម៉ាសីុនេនះនឹងមានតៃម្ល ្របមាណ 105.47 ដុលា្ល រ (ឬ 105.46875 ដុលា្ល រ) ។

10 បាក់េតរីមួយ្របេភទបំែបកខ្ល γនេដាយមានេមគុណអ្រតាកំេណើ ន k = 0.872 ែដល t គិតជាៃថ្ង ។

េបើ ដδ បូងមានបាក់េតរីចំនួន 9 េតើ រយៈេពលបុ៉នា្ម នៃថ្ង េទើ បចំនួនបាក់េតរីេកើ នដល់ 738 ?

តាមរូបមន្ត N(t) = N0 ekt

្របាប់ទិន្ន ន័យ៖

• ចំនួនបាក់េតរីេដើ ម (N0) = 9

• េមគុណអ្រតាកំេណើ ន (k) = 0.872

• ចំនួនបាក់េតរីសរុប (N(t)) = 738

• រយៈេពល (t) គិតជាៃថ្ង

រេបៀបគណនា៖

738 = 9 · e0.872t

738
9

= e0.872t

82 = e0.872t

បំពាក់េលាការីតធម្ម ជាតិ (ln) េលើ អង្គ ទាំងពីរ ៖

ln(82) = ln
(
e0.872t)

ln(82) = 0.872t

t =
ln(82)
0.872

េដាយសារ ln(82) ≈ 4.4067 ៖

t ≈ 4.4067
0.872

≈ 5.05 ៃថ្ង
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សន្និ ដា្ឋ ន៖

ដូចេនះ រយៈេពល្របមាណ 5.05 ៃថ្ង (ឬ្របែហល 5 ៃថ្ង ) េទើ បចំនួនបាក់េតរីេកើ នេឡើងដល់ 738 ។

11 េ;ទី្រកαងមួយកាលពី 10 ឆា្ន ំមុន មាន្របជាជនចំនួន 45600 នាក់ េហើ យចំនួន្របជាជនមានការេកើ នេឡើង

េដាយអ្រតាមួយេថរជាេរៀងរាល់ឆា្ន ំ ។ េបើ បច្ច αប្បន្នមាន្របជាជនចំនួន 64800 នាក់ រកអ្រតាកំេណើ នៃនចំនួន

្របជាជន្របចាំឆា្ន ំក្ន αងទី្រកαងេនះ ។

តាមរូបមន្ត កំេណើ នសមាស P(t) = P0(1 + r)t

្របាប់ទិន្ន ន័យ៖

• ចំនួន្របជាជនកាលពី 10 ឆា្ន ំមុន (P0) = 45600 នាក់

• ចំនួន្របជាជនបច្ច αប្បន្ន (P(t)) = 64800 នាក់

• រយៈេពល (t) = 10 ឆា្ន ំ

• អ្រតាកំេណើ ន្របចាំឆា្ន ំ (r) ជាភាគរយែដល្រតβវរក

រេបៀបគណនា៖

64800 = 45600 · (1 + r)10

64800
45600

= (1 + r)10

27
19

= (1 + r)10

1.42105 ≈ (1 + r)10

ទាញឫសទី 10 េលើ អង្គ ទាំងពីរ ៖

1 + r = (1.42105)
1
10

1 + r ≈ 1.03576

r ≈ 1.03576 − 1 = 0.03576 =⇒ r ≈ 3.58%

លហំាត់បាក់ឌុប

1 (ឆ្នាំ ២០២៦ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
a េគមានអនុគមន៍ g(x) កំណត់េលើ R េដាយ g(x) = 2 + 2e2x − 5ex ។ េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ថា g(x) =

(ex − 2)(2ex − 1) រួចសិកΓសΧ̐ៃន g(x) េͼតាមតៃម្ល ៃន x េ;េលើ សំណំុចំនួនពិត R ។

b េគមានអនុគមន៍ f (x) កំណត់េលើ R េដាយ f (x) =
1

1 + ex +
2x + 18

9
និងេគតាងេដាយ (C)

្រកាបរបស់វា។

រកលីមីតៃន f (x) ្រតងζ +∞ និង −∞ ។ រកេដរីេវ f ′(x) ៃន f (x) រួចបងា្ហ ញថា្រគប់ចំនួនពិត x,
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f ′(x) មានសΧ̐ដូច g(x) ។

c សិកΓអេថរភាពៃន f (x) េលើ R ។ បងា្ហ ញថា្រគប់ x ក្ន αងចេនា្ល ះ [− ln 2,+ ln 2] f (x) វέជ្ជ មាន ។

d បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D1) សមីការ y =
2
9

x + 3 ជាអាសីុមតូតៃន (C) ្រតងζ −∞ និងបនា្ទ ត់ (D2)

សមីការ y =
2
9

x + 2 ជាអាសីុមតូតៃន (C) ្រតងζ +∞ ។ សិកΓទីតាំងៃន (C) េធៀបបនា្ទ ត់ (D1)

និងទីតាំងៃន (C) េធៀបបនា្ទ ត់ (D2) ។

e សងζ ្រកាប (C) អាសីុមតូត (D1) និង (D2) ។ (េគឲ្យតៃម្ល
2
9

ln 2 ≈ 0.15 និង ln 2 ≈ 0.7)

2 ( ឌុបឆ្នាំ ២០២៥ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត

េគមានអនុគមន៍ g ែដល g(x) = ln
(
−x − 3
x − 3

)
a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ g និងសិកΓថាេតើ g ជាអនុគមន៍គូ ឬអនុគមន៍េសស ?

( g អនុគមន៍គូលុះ្រតាែត g(−x) = g(x) និង g ជាអនុគមន៍េសសលុះ្រតាែត g(−x) = −g(x) )

។

b គណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ g ្រតងζ −3 និង្រតងζ +3 ។ សិកΓអេថរភាពៃន g េលើ ែដនកំណត់របស់វា។

សងζ តារាងអេថរភាពរបស់វា។

c (O, i⃗, j⃗) ជាត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ ។ តាង C ្រកាបៃនអនុគមន៍ g ក្ន αងត្រមαយេនះ។ កំណត់សមីការ

របស់បនា្ទ ត់ប៉ះ T េͼនឹង្រកាប C ្រតងζ ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ។ សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T

។ សិកΓសΧ̐ៃន g(x) េͼតាមតៃម្ល ៃន x ។

d i គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ h ែដល h(x) = xg(x) ។

ii រកៃផ្ទ ្រកឡាៃនែផ្ន កប្ល ងζ េ;ចេនា្ល ះ្រកាប C អ័ក្សអាប់សីុស និងបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 0

និង x = 1 ។

3 (ឌុបឆ្នាំ ២០២៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ (1,+∞) េដាយ f (x) = ln(x + 1)− ln(x − 1)− x + 2 ។ េគតាង

(C) ្រកាបរបស់វាេ;ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a បងា្ហ ញថា f (x) = 2 − x + ln
(

x + 1
x − 1

)
។ គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតងζ 1 និង្រតងζ +∞ ។

b បងា្ហ ញថាេ;េលើ (1,+∞) េដរីេវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
−(x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
។ សិកΓអេថរភាព

និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) មានសមីការ y = −x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

d េ្របៀបេធៀបទីតាំងៃន (C) េធៀបនឹង (d) ។ សងζ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d) ។ (េ្របើ តៃម្ល ln 3 ≈ 1.1)

។

4 (ឌុបឆ្នាំ ២០២៣ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = 4 − x − 2e−x ។ េគតាង (C) ្រកាបរបស់ f ។

a i េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x, f (x) =
4ex − xex − 2

ex ។ គណនា lim
x→+∞

f (x), lim
x→−∞

f (x)
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( lim
x→−∞

xex = 0) ។

ii បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

iii សិកΓទីតាំងៃន (C) េធៀបនឹង (D) ។

b i គណនា f ′(x) ែដល f ′(x)ជាេដរីេវៃន f (x)។ សិកΓអេថរភាពៃន f និងគណនាតៃម្លអតិបរមា

របស់ f ។

ii A ជាចំណុចៃន (C) ែដលមានអាប់សីុស 0 ។ រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T) េͼនឹង្រកាប (C) ្រតងζ

ចំណុច A ។

iii បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លើ យែតមួយគត់ β េ;ក្ន αងចេនា្ល ះ [−1, 0] ។

iv សងζ បនា្ទ ត់ប៉ះ (T) អាសីុមតូត (D) និង្រកាប (C) ។

5 (ឌុបឆ្នាំ ២០២២ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
a េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x − ln(1 + x) ។ េយើ ងតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់ f ។

i រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f ។ គណនា lim
x→−1+

f (x) និង lim
x→+∞

f (x) ។

ii សិកΓអេថរភាពរបស់អនុគមន៍ f (x) េដាយភា្ជ ប់តារាងអេថរភាពេ;េលើ D និងបΧ្ជ ក់សΧ̐

ៃន f (x) េលើ D ។

b េគចងζ សិកΓទីតាំងរបស់្រកាប (C) ៃន f េធៀបេͼនឹង្រកាប (P) ែដលមានសមីការ y =
1
2

x2 ។

i ក្ន αងន័យេនះ េគបេង្កើ តអនុគមន៍ g កំណត់េលើ D ែដនកំណត់របស់ f េដាយ g(x) = f (x)− 1
2

x2

។ សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ g និងទាញយកសΧ̐ៃន g(x)កាលណា x រត់េ;េលើ D ។ សិកΓ

ទីតាំងៃន្រកាប (C) េធៀបនឹង្រកាប (P) ។

ii សងζ ្រកាប (C) និង្រកាប (P) ក្ន αងត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

6 (ឌុបឆ្នាំ ២០២១ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x − 2 +
2(x + 1)

ex ។ េយើ ងតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f េ;ក្ន αង

ប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។ គណនា lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) (េយើ ងដί ងថា lim
x→+∞

x
ex = 0)

។

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ែដលមានសមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតងζ +∞ ។ បΧ្ជ ក់

ទីតាំងៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។

c េយើ ងតាង f ′(x) េដរីេវៃន f (x) ។ បងា្ហ ញថា៖ f ′(x) =
ex − 2x

ex ។ េគដί ងថា្រគប់ x ជាធាតុរបស់

R, ex − 2x > 0 ។ េ្របើ លទ្ធ ផលេនះេដើ ម្បីទាញយកការសិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

d បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) េͼនឹង (C) ្រតងζ ចំណុចែដលមានអាប់សីុស 0 ្រសបេͼនឹងបនា្ទ ត់ (D) ។

សងζ បនា្ទ ត់ (D), (∆) និង្រកាប (C) ។

7 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៩ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៩៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

អនុគមន៍ f កំណត់េលើ (0,+∞) េដាយ f (x) =
x2 − 2

x
− ln x � េគតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f

េ;ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a i បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលើ (0,+∞) េគអាចសរេសរ f (x) = x
(

1 − ln x
x

− 2
x2

)
និង

f (x) =
1
x
(x2 − x ln x − 2) ។

ii េ្របើ លទ្ធ ផលេនះេដើ ម្បីគណនាលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតងζ 0 និង្រតងζ +∞ ។

b i គណនាេដរីេវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) និងបងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលើ (0,+∞), f ′(x) មាន

សΧ̐ដូច (x2 − x + 2) ។

ii សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f រួចសងζ តារាងអេថរភាពរបស់វា។

c i រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះេͼ្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A េ;េលើ (C) ែដលមានអាប់សីុសេស្មើ 1 ។

ii រកកូអរេដាេនចំណុច B ៃន (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះេͼ (C) ្រតងζ B ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ

y = x ។

d សងζ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ A និង្រតងζ B ។ (េគឲ្យតៃម្ល ln 2 ≈ 0.7) ។

8 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៨ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ (1,+∞) េដាយ f (x) = −x + 4+ ln
(

x + 1
x − 1

)
។ េគតាងេដាយ (C)

្រកាបរបស់វា េ;ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a គណនាលីមីតៃន f ្រតងζ 1 និង +∞ ។

b ្រសាយបំភ្លឺ ថាេ;េលើ (1,+∞) េគបានេដរីេវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
−(x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
។ សិកΓ

អេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f េលើ (1,+∞) ។

c i បងា្ហ ញបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = −x + 4 អាសីុមតូតេͼនឹង្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ។

ii បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលើ (1,+∞)
x + 1
x − 1

> 1 និងទាញយកការេ្របៀបេធៀបទីតាំងៃន (C)

េធៀបនឹង d1 ។

d កំណត់កូអរេដាេនៃនចំណុចេ;េលើ (C) ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េͼនឹង្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុចេនះមាន

េមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ −5
3

និងសរេសរសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េនះ។

e សងζ ្រកាប (C) អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ។ េ្របើ តៃម្ល ្របែហល ln 3 = 1.1 និង្រកាប (C) កាត់

អ័ក្សអាប់សីុស្រតងζ ចំណុច (4.5, 0) ។

9 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៧ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x+
1 − 3ex

1 + ex ។ េគតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់វា េ;ក្ន αង

ប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 − 4ex

1 + ex និងគណនាលីមីតៃន f ្រតងζ −∞ ។ ្រសាយបំភ្លឺ ថាបនា្ទ ត់ d1

ែដលមានសមីការ y = x + 1 អាសីុមតូតេͼនឹង្រកាប (C) ្រតងζ −∞ ។ សិកΓទីតាំងៃន្រកាប (C)

េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៩៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

b គណនាលីមីត f ្រតងζ +∞ ។ ្រសាយបំភ្លឺ ថាបនា្ទ ត់ d2 ែដលមានសមីការ y = x − 3 អាសីុមតូតេͼ

នឹង្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ។ សិកΓទីតាំងៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d2 ។

c i គណនាេដរីេវ f ′(x) និងបងា្ហ ញថា្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =
(

ex − 1
ex + 1

)2

។

ii សិកΓអេថរភាពៃន f រួចសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត d1 និង d2

របស់វា។

10 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៦ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x + 2− 4ex

ex + 3
។ េគតាង (C) ្រកាបរបស់វាេ;ក្ន αងប្ល ងζ

្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a i គណនាលីមីតៃន f ្រតងζ −∞ និង +∞ ។

ii សិកΓទីតាំងៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 ែដលមានសមីការ y = x + 2 ។

b i ្រសាយបΧ្ជ ក់ថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x, f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2

។

ii សិកΓអេថរភាពៃន f េលើ R និងសងζ តារាងអេថរភាពៃន f ។

c i េតើ េគអាចថាយ៉ាងណាចំេពាះបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 េͼនឹង្រកាប C ្រតងζ ចំណុច I ែដលមានអាប់សីុស

ln(3) ?

ii សិកΓទីតាំងៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d2 ។

d i បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 េͼនឹង្រកាប C ្រតងζ ចំណុចែដលមានអាប់សីុសសូន្យមានសមីការ y =
1
4

x + 1 ។

ii េដាយសន្ម តថាចំណុច I ជាផ្ចέ តឆ្ល αះៃន្រកាប (C) និងក្ន αងតៃម្ល ្របែហលៃន ln(3) ចូរសងζ ្រកាប C

និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d1, d2, d3 ។ (េ;េលើ ត្រមαយេនះមួយឯកតាេស្មើ 2cm) ។

11 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៥ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
a េគឲ្យអនុគមន៍ g កំណត់េលើ (0,+∞) េដាយ g(x) = x2 + ln x ។

i a បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ (0,+∞) ។

b គណនា g(1) ។

ii a ទាញយកពីលទ្ធ ផលៃនសំណួរទី១ បΧ្ជ ក់លទ្ធ ផលខាងេ្រកាម៖

េបើ x ≥ 1 េនាះ៖ x2 + ln x ≥ 1 និង េបើ 0 < x ≤ 1 េនាះ៖ x2 + ln x ≤ 1 ។

b កំណត់សΧ̐ៃនកេន្សោម x2 + ln x − 1 កាលណា x េ;េលើ (0,+∞) ។

b េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ (0,+∞) េដាយ f (x) = x + 1− ln x
x

និងតាងេដាយ C ្រកាបរបស់

វាក្ន αងត្រមαយអរតូណរេម (O, i⃗, j⃗) ។

i សិកΓលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតងζ 0 និង +∞ (េយើ ងដί ងថា lim
x→+∞

ln x
x

= 0) ។

ii បងា្ហ ញថាេដរីេវៃនអនុគមន៍ f គឺ f ′(x) =
x2 + ln x − 1

x2 ។
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iii េ្របើ លទ្ធ ផលៃនសំណួរ A. សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) និងសងζ តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលើ

(0,+∞) ។

iv a បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ មានសមីការ y = x + 1 អាសីុមតូតេͼនឹង្រកាប C ្រតងζ +∞ ។

b សិកΓទីតាំង C េធៀបនឹង ∆ និងបΧ្ជ ក់កូអរេដាេនៃនចំណុច្របសព្វ I រវាង្រកាប C និង ∆

។ សងζ ∆ និង្រកាប C ។

12 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត េលើកទី២)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ I =]0,+∞[ េដាយ f (x) =
x + ln x

x2 ។

a h ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ I េដាយ h(x) = −x + 1 − 2 ln x ។ គណនា h(1) និងសិកΓអេថរភាព

ៃន h(x) េដាយេគមិនត្រមβវឲ្យគណនាលីមីតៃន h(x) ្រតងζ 0 និង្រតងζ +∞ េឡើយ។

b i គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតងζ 0 និង្រតងζ +∞ ។

ii គណនាេដរីេវ f ′(x) ៃនអនុគមន៍ f (x) ។

iii បងា្ហ ញថាេ;េលើ I, f ′(x) មានសΧ̐ដូច h(x) ។

iv ទាញយកអេថរភាពៃន f (x) េលើ I និងសងζ ្រកាប C ៃន f (x) េ;េលើ ប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយ

អរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

13 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត េលើកទី១)

f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ ]0,+∞[ េដាយ f (x) = x − 5 +
8 ln x

x
+

9
x

និង C ជា្រកាបរបស់វា។

a i រក lim
x→+∞

f (x) ។

ii lim
x→0

f (x) ។

iii ្រសាយបំភ្លឺ ថាបនា្ទ ត់ ∆ ែដលមានសមីការ y = x − 5 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C េ;ជέ ត +∞

។

iv កំណត់អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វ រវាង ∆ និងែខ្សេកាង C ។

b i បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x េលើ ]0,+∞[ េគបាន f ′(x) =
g(x)
x2 ។

ii សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េដាយដί ងថាសមីការ g(x) = 0 មានចេម្លើ យ x′ = 1 និង

x′′ = α, (1 < α) ។

14 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត េលើកទី១)
f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = 4 − x − 2e−x ។ េគតាងេដាយ C ជា្រកាបរបស់វា ។

a i រក lim
x→+∞

f (x) ។

ii បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D មានសមីការ y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតៃនែខ្សេកាង C ។

iii េតើ ែខ្សេកាង C េ;េលើ ឬេ;េ្រកាមបនា្ទ ត់ D ចូរបΧ្ជ ក់។

iv េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ថា្រគប់ចំនួនពិត x, f (x) =
4ex − xex − 2

ex ។

v រក lim
x→−∞

f (x), (េ្របើ លទ្ធ ផល lim
x→−∞

xex = 0) ។
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b i គណនា f ′(x) ។ សិកΓអេថរភាពៃន f ។ កំណត់តៃម្ល ពិតៃនអតិបរមារបស់ f ។

ii A ជាចំណុចមួយេលើ ែខ្សេកាង C ែដលមានអាប់សីុស 0 ។ កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះែខ្សេកាង C

្រតងζ A ។

iii បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លើ យែតមួយគត់ែដលេគតាងេដាយ β េ;ក្ន αងចេនា្ល ះ

[−1, 0] ។

15 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៦ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x2 − 4
1 − x

និង (C) ជា្រកាបរបស់វា។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

b i រកចំនួនពិត a, b, c ែដល្រគប់ x ̸= 1, f (x) = ax + b +
c

x − 1
។

ii បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) មានសមីការ y = −x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞

និង −∞ ។

បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ។

c សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសងζ ្រកាប (C) រួចអាសីុមតូតេ្រទត និងឈររបស់ (C) ។

16 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៥ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
2 − x − 2x2

−1 − x
។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

b កំណត់ចំនួនពិត a, b, c ែដល f (x) = ax + b +
c

x + 1
។

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d ែដលមានសមីការ y = 2x − 1 ជាអាសីុមតូតៃន្រកាប C របស់អនុគមន៍ f ្រតងζ

+∞ និង −∞ ។

d សិកΓទីតាំងៃន d េធៀបនឹង្រកាប C ។

e សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។ សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ d ។

17 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៤ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
−x2 + x + 3

x + 1
។ េយើ ងតាង្រកាប (C) តំណាង f ក្ន αងត្រមαយ

(O, i⃗, j⃗)។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

b បងា្ហ ញថា f (x) = −x + 2 +
1

x + 1
។

c គណនា lim
x→−∞

f (x), lim
x→+∞

f (x), lim
x→−1−

f (x), lim
x→−1+

f (x)។

d រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)។

e សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ។

18 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៣ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
3x − 1
(x − 1)2 និងតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។
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b គណនា lim
x→1

f (x), lim
x→−∞

f (x), lim
x→+∞

f (x) ។ រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេដកៃន

្រកាប (C) ។

c បងា្ហ ញថាេដរីេវៃន f គឺ f ′(x) =
−3x − 1
(x − 1)3 ។

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃន f (x) ។

19 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២២ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
4 − x2

1 − x
និងេគតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

b បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 +
3

1 − x
។

c គណនា lim
x→1+

f (x), lim
x→1−

f (x), lim
x→+∞

f (x), lim
x→−∞

f (x) េហើ យទាញយកសមីការអាសីុមតូតឈរ

និងអាសីុមតូតេ្រទតរបស់្រកាប (C)។

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ។

20 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២១ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x2 − 5x + 7

2 − x
។ េយើ ងតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ ក្ន αងប្ល ងζ

្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

b បងា្ហ ញថា f (x) = 3 − x +
1

2 − x
។

c គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតងζ −∞, +∞ និង 2 ។

d ចូរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

e សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ។

21 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៩ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ D = R − {−1} េដាយ f (x) =
x2 + 2x − 2

x + 1
។ េយើ ងតាង (C) ្រកាប

របស់អនុគមន៍េនះ ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗)។

a បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 − 3
x + 1

។

b ចូរកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C)។

c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ។

22 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៨ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
2x2 − 7x + 5
x2 − 5x + 7

។ េយើ ងតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់វាេ;េលើ

ត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f ។

b សិកΓលីមីតៃនអនុគមន៍ f (x) ្រតងζ −∞ និង្រតងζ +∞ ។ ទាញយកសមីការអាសីុមតូត d េͼនឹង្រកាប

(C) ្រតងζ −∞ និង្រតងζ +∞ ។
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c i ្រសាយបំភ្លឺ ថា្រគប់ចំនួនពិត x ∈ D, េដរីេវ f ′(x) =
−3(x2 − 6x + 8)
(x2 − 5x + 7)2 ។

ii សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f និងសងζ តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

iii សងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ។

23 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៧ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R − {2} េដាយ f (x) =
x2 − x − 1

x − 2
។ េយើ ងតាង C ្រកាបរបស់វាេ;

េលើ ត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a សិកΓលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតងζ −∞ ្រតងζ 2 និង្រតងζ +∞ ។

b សិកΓអេថរភាពនិងសងζ តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

c i រកចំនួនពិត a, b, c ែដល្រគប់ x ̸= 2, f (x) = ax + b +
c

x − 2
។

ii េគតាង d បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x + 1 ។ បងា្ហ ញថា d អាសីុមតូតេͼ C ្រតងζ +∞ និង

−∞ ។ សិកΓទីតាំងៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d ។

iii សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ d ។

24 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៦ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R − {−2, 2} េដាយ f (x) =
2x2

x2 − 4
។

a សិកΓលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតងζ −∞ ្រតងζ −2 ្រតងζ +2 និង្រតងζ +∞ ។ ចូរបΧ្ជ ក់អំពីអាសីុមតូត

េដក និងអាសីុមតូតឈររបស់្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

b សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ។

c សងζ េ;េលើ ត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។

25 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៥ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x2 − x − 3

x + 1
និងេគតាងេដាយ (C) ្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ។

b បងា្ហ ញថា f (x) = x − 2 − 1
x + 1

។

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ។

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃន f ។

26 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់សង្គម េលើកទី២)

េគមានអនុគមន៍ f (x) =
(x + 2)(x − 2)

1 − x
។

a រកែដនកំណត់ៃន f (x) ។

b បងា្ហ ញថា f (x) = −x − 1 +
3

x − 1
។

c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f (x) =
(x + 2)(x − 2)

1 − x
។

27 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់សង្គម េលើកទី១)
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េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) =
1

1 + ex +
2
9

x និងតាង C តាង្រកាបរបស់ f ។

a អនុគមន៍ g កំណត់េលើ R េដាយ g(x) = 2e2x − 5ex + 2 ៖

i េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ថា g(x) = (2ex − 1)(ex − 2) ។

ii ទាញយកតាមតៃម្ល ៃន x សΧ̐ៃន g(x) ។

b i រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ។

ii អនុគមន៍ f មានេដរីេវ f ′ ។ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត x េគបាន f ′(x) និង g(x) មាន

សΧ̐ដូចគា្ន ។

iii សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលើ R ។

ចេម្លើយលហំាត់បាក់ឌុប

1 (ឆ្នាំ ២០២៦ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
a េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ g(x) និងសិកΓសΧ̐ៃន g(x) ៖

◦ េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ ៖

(ex − 2)(2ex − 1) = 2e2x − ex − 4ex + 2

= 2e2x − 5ex + 2 = g(x) (ពិត)

◦ សិកΓសΧ̐ៃន g(x) េលើ R ៖

ឱ្យ g(x) = 0 ⇐⇒ (ex − 2)(2ex − 1) = 0

· ex − 2 = 0 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln 2

· 2ex − 1 = 0 ⇐⇒ ex =
1
2

⇐⇒ x = − ln 2

សន្និ ដា្ឋ នសΧ̐ៃន g(x) ៖

· ចំេពាះ x ∈]− ∞,− ln 2[∪] ln 2,+∞[ ៖ g(x) > 0

· ចំេពាះ x ∈]− ln 2, ln 2[ ៖ g(x) < 0

· ចំេពាះ x = − ln 2 ឬ x = ln 2 ៖ g(x) = 0

b រកលីមីត និងេដរីេវ f ′(x) ៖

◦ លីមីត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
1

1 + ex +
2x + 18

9

)
= 1 + (−∞) = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1

1 + ex +
2x + 18

9

)
= 0 + (+∞) = +∞
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◦ េដរីេវ f ′(x) ៖

f ′(x) = − ex

(1 + ex)2 +
2
9
=

−9ex + 2(1 + 2ex + e2x)

9(1 + ex)2 =
2e2x − 5ex + 2

9(1 + ex)2 =
g(x)

9(1 + ex)2

េដាយសារ 9(1 + ex)2 > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឲ្យ f ′(x) មានសΧ̐ដូច g(x) ្រគប់ x ∈ R ៕

c សិកΓអេថរភាព និងបងា្ហ ញថា f (x) > 0 េលើ [− ln 2, ln 2] ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· f ′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈]− ∞,− ln 2[∪] ln 2,+∞[ =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· f ′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈]− ln 2, ln 2[ =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = − ln 2 គឺ f (− ln 2) =
24 − 2 ln 2

9
≈ 2.51

· អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = ln 2 គឺ f (ln 2) =
21 + 2 ln 2

9
≈ 2.49

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ − ln 2 ln 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

24 − 2 ln 2
9

24 − 2 ln 2
9

21 + 2 ln 2
9

21 + 2 ln 2
9

+∞+∞

◦ បងា្ហ ញថា f (x) > 0 េលើ [− ln 2, ln 2] ៖

េលើ ចេនា្ល ះ [− ln 2, ln 2], f (x) ជាអនុគមន៍ចុះ ដូេច្ន ះតៃម្ល តូចបំផុតរបស់វាគឺអប្បបរមាេធៀប

f (ln 2) ៖

f (x) ≥ f (ln 2) =
21 + 2 ln 2

9
> 0 (េ្រពាះ 21 + 2 ln 2 > 0)

ដូចេនះ f (x) > 0 ្រគប់ x ∈ [− ln 2, ln 2] ៕

d អាសីុមតូត និងទីតាំងេធៀប ៖

◦ អាសីុមតូតេ្រទត (D1) ្រតងζ −∞ ៖

lim
x→−∞

[ f (x)− yD1 ] = lim
x→−∞

(
1

1 + ex +
2x + 18

9
−
(

2
9

x + 3
))

= lim
x→−∞

−ex

1 + ex = 0

នាំឲ្យបនា្ទ ត់ (D1) : y =
2
9

x + 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតងζ −∞ ៕
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◦ អាសីុមតូតេ្រទត (D2) ្រតងζ +∞ ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− yD2 ] = lim
x→+∞

(
1

1 + ex +
2x + 18

9
−
(

2
9

x + 2
))

= lim
x→+∞

1
1 + ex = 0

នាំឲ្យបនា្ទ ត់ (D2) : y =
2
9

x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតងζ +∞ ៕

◦ ទីតាំងេធៀប ៖

· f (x)− yD1 =
−ex

1 + ex < 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D1)

· f (x)− yD2 =
1

1 + ex > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ (D2)

e សងζ ្រកាប (C), (D1) និង (D2) ៖

(D1)

(D2)

(C)

− ln 2 ln 2

2

3

x

y

2 ( ឌុបឆ្នាំ ២០២៥ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត

េគមានអនុគមន៍ g ែដល g(x) = ln
(
−x − 3
x − 3

)
a រកែដនកំណត់ និងសិកΓភាពគូ-េសសៃនអនុគមន៍ g ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖

អនុគមន៍ g(x) = ln
(
−x − 3
x − 3

)
= ln

(
x + 3
3 − x

)
មានន័យលុះ្រតាែត ៖

x + 3
3 − x

> 0

ឱ្យ x + 3 = 0 ⇐⇒ x = −3 និង 3 − x = 0 ⇐⇒ x = 3 ។

តាមតារាងសΧ̐ េយើ ងបានកេន្សោម
x + 3
3 − x

> 0 ចំេពាះ x ∈]− 3, 3[ ៖

Dg =]− 3, 3[

◦ សិកΓភាពគូ-េសស ៖
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· ្រគប់ x ∈ Dg =]− 3, 3[ នាំឲ្យ −x ∈]− 3, 3[= Dg (សំណំុ Dg មានផ្ចέ តេធៀបនឹង 0)

· គណនា g(−x) ៖

g(−x) = ln
(
−(−x)− 3
(−x)− 3

)
= ln

(
x − 3
−x − 3

)
= ln

(
−(3 − x)
−(x + 3)

)
= ln

(
3 − x
x + 3

)

េដាយសារ ln
(

3 − x
x + 3

)
= ln

((
x + 3
3 − x

)−1
)

= − ln
(

x + 3
3 − x

)
= −g(x)

េ្រពាះ g(−x) = −g(x) ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍េសស ៕

b គណនាលីមីត សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ លីមីត ៖

· lim
x→−3+

g(x) = lim
x→−3+

ln
(

x + 3
3 − x

)
= ln(0+) = −∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = −3 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ្រតងζ −∞

· lim
x→3−

g(x) = lim
x→3−

ln
(

x + 3
3 − x

)
= ln(+∞) = +∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = 3 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ្រតងζ +∞

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

សរេសរ g(x) = ln(x + 3)− ln(3 − x) ៖

g′(x) =
1

x + 3
− −1

3 − x
=

1
x + 3

+
1

3 − x
=

3 − x + x + 3
(x + 3)(3 − x)

=
6

9 − x2

េដាយសារ្រគប់ x ∈]− 3, 3[ នាំឱ្យ x2 < 9 ⇐⇒ 9 − x2 > 0 ដូេច្ន ះ g′(x) > 0 ្រគប់

x ∈ Dg ៕

នាំឱ្យ g ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]− 3, 3[ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

g′(x)

g(x)

−3 3

+

−∞

−∞ +∞

+∞

c សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T, សងζ ្រកាប C និងសិកΓសΧ̐ៃន g(x) ៖

◦ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T ្រតងζ x = 0 ៖

· g(0) = ln
(

3
3

)
= ln(1) = 0

· g′(0) =
6

9 − 02 =
6
9
=

2
3
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សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ T មានទ្រមងζ y = g′(0)(x − 0) + g(0) =⇒ (T) : y =
2
3

x ៕

◦ សិកΓសΧ̐ៃន g(x) េͼតាមតៃម្ល x ៖

េដាយសារ g ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ]− 3, 3[ និង g(0) = 0 ៖

· ចំេពាះ x ∈]− 3, 0[ ៖ g(x) < 0

· ចំេពាះ x = 0 ៖ g(x) = 0

· ចំេពាះ x ∈]0, 3[ ៖ g(x) > 0

◦ សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ប៉ះ T ៖

x = −3 x = 3

(T)
(C)

O−3 31 x

y

d គណនាេដរីេវ h′(x) និងៃផ្ទ ្រកឡា ៖

i គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ h(x) = xg(x) ៖

h′(x) = (x)′g(x) + xg′(x) = 1 · g(x) + x · 6
9 − x2 = g(x) +

6x
9 − x2

ii រកៃផ្ទ ្រកឡាៃនែផ្ន កប្ល ងζ ៖

ចំេពាះ x ∈ [0, 1], g(x) ≥ 0 នាំឱ្យៃផ្ទ ្រកឡា S កំណត់េដាយ ៖

S =
∫ 1

0
g(x) dx

តាមសំនួរ (i) េយើ ងមាន g(x) = h′(x)− 6x
9 − x2 ៖

∫
g(x) dx = h(x)−

∫ 6x
9 − x2 dx

= xg(x) + 3 ln(9 − x2)

(
េ្រពាះ

∫ −2x
9 − x2 dx = ln(9 − x2)

)
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ដូេច្ន ះ ៖

S =
[
xg(x) + 3 ln(9 − x2)

]1
0

= (1 · g(1) + 3 ln(8))− (0 · g(0) + 3 ln(9))

= ln
(

4
2

)
+ 3 ln(23)− 3 ln(32)

= ln 2 + 9 ln 2 − 6 ln 3

= 10 ln 2 − 6 ln 3 (ឯកតាៃផ្ទ )

3 (ឌុបឆ្នាំ ២០២៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ (1,+∞) េដាយ f (x) = ln(x + 1)− ln(x − 1)− x + 2 ។ េគតាង

(C) ្រកាបរបស់វាេ;ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a បងា្ហ ញកេន្សោម f (x) និងគណនាលីមីត ៖

◦ បងា្ហ ញថា f (x) = 2 − x + ln
(

x + 1
x − 1

)
៖

្រគប់ x ∈]1,+∞[ េយើ ងមាន x + 1 > 0 និង x − 1 > 0 ៖

f (x) = ln(x + 1)− ln(x − 1)− x + 2

= ln
(

x + 1
x − 1

)
− x + 2

= 2 − x + ln
(

x + 1
x − 1

)
(ពិត)

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

[
2 − x + ln

(
x + 1
x − 1

)]
= 1 + ln(+∞) = +∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
2 − x + ln

(
x + 1
x − 1

)]
= −∞ + ln(1) = −∞(

េ្រពាះ lim
x→+∞

x + 1
x − 1

= 1 =⇒ lim
x→+∞

ln
(

x + 1
x − 1

)
= 0

)

b បងា្ហ ញេដរីេវ f ′(x), សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖
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◦ បងា្ហ ញេដរីេវ f ′(x) ៖

f ′(x) = [ln(x + 1)]′ − [ln(x − 1)]′ − [x]′ + [2]′

=
1

x + 1
− 1

x − 1
− 1

=
(x − 1)− (x + 1)
(x + 1)(x − 1)

− 1 =
−2

x2 − 1
− 1

=
−2 − (x2 − 1)

x2 − 1
=

−(x2 + 1)
x2 − 1

=
−(x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
(ពិត)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈]1,+∞[ េយើ ងមាន x2 + 1 > 0 និង (x + 1)(x − 1) = x2 − 1 > 0 ៖

f ′(x) =
−(x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
< 0 ∀x ∈]1,+∞[

នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

1 +∞

−

+∞ +∞

−∞−∞

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (d) ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 2)] = lim
x→+∞

ln
(

x + 1
x − 1

)
= ln(1) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (d) : y = −x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ៕

d េ្របៀបេធៀបទីតាំងេធៀប និងសងζ ្រកាប ៖

◦ េ្របៀបេធៀបទីតាំងេធៀបៃន (C) និង (d) ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− y(d) = ln
(

x + 1
x − 1

)
៖

ចំេពាះ x > 1 =⇒ x + 1 > x − 1 > 0 =⇒ x + 1
x − 1

> 1

នាំឱ្យ ln
(

x + 1
x − 1

)
> 0 =⇒ f (x)− y(d) > 0 ្រគប់ x ∈]1,+∞[ ៕

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ (d) ជានិច្ច េលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕
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◦ សងζ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (d) ៖

ចំណុចពិេសស ៖ ្រតងζ x = 2 =⇒ f (2) = 2 − 2 + ln 3 = ln 3 ≈ 1.1

x = 1

(d)

(C)

O 1 2

ln 3
2

x

y

4 (ឌុបឆ្នាំ ២០២៣ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = 4 − x − 2e−x ។ េគតាង (C) ្រកាបរបស់ f ។

a i េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់កេន្សោម f (x) និងគណនាលីមីត ៖

◦ េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ ៖

្រគប់ចំនួនពិត x េយើ ងមាន ៖

4ex − xex − 2
ex =

4ex

ex − xex

ex − 2
ex = 4 − x − 2e−x = f (x) (ពិត)

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(4 − x − 2e−x) = −∞(
េ្រពាះ lim

x→+∞
(−x) = −∞ និង lim

x→+∞
2e−x = 0

)
· lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞

4ex − xex − 2
ex = −∞(

េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0+ និង lim
x→−∞

xex = 0 =⇒ ភាគយក → −2
)

ii បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 4)] = lim
x→+∞

[(4− x − 2e−x)− (−x + 4)] = lim
x→+∞

(−2e−x) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ៕

iii សិកΓទីតាំងៃន (C) េធៀបនឹង (D) ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− y(D) = −2e−x ៖

េដាយសារ e−x > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ −2e−x < 0 ្រគប់ x ∈ R ៕
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ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D) ជានិច្ច េលើ R ៕

b i គណនា f ′(x), សិកΓអេថរភាព និងរកតៃម្ល អតិបរមា ៖

◦ គណនាេដរីេវ f ′(x) ៖

f ′(x) = (4 − x − 2e−x)′ = −1 − 2(−e−x) = −1 + 2e−x =
2 − ex

ex

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ −1 + 2e−x = 0 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln 2

· ចំេពាះ x ∈]− ∞, ln 2[ ៖ ex < 2 =⇒ 2 − ex > 0 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f

ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈] ln 2,+∞[ ៖ ex > 2 =⇒ 2 − ex < 0 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f

ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល អតិបរមា ៖

អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = ln 2 គឺ ៖

f (ln 2) = 4 − ln 2 − 2e− ln 2 = 4 − ln 2 − 2
(

1
2

)
= 3 − ln 2 ≈ 2.31

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln 2 +∞

+ 0 −

−∞−∞

3 − ln 23 − ln 2

−∞−∞

ii រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T) ្រតងζ ចំណុច A ៖

◦ ចំណុច A មានអាប់សីុស x0 = 0 =⇒ y0 = f (0) = 4 − 0 − 2e0 = 2 =⇒
A(0, 2)

◦ េមគុណ្របាប់ទិស f ′(0) = −1 + 2e0 = 1

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T) មានទ្រមងζ y = f ′(0)(x − 0) + f (0) =⇒ (T) : y = x + 2 ៕

iii បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លើ យែតមួយគត់ β ∈ [−1, 0] ៖

◦ េលើ ចេនា្ល ះ [−1, 0] ⊂]− ∞, ln 2], អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកើ នដាច់ខាត

◦ f (−1) = 4 − (−1)− 2e1 = 5 − 2e ≈ −0.44 < 0

◦ f (0) = 2 > 0
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េដាយសារ f (−1) · f (0) < 0, តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ត ល សមីការ f (x) = 0 មានចេម្លើ យ

យ៉ាងតិចមួយ β ∈]− 1, 0[ ។ េហើ យេដាយសារ f េកើ នដាច់ខាតេលើ [−1, 0] នាំឱ្យចេម្លើ យ β

េនះមានែតមួយគត់ ៕

iv សងζ បនា្ទ ត់ប៉ះ (T), អាសីុមតូត (D) និង្រកាប (C) ៖

(D)

(T)

(C)O ln 2

3 − ln 22

4

β x

y

5 (ឌុបឆ្នាំ ២០២២ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
a សិកΓអនុគមន៍ f (x) = x − ln(1 + x) ៖

i រកែដនកំណត់ D និងគណនាលីមីត ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖

អនុគមន៍ f មានន័យលុះ្រតាែត 1 + x > 0 ⇐⇒ x > −1 ៖

D =]− 1,+∞[

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

[x − ln(1 + x)] = −1 − (−∞) = +∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[x − ln(1 + x)] = lim
x→+∞

x
(

1 − ln(1 + x)
x

)
= +∞ ·

(1 − 0) = +∞

ii សិកΓអេថរភាព តារាងអេថរភាព និងសΧ̐ៃន f (x) ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

f ′(x) = 1 − 1
1 + x

=
1 + x − 1

1 + x
=

x
1 + x

· ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

· ចំេពាះ x ∈] − 1, 0[ ៖ x < 0 និង 1 + x > 0 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជា
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អនុគមន៍ចុះ

· ចំេពាះ x ∈]0,+∞[ ៖ x > 0 និង 1 + x > 0 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជា

អនុគមន៍េកើ ន

◦ តៃម្ល អប្បបរមា ៖

អនុគមន៍មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប (និងដាច់ខាត) ្រតងζ x = 0 គឺ f (0) = 0− ln(1) = 0

៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−1 0 +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞

◦ បΧ្ជ ក់សΧ̐ៃន f (x) េលើ D ៖

េដាយសារ f (0) = 0 ជាតៃម្ល អប្បបរមាដាច់ខាតៃន f េលើ D =]− 1,+∞[ ៖

f (x) ≥ 0 ∀x ∈]− 1,+∞[ (និង f (x) = 0 ⇐⇒ x = 0) ៕

b សិកΓទីតាំងេធៀបៃន្រកាប (C) និងប៉ារ៉ាបូល (P) : y =
1
2

x2 ៖

i សិកΓអេថរភាពៃន g(x), រកសΧ̐ និងេ្របៀបេធៀបទីតាំង ៖

◦ េដរីេវៃន g(x) = f (x)− 1
2

x2 = x − ln(1 + x)− 1
2

x2 ៖

g′(x) = 1 − 1
1 + x

− x =
x

1 + x
− x =

x − x(1 + x)
1 + x

=
−x2

1 + x

◦ ទិសេ͵អេថរភាព និងសΧ̐ៃន g(x) ៖

្រគប់ x ∈] − 1,+∞[ េយើ ងមាន 1 + x > 0 និង −x2 ≤ 0 នាំឱ្យ g′(x) ≤ 0 ្រគប់

x ∈ D (និង g′(x) = 0 ⇐⇒ x = 0) ។

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]− 1,+∞[ ៕

េដាយសារ g(0) = f (0)− 1
2
(0)2 = 0 − 0 = 0 ៖

· ចំេពាះ x ∈]− 1, 0[ ៖ x < 0 =⇒ g(x) > g(0) = 0

· ចំេពាះ x = 0 ៖ g(0) = 0

· ចំេពាះ x ∈]0,+∞[ ៖ x > 0 =⇒ g(x) < g(0) = 0

◦ សន្និ ដា្ឋ នទីតាំងេធៀប ៖

· ចំេពាះ x ∈]− 1, 0[ ៖ g(x) > 0 =⇒ f (x) >
1
2

x2
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=⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេលើ ប៉ារ៉ាបូល (P)

· ចំេពាះ x = 0 ៖ g(0) = 0 =⇒ ្រកាប (C) និង (P) ្របសព្វ គា្ន េ;គល់ត្រមαយ O(0, 0)

· ចំេពាះ x ∈]0,+∞[ ៖ g(x) < 0 =⇒ f (x) <
1
2

x2

=⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេ្រកាមប៉ារ៉ាបូល (P)

ii សងζ ្រកាប (C) និងប៉ារ៉ាបូល (P) ៖

x = −1

(P)

(C)

O−1 1 x

y

6 (ឌុបឆ្នាំ ២០២១ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) = x − 2 +
2(x + 1)

ex ។ េយើ ងតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f េ;ក្ន αង

ប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a រកែដនកំណត់ និងគណនាលីមីត ៖

◦ ែដនកំណត់ ៖

េដាយសារ ex > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យភាគែបងខុសពី 0 ជានិច្ច ៖

D = R =]− ∞,+∞[

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 2 +

2x
ex +

2
ex

)
= +∞ − 2 + 0 + 0 = +∞(

េ្រពាះ lim
x→+∞

x
ex = 0 និង lim

x→+∞

2
ex = 0

)
· lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞

(
x − 2 + 2(x + 1)e−x) = −∞ + (−∞ ·+∞) = −∞

b បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ (D) ជាអាសីុមតូតេ្រទត និងសិកΓទីតាំងេធៀប ៖

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→+∞

2(x + 1)
ex = 0
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ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ៕

◦ ទីតាំងេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង (D) ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− y(D) =
2(x + 1)

ex ៖

េដាយសារ ex > 0 ្រគប់ x ∈ R សΧ̐ៃនផលដកអា្រស័យេលើ សΧ̐ៃន (x + 1) ៖

· ចំេពាះ x ∈]− ∞,−1[ ៖ x + 1 < 0 =⇒ f (x)− y(D) < 0

=⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ (D)

· ចំេពាះ x = −1 ៖ f (−1) = −3 = y(D)

=⇒ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ (D) ្របសព្វ គា្ន េ;ចំណុច I(−1,−3)

· ចំេពាះ x ∈]− 1,+∞[ ៖ x + 1 > 0 =⇒ f (x)− y(D) > 0

=⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ (D)

c បងា្ហ ញេដរីេវ f ′(x) និងសិកΓអេថរភាព ៖

◦ បងា្ហ ញេដរីេវ f ′(x) ៖

f ′(x) = (x − 2)′ +
[

2(x + 1)
ex

]′
= 1 +

2(ex)− 2(x + 1)ex

(ex)2

= 1 +
2ex − 2xex − 2ex

e2x = 1 − 2xex

e2x = 1 − 2x
ex =

ex − 2x
ex (ពិត)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

េគមាន ex − 2x > 0 និង ex > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យ ៖

f ′(x) =
ex − 2x

ex > 0 ∀x ∈ R

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

d បងា្ហ ញភាព្រសបៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) និងសងζ ្រកាប ៖

◦ បងា្ហ ញថាសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រសបនឹង (D) ៖
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· អាប់សីុសចំណុចប៉ះគឺ x0 = 0

=⇒ y0 = f (0) = 0 − 2 +
2(0 + 1)

e0 = 0 =⇒ O(0, 0)

· េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) គឺ f ′(0) =
e0 − 2(0)

e0 = 1

· េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ (D) : y = x − 2 គឺ a = 1

េដាយសារេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ គា្ន ( f ′(0) = a = 1) នាំឱ្យបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) ្រសបេͼនឹងបនា្ទ ត់

(D) ៕

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (∆) គឺ y = 1(x − 0) + 0 =⇒ (∆) : y = x ៕

◦ សងζ បនា្ទ ត់ (D), (∆) និង្រកាប (C) ៖

(D)

(∆)

(C)

O
−1

−2
−3

I

x

y

7 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៩ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

អនុគមន៍ f កំណត់េលើ (0,+∞) េដាយ f (x) =
x2 − 2

x
− ln x េគតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f

េ;ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a i បងា្ហ ញកេន្សោមៃន f (x) ទាំងពីរទ្រមងζ ៖

្រគប់ x ∈]0,+∞[ េយើ ងមាន ៖

◦ f (x) =
x2 − 2

x
− ln x = x − 2

x
− ln x = x

(
1 − ln x

x
− 2

x2

)
(ពិត)

◦ f (x) =
x2 − 2

x
− ln x =

x2 − 2 − x ln x
x

=
1
x
(x2 − x ln x − 2) (ពិត)

ii គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតងζ 0 និង្រតងζ +∞ ៖

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

[
1
x
(x2 − x ln x − 2)

]
= (+∞)(0 − 0 − 2) = −∞(

េ្រពាះ lim
x→0+

1
x
= +∞ និង lim

x→0+
x ln x = 0

)
=⇒ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
x
(

1 − ln x
x

− 2
x2

)]
= (+∞)(1 − 0 − 0) = +∞(

េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x
x

= 0 និង lim
x→+∞

2
x2 = 0

)
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b i គណនាេដរីេវ f ′(x) និងបΧ្ជ ក់សΧ̐ ៖

◦ គណនាេដរីេវ ៖

f ′(x) =
(

x − 2
x
− ln x

)′
= 1−

(
− 2

x2

)
− 1

x
= 1+

2
x2 −

1
x
=

x2 − x + 2
x2

◦ បΧ្ជ ក់សΧ̐ ៖

េដាយសារ x2 > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចគា្ន េͼនឹងសΧ̐ៃន

ភាគយក (x2 − x + 2) ្រគប់ x ∈]0,+∞[ ៕

ii សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ ពិនិត្យកេន្សោម x2 − x + 2 មាន ∆ = (−1)2 − 4(1)(2) = 1 − 8 = −7 < 0

◦ េដាយសារ ∆ < 0 និងេមគុណ a = 1 > 0 នាំឱ្យ x2 − x + 2 > 0 ្រគប់ x ∈ R

◦ ដូចេនះ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ

]0,+∞[ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

c i រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ ចំណុច A ែដលមានអាប់សីុស 1 ៖

◦ អាប់សីុស xA = 1 =⇒ yA = f (1) =
12 − 2

1
− ln 1 = −1 =⇒ A(1,−1)

◦ េមគុណ្របាប់ទិស f ′(1) =
12 − 1 + 2

12 = 2

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (TA) ្រតងζ A គឺ ៖

y = f ′(1)(x − 1) + f (1) = 2(x − 1)− 1 =⇒ (TA) : y = 2x − 3 ៕

ii រកកូអរេដាេនចំណុច B ែដលបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x ៖

◦ បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ B ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x លុះ្រតាែតេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ គា្ន ៖

f ′(x) = 1 ⇐⇒ x2 − x + 2
x2 = 1 ⇐⇒ x2 − x+ 2 = x2 ⇐⇒ −x+ 2 = 0 ⇐⇒ x = 2
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◦ អរេដាេនៃនចំណុច B គឺ ៖

yB = f (2) =
22 − 2

2
− ln 2 = 1 − ln 2 ≈ 1 − 0.7 = 0.3

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច B គឺ B(2, 1 − ln 2) (ឬ B(2, 0.3)) ៕

(សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (TB) ្រតងζ B គឺ (TB) : y = x − 1 − ln 2) ៕

d សងζ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ A និង្រតងζ B ៖

(TA)

(TB)
(C)

O
1

2
−1

1 − ln 2

A

B

x

y

8 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៨ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ (1,+∞) េដាយ f (x) = −x + 4+ ln
(

x + 1
x − 1

)
។ េគតាងេដាយ (C)

្រកាបរបស់វា េ;ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a គណនាលីមីតៃន f ្រតងζ 1 និង +∞ ៖

◦ lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

[
−x + 4 + ln

(
x + 1
x − 1

)]
= 3 + ln(+∞) = +∞(

េ្រពាះ lim
x→1+

x + 1
x − 1

=
2

0+
= +∞ =⇒ lim

x→1+
ln
(

x + 1
x − 1

)
= +∞

)
=⇒ បនា្ទ ត់ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

[
−x + 4 + ln

(
x + 1
x − 1

)]
= −∞ + ln(1) = −∞(

េ្រពាះ lim
x→+∞

x + 1
x − 1

= 1 =⇒ lim
x→+∞

ln
(

x + 1
x − 1

)
= 0

)
b បងា្ហ ញេដរីេវ f ′(x), សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ បងា្ហ ញេដរីេវ f ′(x) ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២១៨ 096 224 8978
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្រគប់ x ∈]1,+∞[ េយើ ងមាន ៖

f ′(x) = (−x + 4)′ + [ln(x + 1)− ln(x − 1)]′

= −1 +
1

x + 1
− 1

x − 1

= −1 +
(x − 1)− (x + 1)
(x + 1)(x − 1)

= −1 − 2
x2 − 1

=
−(x2 − 1)− 2

x2 − 1
=

−x2 + 1 − 2
x2 − 1

=
−(x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
(ពិត)

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈]1,+∞[ េយើ ងមាន x2 + 1 > 0 និង (x + 1)(x − 1) = x2 − 1 > 0 ៖

f ′(x) =
−(x2 + 1)

(x + 1)(x − 1)
< 0 ∀x ∈]1,+∞[

នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

1 +∞

−

+∞

−∞−∞

c i បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 : y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 4)] = lim
x→+∞

ln
(

x + 1
x − 1

)
= ln(1) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 : y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ៕

ii បងា្ហ ញថា
x + 1
x − 1

> 1 និងេ្របៀបេធៀបទីតាំង ៖

◦ ចំេពាះ្រគប់ x > 1 =⇒ x + 1 > x − 1 > 0 ៖

x + 1
x − 1

=
x − 1 + 2

x − 1
= 1 +

2
x − 1

> 1 (ពិត, េ្រពាះ
2

x − 1
> 0)

◦ ពិនិត្យផលដក f (x)− yd1 = ln
(

x + 1
x − 1

)
៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២១៩ 096 224 8978
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េដាយសារ
x + 1
x − 1

> 1 =⇒ ln
(

x + 1
x − 1

)
> 0 =⇒ f (x) − yd1 > 0 ្រគប់

x ∈]1,+∞[ ៕

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់អាសីុមតូត d1 ជានិច្ច េលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕

d កំណត់កូអរេដាេនចំណុចប៉ះ និងសរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ៖

◦ រកកូអរេដាេនចំណុចប៉ះ ៖

េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 គឺ f ′(x) = −5
3

៖

−(x2 + 1)
x2 − 1

= −5
3

⇐⇒ 3(x2 + 1) = 5(x2 − 1)

⇐⇒ 3x2 + 3 = 5x2 − 5

⇐⇒ 2x2 = 8 ⇐⇒ x2 = 4 =⇒ x = 2 (េ្រពាះ x > 1)

អរេដាេនៃនចំណុចប៉ះ ៖

y = f (2) = −2 + 4 + ln
(

2 + 1
2 − 1

)
= 2 + ln 3 ≈ 2 + 1.1 = 3.1

ដូចេនះ ចំណុចប៉ះមានកូអរេដាេន M(2, 2 + ln 3) (ឬ M(2, 3.1)) ៕

◦ សរេសរសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ៖

y = f ′(2)(x − 2) + f (2)

= −5
3
(x − 2) + (2 + ln 3)

= −5
3

x +
10
3

+ 2 + ln 3

= −5
3

x +
16
3

+ ln 3
(

ឬ y ≈ −5
3

x + 6.43
)

៕

e សងζ ្រកាប (C), អាសីុមតូត d1 និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២២០ 096 224 8978
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x = 1

d1

d2

(C)O 1 2 4.5

2 + ln 3
4

M

x

y

9 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៧ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x+
1 − 3ex

1 + ex ។ េគតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់វា េ;ក្ន αង

ប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a បងា្ហ ញកេន្សោម f (x), គណនាលីមីត, អាសីុមតូតេ្រទត d1 និងទីតាំងេធៀប ៖

◦ បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 − 4ex

1 + ex ៖

្រគប់ចំនួនពិត x េយើ ងមាន ៖

x + 1 − 4ex

1 + ex = x +
(1 + ex)− 4ex

1 + ex = x +
1 − 3ex

1 + ex = f (x) (ពិត)

◦ គណនាលីមីត្រតងζ −∞ ៖ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x + 1 − 4ex

1 + ex

)
= −∞ + 1 − 0 =

−∞(
េ្រពាះ lim

x→−∞
ex = 0

)
◦ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→−∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→−∞

(
− 4ex

1 + ex

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d1 : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞ ៕

◦ ទីតាំងេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង d1 ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− yd1 = − 4ex

1 + ex ៖

េដាយសារ ex > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ 1 + ex > 0 =⇒ − 4ex

1 + ex < 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d1 ជានិច្ច េលើ R ៕

b គណនាលីមីត្រតងζ +∞, អាសីុមតូតេ្រទត d2 និងទីតាំងេធៀប ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២២១ 096 224 8978
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◦ គណនាលីមីត្រតងζ +∞ ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x +

1 − 3ex

1 + ex

)
= lim

x→+∞

(
x +

ex(e−x − 3)
ex(e−x + 1)

)
= +∞− 3 = +∞

◦ បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 3)] = lim
x→+∞

(
1 − 3ex

1 + ex + 3
)
= lim

x→+∞

1 − 3ex + 3 + 3ex

1 + ex

= lim
x→+∞

4
1 + ex = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d2 : y = x − 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ ៕

◦ ទីតាំងេធៀបៃន (C) េធៀបនឹង d2 ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− yd2 =
4

1 + ex ៖

េដាយសារ 1 + ex > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ 4
1 + ex > 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ d2 ជានិច្ច េលើ R ៕

c i គណនាេដរីេវ f ′(x) និងបងា្ហ ញកេន្សោម ៖

f ′(x) =
(

x + 1 − 4ex

1 + ex

)′

= 1 − 4 · ex(1 + ex)− ex(ex)

(1 + ex)2

= 1 − 4ex

(1 + ex)2

=
(1 + ex)2 − 4ex

(1 + ex)2 =
1 + 2ex + e2x − 4ex

(1 + ex)2

=
e2x − 2ex + 1
(ex + 1)2 =

(ex − 1)2

(ex + 1)2 =

(
ex − 1
ex + 1

)2

(ពិត)

ii សិកΓអេថរភាព តារាងអេថរភាព និងសងζ ្រកាប ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ចំនួនពិត x េយើ ងមាន

(
ex − 1
ex + 1

)2

≥ 0 នាំឱ្យ f ′(x) ≥ 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ចំណាំ ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex − 1 = 0 ⇐⇒ ex = 1 ⇐⇒ x = 0 ។

េដាយសារ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ̸= 0 នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R ៕

តៃម្ល្រតងζ ចំណុចពិេសស ៖ f (0) = 0+
1 − 3(1)

1 + 1
= −1 (្រកាប (C) មានបនា្ទ ត់ប៉ះេផ្ដ ក

្រតងζ ចំណុចរបត់ I(0,−1)) ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២២២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 0 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

0

−1

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត d1 និង d2 ៖

d1

d2

(C)

O

1

−1

−3

x

y

10 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៦ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)

េគឲ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = x + 2− 4ex

ex + 3
។ េគតាង (C) ្រកាបរបស់វាេ;ក្ន αងប្ល ងζ

្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a i គណនាលីមីតៃន f ្រតងζ −∞ និង +∞ ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x + 2 − 4ex

ex + 3

)
= −∞ + 2 − 0 = −∞(

េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0 =⇒ lim
x→−∞

4ex

ex + 3
= 0

)
◦ lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

(
x + 2 − 4ex

ex + 3

)
= lim

x→+∞

(
x + 2 − 4

1 + 3e−x

)
=

+∞ + 2 − 4 = +∞(
េ្រពាះ lim

x→+∞
e−x = 0 =⇒ lim

x→+∞

4ex

ex + 3
= 4

)
ii សិកΓទីតាំងៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d1 : y = x + 2 ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− yd1 = − 4ex

ex + 3
៖

េដាយសារ ex > 0 និង ex + 3 > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ − 4ex

ex + 3
< 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ ្រកាប (C) ស្ថិ តេ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d1 ជានិច្ច េលើ R ៕

(ចំណាំ ៖ េដាយសារ lim
x→−∞

[ f (x)− yd1 ] = 0 នាឱំ្យ d1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន (C) ្រតងζ −∞)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២២៣ 096 224 8978
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៕

b i ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2

៖

្រគប់ចំនួនពិត x េយើ ងមាន ៖

f ′(x) = (x + 2)′ − 4 ·
[

ex

ex + 3

]′
= 1 − 4 · ex(ex + 3)− ex(ex)

(ex + 3)2

= 1 − 12ex

(ex + 3)2 =
(ex + 3)2 − 12ex

(ex + 3)2

=
e2x + 6ex + 9 − 12ex

(ex + 3)2 =
e2x − 6ex + 9
(ex + 3)2

=
(ex − 3)2

(ex + 3)2 =

(
ex − 3
ex + 3

)2

(ពិត)

ii សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ចំនួនពិត x េយើ ងមាន f ′(x) =
(

ex − 3
ex + 3

)2

≥ 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ចំណាំ ៖ f ′(x) = 0 ⇐⇒ ex − 3 = 0 ⇐⇒ ex = 3 ⇐⇒ x = ln 3 ៕

េដាយសារ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ̸= ln 3 នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R

៕

◦ តៃម្ល អរេដាេន្រតងζ ចំណុចពិេសស x = ln 3 ៖

f (ln 3) = ln 3 + 2 − 4(3)
3 + 3

= ln 3 + 2 − 2 = ln 3 ≈ 1.1

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln 3 +∞

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

ln 3

ln 3

c i កំណត់លក្ខ ណៈៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ្រតងζ ចំណុច I(ln 3) ៖

◦ អាប់សីុសៃនចំណុច I គឺ xI = ln 3 =⇒ yI = f (ln 3) = ln 3 =⇒ I(ln 3, ln 3)

◦ េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ d2 គឺ f ′(ln 3) = 0
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ដូចេនះ បនា្ទ ត់ប៉ះ d2 ជាបនា្ទ ត់ប៉ះេផ្ដ ក្រតងζ ចំណុច I េហើ យមានសមីការ d2 : y = ln 3 ៕

ii សិកΓទីតាំងៃន្រកាប (C) េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d2 ៖

េដាយសារ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ R និង f (ln 3) = ln 3 ៖

· ចំេពាះ x ∈]−∞, ln 3[ ៖ f (x) < f (ln 3) = ln 3 =⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d2

· ចំេពាះ x = ln 3 ៖ f (ln 3) = ln 3 =⇒ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ d2 ្របសព្វ គា្ន េ;ចំណុច I(ln 3, ln 3)

· ចំេពាះ x ∈] ln 3,+∞[ ៖ f (x) > f (ln 3) = ln 3 =⇒ ្រកាប (C) េ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ d2

d i បងា្ហ ញថាសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 ្រតងζ x = 0 គឺ y =
1
4

x + 1 ៖

◦ អាប់សីុសចំណុចប៉ះ x0 = 0 =⇒ y0 = f (0) = 0 + 2 − 4(1)
1 + 3

= 1

◦ េមគុណ្របាប់ទិស f ′(0) =
(

1 − 3
1 + 3

)2

=

(
−2
4

)2

=
1
4

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d3 គឺ ៖

y = f ′(0)(x − 0) + f (0) =⇒ d3 : y =
1
4

x + 1 ៕

ii សងζ ្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ d1, d2, d3 ៖

d1

d2

d3 (C)

O ln 3

1

2
I

x

y

11 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៥ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត)
a សិកΓអនុគមន៍ g(x) = x2 + ln x េលើ (0,+∞) ៖

i a បងា្ហ ញថា g ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាត ៖

្រគប់ x ∈]0,+∞[ េយើ ងមាន ៖

g′(x) = (x2 + ln x)′ = 2x +
1
x

េដាយសារ x > 0 =⇒ 2x > 0 និង
1
x
> 0 នាំឱ្យ g′(x) > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ ៕

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]0,+∞[ ៕
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b គណនា g(1) ៖

g(1) = 12 + ln(1) = 1 + 0 = 1 ៕

ii a ទាញបΧ្ជ ក់លទ្ធ ផល ៖

េដាយសារ g ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ]0,+∞[ ៖

· េបើ x ≥ 1 =⇒ g(x) ≥ g(1) =⇒ x2 + ln x ≥ 1 ៕

· េបើ 0 < x ≤ 1 =⇒ g(x) ≤ g(1) =⇒ x2 + ln x ≤ 1 ៕

b កំណត់សΧ̐ៃនកេន្សោម x2 + ln x − 1 ៖

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ៖ g(x) < g(1) = 1 =⇒ x2 + ln x − 1 < 0

· ចំេពាះ x = 1 ៖ g(1) = 1 =⇒ x2 + ln x − 1 = 0

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ g(x) > g(1) = 1 =⇒ x2 + ln x − 1 > 0

b សិកΓអនុគមន៍ f (x) = x + 1 − ln x
x

េលើ (0,+∞) ៖

i សិកΓលីមីត្រតងζ 0 និង +∞ ៖

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x + 1 − ln x

x

)
= 0 + 1−

(
−∞
0+

)
= 1 − (−∞) = +∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x + 1 − ln x

x

)
= +∞ + 1 − 0 = +∞(

េ្រពាះ lim
x→+∞

ln x
x

= 0
)

ii បងា្ហ ញថាេដរីេវ f ′(x) =
x2 + ln x − 1

x2 ៖

្រគប់ x ∈]0,+∞[ េយើ ងមាន ៖

f ′(x) = (x + 1)′ −
(

ln x
x

)′

= 1 − (ln x)′ · x − ln x · (x)′

x2

= 1 −
1
x · x − ln x · 1

x2 = 1 − 1 − ln x
x2

=
x2 − (1 − ln x)

x2 =
x2 + ln x − 1

x2 (ពិត)

iii សិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ សΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយសារ x2 > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចសΧ̐ៃនកេន្សោម

x2 + ln x − 1 (តាមលទ្ធ ផលសំណួរ A.2-ab) ៖

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ
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· ចំេពាះ x = 1 ៖ f ′(1) = 0

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

◦ តៃម្ល អប្បបរមា ៖

អនុគមន៍មានតៃម្លអប្បបរមាេធៀប (និងដាច់ខាត) ្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 1+ 1− ln 1
1

=

2 ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

22

+∞+∞

iv a បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→+∞

(
− ln x

x

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ ∆ : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ្រតងζ +∞ ៕

b សិកΓទីតាំងេធៀប, កំណត់ចំណុច្របសព្វ I និងសងζ ្រកាប ៖

◦ ទីតាំងេធៀបៃន C និង ∆ ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− y∆ = − ln x
x

៖

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ៖ ln x < 0

=⇒ − ln x
x

> 0 =⇒ ្រកាប C េ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ ∆

· ចំេពាះ x = 1 ៖ f (1)− y∆(1) = 0

=⇒ ្រកាប C ្របសព្វ បនា្ទ ត់ ∆ ្រតងζ ចំណុច I(1, 2)

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ ln x > 0 =⇒ − ln x
x

< 0

=⇒ ្រកាប C េ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ ∆

◦ កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ I ៖ I(1, 2) (្រតβវជាចំណុចអប្បបរមាៃន្រកាប C ផងែដរ) ៕

◦ សងζ បនា្ទ ត់ ∆ និង្រកាប C ៖
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∆

y = 2

C

O 1

1

2
I

x

y

12 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត េលើកទី២)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ I =]0,+∞[ េដាយ f (x) =
x + ln x

x2 ។

a គណនា h(1) និងសិកΓអេថរភាពៃន h(x) = −x + 1 − 2 ln x េលើ I =]0,+∞[ ៖

◦ គណនា h(1) ៖

h(1) = −1 + 1 − 2 ln(1) = 0 − 0 = 0 ៕

◦ សិកΓអេថរភាពៃន h(x) ៖

្រគប់ x ∈]0,+∞[ េយើ ងមាន ៖

h′(x) = (−x + 1 − 2 ln x)′ = −1 − 2
x
=

−x − 2
x

េដាយសារ x > 0 =⇒ −x − 2 < 0 នាំឱ្យ h′(x) < 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ h ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]0,+∞[ ៕

(ទាញយកសΧ̐ៃន h(x) ៖ េ្រពាះ h ចុះដាច់ខាត និង h(1) = 0 នាឱំ្យចំេពាះ x ∈]0, 1[, h(x) >

0 និងចំេពាះ x ∈]1,+∞[, h(x) < 0

b សិកΓអនុគមន៍ f (x) =
x + ln x

x2 េលើ I =]0,+∞[ ៖

i គណនាលីមីត្រតងζ 0 និង្រតងζ +∞ ៖

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x + ln x
x2 =

−∞
0+

= −∞(
េ្រពាះ lim

x→0+
(x + ln x) = −∞ និង lim

x→0+
x2 = 0+

)
=⇒ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x
x2 +

ln x
x2

)
= lim

x→+∞

(
1
x
+

ln x
x2

)
= 0 + 0 = 0(

េ្រពាះ lim
x→+∞

1
x
= 0 និង lim

x→+∞

ln x
x2 = 0

)
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=⇒ បនា្ទ ត់ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស) ជាអាសីុមតូតេដកៃន្រកាប C ្រតងζ +∞

ii គណនាេដរីេវ f ′(x) ៖

្រគប់ x ∈]0,+∞[ តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2 ៖

f ′(x) =
(x + ln x)′(x2)− (x + ln x)(x2)′

(x2)2

=

(
1 + 1

x

)
x2 − (x + ln x)(2x)

x4

=
x2 + x − 2x2 − 2x ln x

x4

=
−x2 + x − 2x ln x

x4 =
x(−x + 1 − 2 ln x)

x4 =
−x + 1 − 2 ln x

x3 ៕

iii បងា្ហ ញថាសΧ̐ៃន f ′(x) ដូច h(x) េលើ I ៖

េដាយសារ f ′(x) =
h(x)

x3 េហើ យ្រគប់ x ∈]0,+∞[ ភាគែបង x3 > 0 ជានិច្ច នាំឱ្យេដរីេវ

f ′(x) មានសΧ̐ដូចគា្ន នឹង h(x) ្រគប់ x ∈]0,+∞[ ៕

iv ទាញយកអេថរភាព និងសងζ ្រកាប C ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ៖ h(x) > 0 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x = 1 ៖ f ′(1) =
h(1)
13 = 0

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ h(x) < 0 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល អតិបរមា ៖

អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប (និងដាច់ខាត) ្រតងζ x = 1 គឺ f (1) =
1 + ln 1

12 = 1

៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

0 1 +∞

+ 0 −

−∞

11

00

◦ សងζ ្រកាប C ៖
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y = 1

C

O 1

1

x

y

13 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត េលើកទី១)

f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ ]0,+∞[ េដាយ f (x) = x − 5 +
8 ln x

x
+

9
x

និង C ជា្រកាបរបស់វា។

a i រក lim
x→+∞

f (x) ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 5 +

8 ln x
x

+
9
x

)
= +∞ − 5 + 0 + 0 = +∞

(
េ្រពាះ lim

x→+∞

ln x
x

= 0 និង lim
x→+∞

9
x
= 0

)
៕

ii រក lim
x→0+

f (x) ៖

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
x − 5 +

8 ln x + 9
x

)
= −∞

(
េ្រពាះ lim

x→0+
(8 ln x + 9) = −∞ និង lim

x→0+
x = 0+ =⇒ lim

x→0+

8 ln x + 9
x

= −∞
)

=⇒ បនា្ទ ត់ x = 0 (អ័ក្សអរេដាេន) ជាអាសីុមតូតឈរៃនែខ្សេកាង C ៕

iii បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ ∆ : y = x − 5 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (x − 5)] = lim
x→+∞

(
8 ln x + 9

x

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ ∆ : y = x − 5 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C េ;ជέ ត +∞ ៕

iv កំណត់អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វ រវាង ∆ និងែខ្សេកាង C ៖

ឱ្យ f (x)− y∆ = 0 ⇐⇒ 8 ln x + 9
x

= 0 ៖

8 ln x + 9 = 0 ⇐⇒ ln x = −9
8

⇐⇒ x = e−
9
8 .
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ដូចេនះ អាប់សីុសៃនចំណុច្របសព្វ រវាង ∆ និងែខ្សេកាង C គឺ x = e−
9
8 ៕

b i បងា្ហ ញថា f ′(x) =
g(x)
x2 ៖

្រគប់ x ∈]0,+∞[ េយើ ងមាន ៖

f ′(x) = (x − 5)′ + 8 ·
(

ln x
x

)′
+

(
9
x

)′

= 1 + 8 ·
1
x · x − ln x · 1

x2 − 9
x2

= 1 +
8(1 − ln x)− 9

x2 = 1 +
8 − 8 ln x − 9

x2

= 1 +
−8 ln x − 1

x2

=
x2 − 8 ln x − 1

x2

=
g(x)
x2 (ពិត, ែដល g(x) = x2 − 8 ln x − 1) ៕

ii សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ៖

◦ សΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយសារ x2 > 0 ្រគប់ x ∈]0,+∞[ នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចសΧ̐ៃន g(x) េលើ

]0,+∞[ ។

េគដί ងថាសមីការ g(x) = 0 មានឫសពីរគឺ x′ = 1 និង x′′ = α > 1 ៖

· ចំេពាះ x ∈]0, 1[ ∪ ]α,+∞[ ៖ g(x) > 0 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍

េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈]1, α[ ៖ g(g) < 0 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

· ចំេពាះ x = 1 ឬ x = α ៖ f ′(x) = 0

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· តៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 1 − 5 +
8 ln 1 + 9

1
= −4 + 9 = 5

· តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = α គឺ f (α) = α − 5 +
8 ln α + 9

α

◦ តារាងអេថរភាព ៖
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x

f ′(x)

f (x)

0 1 α +∞

+ 0 − 0 +

−∞

55

f (α)f (α)

+∞+∞

14 (ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់វĜទȦüាសាĚស្ត េលើកទី១)
f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ R េដាយ f (x) = 4 − x − 2e−x ។ េគតាងេដាយ C ជា្រកាបរបស់វា ។

a i រក lim
x→+∞

f (x) ៖

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(4 − x − 2e−x) = −∞

(
េ្រពាះ lim

x→+∞
(−x) = −∞ និង lim

x→+∞
2e−x = 0

)
៕

ii បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ D : y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→+∞

[ f (x)− (−x + 4)] = lim
x→+∞

(−2e−x) = 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ D : y = −x + 4 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃនែខ្សេកាង C ្រតងζ +∞ ៕

iii បΧ្ជ ក់ទីតាំងៃនែខ្សេកាង C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ D ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− yD = −2e−x ៖

េដាយសារ e−x > 0 ្រគប់ x ∈ R =⇒ −2e−x < 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

ដូចេនះ ែខ្សេកាង C ស្ថិ តេ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ D ជានិច្ច េលើ R ៕

iv េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់កេន្សោម f (x) ៖

្រគប់ចំនួនពិត x េយើ ងមាន ៖

4ex − xex − 2
ex =

4ex

ex − xex

ex − 2
ex = 4 − x − 2e−x = f (x) (ពិត)

v រក lim
x→−∞

f (x) ៖

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

4ex − xex − 2
ex = −∞

(
េ្រពាះ lim

x→−∞
ex = 0+ និង lim

x→−∞
xex = 0 =⇒ ភាគយក → −2

)
៕
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b i គណនា f ′(x), សិកΓអេថរភាព និងរកតៃម្ល អតិបរមា ៖

◦ គណនាេដរីេវ f ′(x) ៖

f ′(x) = (4 − x − 2e−x)′ = −1 − 2(−e−x) = −1 + 2e−x =
2 − ex

ex

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ −1 + 2e−x = 0 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln 2

· ចំេពាះ x ∈]− ∞, ln 2[ ៖ ex < 2 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈] ln 2,+∞[ ៖ ex > 2 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល អតិបរមា ៖

អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប (និងដាច់ខាត) ្រតងζ x = ln 2 គឺ ៖

f (ln 2) = 4 − ln 2 − 2e− ln 2 = 4 − ln 2 − 2
(

1
2

)
= 3 − ln 2 ≈ 2.31 .

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ ln 2 +∞

+ 0 −

−∞−∞

3 − ln 23 − ln 2

−∞−∞

ii កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ ចំណុច A(0, f (0)) ៖

◦ អាប់សីុសចំណុចប៉ះ x0 = 0 =⇒ y0 = f (0) = 4 − 0 − 2e0 = 2 =⇒ A(0, 2)

◦ េមគុណ្របាប់ទិស f ′(0) = −1 + 2e0 = 1

សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ A មានទ្រមងζ ៖

y = f ′(0)(x − 0) + f (0) =⇒ (TA) : y = x + 2 ៕

iii បងា្ហ ញថាសមីការ f (x) = 0 មានចេម្លើ យែតមួយគត់ β ∈ [−1, 0] ៖

◦ េលើ ចេនា្ល ះ [−1, 0] ⊂]− ∞, ln 2], អនុគមន៍ f ជាប់ និងេកើ នដាច់ខាត

◦ f (−1) = 4 − (−1)− 2e1 = 5 − 2e ≈ −0.44 < 0

◦ f (0) = 2 > 0

េដាយសារ f (−1) · f (0) < 0, តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ត ល សមីការ f (x) = 0 មានចេម្លើ យ

យ៉ាងតិចមួយ β ∈]− 1, 0[ ។ េហើ យេដាយសារ f េកើ នដាច់ខាតេលើ [−1, 0] នាំឱ្យចេម្លើ យ β

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៣៣ 096 224 8978
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េនះមានែតមួយគត់ ៕

15 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៦ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x2 − 4
1 − x

និង (C) ជា្រកាបរបស់វា។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
x2 − 4
1 − x

មានន័យលុះ្រតាែត ៖

1 − x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖ D = R \ {1} =]− ∞, 1[∪]1,+∞[ ៕

b i រកចំនួនពិត a, b, c ៖

្រគប់ x ̸= 1, េដាយសារ 1 − x = −(x − 1) េយើ ងអាចសរេសរ ៖

f (x) =
x2 − 4

−(x − 1)
=

−x2 + 4
x − 1

េធ្វើ ្របមាណវέធីែចកពហុធា (−x2 + 4)÷ (x − 1) ៖

−x2 + 4
x − 1

=
−x(x − 1)− (x − 1) + 3

x − 1
= −(x+ 1)+

3
x − 1

= −x− 1+
3

x − 1

េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ជាមួយទ្រមងζ ax + b +
c

x − 1
េយើ ងបាន ៖

a = −1, b = −1, c = 3 ៕

ដូចេនះ a = −1, b = −1, c = 3

ii បងា្ហ ញអាសីុមតូតេ្រទត និងអាសីុមតូតឈរ ៖

◦ អាសីុមតូតេ្រទត (D) : y = −x − 1 ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (−x − 1)] = lim
x→±∞

3
x − 1

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ (D) : y = −x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ និង−∞

៕

◦ អាសីុមតូតឈរ x = 1 ៖

· lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= −2 +

(
3

0−

)
= −∞

· lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= −2 +

(
3

0+

)
= +∞
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ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ្រពមទាំងអាសីុមតូត ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = −x − 1 +
3

x − 1
៖

f ′(x) = −1 − 3
(x − 1)2 =

−(x − 1)2 − 3
(x − 1)2 =

−x2 + 2x − 4
(x − 1)2

ភាគយក −x2 + 2x − 4 មាន ∆′ = 12 − (−1)(−4) = −3 < 0 និងេមគុណ a = −1 <

0 នាំឱ្យ −x2 + 2x − 4 < 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

េដាយសារ (x − 1)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ f ′(x) < 0 ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]− ∞, 1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕

◦ លីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= +∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= −∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− −

+∞+∞

−∞

+∞

−∞−∞

◦ ចំណុច្របសព្វ សំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ x2 − 4 = 0 ⇐⇒ x = −2 ឬ x = 2

នាំឱ្យបានចំណុច (−2, 0) និង (2, 0)

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = −4 នាំឱ្យបានចំណុច (0,−4)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖
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x = 1
(D)

(C)

O
−2

2
1−1

−4

x

y

16 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៥ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
2 − x − 2x2

−1 − x
។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
2 − x − 2x2

−1 − x
មានន័យលុះ្រតាែត ៖

−1 − x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {−1} =]− ∞,−1[∪]− 1,+∞[ ៕

b កំណត់ចំនួនពិត a, b, c ៖

្រគប់ x ̸= −1, េយើ ងអាចសរេសរ ៖

f (x) =
−(2x2 + x − 2)

−(x + 1)
=

2x2 + x − 2
x + 1

េធ្វើ ្របមាណវέធីែចកពហុធា (2x2 + x − 2)÷ (x + 1) ៖

2x2 + x − 2
x + 1

=
2x(x + 1)− (x + 1)− 1

x + 1
= 2x − 1 − 1

x + 1
= 2x − 1 +

−1
x + 1

េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ជាមួយទ្រមងζ ax + b +
c

x + 1
េយើ ងបាន ៖

a = 2, b = −1, c = −1 ៕

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៣៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ d : y = 2x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (2x − 1)] = lim
x→±∞

(
− 1

x + 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d : y = 2x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ្រតងζ +∞ និង −∞ ៕

d សិកΓទីតាំងៃន d េធៀបនឹង្រកាប C ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− yd = − 1
x + 1

៖

· ចំេពាះ x ∈]−∞,−1[ ៖ x+ 1 < 0 =⇒ − 1
x + 1

> 0 =⇒ ្រកាប C េ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ d

· ចំេពាះ x ∈]− 1,+∞[ ៖ x+ 1 > 0 =⇒ − 1
x + 1

< 0 =⇒ ្រកាប C េ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d

e សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប C ្រពមទាំងបនា្ទ ត់ d ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = 2x − 1 − 1
x + 1

៖

f ′(x) = 2 −
(
− 1
(x + 1)2

)
= 2 +

1
(x + 1)2

េដាយសារ (x + 1)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D =⇒ 1
(x + 1)2 > 0 =⇒ f ′(x) > 0 ្រគប់

x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]−∞,−1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]− 1,+∞[

៕

◦ លីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
2x − 1 − 1

x + 1

)
= −∞

· lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
2x − 1 − 1

x + 1

)
= −3 −

(
1

0−

)
= +∞

· lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(
2x − 1 − 1

x + 1

)
= −3 −

(
1

0+

)
= −∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
2x − 1 − 1

x + 1

)
= +∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៣៧ 096 224 8978
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = −2 =⇒ (0,−2)

· ្រតងζ x = −2 ៖ f (−2) = 2(−2)− 1 − 1
−1

= −4 =⇒ (−2,−4)

◦ សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ d ៖

x = −1
(d)

(C)

O
−1−2

−2

−4

x

y

17 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៤ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
−x2 + x + 3

x + 1
។ េយើ ងតាង្រកាប (C) តំណាង f ក្ន αងត្រមαយ

(O, i⃗, j⃗)។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
−x2 + x + 3

x + 1
មានន័យលុះ្រតាែត ៖

x + 1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {−1} =]− ∞,−1[∪]− 1,+∞[ ៕

b បងា្ហ ញថា f (x) = −x + 2 +
1

x + 1
៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៣៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

្រគប់ x ∈ D េយើ ងអាចសរេសរ ៖

f (x) =
−x(x + 1) + 2(x + 1) + 1

x + 1
=

(x + 1)(−x + 2) + 1
x + 1

= −x + 2+
1

x + 1
(ពិត) ៕

c គណនាលីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
−x + 2 +

1
x + 1

)
= +∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
−x + 2 +

1
x + 1

)
= −∞

◦ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
−x + 2 +

1
x + 1

)
= 3 +

(
1

0−

)
= −∞

◦ lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(
−x + 2 +

1
x + 1

)
= 3 +

(
1

0+

)
= +∞

d រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទត ៖

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖

េដាយសារ lim
x→−1−

f (x) = −∞ និង lim
x→−1+

f (x) = +∞ នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ

x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

េដាយសារ lim
x→±∞

[ f (x)− (−x + 2)] = lim
x→±∞

1
x + 1

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ

(d) : y = −x + 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង +∞ ៕

e សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = −x + 2 +
1

x + 1
៖

f ′(x) = −1 − 1
(x + 1)2 =

−(x + 1)2 − 1
(x + 1)2 =

−x2 − 2x − 2
(x + 1)2

េដាយសារ −(x + 1)2 − 1 < 0 និង (x + 1)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ f ′(x) < 0 ្រគប់

x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]− ∞,−1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]− 1,+∞[

៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៣៩ 096 224 8978
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

− −

+∞+∞

−∞

+∞

−∞−∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = 3 =⇒ (0, 3)

· ្រតងζ x = −2 ៖ f (−2) = −(−2) + 2 +
1

−2 + 1
= 3 =⇒ (−2, 3)

· ្រតងζ x = 1 ៖ f (1) = 1.5 =⇒ (1, 1.5)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

x = −1
(d)

(C)
O−1−2

2
3

x

y

18 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២៣ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
3x − 1
(x − 1)2 និងតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
3x − 1
(x − 1)2 មានន័យលុះ្រតាែត ៖

(x − 1)2 ̸= 0 ⇐⇒ x − 1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {1} =]− ∞, 1[∪]1,+∞[ ៕

b គណនាលីមីត និងរកសមីការអាសីុមតូត ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→1

f (x) = lim
x→1

3x − 1
(x − 1)2 =

2
0+

= +∞(
េ្រពាះ lim

x→1
(3x − 1) = 2 និង (x − 1)2 > 0 ∀x ̸= 1

)
· lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞

3x
x2 = lim

x→−∞

3
x
= 0

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

3x
x2 = lim

x→+∞

3
x
= 0

◦ រកសមីការអាសីុមតូត ៖

· េដាយសារ lim
x→1

f (x) = +∞ នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន

្រកាប (C) ៕

· េដាយសារ lim
x→±∞

f (x) = 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 0 (អ័ក្សអាប់សីុស) ជាអា

សីុមតូតេដកៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង +∞ ៕

c បងា្ហ ញថាេដរីេវ f ′(x) =
−3x − 1
(x − 1)3 ៖

្រគប់ x ∈ D តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2 ៖

f ′(x) =
(3x − 1)′(x − 1)2 − (3x − 1)[(x − 1)2]′

[(x − 1)2]2

=
3(x − 1)2 − (3x − 1) · 2(x − 1)

(x − 1)4

=
(x − 1)[3(x − 1)− 2(3x − 1)]

(x − 1)4

=
3x − 3 − 6x + 2

(x − 1)3 =
−3x − 1
(x − 1)3 (ពិត) ៕

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃន f (x) ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

· ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ −3x − 1 = 0 ⇐⇒ x = −1
3

· ចំេពាះ x ∈
]
−∞,−1

3

[
៖ −3x − 1 > 0 និង (x − 1)3 < 0

=⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

· ចំេពាះ x ∈
]
−1

3
, 1
[

៖ −3x − 1 < 0 និង (x − 1)3 < 0

=⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈]1,+∞[ ៖ −3x − 1 < 0 និង (x − 1)3 > 0 =⇒ f ′(x) < 0

=⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤១ 096 224 8978
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អនុគមន៍មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = −1
3

គឺ ៖

f
(
−1

3

)
=

3
(
− 1

3

)
− 1(

− 1
3 − 1

)2 =
−2(
− 4

3

)2 =
−2
16
9

= −9
8
= −1.125 .

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1
3

1 +∞

− 0 + −

00

−9
8

−9
8

+∞ +∞

00

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = −1 =⇒ (0,−1)

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ 3x − 1 = 0 ⇐⇒ x =
1
3

=⇒(
1
3

, 0
)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

x = 1

(C)

O

−1
3
1
3

1
−1−9

8

x

y

19 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២២ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
4 − x2

1 − x
និងេគតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ f ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
4 − x2

1 − x
មានន័យលុះ្រតាែត ៖

1 − x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {1} =]− ∞, 1[∪]1,+∞[ ៕

b បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 +
3

1 − x
៖

្រគប់ x ∈ D េយើ ងមាន ៖

x + 1 +
3

1 − x
=

(x + 1)(1 − x) + 3
1 − x

=
1 − x2 + 3

1 − x
=

4 − x2

1 − x
= f (x) (ពិត) ៕

c គណនាលីមីត និងទាញរកសមីការអាសីុមតូត ៖

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(
x + 1 +

3
1 − x

)
= 2 +

(
3

0−

)
= −∞

· lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(
x + 1 +

3
1 − x

)
= 2 +

(
3

0+

)
= +∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x + 1 +

3
1 − x

)
= +∞ + 0 = +∞

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x + 1 +

3
1 − x

)
= −∞ + 0 = −∞

◦ ទាញរកសមីការអាសីុមតូត ៖

· េដាយសារ lim
x→1+

f (x) = −∞ និង lim
x→1−

f (x) = +∞ នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ

x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

· េដាយសារ lim
x→±∞

[ f (x) − (x + 1)] = lim
x→±∞

3
1 − x

= 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមាន

សមីការ (d) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ +∞ និង −∞ ៕

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = x + 1 +
3

1 − x
៖

f ′(x) = 1 +
3

(1 − x)2 =
(1 − x)2 + 3
(1 − x)2 =

x2 − 2x + 4
(1 − x)2

ភាគយក x2 − 2x + 4 មាន ∆′ = (−1)2 − (1)(4) = −3 < 0 និងេមគុណ a = 1 > 0

នាំឱ្យ x2 − 2x + 4 > 0 ្រគប់ x ∈ R ៕

េដាយសារ (1 − x)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ f ′(x) > 0 ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]− ∞, 1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = 4 =⇒ (0, 4)

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ 4 − x2 = 0 ⇐⇒ x = −2 ឬ x = 2

នាំឱ្យបានចំណុច (−2, 0) និង (2, 0)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

x = 1
(d)

(C)

O−2 21

1

4

x

y

20 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០២១ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x2 − 5x + 7

2 − x
។ េយើ ងតាង (C) ្រកាបរបស់អនុគមន៍ ក្ន αងប្ល ងζ

្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
x2 − 5x + 7

2 − x
មានន័យលុះ្រតាែត ៖

2 − x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 2

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {2} =]− ∞, 2[∪]2,+∞[ ៕

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

b បងា្ហ ញថា f (x) = 3 − x +
1

2 − x
៖

្រគប់ x ∈ D េយើ ងមាន ៖

3− x+
1

2 − x
=

(3 − x)(2 − x) + 1
2 − x

=
6 − 5x + x2 + 1

2 − x
=

x2 − 5x + 7
2 − x

= f (x) (ពិត) ៕

c គណនាលីមីតៃន f (x) ្រតងζ −∞, +∞ និង 2 ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
3 − x +

1
2 − x

)
= +∞ + 0 = +∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
3 − x +

1
2 − x

)
= −∞ + 0 = −∞

◦ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(
3 − x +

1
2 − x

)
= 1 +

(
1

0+

)
= +∞

◦ lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(
3 − x +

1
2 − x

)
= 1 +

(
1

0−

)
= −∞

d រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទត ៖

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖

េដាយសារ lim
x→2−

f (x) = +∞ និង lim
x→2+

f (x) = −∞ នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 2

ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

េដាយសារ lim
x→±∞

[ f (x)− (−x + 3)] = lim
x→±∞

1
2 − x

= 0 នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ

(d) : y = −x + 3 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង +∞ ៕

e សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = 3 − x +
1

2 − x
៖

f ′(x) = −1 +
1

(2 − x)2 =
−(2 − x)2 + 1

(2 − x)2 =
−x2 + 4x − 3

(2 − x)2

េដាយសារ (2 − x)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចសΧ̐ៃនភាគយក −x2 +

4x − 3 ៖

· ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ −x2 + 4x − 3 = 0 ⇐⇒ x = 1 ឬ x = 3

· ចំេពាះ x ∈]− ∞, 1[ ∪ ]3,+∞[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

· ចំេពាះ x ∈]1, 2[ ∪ ]2, 3[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) = 3 − 1 +
1

2 − 1
= 3

· តៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 3 គឺ f (3) = 3 − 3 +
1

2 − 3
= −1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៥ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

− 0 + + 0 −

+∞+∞

33

+∞

−∞

−1−1

−∞−∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) =
7
2
= 3.5 =⇒ (0, 3.5)

· ចំណុចអប្បបរមាេធៀប ៖ A(1, 3)

· ចំណុចអតិបរមាេធៀប ៖ B(3,−1)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

x = 2

(d)

(C)
O 1 2

3

3

−1

A

B
x

y

21 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៩ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ D = R − {−1} េដាយ f (x) =
x2 + 2x − 2

x + 1
។ េយើ ងតាង (C) ្រកាប

របស់អនុគមន៍េនះ ក្ន αងប្ល ងζ ្របដាប់េដាយត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗)។

a បងា្ហ ញថា f (x) = x + 1 − 3
x + 1

៖

្រគប់ x ∈ D = R \ {−1} េយើ ងមាន ៖

x+ 1− 3
x + 1

=
(x + 1)2 − 3

x + 1
=

x2 + 2x + 1 − 3
x + 1

=
x2 + 2x − 2

x + 1
= f (x) (ពិត) chaos ៕

b រកសមីការអាសីុមតូតឈរ និងអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ៖

◦ អាសីុមតូតឈរ ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

· lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
x + 1 − 3

x + 1

)
= 0 −

(
3

0−

)
= +∞

· lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(
x + 1 − 3

x + 1

)
= 0 −

(
3

0+

)
= −∞

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C) ៕

◦ អាសីុមតូតេ្រទត ៖

គណនាលីមីត ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→±∞

(
− 3

x + 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ (d) : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞

និង +∞ ៕

c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = x + 1 − 3
x + 1

៖

f ′(x) = 1−
(
− 3
(x + 1)2

)
= 1+

3
(x + 1)2 =

(x + 1)2 + 3
(x + 1)2 =

x2 + 2x + 4
(x + 1)2

េដាយសារ (x + 1)2 > 0 និង x2 + 2x + 4 = (x + 1)2 + 3 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ

f ′(x) > 0 ្រគប់ x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]−∞,−1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]− 1,+∞[

៕

◦ លីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x + 1 − 3

x + 1

)
= −∞ − 0 = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x + 1 − 3

x + 1

)
= +∞ − 0 = +∞

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = −2 =⇒ (0,−2)

· ្រតងζ x = −2 ៖ f (−2) = −2 + 1 − 3
−2 + 1

= 2 =⇒ (−2, 2)

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ x2 + 2x − 2 = 0 =⇒ x =

−1 ±
√

3

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

x = −1
(d)

(C)

O−1−2

1

−2

2

x

y

22 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៨ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
2x2 − 7x + 5
x2 − 5x + 7

។ េយើ ងតាងេដាយ (C) ្រកាបរបស់វាេ;េលើ

ត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a រកែដនកំណត់ D ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
2x2 − 7x + 5
x2 − 5x + 7

មានន័យលុះ្រតាែត ៖

x2 − 5x + 7 ̸= 0

ពិនិត្យឌី̿ស្គី មីណងζ ភាគែបង ៖ ∆ = (−5)2 − 4(1)(7) = 25 − 28 = −3 < 0

េដាយសារ ∆ < 0 និងេមគុណ a = 1 > 0 នាំឱ្យ x2 − 5x + 7 > 0 ្រគប់ចំនួនពិត x ∈ R ៕

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R =]− ∞,+∞[ chaos ៕

b សិកΓលីមីត និងទាញយកសមីការអាសីុមតូត d ៖

◦ គណនាលីមីត ៖

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

2x2 − 7x + 5
x2 − 5x + 7

= lim
x→−∞

2x2

x2 = 2

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2x2 − 7x + 5
x2 − 5x + 7

= lim
x→+∞

2x2

x2 = 2

◦ សមីការអាសីុមតូត ៖

េដាយសារ lim
x→±∞

f (x) = 2 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ d : y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន

្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង +∞ ៕

c i ្រសាយបំភ្លឺ ថា f ′(x) =
−3(x2 − 6x + 8)
(x2 − 5x + 7)2 ៖

្រគប់ x ∈ R តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2 ៖

f ′(x) =
(2x2 − 7x + 5)′(x2 − 5x + 7)− (2x2 − 7x + 5)(x2 − 5x + 7)′

(x2 − 5x + 7)2

=
(4x − 7)(x2 − 5x + 7)− (2x2 − 7x + 5)(2x − 5)

(x2 − 5x + 7)2

=
(4x3 − 27x2 + 63x − 49)− (4x3 − 24x2 + 45x − 25)

(x2 − 5x + 7)2

=
−3x2 + 18x − 24
(x2 − 5x + 7)2 =

−3(x2 − 6x + 8)
(x2 − 5x + 7)2 (ពិត) chaos ៕

ii សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ សΧ̐ៃន f ′(x) ៖

េដាយសារ (x2 − 5x + 7)2 > 0 ្រគប់ x ∈ R នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចសΧ̐ៃន

−3(x2 − 6x + 8) ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 6x + 8 = 0

⇐⇒ (x − 2)(x − 4) = 0 =⇒ x = 2 ឬ x = 4

· ចំេពាះ x ∈]− ∞, 2[ ∪ ]4,+∞[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

· ចំេពាះ x ∈]2, 4[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 2 គឺ f (2) =
2(2)2 − 7(2) + 5

22 − 5(2) + 7
=

−1
1

= −1

· តៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 4 គឺ f (4) =
2(4)2 − 7(4) + 5

42 − 5(4) + 7
=

9
3
= 3

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 2 4 +∞

− 0 + 0 −

22

−1−1

33

22

iii សងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ៖

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) =
5
7
≈ 0.71 =⇒

(
0,

5
7

)
· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ 2x2 − 7x + 5 = 0 ⇐⇒ x = 1 ឬ

x =
5
2
= 2.5

· ចំណុចអប្បបរមាេធៀប ៖ A(2,−1)

· ចំណុចអតិបរមាេធៀប ៖ B(4, 3)

◦ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត d ៖

d

(C)

O
1 2

5
2

4

5
7

2

3

−1
A

B

x

y

23 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៧ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R − {2} េដាយ f (x) =
x2 − x − 1

x − 2
។ េយើ ងតាង C ្រកាបរបស់វាេ;

េលើ ត្រមαយអរតូណរម៉ាល់ (O, i⃗, j⃗) ។

a សិកΓលីមីតៃនអនុគមន៍ f ្រតងζ −∞, ្រតងζ 2 និង្រតងζ +∞ ៖

◦ lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x2 − x − 1
x − 2

= lim
x→−∞

x2

x
= lim

x→−∞
x = −∞

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

x2 − x − 1
x − 2

= lim
x→+∞

x2

x
= lim

x→+∞
x = +∞

◦ lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

x2 − x − 1
x − 2

=
1

0−
= −∞

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២(
េ្រពាះ lim

x→2−
(x2 − x − 1) = 1 និង x − 2 < 0

)
◦ lim

x→2+
f (x) = lim

x→2+

x2 − x − 1
x − 2

=
1

0+
= +∞(

េ្រពាះ lim
x→2+

(x2 − x − 1) = 1 និង x − 2 > 0
)

=⇒ បនា្ទ ត់ x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប C ្រតងζ −∞ និង +∞

b សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ R \ {2} តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2 ៖

f ′(x) =
(x2 − x − 1)′(x − 2)− (x2 − x − 1)(x − 2)′

(x − 2)2

=
(2x − 1)(x − 2)− (x2 − x − 1)(1)

(x − 2)2

=
2x2 − 5x + 2 − x2 + x + 1

(x − 2)2 =
x2 − 4x + 3
(x − 2)2

េដាយសារ (x − 2)2 > 0 ្រគប់ x ̸= 2 នាំឱ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចសΧ̐ៃនភាគយក

x2 − 4x + 3 ៖

f ′(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 4x + 3 = 0

⇐⇒ (x − 1)(x − 3) = 0 =⇒ x = 1 ឬ x = 3

· ចំេពាះ x ∈]− ∞, 1[ ∪ ]3,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈]1, 2[ ∪ ]2, 3[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· តៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 1 គឺ f (1) =
12 − 1 − 1

1 − 2
= 1

· តៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = 3 គឺ f (3) =
32 − 3 − 1

3 − 2
= 5

◦ តារាងអេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 2 3 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

55

+∞+∞

c i រកចំនួនពិត a, b, c ៖

្រគប់ x ̸= 2, េយើ ងអាចេធ្វើ ្របមាណវέធីែចកពហុធា (x2 − x − 1)÷ (x − 2) ៖

x2 − x − 1
x − 2

=
x(x − 2) + 1(x − 2) + 1

x − 2
= x + 1 +

1
x − 2

េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ជាមួយទ្រមងζ ax + b +
c

x − 2
េយើ ងបាន ៖

a = 1, b = 1, c = 1

ii បងា្ហ ញអាសីុមតូតេ្រទត និងសិកΓទីតាំងេធៀប ៖

◦ បងា្ហ ញបនា្ទ ត់ d : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x + 1)] = lim
x→±∞

1
x − 2

= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ d : y = x + 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប C ្រតងζ +∞ និង −∞ ៕

◦ សិកΓទីតាំងៃន្រកាប C េធៀបនឹងបនា្ទ ត់ d ៖

ពិនិត្យផលដក f (x)− yd =
1

x − 2
៖

· ចំេពាះ x ∈]−∞, 2[ ៖ x− 2 < 0 =⇒ 1
x − 2

< 0 =⇒ ្រកាប C េ;ខាងេ្រកាមបនា្ទ ត់ d

· ចំេពាះ x ∈]2,+∞[ ៖ x− 2 > 0 =⇒ 1
x − 2

> 0 =⇒ ្រកាប C េ;ខាងេលើ បនា្ទ ត់ d

iii សងζ ្រកាប C និងបនា្ទ ត់ d ៖

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) =
1
2
= 0.5 =⇒ (0, 0.5)

· ចំណុចអតិបរមាេធៀប ៖ A(1, 1)

· ចំណុចអប្បបរមាេធៀប ៖ B(3, 5)

◦ សងζ ្រកាប ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x = 2

d C

O 1 2 3

1 0.5

5

A

B

x

y

24 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៦ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R − {−2, 2} េដាយ f (x) =
2x2

x2 − 4
។

a សិកΓលីមីត និងបΧ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូត ៖

◦ គណនាលីមីត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

2x2

x2 − 4
= lim

x→−∞

2x2

x2 = 2

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2x2

x2 − 4
= lim

x→+∞

2x2

x2 = 2

· lim
x→−2−

f (x) = lim
x→−2−

2x2

x2 − 4
=

8
0+

= +∞

· lim
x→−2+

f (x) = lim
x→−2+

2x2

x2 − 4
=

8
0−

= −∞

· lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

2x2

x2 − 4
=

8
0−

= −∞

· lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

2x2

x2 − 4
=

8
0+

= +∞

◦ បΧ្ជ ក់សមីការអាសីុមតូត ៖

· េដាយសារ lim
x→±∞

f (x) = 2 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ y = 2 ជាអាសីុមតូតេដកៃន

្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង +∞ ៕

· េដាយសារ lim
x→−2

f (x) = ±∞ និង lim
x→2

f (x) = ±∞ នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ

x = −2 និង x = 2 ជាអាសីុមតូតឈរទាំងពីរៃន្រកាប (C) ៕

b សិកΓអេថរភាព និងសងζ តារាងអេថរភាព ៖

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

្រគប់ x ∈ R \ {−2, 2} តាមរូបមន្ត េដរីេវផលែចក
(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2 ៖

f ′(x) =
(2x2)′(x2 − 4)− (2x2)(x2 − 4)′

(x2 − 4)2

=
4x(x2 − 4)− 2x2(2x)

(x2 − 4)2

=
4x3 − 16x − 4x3

(x2 − 4)2 =
−16x

(x2 − 4)2

េដាយសារ (x2 − 4)2 > 0 ្រគប់ x ̸= ±2 នាឱំ្យសΧ̐ៃន f ′(x) គឺដូចសΧ̐ៃនភាគយក −16x

៖

· ឱ្យ f ′(x) = 0 ⇐⇒ −16x = 0 ⇐⇒ x = 0

· ចំេពាះ x ∈] − ∞,−2[ ∪ ] − 2, 0[ ៖ −16x > 0 =⇒ f ′(x) > 0 =⇒ f ជា

អនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈]0, 2[ ∪ ]2,+∞[ ៖ −16x < 0 =⇒ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល អតិបរមាេធៀប ៖

អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = 0 គឺ f (0) =
2(0)2

02 − 4
= 0 ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 0 2 +∞

+ + 0 − −

22

+∞

−∞

00

−∞

+∞

22

c សងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f ៖

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្សកូអរេដាេន ៖ គល់ O(0, 0) ជាចំណុចអតិបរមាេធៀបផងែដរ

· ្រតងζ x = ±3 ៖ f (±3) =
2(9)
9 − 4

=
18
5

= 3.6 =⇒ (−3, 3.6) និង (3, 3.6)

◦ សងζ ្រកាប ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x = −2 x = 2

y = 2

(C)O−2−3 2 3

2

18
5

x

y

25 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៥ ថ្នាក់សង្គម)

េគមានអនុគមន៍ f ែដល f (x) =
x2 − x − 3

x + 1
និងេគតាងេដាយ (C) ្រកាបៃនអនុគមន៍ f ។

a រកែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f ៖

អនុគមន៍ f (x) =
x2 − x − 3

x + 1
មានន័យលុះ្រតាែត ៖

x + 1 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {−1} =]− ∞,−1[∪]− 1,+∞[ chaos នាំឱ្យ ៕

b បងា្ហ ញថា f (x) = x − 2 − 1
x + 1

៖

្រគប់ x ∈ D េយើ ងមាន ៖

x− 2− 1
x + 1

=
(x − 2)(x + 1)− 1

x + 1
=

x2 − x − 2 − 1
x + 1

=
x2 − x − 3

x + 1
= f (x) (ពិត) chaos ៕

c បងា្ហ ញថាបនា្ទ ត់ y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទត ៖

គណនាលីមីតផលដក ៖

lim
x→±∞

[ f (x)− (x − 2)] = lim
x→±∞

(
− 1

x + 1

)
= 0

ដូចេនះ បនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ d : y = x − 2 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង

+∞ ៕

d សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាបៃន f ៖
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◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = x − 2 − 1
x + 1

៖

f ′(x) = 1−
(
− 1
(x + 1)2

)
= 1+

1
(x + 1)2 =

(x + 1)2 + 1
(x + 1)2 =

x2 + 2x + 2
(x + 1)2

េដាយសារ (x + 1)2 > 0 និង (x + 1)2 + 1 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ f ′(x) > 0 ្រគប់

x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]−∞,−1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]− 1,+∞[

៕

◦ លីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូតឈរ ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
x − 2 − 1

x + 1

)
= −∞ − 0 = −∞

· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x − 2 − 1

x + 1

)
= +∞ − 0 = +∞

· lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(
x − 2 − 1

x + 1

)
= −3 −

(
1

0−

)
= +∞

· lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(
x − 2 − 1

x + 1

)
= −3 −

(
1

0+

)
= −∞

=⇒ បនា្ទ ត់ x = −1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន្រកាប (C)

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 +∞

+ +

−∞−∞

+∞

−∞

+∞+∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = −3 =⇒ (0,−3)

· ្រតងζ x = −2 ៖ f (−2) = −2 − 2 − 1
−2 + 1

= −3 =⇒ (−2,−3)

· ្រតងζ x = 1 ៖ f (1) = 1 − 2 − 1
2
= −1.5 =⇒ (1,−1.5)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖
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x = −1

d
(C)

O−1
−2

−2
−3

x

y

26 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់សង្គម េលើកទី២)

េគមានអនុគមន៍ f (x) =
(x + 2)(x − 2)

1 − x
។

a រកែដនកំណត់ៃន f (x) ៖

អនុគមន៍ f (x) =
(x + 2)(x − 2)

1 − x
=

x2 − 4
1 − x

មានន័យលុះ្រតាែត ៖

1 − x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 1

ដូចេនះ ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ ៖

D = R \ {1} =]− ∞, 1[∪]1,+∞[ chaos នាំឱ្យ ៕

b បងា្ហ ញថា f (x) = −x − 1 +
3

x − 1
៖

្រគប់ x ∈ D េយើ ងមាន ៖

−x − 1 +
3

x − 1
=

(−x − 1)(x − 1) + 3
x − 1

=
−(x2 − 1) + 3

x − 1

=
−x2 + 1 + 3

x − 1
=

−x2 + 4
x − 1

=
x2 − 4

−(x − 1)
=

(x + 2)(x − 2)
1 − x

= f (x) (ពិត) chaos ៕

c សិកΓអេថរភាព និងសងζ ្រកាប (C) ៃនអនុគមន៍ f (x) ៖

◦ លីមីត្រតងζ ចុងែដនកំណត់ និងអាសីុមតូត ៖

· lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= +∞ − 0 = +∞

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥៧ 096 224 8978
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· lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= −∞ + 0 = −∞

· lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= −2 +

(
3

0−

)
= −∞

· lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(
−x − 1 +

3
x − 1

)
= −2 +

(
3

0+

)
= +∞

· េដាយសារ lim
x→1

f (x) = ±∞ នាឱំ្យបនា្ទ ត់ែដលមានសមីការ x = 1 ជាអាសីុមតូតឈរៃន

្រកាប (C) ៕

· េដាយសារ lim
x→±∞

[ f (x) − (−x − 1)] = lim
x→±∞

3
x − 1

= 0 នាំឱ្យបនា្ទ ត់ែដលមាន

សមីការ (D) : y = −x − 1 ជាអាសីុមតូតេ្រទតៃន្រកាប (C) ្រតងζ −∞ និង +∞ ៕

◦ េដរីេវ និងទិសេ͵អេថរភាព ៖

្រគប់ x ∈ D តាមកេន្សោម f (x) = −x − 1 +
3

x − 1
៖

f ′(x) = −1 − 3
(x − 1)2 =

−(x − 1)2 − 3
(x − 1)2 =

−x2 + 2x − 4
(x − 1)2

េដាយសារ −(x − 1)2 − 3 < 0 និង (x − 1)2 > 0 ្រគប់ x ∈ D នាំឱ្យ f ′(x) < 0 ្រគប់

x ∈ D ៕

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះ ]− ∞, 1[ និងេលើ ចេនា្ល ះ ]1,+∞[ ៕

◦ តារាងអេថរភាព ៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 +∞

− −

+∞+∞

−∞

+∞

−∞−∞

◦ ចំណុចពិេសសសំខាន់ៗ ៖

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Oy) ៖ x = 0 =⇒ f (0) = −4 =⇒ (0,−4)

· ្របសព្វ ជាមួយអ័ក្ស (Ox) ៖ f (x) = 0 ⇐⇒ (x + 2)(x − 2) = 0 ⇐⇒ x = −2

ឬ x = 2 នាំឱ្យបានចំណុច (−2, 0) និង (2, 0)

◦ សងζ ្រកាប (C) និងអាសីុមតូត ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥៨ 096 224 8978
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x = 1
(D)

(C)

O−2
2

1−1

−4

x

y

27 (បាក់ឌុបឆ្នាំ ២០១៤ ថ្នាក់សង្គម េលើកទី១)

េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R េដាយ f (x) =
1

1 + ex +
2
9

x និងតាង C តាង្រកាបរបស់ f ។

a i េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់កេន្សោម g(x) = (2ex − 1)(ex − 2) ៖

្រគប់ចំនួនពិត x ∈ R េយើ ងមាន ៖

(2ex − 1)(ex − 2) = 2e2x − 4ex − ex + 2 = 2e2x − 5ex + 2 = g(x) (ពិត) ៕

ii សិកΓសΧ̐ៃន g(x) តាមតៃម្ល ៃន x ៖

ឱ្យ g(x) = 0 ⇐⇒ (2ex − 1)(ex − 2) = 0 ៖2ex − 1 = 0 ⇐⇒ ex = 1
2 ⇐⇒ x = ln

( 1
2

)
= − ln 2

ex − 2 = 0 ⇐⇒ ex = 2 ⇐⇒ x = ln 2

េដាយសារ − ln 2 < ln 2, េយើ ងទាញបានសΧ̐ៃន g(x) ដូចខាងេ្រកាម ៖

· ចំេពាះ x ∈]− ∞,− ln 2[ ∪ ] ln 2,+∞[ ៖ g(x) > 0

· ចំេពាះ x ∈]− ln 2, ln 2[ ៖ g(x) < 0

· ចំេពាះ x = − ln 2 ឬ x = ln 2 ៖ g(x) = 0

b i រក lim
x→+∞

f (x) និង lim
x→−∞

f (x) ៖

◦ lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
1

1 + ex +
2
9

x
)
= 0 + (+∞) = +∞(

េ្រពាះ lim
x→+∞

ex = +∞ =⇒ lim
x→+∞

1
1 + ex = 0

)
◦ lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞

(
1

1 + ex +
2
9

x
)
= 1 + (−∞) = −∞(

េ្រពាះ lim
x→−∞

ex = 0 =⇒ lim
x→−∞

1
1 + ex = 1

)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៥៩ 096 224 8978
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ii បងា្ហ ញថា f ′(x) និង g(x) មានសΧ̐ដូចគា្ន ៖

្រគប់ចំនួនពិត x ∈ R តាមរូបមន្ត េដរីេវ ៖

f ′(x) =
(

1
1 + ex +

2
9

x
)′

= − (1 + ex)′

(1 + ex)2 +
2
9

= − ex

(1 + ex)2 +
2
9

=
−9ex + 2(1 + ex)2

9(1 + ex)2

=
−9ex + 2(1 + 2ex + e2x)

9(1 + ex)2

=
2e2x − 5ex + 2

9(1 + ex)2 =
g(x)

9(1 + ex)2

េដាយសារ 9(1 + ex)2 > 0 ្រគប់ x ∈ R (ភាគែបងជានិច្ច កាលវέជ្ជ មានដាច់ខាត) នាំឱ្យ f ′(x)

និង g(x) មានសΧ̐ដូចគា្ន ្រគប់ចំនួនពិត x ញ ៕

iii សិកΓអេថរភាពៃនអនុគមន៍ f េលើ R ៖

◦ ទិសេ͵អេថរភាព ៖

េដាយសារ f ′(x) មានសΧ̐ដូច g(x) ៖

· ចំេពាះ x ∈]− ∞,− ln 2[ ∪ ] ln 2,+∞[ ៖ f ′(x) > 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍េកើ ន

· ចំេពាះ x ∈]− ln 2, ln 2[ ៖ f ′(x) < 0 =⇒ f ជាអនុគមន៍ចុះ

◦ តៃម្ល បរមា ៖

· អនុគមន៍មានតៃម្ល អតិបរមាេធៀប្រតងζ x = − ln 2 គឺ ៖

f (− ln 2) =
1

1 + e− ln 2 −
2
9

ln 2 =
1

1 + 1
2

− 2
9

ln 2 =
2
3
− 2

9
ln 2 ≈ 0.51

· អនុគមន៍មានតៃម្ល អប្បបរមាេធៀប្រតងζ x = ln 2 គឺ ៖

f (ln 2) =
1

1 + eln 2 +
2
9

ln 2 =
1

1 + 2
+

2
9

ln 2 =
1
3
+

2
9

ln 2 ≈ 0.49

◦ តារាងអេថរភាព ៖
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x

f ′(x)

f (x)

−∞ − ln 2 ln 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

2
3
− 2

9
ln 2

2
3
− 2

9
ln 2

1
3
+

2
9

ln 2
1
3
+

2
9

ln 2

+∞+∞
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