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អារម្ភកថា
សួស្តី ប្អ βនៗសិសΓនុសិស្ស និង្របិយមិត្ត អ្ន កសិកΓជាទីរាប់អាន!

េនះជាេសៀវេ΂ េដរេីវៃនអនុគមន៍ ថា្ន ក់ទី១២ ែដលេរៀបរាប់អំពីេមេរៀនសេង្ខ ប្រសបតាមកម្ម វέធីសិកΓរបស់្រក

សួងអប់រំ យុវជន និងកីឡា រួមជាមួយលំហាត់ស្រមាប់អនុវត្ត ន៍ៃនេមេរៀននីមួយៗតាមលំដាប់លំេដាយ។

េគាលបំណងចម្បងៃនការចង្រកងេសៀវេ΂េនះ គឺេដើ ម្បីជδ នួយដល់ការេរៀនរបស់ប្អ βនៗសិសΓនុសិស្ស និងការ

បេ្រងៀនរបស់េលាក្រគβ អ្ន ក្រគβផងែដរ។ េយើ ងខ្ញ αំ សង្ឃឹមថាេសៀវេ΂មួយកΑលេនះ នឹងកា្ល យជាឯកសារដκ ល្អ ជា

ទីគាប់ចិត្ត ស្រមាប់អ្ន កសិកΓ្រគប់រូប។ ែតេទាះបីជាេយើ ងខ្ញ αំ ពΒយាមសរេសរផ្ចέ តផ្ច ងζ  យ៉ាងណាក្តី ក៏េ;មានចំណុច

ខ្វ ះខាតេកើ តមានេឡើងផងែដរ ។ អា្រស័យេហតុេនះខ្ញ αំ សូមអភ័យេទាស និងរងζ ចាំនូវការរិះគន់ ែកលម្អ ក្ន αងន័យ

សា្ថ បនា ពីសំណាក់ សិសΓនុសិស្ស េលាក្រគβ អ្ន ក្រគβ ក៍ ដូចជា ្របិយមិត្ត អ្ន ក សិកΓ ្រគប់ មជ្ឈដា្ឋ ន េដាយ ក្តី រីករាយ

េពញចិត្ត ។

ជាចុងេ្រកាយខ្ញ αំសូមេគារពជូនពរ េលាកអ្ន កមានគុណ រួមជាមួយសិសΓនុសិស្ស ទាំងអស់ជួបែតសំណាងល្អ សុខភាព

ល្អ និងរកទទួលទានមានបានេជាគជλ យ្រគប់ភារៈកិច្ច ការងារ។

ៃថ្ង ចន្ទ ទី២៤ ែខសីហាឆា្ន ំ ២០២៦

េសង ធារុ៉ន



េរៀបេរៀង នងិវាយអត្ថបទេដាយ
េលាក្រគូ េសង ធារ ៉នុ

រចនា្រកបេដាយ
េលាក្រគូ េសង ធារ ៉នុ

គណកម្មការ្រតួតពនិតិ្យ
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 េដរេីវ

១.១ េដរĝេវៃនអនុគមន៍្រតង់ x0

េដរីេវ្រតងζ x0 ៃនអនុគមន៍ y = f (x) ជាលីមីត (េបើ មាន) ៃនផលេធៀបេកើ ន
∆y
∆x

កាលណា ∆x ខិតេͼជέ ត 0

េគសរេសរ y′0 = f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
។

ឧទាហរណ៍ : រកេដរីេវ្រតងζ x0 = 2 ៃនអនុគមន៍ y = x2 − 1 ។

េគបាន
∆y
∆x

=
f (2 + h)− f (2)

h
=

(2 + h)2 − 1 − (22 − 1)
h

= h + 4

ដូេច្ន ះ f ′(2) = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
h→0

(h + 4) = 4 ។

្របតិបត្តិ

a រកេដរីេវៃនអនុគមន៍ y = 3x3 + x ្រតងζ x = 1 ។

b រកេដរីេវៃនអនុគមន៍ y =
1
3

x3 − x + 2 ្រតងζ x = 0 ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a f ′(1) = 7 b f ′(0) = −1

១.២ េដរĝេវៃនអនុគមន៍បណĎាក់

ឧទាហរណ៍ : សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ បានចំណាយ្របាក់ចំនួន 18 ពាន់េរៀល ក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ

មួយេ្រគឿង េហើ យរយៈេពល 1h សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈបានចំនួន 40 េ្រគឿង ។

េគបានអ្រតាបែ្រមប្រមγលៃន្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងរយៈេពល 1h គឺ

(18 ពាន់េរៀលក្ន αង 1 េ្រគឿង)× (40 េ្រគឿងក្ន αង 1h) = 720 ពាន់េរៀល ។

ដូេច្ន ះ បែ្រមប្រមγលៃន្របាក់ចំណាយមានអ្រតា 720 ពាន់េរៀលក្ន αង 1h ។

េបើ x ជាបរិមាណសមា្ភ រៈែដលបានផលិត េហើ យ t ជារយៈេពលគិតជាេម៉ាង េនាះក្ន αងករណីខាងេលើ េគបាន

្របាក់ចំណាយជាអនុគមន៍ៃនបរិមាណសមា្ភ រៈ y = f (x) និងបរិមាណសមា្ភ រៈជាអនុគមន៍ៃនរយៈេពល x = g(t)

៧



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

។

េគបាន
dy
dt

=
dy
dx

× dx
dt

ែដល
dy
dt

ជាអ្រតាបែ្រមប្រមγលៃន្របាក់ចំណាយក្ន αង 1h

dy
dx

ជាអ្រតាបែ្រមប្រមγលៃន្របាក់ចំណាយក្ន αង 1 េ្រគឿង

dx
dt

ជាអ្រតាបែ្រមប្រមγលៃនបរិមាណសមា្ភ រៈផលិតបានក្ន αង 1h ។

ជាទូេទៅ

េបើ y = f (u) និង u = g(x) េនាះ
dy
dt

=
dy
dx

× dx
dt

ឬ

d
dx

f [u(x)] = f ′(u)× u′(x) ែដល្រតβវមាន
dy
du

និង
du
dx

។

ស្រមាយបč្ជាក់ េគឱ្យ F(x) = f [g(x)] េដាយេ្របើ ភាពមានេដរីេវ្រតងζ x = c

េគ្រតβវបងា្ហ ញថា F′(c) = f ′[g(c)]× g′(c)

តាមនិយមន័យ F′(c) = lim
x→c

f [g(x)]− f [g(c)]
x − c

= lim
x→c

[
f [g(x)]− f [g(c)]

g(x)− g(c)
× g(x)− g(c)

x − c

]
, g(x) 6= g(c)

= lim
x→c

f [g(x)]− f [g(c)]
g(x)− g(c)

× lim
x→c

g(x)− g(c)
x − c

= f ′[g(c)]× g′(c) ។

លំហាត់គំរូ េគឱ្យអនុគមន៍ y = (5x + 1)3 ។ គណនា
dy
dx

ដំេណោះ្រសាយ តាង u = 5x + 1 េនាះ y = u3

េគបាន
du
dx

= 5 និង
dy
du

= 3u2

dy
dx

=
dy
du

× du
dx

= 3u2 × 5 = 15u2

ជδ នួស u = 5x + 1 េគបាន
dy
dx

= 15(5x + 1)2 ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a. y =
√

x2 − 1 b. y =
1

(x2 + 3x + 1)2
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ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a.
dy
dx

=
x√

x2 − 1
b.

dy
dx

=
−2(2x + 3)

(x2 + 3x + 1)3

ឧទាហរណ៍ : េគឱ្យអនុគមន៍ y = (3x2 + 5x − 2)3

តាង u = 3x2 + 5x − 2 េនាះ y = u3

េគបាន
du
dx

= 6x + 5 និង
dy
du

= 3u2

dy
dx

=
dy
du

× du
dx

= 3u2 × (6x + 5) = 3(3x2 + 5x − 2)2(6x + 5)

ដូេច្ន ះ
dy
dx

= 3(3x2 + 5x − 2)2(6x + 5) ។

ជាទូេទៅ

េបើ y = un ែដល u ជាអនុគមន៍ x េនាះ
dy
dx

= nun−1 × du
dx

= nun−1 × u′ ។

ស្រមាយបč្ជាក់ េគមាន y = un

េគបាន
dy
dx

=
dy
du

× du
dx

=
d

du
(un)× du

dx
= nun−1 × du

dx
។

វĜបាក ករណី n =
1
2

េគបាន
dy
dx

=
1
2

u
1
2−1 × u′ =

u′

2
√

u
ដូេច្ន ះ

dy
dx

=
u′

2
√

u
។

លំហាត់គំរូ 1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ y = (x2 − 4x)6

ដំេណោះ្រសាយ តាង u = x2 − 4x េនាះ y = u6

េគបាន y′ = 6u5 × u′ = 6(x2 − 4x)5 × (x2 − 4x)′

= 6(x2 − 4x)5 × (2x − 4) = 12(x − 2)(x2 − 4x)5 ។

លំហាត់គំរូ 2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ y = 3 3
√

x2 − 3x + 1

ដំេណោះ្រសាយ េគអាចសរេសរ y = 3 3
√

x2 − 3x + 1 = 3(x2 − 3x + 1)
1
3

តាង u = x2 − 3x + 1 េនាះ y = 3u
1
3

េគបាន y′ = 3 × 1
3

u− 2
3 × u′ = (x2 − 3x + 1)−

2
3 × (x2 − 3x + 1)′

= (x2 − 3x + 1)−
2
3 × (2x − 3)

=
2x − 3

(x2 − 3x + 1)
2
3
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ដូេច្ន ះ y′ =
2x − 3

3
√
(x2 − 3x + 1)2

។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ ៖

a f (x) = (x2 + 8x)10 b f (x) = 6 3
√

2x + 5 c f (x) = (3x4 − 1)5

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a f ′(x) = 20(x + 4)(x2 + 8x)9

b f ′(x) =
4

3
√
(2x + 5)2

c f ′(x) = 60x3(3x4 − 1)4

១.៣ េដរĝេវៃនអនុគមន៍្រតីេកោណមា្រត

១.៣.១ េដរĝេវៃនអនុគមន៍សុីនុសនិងកូសុីនុស

ឧទាហរណ៍ 1 : េគឱ្យអនុគមន៍ y = sin x កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

េគបាន y′ = lim
h→0

sin(x + h)− sin x
h

េ្របើសមភាព sin p− sin q = 2 sin
(

p − q
2

)
cos

(
p + q

2

)

= lim
h→0

2 sin h
2 cos

(
x + h

2

)
h

= lim
h→0

[
sin h

2
h
2

cos
(

x +
h
2

)]
= 1 × cos x = cos x

ដូេច្ន ះ y′ = cos x ។

ឧទាហរណ៍ 2 : េគឱ្យ f (x) = cos x កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

េគបាន f ′(x) = lim
h→0

cos(x + h)− cos x
h

េ្របើសមភាព cos p− cos q = −2 sin
(

p − q
2

)
sin
(

p + q
2

)

= lim
h→0

−2 sin h
2 sin

(
x + h

2

)
h

= lim
h→0

[
− sin h

2
h
2

sin
(

x +
h
2

)]
= −1 × sin x = − sin x

ដូេច្ន ះ f ′(x) = − sin x ។

ឧទាហរណ៍ 3 : េគឱ្យ y = sin(x2 − 3)

តាង u = x2 − 3 េនាះ y = sin u
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េគបាន
du
dx

= 2x និង
dy
dx

= cos u

dy
dx

=
dy
du

× du
dx

= 2x × cos u = 2x cos(x2 − 3)

ដូេច្ន ះ y′ = 2x cos(x2 − 3) ។

ជាទូេទៅ

◦ េបើ y = sin x េនាះ y′ = cos x

◦ េបើ y = cos x េនាះ y′ = − sin x

◦ េបើ y = sin u េនាះ y′ = u′ cos u េដាយ u ជាអនុគមន៍ៃន x

◦ េបើ y = cos u េនាះ y′ = −u′ sin u ។

លំហាត់គំរូ 1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

a f (x) = sin x − x cos x b f (x) = cos2 x + x sin x ។

ដំេណោះ្រសាយ

a f (x) = sin x − x cos x េដាយ (u + v)′ = u′ + v′

(uv)′ = u′v + v′u

េគបាន f ′(x) = cos x − [(x)′ cos x + x(cos x)′]

= cos x − (cos x − x sin x)

= x sin x

ដូេច្ន ះ f ′(x) = x sin x

b f (x) = cos2 x + x sin x

តាមរូបមន្ត (un)′ = nun−1 × u′ , (u + v)′ = u′ + v′ , (uv)′ = u′v + v′u

េគបាន f ′(x) = 2 cos x(cos x)′ + [x′ sin x + x(sin x)′]

= −2 cos x sin x + sin x + x cos x

= − sin 2x + sin x + x cos x

ដូេច្ន ះ f ′(x) = − sin 2x + sin x + x cos x
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លំហាត់គំរូ 2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = −3x4 + sin(2x3 − 1) b f (x) = x2 cos(3x + 1) ។

ដំេណោះ្រសាយ
a f (x) = −3x4 + sin(2x3 − 1)

តាមរូបមន្ត (xn)′ = nxn−1, (sin u)′ = u′ cos u

េគបាន f ′(x) = −12x3 + (2x3 − 1)′ cos(2x3 − 1)

= −12x3 + 6x2 cos(2x3 − 1)

ដូេច្ន ះ f ′(x) = −12x3 + 6x2 cos(2x3 − 1)

b f (x) = x2 cos(3x + 1)

តាមរូបមន្ត (uv)′ = u′v + v′u, (cos u)′ = (−u)′ sin u

េគបាន f ′(x) = (x2)′ cos(3x + 1) + x2[cos(3x + 1)]′

= 2x cos(3x + 1) + x2 × [−3 sin(3x + 1)]

= 2x cos(3x + 1)− 3x2 sin(3x + 1)

ដូេច្ន ះ f ′(x) = 2x cos(3x + 1)− 3x2 sin(3x + 1)

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = x3 cos x + 2 sin x

b f (x) = cos(5x4 − 3) + x sin 2x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a f ′(x) = 3x2 cos x − x3 sin x + 2 cos x

b f ′(x) = −20x3 sin(5x4 − 3) + sin 2x + 2x cos 2x ។

១.៣.២ េដរĝេវៃនអនុគមន៍តង់សង់និងកូតង់សង់

ឧទាហរណ៍ 1 : េគឱ្យ y = tan x ចំេពាះ x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z ។
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េគអាចសរេសរ y =
sin x
cos x

y′ =
(

sin x
cos x

)′
=

(sin x)′ cos x − (cos x)′ sin x
cos2 x

=
cos x cos x − (− sin x) sin x

cos2 x

=
cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

= 1 + tan2 x

ដូេច្ន ះ y′ =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x ។

ឧទាហរណ៍ 2 : េគឱ្យ f (x) = cot x ចំេពាះ x 6= kπ, k ∈ Z ។

េគអាចសរេសរ f (x) =
cos x
sin x

f ′(x) =
(cos x

sin x

)′
=

(cos x)′ sin x − (sin x)′ cos x
sin2 x

=
− sin x sin x − cos x cos x

sin2 x

=
−(sin2 x + cos2 x)

sin2 x
= − 1

sin2 x
= −(1 + cot2 x)

ដូេច្ន ះ f ′(x) = − 1
sin2 x

= −(1 + cot2 x) ។

ឧទាហរណ៍ 3 : េគឱ្យ y = tan(3x2 − 5)

តាង u = 3x2 − 5 េនាះ y = tan u

េគបាន
du
dx

= 6x និង
dy
du

=
1

cos2 u
= 1 + tan2 u

dy
dx

=
dy
du

× du
dx

= 6x × 1
cos2 u

= 6x × 1
cos2(3x2 − 5)

។

ជាទូេទៅ

េបើ y = tan x េនាះ y′ =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x

េបើ y = cot x េនាះ y′ = − 1
sin2 x

= −(1 + cot2 x)

េបើ y = tan u េនាះ y′ =
u′

cos2 u
= u′(1 + tan2 u) េដាយ u ជាអនុគមន៍ៃន x

េបើ y = cot u េនាះ y′ = − u′

sin2 u
= −u′(1 + cot2 u) ។
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លំហាត់គំរូ 1 រកេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = x3 tan x b f (x) = (2 + cot x)3

ដំេណោះ្រសាយ

a f (x) = x3 tan x

តាមរូបមន្ត (uv)′ = u′v + v′u

េគបាន f ′(x) = (x3)′ tan x + x3(tan x)′ = 3x2 tan x +
x3

cos2 x

ដូេច្ន ះ f ′(x) = 3x2 tan x +
x3

cos2 x
។

b f (x) = (2 + cot x)3

តាមរូបមន្ត (un)′ = nun−1 × u′

េគបាន f ′(x) = 3(2 + cot x)2(2 + cot x)′

= 3(2 + cot x)2
(
− 1

sin2 x

)
ដូេច្ន ះ f ′(x) = −3(2 + cot x)2

sin2 x
។

លំហាត់គំរូ 2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = 3x2 + tan(x3 − 1) b f (x) = x cot(5x3 + 7)

ដំេណោះ្រសាយ

a f (x) = 3x2 + tan(x3 − 1)

តាមរូបមន្ត (tan u)′ =
u′

cos2 u

េគបាន f ′(x) = 6x +
(x3 − 1)′

cos2(x3 − 1)
= 6x +

3x2

cos2(x3 − 1)

ដូេច្ន ះ f ′(x) = 6x +
3x2

cos2(x3 − 1)
។
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b f (x) = x cot(5x3 + 7)

តាមរូបមន្ត (uv)′ = u′v + v′u , (cot u)′ = − u′

sin2 u

េគបាន f ′(x) = cot(5x3 + 7) + x[cot(5x3 + 7)]′

= cot(5x3 + 7) + x ×
[
− 15x2

sin2(5x3 + 7)

]
ដូេច្ន ះ f ′(x) = cot(5x3 + 7)− 15x3

sin2(5x3 + 7)
។

្របតិបត្តិ

រកេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = 3x2 tan3 x

b f (x) = (1 + tan x)2

c f (x) = 3 cot(x4 − 3)

d f (x) = x tan(2x2 − 3) ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a f ′(x) = 6x tan3 x + 9x2 tan2 x(1 + tan2 x)

b f ′(x) = 2(1 + tan x)(1 + tan2 x)

c f ′(x) = −12x3[1 + cot2(x4 − 3)]

d f ′(x) = tan(2x2 − 3) +
4x2

cos2(2x2 − 3)
។

១.៤ េដរĝេវអនុគមន៍្រចាស្រតីេកោណមា្រត

១.៤.១ េដរĝេវអនុគមន៍្រចាសសុីនុស និងកូសុីនុស

េគមានអនុគមន៍ពីរ f (x) និង g(x) ជាអនុគមន៍្រចាសគា្ន

េនាះេគបាន f [g(x)] = x និង g[ f (x)] = x

េហើ យនិង g′(x) =
1

f ′[g(x)]
ែដល f ′[g(x)] 6= 0 ។

ឧទាហរណ៍ ៖ េគមានអនុគមន៍ y = sin−1 x សមមូល sin y = x

ចំេពាះ −π

2
≤ y ≤ π

2
េនាះ −1 ≤ x ≤ 1 ។

តាង f (x) = sin x និង g(x) = sin−1 x

េនាះេគបាន g′(x) =
1

f ′[g(x)]
=

1
cos(sin−1 x)

(1) ។
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េដាយ y = sin−1 x នាំឱ្យ cos(sin−1 x) = cos y

តាមលក្ខ ណៈ cos2 y + sin2 y = 1 ⇒ cos y =
√

1 − sin2 y

នាំឱ្យ cos(sin−1 x) = cos y =
√

1 − sin2 y =
√

1 − x2

តាម (1) េគបាន g′(x) =
d

dx
(sin−1 x) =

1√
1 − x2

។

ជាទូេទៅ

d
dx

(sin−1 x) =
1√

1 − x2
។

លំហាត់គំរូ 1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = x2 + sin−1 x b y = ln 2x − 3 sin−1 x ។

ដំេណោះ្រសាយ
a y′ = (x2 + sin−1 x)′ = (x2)′ + (sin−1 x)′ = 2x +

1√
1 − x2

។

b y′ = (ln 2x − 3 sin−1 x)′ = (ln 2x)′ − 3(sin−1 x)′ =
1
x
− 3√

1 − x2
។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 2x2 + 4 sin−1 x b y = 5 ln
(

1
x

)
+ 6 sin−1 x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ = 4x +
4√

1 − x2

b y′ = −5
x
+

6√
1 − x2

។

ឧទាហរណ៍ ៖ េគឱ្យអនុគមន៍ y = cos−1 x សមមូល cos y = x

ចំេពាះ 0 ≤ y ≤ π េនាះ −1 ≤ x ≤ 1 ។

តាង f (x) = cos x និង g(x) = cos−1 x

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

េគបាន g′(x) =
1

f ′[g(x)]
=

1
− sin(cos−1 x)

ស្រមាយដូចគា្ន នឹងអនុគមន៍្រចាសសីុនុសេគបាន

g′(x) =
d

dx
(cos−1 x) = − 1√

1 − x2

ជាទូេទៅ

d
dx

(cos−1 x) = − 1√
1 − x2

។

លំហាត់គំរូ 2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 3e2x − cos−1 x b y = x cos−1 x c y =
cos−1 x

x
។

ដំេណោះ្រសាយ

a y′ = (3e2x − cos−1 x)′ = (3e2x)′ − (cos−1 x)′ = 6e2x +
1√

1 − x2
។

b y′ = (x cos−1 x)′ = x′ cos−1 x + (cos−1 x)′x = cos−1 x − x√
1 − x2

។

c y′ =
(

cos−1 x
x

)′
=

(cos−1 x)′x − x′ cos−1 x
x2 =

− x√
1−x2 − cos−1 x

x2

=
−(x +

√
1 − x2 cos−1 x)

x2
√

1 − x2
។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
1
4

e2x + 3 cos−1 x b y = 6x2 cos−1 x c y =
1

cos−1 x
។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ =
1
2

e2x − 3√
1 − x2

b y′ = 12x cos−1 x − 6x2
√

1 − x2

c y′ =
1√

1 − x2 (cos−1 x)2
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១.៤.២ េដរĝេវអនុគមន៍្រចាសតង់សង់ និងកូតង់សង់

ឧទាហរណ៍ ៖ េគមានអនុគមន៍ y = tan−1 x សមមូល tan y = x

ចំេពាះ −π

2
≤ y ≤ π

2
។

តាង f (x) = tan x និង g(x) = tan−1 x

េនាះេគបាន g′(x) =
1

f ′[g(x)]
េដាយ f ′(x) =

1
cos2 x

នាំឱ្យ g′(x) =
1

cos2(tan−1 x)
(1)

េដាយ cos2(tan−1 x) = cos2 y

តាមលក្ខ ណៈ: cos2 y + sin2 y = 1 (ែចកអង្គ ទាំងពីរនឹង cos2 y)

េគបាន 1 + tan2 y =
1

cos2 y
នាំឱ្យ cos2(tan−1 x) = 1 + tan2 y = 1 + x2 ។

ជាទូេទៅ

d
dx

(tan−1 x) =
1

1 + x2 ។

លំហាត់គំរូ គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 4 sin−1 x − 10 tan−1 x b y = x tan−1 x ។

ដំេណោះ្រសាយ
a y′ = (4 sin−1 x − 10 tan−1 x)′ =

4√
1 − x2

− 10
1 + x2 ។

b y′ = (x tan−1 x)′ = x′ tan−1 x + (tan−1 x)′x = tan−1 x +
x

1 + x2 ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 2 sin−1 x + 16 tan−1 x b y = sin x + x2 tan−1 x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ =
2√

1 − x2
+

16
1 + x2 b y′ = cos x + 2x tan−1 x +

x2

1 + x2

លំហាត់គំរូ គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
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a y = 4 sin−1 x − 10 tan−1 x b y = x tan−1 x ។

ដំេណោះ្រសាយ
a y′ = (4 sin−1 x − 10 tan−1 x)′ =

4√
1 − x2

− 10
1 + x2 ។

b y′ = (x tan−1 x)′ = x′ tan−1 x + (tan−1 x)′x = tan−1 x +
x

1 + x2 ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 2 sin−1 x + 16 tan−1 x b y = sin x + x2 tan−1 x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ =
2√

1 − x2
+

16
1 + x2 b y′ = cos x + 2x tan−1 x +

x2

1 + x2

ឧទាហរណ៍ ៖ េគមានអនុគមន៍ y = cot−1 x សមមូល cot y = x

តាង f (x) = cot x និង g(x) = cot−1 x

េនាះេគបាន g′(x) =
1

f ′[g(x)]
េដាយ f ′(x) = − 1

sin2 x

នាំឱ្យ g′(x) = − 1
sin2(cot−1 x)

េដាយ sin2(cot−1 x) = sin2 y

តាមលក្ខ ណៈ: cos2 y + sin2 y = 1 (ែចកអង្គ ទាំងពីរនឹង sin2 y)

េគបាន cot2 y + 1 =
1

sin2 y
នាំឱ្យ sin2(cot−1 x) = 1 + cot2 y = 1 + x2 ។

ជាទូេទៅ

d
dx

(cot−1 x) = − 1
1 + x2 ។

លំហាត់គំរូ គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = x cot−1 x b y = cos−1 x + 20 cot−1 x ។

ដំេណោះ្រសាយ
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a y′ = (x cot−1 x)′ = x′ cot−1 x + (cot−1 x)′x = cot−1 x − x
1 + x2 ។

b y′ = (cos−1 x)′ + 20(cot−1 x)′ = − 1√
1 − x2

− 20
1 + x2 ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = x2 cot−1 x b y = 2x cot−1 x − sin−1 x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ = 2x cot−1 x − x2

1 + x2

b y′ = 2 cot−1 x − 2x
1 + x2 +

1√
1 − x2

។

រូបមន្ដ

i
d

dx
(sin−1 u) =

u′
√

1 − u2

ii
d

dx
(cos−1 u) = − u′

√
1 − u2

iii
d

dx
(tan−1 u) =

u′

1 + u2

iv
d

dx
(cot−1 u) = − u′

1 + u2

លំហាត់គំរូ គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 4 sin−1 3x + tan−1 5x b y = 10 cos−1 2x − 7 cot−1 4x ។

ដំេណោះ្រសាយ

a y′ = (4 sin−1 3x + tan−1 5x)′ = 4 · (3x)′√
1 − (3x)2

+
(5x)′

1 + (5x)2 =
12√

1 − 9x2
+

5
1 + 25x2

។

b y′ = (10 cos−1 2x − 7 cot−1 4x)′ = 10

[
− (2x)′√

1 − (2x)2

]
− 7

[
− (4x)′

1 + (4x)2

]
= − 20√

1 − 4x2
+

28
1 + 16x2 ។
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្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
1
3

cos−1 7x + 2 tan−1 8x b y = x sin−1 x + 6 cot−1 9x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ = − 7
3
√

1 − 49x2
+

16
1 + 64x2

b y′ = sin−1 x +
x√

1 − x2
− 54

1 + 81x2

១.៥ េដរĝេវលំដាប់ខ្ពស់

១.៥.១ េដរĝេវទី 2ៃនអនុគមន៍

ឧទាហរណ៍ 1 ៖ េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x4 − 3x2 + 1

េគបាន f ′(x) = 4x3 − 6x

[ f ′(x)]′ = f ′′(x) = 12x2 − 6

ឧទាហរណ៍ 2 ៖ េគឱ្យអនុគមន៍ y = x3 + 3 sin 2x

េគបាន y′ = 3x2 + 6 cos 2x

[y′]′ = 6x − 12 sin 2x = 6(x − 2 sin 2x) ។

ជាទូេទៅ

េដរីេវទី 2 ៃនអនុគមន៍ y = f (x) កំណត់តាងេដាយ y′′ ឬ f ′′(x) ឬ
d2y
dx2 ។

លំហាត់គំរូ 1 គណនា f ′(x) និង f ′′(x) ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = x3 − 12x + 1 b f (x) =
x2

x2 − 9
។

ដំេណោះ្រសាយ

a f (x) = x3 − 12x + 1 េគបាន f ′(x) = 3x2 − 12 េនាះ f ′′(x) = 6x ។
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b f (x) =
x2

x2 − 9
េគបាន f ′(x) =

2x(x2 − 9)− x2 × 2x
(x2 − 9)2 =

−18x
(x2 − 9)2

f ′′(x) =
−18(x2 − 9)2 + 18x × 2(x2 − 9)× 2x

(x2 − 9)4

=
−18(x2 − 9)(x2 − 9 − 4x2)

(x2 − 9)4 =
54(x2 + 3)
(x2 − 9)3

លំហាត់គំរូ 2 រក y′ និង y′′ ជាអនុគមន៍ៃន x និង y

a x2 + y2 = 4 b xy + y2 − x2 = 5 ។

ដំេណោះ្រសាយ
a រក y′ ៃន x2 + y2 = 4

េដរីេវអង្គ ទាំងពីរ
d

dx
[x2 + y2] =

d
dx

[4]

d
dx

[x2] +
d

dx
[y2] =

d
dx

[4]

2x + 2y
dy
dx

= 0

2x + 2yy′ = 0 (1)

ដូេច្ន ះ y′ = − x
y

េបើ y 6= 0 ។

រក y′′ ៃន x2 + y2 = 4

តាម (1) : x + yy′ = 0

េគបាន 1 + y′y′ + yy′′ = 0 េនាះ y′′ =
−1 − (y′)2

y
េដាយ y′ = − x

y

ដូេច្ន ះ y′′ = − x2 + y2

y3 ។

b រក y′ ៃន xy + y2 − x2 = 5

េដរីេវអង្គ ទាំងពីរ

េគបាន
d

dx
[xy + y2 − x2] =

d
dx

[5]
d

dx
[xy] +

d
dx

[y2]− d
dx

[x2] =
d

dx
[5]

(y + xy′) + 2yy′ − 2x = 0 (1)

y + (x + 2y)y′ − 2x = 0

ដូេច្ន ះ y′ =
2x − y
x + 2y

។
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រក y′′ ៃន xy + y2 − x2 = 5

តាម (1) េគបាន y′ + y′ + xy′′ + 2y′y′ + 2yy′′ − 2 = 0

(x + 2y)y′′ = 2 − 2y′ − 2(y′)2

y′′ =
2 − 2y′ − 2(y′)2

x + 2y

េដាយ y′ =
2x − y
x + 2y

េនាះ y′′ =
2(x + 2y)2 − 2(2x − y)(x + 2y)− 2(2x − y)2

(x + 2y)3

=
10(xy + y2 − x2)

(x + 2y)3 =
50

(x + 2y)3 ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវទី 2 ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = x4 − 3x2 + x−2 b f (x) = sin 3x2 + 1 ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′′ = 6x−4 + 12x2 − 6

b f ′′(x) = 6 cos 3x2 − 36x2 sin 3x2 ។

្របតិបត្តិ

រក y′ និង y′′ ជាអនុគមន៍ៃន x និង y

a xy + yx2 = 2 b 4xy = x2 + y2 ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a y′ =
−4 − 2xy
x(1 + x)

, y′′ =
−2x3y′ − 3x2y′ + 2x2y − xy′ + 2xy + y

x2(1 + x)2

b y′ =
x − 2y
−y + 2x

, y′′ =
−3xy′ + 3y
(−y + 2x)2 ។

១.៥.២ េដរĝេវលំដាប់ខ្ពស់

ឧទាហរណ៍ ៖ េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x5 − 7x3 + x − 10

េគបាន f ′(x) = 15x4 − 21x2 + 1 , f ′′(x) = 60x3 − 42x , f ′′′(x) = 180x2 − 42 ,
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f (4)(x) = 360x , f (5)(x) = 360 , f (6)(x) = 0

ជាទូេទៅ

េដរីេវៃនអនុគមន៍ y = f (x) អាចមានេដរីេវខ្ល γនឯងេទៀត េគេ΋េដរីេវបន្ត បនា្ទ ប់ថា េដរីេវទី 1 , ទី

2 , . . . , ទី n

េគតាងេដាយ f ′, f ′′, f ′′′, . . . , f (n) ។

សម្គាល់

េគេ្របើ ទ្រមងζ f (n) ចាប់ពី n = 4 េͼ ។

លំហាត់គំរូ 1 គណនាេដរីេវទី 4 ៃន f (x) = x4 + 3x

ដំេណោះ្រសាយ េគបាន f ′(x) = 4x3 + 3 , f ′′(x) = 12x2

f ′′′(x) = 24x , f (4)(x) = 24 ។

លំហាត់គំរូ 2 គណនាេដរីេវទី 100 ៃន f (x) =
1
x2

ដំេណោះ្រសាយ េគមាន f (x) =
1
x2 = x−2

េគបាន f ′(x) = −2x−3 = (−1)12x−3

f ′′(x) = (−1)1(2)× (−3)x−4 = (−1)2(2)(3)x−4

f ′′′(x) = (−1)2(2)(3)(−4)x−5 = (−1)3(2)(3)(4)x−5

f (4)(x) = (−1)3(2)(3)(4)(−5)x−6 = (−1)4(2)(3)(4)(5)x−6

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (100)(x) = (−1)100101!x−102 = 101!x−102

ដូេច្ន ះ f (100)(x) =
101!
x102 ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវទី 5 ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = cos 3x − 5x7 b f (x) = 2x4 − sin 4x ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ២៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a f (5)(x) = −243 sin 3x − 12600x2 b f (5)(x) = −1024 cos 4x ។

លំហាត់គំរូ 3 គណនាេដរីេវទី n ៃនអនុគមន៍ y = sin x

ដំេណោះ្រសាយ េគមាន y = sin x

y′ = (sin x)′ = cos x = sin
(

x +
π

2

) (
េដាយ sin

(
x +

π

2

)
= cos x

)
y′′ =

[
sin
(

x +
π

2

)]′
= cos

(
x +

π

2

)
= sin

(
x + 2 × π

2

)
y′′′ =

[
sin
(

x + 2 × π

2

)]′
= cos

(
x + 2 × π

2

)
= sin

(
x + 3 × π

2

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ឧបមាថាពិតរហូតដល់េដរីេវទី n = k គឺ y(k) = sin
(

x +
kπ

2

)
េយើ ង្រតβវបងា្ហ ញថាពិតរហូតដល់េដរីេវទី n = k + 1

េគបាន y(k+1) = (y(k))′ =
[

sin
(

x +
kπ

2

)]′
= cos

(
x +

kπ

2

)
= sin

(
x +

π

2
+

kπ

2

)
= sin

[
x +

(k + 1)π
2

]
ពិត

ដូេច្ន ះ y(n) = sin
(

x +
nπ

2

)
ចំេពាះ n ∈ N ។

្របតិបត្តិ

គណនាេដរីេវទី n ៃនអនុគមន៍ y = cos x ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

y(n) = cos
(

x +
nπ

2

)
។

រĠលឹក

I. េដរេីវតាមនយិមន័យ េដរីេវៃនអនុគមន៍ y = f (x) ្រតងζ x0 (េបើ មាន) គឺជាលីមីតៃនផលេធៀប

េកើ ន
∆y
∆x

កាលណា ∆x ខិតជέ តសូន្យ ។

េគកំណត់សរេសរ
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f ′(x) = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

II. េដរេីវតាមរបូមន្ត
i អនុគមន៍ពហុធា

a y = k k ∈ R =⇒ y′ = 0

b y = ax =⇒ y′ = a
c y = xn =⇒ y′ = nxn−1

d y = un =⇒ y′ = nu′un−1

e y =
√

x =⇒ y′ =
1

2
√

x

f y =
√

u =⇒ y′ =
u′

2
√

u

g y =
1
x
=⇒ y′ = − 1

x2

h y =
1
u
=⇒ y′ = − u′

u2

i y =
1
xn =⇒ y′ = − n

xn+1

j y =
1

un =⇒ y′ = − nu′

un+1

k y = uv =⇒ y′ = u′v + v′u

l y =
u
v
=⇒ y′ =

u′v − v′u
v2

m y = f (x)± g(x) =⇒ y′ = f ′(x)± g′(x)

ii អនុគមន៍្រតីេកោណមា្រត

a y = sin x =⇒ y′ = cos x

b y = sin u =⇒ y′ = u′ cos u

c y = cos x =⇒ y′ = − sin x

d y = cos u =⇒ y′ = −u′ sin u

e y = tan x =⇒ y′ =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x

f y = tan u =⇒ y′ =
u′

cos2 u
= u′(1 + tan2 u)

g y = cot x =⇒ y′ =
−1

sin2 x
= −(1 + cot2 x)

h y = cot u =⇒ y′ =
−u′

sin2 u
= −u′(1 + cot2 u)

iii អុិចសȦ÷៉ូ និងេលោការĝត

a y = ex =⇒ y′ = ex

b y = eu =⇒ y′ = u′eu

c y = ln x =⇒ y′ =
1
x

d y = ln u =⇒ y′ =
u′

u

e y = ax =⇒ y′ = ax ln a

f y = au =⇒ y′ = u′au ln a
g y = loga x =⇒ y′ =

1
x ln a

h y = loga u =⇒ y′ =
u′

u ln a

i y = [u(x)]v(x) =⇒ បំពាក់ ln េលើ អង្គ សងខាងរួចេធ្វើ េដរីេវអង្គ សងខាង
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សម្គាល់

• េដរីេវខាងេឆ្វ ង្រតងζ x0 ៃនអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f ′−(x0) = lim
x→0−

f (x0 + h)− f (x0)

h

• េដរីេវខាងសា្ត ំ្រតងζ x0 ៃនអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f ′+(x0) = lim
x→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
• េបើ អនុគមន៍ f មានេដរីេវ្រតងζ x0 លុះ្រតាែត f ′−(x0) = f ′+(x0)

ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម(េដាយេ្របើ និយមន័យ)៖

a y = f (x) = x2 ្រតងζ x0 = 2

b y = v(x) =
√

x ្រតងζ x0 = 1

c y = f (x) =
√

2x + 3 ្រតងζ x0 = 1

d y = f (x) = x2 + 2x + 3 ្រតងζ x0 = 3

e y = f (x) = sin x ្រតងζ x0 = π

f y = f (x) = cos x ្រតងζ x0 =
π

2

2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a y = 20

b y = −32

c y = −15π + e

d y = −2x2 − x

e y = 3x + 5

f y = x2 + 5x − 7

g y = x21 − 3x−5

h y = x−2 + x−5

i y = −2x7 + 5

j y = −2x3 − 6x2 + 5x − 7

k y =
1
3

x3 +
1
4

x2 − 12x − 1

l y = −7x2 + 4x−5 + 2x + 3

3 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a y = 2
√

x − 3
√

2x + 3

b y = −3
x
+

5
2x + 3

c y =
√

2x + 3 +
4

−3x + 4

d y =
1

x2 + 5
−
√

x2 + 5

e y =
2
3

√
x2 + 3x − 4 +

1
−2x2 + 1

f y =
5
x
+

2
x3 − x + 1

g y =
√

2x2 + 4x − 1 − 3
x

h y =
√
−x + 3 − 3

x + 2

i y =
√

x3 + 3x − 8 +
2

x2 + 3x − 1

j y = 4
√

x +
√

2x + 1 − 2
x
+

2
x3 + 2

4 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖
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a y = (x + 2)3

b y = (2x + 3)4

c y =
3
2
(x2 + 3x + 5)5

d y =

(
1
3

x6 + 3x2 + 2
)12

e y = (x + 5)(x + 3)

f y =
2
3
(3x + 1)(5x − 3)

g y = (3x + 1)
(

2
3

x3 + 1
)

h y = (5x2 − 3)(4x3 + x)

i y = (x3 + 1)
(

2
x
+

3
x + 3

)
j y = (2x + 1)

√
3x + 4

k y =
x + 2

2x + 3

l y =
x2 + 3x − 6

x − 2

m y =
x2 − 2x + 5

2x − 2

n y =
2x2 + 3x − 7
x2 + 3x − 8

5 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = (2x + 1)4

b f (x) =
√

2x6 − 12

c f (x) = (x5 − 4x2 + 8)8

d f (x) = (3x4 − 7x2 + 9)5

e f (x) =
1

5x2 − 6x + 2

f f (x) =
2

(6x2 + 5x + 1)2 ។

6 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
1√

4x2 + 1

b y =
1√

5x3 + 2

c y =

√
3x + 1
2x − 1

d y =

(
x + 2
2 − x

)3

e y = (x + 2)3(2x − 1)5

f y = 2(3x + 1)4(5x − 3)2 ។

7 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ f (x) តាមវέធីពីរយ៉ាងគឺ តាមរូបមន្តេដរីេវៃនផលគុណ និងេដរីេវៃនស្វ័ យគុណ រួច

បងា្ហ ញថាវέធីទាំងពីរមានលទ្ធ ផលដូចគា្ន ៖

a f (x) = (3x + 5)2 b f (x) = (7 − 4x)2 ។

8 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a y = ex

b y = 3ex

c y = e4x

d y = 2e5x

e y = e5x − e2x

f y = 2e3x + e−x

g y = e2xe7x

h y = ex2
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i y = ex2−2x+7

j y = −3e−x4

k y = 2x

l y = 32x − 3−2x+1

m y = 32x

n y = 93x+1

o y = 2x × 3x

p y = 8x2+1

q y = (2x)3

r y = (3x)2

9 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a y = ln x + ln 3x

b y = ln(3x + 1) + ln x2

c y = ln x + 2 ln(2x + 3)

d y = 5 ln 3x + ln x5

e y = 7 ln(3x + 1)x − ln(4x3)

f y = ln(x2 + 3x − 1) + 3 ln x3

g y = ln
√

x + 9

h y = ln(x2 − 5)

i y = ln
x + 1
x − 2

j y = ln
2x − 3
x + 2

k y = ln
√
(x + 1)3

l y = ln
√

x3 − e2x

m y = log3 x

n y = log5(x + 2)

o y = log2(x2 + 3x − 1)

p y = log3(4x2 + x + 7)

q y = log2
x + 2

2x + 1
r y = log

√
2x + 3

10 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = sin2 x + cos2 x

b y = 3x3 − 2 sin x cos x

c y = (2x − sin x)3

d y = sin x − x2 cos x

e y = x2 − tan2 x

f y = 3x cot2 x ។

11 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a f (x) = sin2 x2

b f (x) = x3 − cos2 5x

c f (x) =
tan 2x

1 − cos x

d f (x) = x3 − sin(x2 − 5x)

e f (x) = sin 5x + cos(x3 − 1)

f f (x) = tan(2x3 − 5x) ។

12 គណនាេដរីេវទី 2 ៃនអនុគមន៍ ៖
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a y = 3x2 − sin 2x

b y = −3x4 + 2x2

c y = x +
1
x

d g(x) =
x2

x + 1
e g(x) = (x2 + 4)3

f g(x) = (x3 − 1)4 ។

13 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a y = cos x + 2 sin x

b y = − sin x + 4 cos x

c y = 3 cos 2x − 2 sin 5x

d y = cos(3x + 2)− 3 sin(4x − 2)

e y = 5 cos(x2 + 1)− 5 sin(x2 + 3x)

f y = tan x + 2 cot x

g y = tan 3x − cot(2x + 1)

h y = 2 tan(−2x + 5) + 3 cot 5x

i y = cot 4x2 + 3 tan(2023x + 1)

j y = 4 tan(−x2 − 2x + 1) + cot(x2 − x + 1)

14 គណនាេដរីេវទី២ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a y = x2 + sin 2x

b y = −5x4 − x3

c y = −3x − 2
x

d y =
x2

x + 1
e y = (x2 + 4)3

f y = (x3 − 1)4

g y = sin x + cos x

h y = xex + 2023

i y = cos(sin x)

j y = ln(sin x)

k y = sin(ln x)

l y = cos(e−x)

15 រក y′ ជាអនុគមន៍ៃន x និង y ៖

a x = tan y

b x = sin y

c xy + sin y = 0

d x + sin y = xy

e x + tan(xy) = 0

f y2 = sin4 2x + cos4 2x ។

16 រក y′ និង y′′ ជាអនុគមន៍ៃន x និង y ៖

a 2x2 + y2 = 4

b 2x3 + y3 = 8

c x2 + xy + y2 = −1

d x3 + 2xy − y2 = 3

e x3 + y3 = 3xy

f x3y + xy3 = 3x2 ។
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17 គណនា ៖

a f (4)(x) េបើ f (x) = x3 − 3x2 + 2x

b f (6)(x) េបើ f (x) =
1
7

x7 − sin 2x

c f (8)(x) េបើ f (x) = x8 − 5x2 + cos x

d f (10)(x) េបើ f (x) =
120
x6 ។

18 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
2x + 3

(x + 1)(x + 2)

a រក a, b, c f =
a

x + 1
+

b
x + 2

b រក f ′, f ′′, . . . , f (2022) ។

19 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = 20 tan−1 x + sin−1 3x

b y = x tan−1 2x − cot−1 4x

c y = 2x cot−1 3x − cos−1 7x ។

20 គណនាេដរីេវទី n ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y =
1
x

b y =
1

x + 1
c y = sin(3x + 1) ។

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម(េដាយេ្របើ និយមន័យ)៖

a គណនាេដរីេវៃន y = f (x) = x2 ្រតងζ x0 = 2

f (2) = 22 = 4

f ′(2) = lim
h→0

f (2 + h)− f (2)
h

= lim
h→0

(2 + h)2 − 4
h

= lim
h→0

4 + 4h + h2 − 4
h

= lim
h→0

h(4 + h)
h

= lim
h→0

(4 + h) = 4

ដូចេនះ៖ f ′(2) = 4

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៣១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

b គណនាេដរីេវៃន y = v(x) =
√

x ្រតងζ x0 = 1

v(1) =
√

1 = 1

v′(1) = lim
h→0

v(1 + h)− v(1)
h

= lim
h→0

√
1 + h − 1

h

= lim
h→0

(
√

1 + h − 1)(
√

1 + h + 1)
h(
√

1 + h + 1)

= lim
h→0

1 + h − 1
h(
√

1 + h + 1)
= lim

h→0

1√
1 + h + 1

=
1
2

ដូចេនះ៖ v′(1) =
1
2

c គណនាេដរីេវៃន y = f (x) =
√

2x + 3 ្រតងζ x0 = 1

f (1) =
√

2(1) + 3 =
√

5

f ′(1) = lim
h→0

f (1 + h)− f (1)
h

= lim
h→0

√
2(1 + h) + 3 −

√
5

h
= lim

h→0

√
2h + 5 −

√
5

h

= lim
h→0

(
√

2h + 5 −
√

5)(
√

2h + 5 +
√

5)
h(
√

2h + 5 +
√

5)

= lim
h→0

2h + 5 − 5
h(
√

2h + 5 +
√

5)
= lim

h→0

2√
2h + 5 +

√
5
=

2
2
√

5
=

√
5

5

ដូចេនះ៖ f ′(1) =
√

5
5

d គណនាេដរីេវៃន y = f (x) = x2 + 2x + 3 ្រតងζ x0 = 3

f (3) = 32 + 2(3) + 3 = 18

f ′(3) = lim
h→0

f (3 + h)− f (3)
h

= lim
h→0

[(3 + h)2 + 2(3 + h) + 3]− 18
h

= lim
h→0

9 + 6h + h2 + 6 + 2h + 3 − 18
h

= lim
h→0

8h + h2

h
= lim

h→0
(8 + h) = 8
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ដូចេនះ៖ f ′(3) = 8

e គណនាេដរីេវៃន y = f (x) = sin x ្រតងζ x0 = π

f (π) = sin π = 0

f ′(π) = lim
h→0

f (π + h)− f (π)

h

= lim
h→0

sin(π + h)− 0
h

= lim
h→0

− sin h
h

= −1
(

េ្រពាះ lim
h→0

sin h
h

= 1
)

ដូចេនះ៖ f ′(π) = −1

f គណនាេដរីេវៃន y = f (x) = cos x ្រតងζ x0 =
π

2

f
(π

2

)
= cos

π

2
= 0

f ′
(π

2

)
= lim

h→0

f
(

π
2 + h

)
− f

(
π
2

)
h

= lim
h→0

cos
(

π
2 + h

)
− 0

h

= lim
h→0

− sin h
h

= −1

ដូចេនះ៖ f ′
(π

2

)
= −1

2 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = 20

y′ = (20)′ = 0

ដូចេនះ៖ y′ = 0

b គណនាេដរីេវៃន y = −32

y′ = (−32)′ = 0

ដូចេនះ៖ y′ = 0
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c គណនាេដរីេវៃន y = −15π + e

y′ = (−15π + e)′ = 0 (េ្រពាះ − 15π + e ជាចំនួនេថរ)

ដូចេនះ៖ y′ = 0

d គណនាេដរីេវៃន y = −2x2 − x

y′ = (−2x2 − x)′ = −4x − 1

ដូចេនះ៖ y′ = −4x − 1

e គណនាេដរីេវៃន y = 3x + 5

y′ = (3x + 5)′ = 3

ដូចេនះ៖ y′ = 3

f គណនាេដរីេវៃន y = x2 + 5x − 7

y′ = (x2 + 5x − 7)′ = 2x + 5

ដូចេនះ៖ y′ = 2x + 5

g គណនាេដរីេវៃន y = x21 − 3x−5

y′ = (x21 − 3x−5)′ = 21x20 − 3(−5x−6) = 21x20 + 15x−6

ដូចេនះ៖ y′ = 21x20 + 15x−6

h គណនាេដរីេវៃន y = x−2 + x−5

y′ = (x−2 + x−5)′ = −2x−3 − 5x−6

ដូចេនះ៖ y′ = −2x−3 − 5x−6

i គណនាេដរីេវៃន y = −2x7 + 5

y′ = (−2x7 + 5)′ = −14x6

ដូចេនះ៖ y′ = −14x6
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j គណនាេដរីេវៃន y = −2x3 − 6x2 + 5x − 7

y′ = (−2x3 − 6x2 + 5x − 7)′ = −6x2 − 12x + 5

ដូចេនះ៖ y′ = −6x2 − 12x + 5

k គណនាេដរីេវៃន y =
1
3

x3 +
1
4

x2 − 12x − 1

y′ =
(

1
3

x3 +
1
4

x2 − 12x − 1
)′

= x2 +
1
2

x − 12

ដូចេនះ៖ y′ = x2 +
1
2

x − 12

l គណនាេដរីេវៃន y = −7x2 + 4x−5 + 2x + 3

y′ = (−7x2 + 4x−5 + 2x + 3)′ = −14x − 20x−6 + 2

ដូចេនះ៖ y′ = −14x − 20x−6 + 2

3 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = 2
√

x − 3
√

2x + 3

y′ = 2 · 1
2
√

x
− 3 · (2x + 3)′

2
√

2x + 3

=
1√
x
− 3 · 2

2
√

2x + 3

=
1√
x
− 3√

2x + 3

ដូចេនះ៖ y′ =
1√
x
− 3√

2x + 3

b គណនាេដរីេវៃន y = −3
x
+

5
2x + 3

y′ = −3 ·
(
− 1

x2

)
+ 5 ·

(
− (2x + 3)′

(2x + 3)2

)
=

3
x2 − 10

(2x + 3)2

ដូចេនះ៖ y′ =
3
x2 − 10

(2x + 3)2
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c គណនាេដរីេវៃន y =
√

2x + 3 +
4

−3x + 4

y′ =
(2x + 3)′

2
√

2x + 3
+ 4 ·

(
− (−3x + 4)′

(−3x + 4)2

)
=

2
2
√

2x + 3
+ 4 ·

(
− −3
(−3x + 4)2

)
=

1√
2x + 3

+
12

(−3x + 4)2

ដូចេនះ៖ y′ =
1√

2x + 3
+

12
(−3x + 4)2

d គណនាេដរីេវៃន y =
1

x2 + 5
−
√

x2 + 5

y′ = − (x2 + 5)′

(x2 + 5)2 − (x2 + 5)′

2
√

x2 + 5

= − 2x
(x2 + 5)2 − 2x

2
√

x2 + 5

= − 2x
(x2 + 5)2 − x√

x2 + 5

ដូចេនះ៖ y′ = − 2x
(x2 + 5)2 − x√

x2 + 5

e គណនាេដរីេវៃន y =
2
3

√
x2 + 3x − 4 +

1
−2x2 + 1

y′ =
2
3
· (x2 + 3x − 4)′

2
√

x2 + 3x − 4
− (−2x2 + 1)′

(−2x2 + 1)2

=
2x + 3

3
√

x2 + 3x − 4
+

4x
(−2x2 + 1)2

ដូចេនះ៖ y′ =
2x + 3

3
√

x2 + 3x − 4
+

4x
(−2x2 + 1)2

f គណនាេដរីេវៃន y =
5
x
+

2
x3 − x + 1

y′ = 5 ·
(
− 1

x2

)
+ 2 ·

(
− (x3 − x + 1)′

(x3 − x + 1)2

)
= − 5

x2 − 2(3x2 − 1)
(x3 − x + 1)2

= − 5
x2 − 6x2 − 2

(x3 − x + 1)2
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ដូចេនះ៖ y′ = − 5
x2 − 6x2 − 2

(x3 − x + 1)2

g គណនាេដរីេវៃន y =
√

2x2 + 4x − 1 − 3
x

y′ =
(2x2 + 4x − 1)′

2
√

2x2 + 4x − 1
− 3 ·

(
− 1

x2

)
=

4x + 4
2
√

2x2 + 4x − 1
+

3
x2

=
2x + 2√

2x2 + 4x − 1
+

3
x2

ដូចេនះ៖ y′ =
2x + 2√

2x2 + 4x − 1
+

3
x2

h គណនាេដរីេវៃន y =
√
−x + 3 − 3

x + 2

y′ =
(−x + 3)′

2
√
−x + 3

− 3 ·
(
− (x + 2)′

(x + 2)2

)
= − 1

2
√
−x + 3

+
3

(x + 2)2

ដូចេនះ៖ y′ = − 1
2
√
−x + 3

+
3

(x + 2)2

i គណនាេដរីេវៃន y =
√

x3 + 3x − 8 +
2

x2 + 3x − 1

y′ =
(x3 + 3x − 8)′

2
√

x3 + 3x − 8
+ 2 ·

(
− (x2 + 3x − 1)′

(x2 + 3x − 1)2

)
=

3x2 + 3
2
√

x3 + 3x − 8
− 4x + 6

(x2 + 3x − 1)2

ដូចេនះ៖ y′ =
3x2 + 3

2
√

x3 + 3x − 8
− 4x + 6

(x2 + 3x − 1)2

j គណនាេដរីេវៃន y = 4
√

x +
√

2x + 1 − 2
x
+

2
x3 + 2

y′ = 4 · 1
2
√

x
+

(2x + 1)′

2
√

2x + 1
− 2 ·

(
− 1

x2

)
+ 2 ·

(
− (x3 + 2)′

(x3 + 2)2

)
=

2√
x
+

1√
2x + 1

+
2
x2 − 6x2

(x3 + 2)2
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ដូចេនះ៖ y′ =
2√
x
+

1√
2x + 1

+
2
x2 − 6x2

(x3 + 2)2

4 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = (x + 2)3

y′ = 3(x + 2)2 · (x + 2)′

= 3(x + 2)2 · 1

= 3(x + 2)2

ដូចេនះ៖ y′ = 3(x + 2)2

b គណនាេដរីេវៃន y = (2x + 3)4

y′ = 4(2x + 3)3 · (2x + 3)′

= 4(2x + 3)3 · 2

= 8(2x + 3)3

ដូចេនះ៖ y′ = 8(2x + 3)3

c គណនាេដរីេវៃន y =
3
2
(x2 + 3x + 5)5

y′ =
3
2
· 5(x2 + 3x + 5)4 · (x2 + 3x + 5)′

=
15
2
(x2 + 3x + 5)4(2x + 3)

=
15(2x + 3)(x2 + 3x + 5)4

2

ដូចេនះ៖ y′ =
15(2x + 3)(x2 + 3x + 5)4

2

d គណនាេដរីេវៃន y =

(
1
3

x6 + 3x2 + 2
)12

y′ = 12
(

1
3

x6 + 3x2 + 2
)11

·
(

1
3

x6 + 3x2 + 2
)′

= 12
(

1
3

x6 + 3x2 + 2
)11

(2x5 + 6x)

= (24x5 + 72x)
(

1
3

x6 + 3x2 + 2
)11
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ដូចេនះ៖ y′ = (24x5 + 72x)
(

1
3

x6 + 3x2 + 2
)11

e គណនាេដរីេវៃន y = (x + 5)(x + 3)

y′ = (x + 5)′(x + 3) + (x + 5)(x + 3)′

= 1 · (x + 3) + (x + 5) · 1

= x + 3 + x + 5

= 2x + 8

ដូចេនះ៖ y′ = 2x + 8

f គណនាេដរីេវៃន y =
2
3
(3x + 1)(5x − 3)

y′ =
2
3
[
(3x + 1)′(5x − 3) + (3x + 1)(5x − 3)′

]
=

2
3
[3(5x − 3) + 5(3x + 1)]

=
2
3
(15x − 9 + 15x + 5)

=
2
3
(30x − 4) = 20x − 8

3

ដូចេនះ៖ y′ = 20x − 8
3

g គណនាេដរីេវៃន y = (3x + 1)
(

2
3

x3 + 1
)

y′ = (3x + 1)′
(

2
3

x3 + 1
)
+ (3x + 1)

(
2
3

x3 + 1
)′

= 3
(

2
3

x3 + 1
)
+ (3x + 1)(2x2)

= 2x3 + 3 + 6x3 + 2x2

= 8x3 + 2x2 + 3

ដូចេនះ៖ y′ = 8x3 + 2x2 + 3
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h គណនាេដរីេវៃន y = (5x2 − 3)(4x3 + x)

y′ = (5x2 − 3)′(4x3 + x) + (5x2 − 3)(4x3 + x)′

= 10x(4x3 + x) + (5x2 − 3)(12x2 + 1)

= 40x4 + 10x2 + 60x4 + 5x2 − 36x2 − 3

= 100x4 − 21x2 − 3

ដូចេនះ៖ y′ = 100x4 − 21x2 − 3

i គណនាេដរីេវៃន y = (x3 + 1)
(

2
x
+

3
x + 3

)

y′ = (x3 + 1)′
(

2
x
+

3
x + 3

)
+ (x3 + 1)

(
2
x
+

3
x + 3

)′

= 3x2
(

2
x
+

3
x + 3

)
+ (x3 + 1)

(
− 2

x2 − 3
(x + 3)2

)
= 6x +

9x2

x + 3
− 2(x3 + 1)

x2 − 3(x3 + 1)
(x + 3)2

ដូចេនះ៖ y′ = 6x +
9x2

x + 3
− 2(x3 + 1)

x2 − 3(x3 + 1)
(x + 3)2

j គណនាេដរីេវៃន y = (2x + 1)
√

3x + 4

y′ = (2x + 1)′
√

3x + 4 + (2x + 1)
(√

3x + 4
)′

= 2
√

3x + 4 + (2x + 1) · (3x + 4)′

2
√

3x + 4

= 2
√

3x + 4 +
3(2x + 1)
2
√

3x + 4

=
4(3x + 4) + 3(2x + 1)

2
√

3x + 4

=
18x + 19
2
√

3x + 4

ដូចេនះ៖ y′ =
18x + 19
2
√

3x + 4
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k គណនាេដរីេវៃន y =
x + 2

2x + 3

y′ =
(x + 2)′(2x + 3)− (x + 2)(2x + 3)′

(2x + 3)2

=
1(2x + 3)− 2(x + 2)

(2x + 3)2

=
2x + 3 − 2x − 4

(2x + 3)2

= − 1
(2x + 3)2

ដូចេនះ៖ y′ = − 1
(2x + 3)2

l គណនាេដរីេវៃន y =
x2 + 3x − 6

x − 2

y′ =
(x2 + 3x − 6)′(x − 2)− (x2 + 3x − 6)(x − 2)′

(x − 2)2

=
(2x + 3)(x − 2)− (x2 + 3x − 6)(1)

(x − 2)2

=
2x2 − x − 6 − x2 − 3x + 6

(x − 2)2

=
x2 − 4x
(x − 2)2

ដូចេនះ៖ y′ =
x2 − 4x
(x − 2)2

m គណនាេដរីេវៃន y =
x2 − 2x + 5

2x − 2

y′ =
(x2 − 2x + 5)′(2x − 2)− (x2 − 2x + 5)(2x − 2)′

(2x − 2)2

=
(2x − 2)(2x − 2)− 2(x2 − 2x + 5)

(2x − 2)2

=
4x2 − 8x + 4 − 2x2 + 4x − 10

(2x − 2)2

=
2x2 − 4x − 6
(2x − 2)2

ដូចេនះ៖ y′ =
2x2 − 4x − 6
(2x − 2)2
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n គណនាេដរីេវៃន y =
2x2 + 3x − 7
x2 + 3x − 8

y′ =
(2x2 + 3x − 7)′(x2 + 3x − 8)− (2x2 + 3x − 7)(x2 + 3x − 8)′

(x2 + 3x − 8)2

=
(4x + 3)(x2 + 3x − 8)− (2x2 + 3x − 7)(2x + 3)

(x2 + 3x − 8)2

=
(4x3 + 15x2 − 23x − 24)− (4x3 + 12x2 − 5x − 21)

(x2 + 3x − 8)2

=
3x2 − 18x − 3
(x2 + 3x − 8)2

ដូចេនះ៖ y′ =
3x2 − 18x − 3
(x2 + 3x − 8)2

5 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a គណនាេដរីេវៃន f (x) = (2x + 1)4

f ′(x) = 4(2x + 1)3 · (2x + 1)′

= 4(2x + 1)3 · 2

= 8(2x + 1)3

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 8(2x + 1)3

b គណនាេដរីេវៃន f (x) =
√

2x6 − 12

f ′(x) =
(2x6 − 12)′

2
√

2x6 − 12

=
12x5

2
√

2x6 − 12

=
6x5

√
2x6 − 12

ដូចេនះ៖ f ′(x) =
6x5

√
2x6 − 12
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c គណនាេដរីេវៃន f (x) = (x5 − 4x2 + 8)8

f ′(x) = 8(x5 − 4x2 + 8)7 · (x5 − 4x2 + 8)′

= 8(x5 − 4x2 + 8)7(5x4 − 8x)

= 8(5x4 − 8x)(x5 − 4x2 + 8)7

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 8(5x4 − 8x)(x5 − 4x2 + 8)7

d គណនាេដរីេវៃន f (x) = (3x4 − 7x2 + 9)5

f ′(x) = 5(3x4 − 7x2 + 9)4 · (3x4 − 7x2 + 9)′

= 5(3x4 − 7x2 + 9)4(12x3 − 14x)

= 5(12x3 − 14x)(3x4 − 7x2 + 9)4

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 5(12x3 − 14x)(3x4 − 7x2 + 9)4

e គណនាេដរីេវៃន f (x) =
1

5x2 − 6x + 2

f ′(x) = − (5x2 − 6x + 2)′

(5x2 − 6x + 2)2

= − 10x − 6
(5x2 − 6x + 2)2

ដូចេនះ៖ f ′(x) = − 10x − 6
(5x2 − 6x + 2)2

f គណនាេដរីេវៃន f (x) =
2

(6x2 + 5x + 1)2

f ′(x) = 2 ·
(
−2(6x2 + 5x + 1)′

(6x2 + 5x + 1)3

)
= − 4(12x + 5)

(6x2 + 5x + 1)3

= − 48x + 20
(6x2 + 5x + 1)3

ដូចេនះ៖ f ′(x) = − 48x + 20
(6x2 + 5x + 1)3

6 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
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a គណនាេដរីេវៃន y =
1√

4x2 + 1

y′ = − (
√

4x2 + 1)′

(
√

4x2 + 1)2

= −
(4x2+1)′

2
√

4x2+1

4x2 + 1

= −
8x

2
√

4x2+1

4x2 + 1

= − 4x
(4x2 + 1)

√
4x2 + 1

ដូចេនះ៖ y′ = − 4x
(4x2 + 1)

√
4x2 + 1

b គណនាេដរីេវៃន y =
1√

5x3 + 2

y′ = − (
√

5x3 + 2)′

(
√

5x3 + 2)2

= −
(5x3+2)′

2
√

5x3+2

5x3 + 2

= −
15x2

2
√

5x3+2

5x3 + 2

= − 15x2

2(5x3 + 2)
√

5x3 + 2

ដូចេនះ៖ y′ = − 15x2

2(5x3 + 2)
√

5x3 + 2

c គណនាេដរីេវៃន y =

√
3x + 1
2x − 1

y′ =

( 3x+1
2x−1

)′
2
√

3x+1
2x−1

=

(3x+1)′(2x−1)−(3x+1)(2x−1)′

(2x−1)2

2
√

3x+1
2x−1
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=

3(2x−1)−2(3x+1)
(2x−1)2

2
√

3x+1
2x−1

= − 5

2(2x − 1)2
√

3x+1
2x−1

ដូចេនះ៖ y′ = − 5

2(2x − 1)2
√

3x+1
2x−1

d គណនាេដរីេវៃន y =

(
x + 2
2 − x

)3

y′ = 3
(

x + 2
2 − x

)2

·
(

x + 2
2 − x

)′

= 3
(

x + 2
2 − x

)2

· (x + 2)′(2 − x)− (x + 2)(2 − x)′

(2 − x)2

= 3
(

x + 2
2 − x

)2

· 1(2 − x)− (x + 2)(−1)
(2 − x)2

= 3
(

x + 2
2 − x

)2

· 4
(2 − x)2

=
12(x + 2)2

(2 − x)4

ដូចេនះ៖ y′ =
12(x + 2)2

(2 − x)4

e គណនាេដរីេវៃន y = (x + 2)3(2x − 1)5

y′ = [(x + 2)3]′(2x − 1)5 + (x + 2)3[(2x − 1)5]′

= 3(x + 2)2(2x − 1)5 + (x + 2)3 · 5(2x − 1)4(2x − 1)′

= 3(x + 2)2(2x − 1)5 + 10(x + 2)3(2x − 1)4

= (x + 2)2(2x − 1)4[3(2x − 1) + 10(x + 2)]

= (x + 2)2(2x − 1)4(16x + 17)

ដូចេនះ៖ y′ = (x + 2)2(2x − 1)4(16x + 17)
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f គណនាេដរីេវៃន y = 2(3x + 1)4(5x − 3)2

y′ = 2
[
[(3x + 1)4]′(5x − 3)2 + (3x + 1)4[(5x − 3)2]′

]
= 2

[
4(3x + 1)3(3)(5x − 3)2 + (3x + 1)4 · 2(5x − 3)(5)

]
= 2

[
12(3x + 1)3(5x − 3)2 + 10(3x + 1)4(5x − 3)

]
= 2(3x + 1)3(5x − 3)[12(5x − 3) + 10(3x + 1)]

= 2(3x + 1)3(5x − 3)(90x − 26)

= 4(3x + 1)3(5x − 3)(45x − 13)

ដូចេនះ៖ y′ = 4(3x + 1)3(5x − 3)(45x − 13)

7 គណនាេដរីេវៃន f (x) = (3x + 5)2 តាមពីរវέធី៖

វέធីទី១៖ តាមរូបមន្ត េដរីេវៃនផលគុណ

f (x) = (3x + 5)(3x + 5)

f ′(x) = (3x + 5)′(3x + 5) + (3x + 5)(3x + 5)′

= 3(3x + 5) + (3x + 5)(3)

= 9x + 15 + 9x + 15

= 18x + 30

វέធីទី២៖ តាមរូបមន្ត េដរីេវៃនស្វ័ យគុណ

f ′(x) = 2(3x + 5)2−1 · (3x + 5)′

= 2(3x + 5) · 3

= 6(3x + 5)

= 18x + 30

សន្និ ដា្ឋ ន៖ វέធីទាំងពីរផ្ត ល់លទ្ធ ផលដូចគា្ន គឺ f ′(x) = 18x + 30

8 គណនាេដរីេវៃន f (x) = (7 − 4x)2 តាមពីរវέធី៖
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វέធីទី១៖ តាមរូបមន្ត េដរីេវៃនផលគុណ

f (x) = (7 − 4x)(7 − 4x)

f ′(x) = (7 − 4x)′(7 − 4x) + (7 − 4x)(7 − 4x)′

= −4(7 − 4x) + (7 − 4x)(−4)

= −28 + 16x − 28 + 16x

= 32x − 56

វέធីទី២៖ តាមរូបមន្ត េដរីេវៃនស្វ័ យគុណ

f ′(x) = 2(7 − 4x)2−1 · (7 − 4x)′

= 2(7 − 4x)(−4)

= −8(7 − 4x)

= −56 + 32x

= 32x − 56

សន្និ ដា្ឋ ន៖ វέធីទាំងពីរផ្ត ល់លទ្ធ ផលដូចគា្ន គឺ f ′(x) = 32x − 56

9 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = ex

y′ = (ex)′

= ex

ដូចេនះ៖ y′ = ex

b គណនាេដរីេវៃន y = 3ex

y′ = 3(ex)′

= 3ex

ដូចេនះ៖ y′ = 3ex
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c គណនាេដរីេវៃន y = e4x

y′ = (4x)′e4x

= 4e4x

ដូចេនះ៖ y′ = 4e4x

d គណនាេដរីេវៃន y = 2e5x

y′ = 2 · (5x)′e5x

= 2 · 5e5x

= 10e5x

ដូចេនះ៖ y′ = 10e5x

e គណនាេដរីេវៃន y = e5x − e2x

y′ = (5x)′e5x − (2x)′e2x

= 5e5x − 2e2x

ដូចេនះ៖ y′ = 5e5x − 2e2x

f គណនាេដរីេវៃន y = 2e3x + e−x

y′ = 2 · (3x)′e3x + (−x)′e−x

= 2 · 3e3x − 1 · e−x

= 6e3x − e−x

ដូចេនះ៖ y′ = 6e3x − e−x

g គណនាេដរីេវៃន y = e2xe7x

y = e2x+7x = e9x

y′ = (9x)′e9x

= 9e9x

ដូចេនះ៖ y′ = 9e9x
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h គណនាេដរីេវៃន y = ex2

y′ = (x2)′ex2

= 2xex2

ដូចេនះ៖ y′ = 2xex2

i គណនាេដរីេវៃន y = ex2−2x+7

y′ = (x2 − 2x + 7)′ex2−2x+7

= (2x − 2)ex2−2x+7

ដូចេនះ៖ y′ = (2x − 2)ex2−2x+7

j គណនាេដរីេវៃន y = −3e−x4

y′ = −3 · (−x4)′e−x4

= −3 · (−4x3)e−x4

= 12x3e−x4

ដូចេនះ៖ y′ = 12x3e−x4

k គណនាេដរីេវៃន y = 2x

y′ = 2x ln 2

ដូចេនះ៖ y′ = 2x ln 2

l គណនាេដរីេវៃន y = 32x − 3−2x+1

y′ = (2x)′32x ln 3 − (−2x + 1)′3−2x+1 ln 3

= 2 · 32x ln 3 − (−2) · 3−2x+1 ln 3

= 2 · 32x ln 3 + 2 · 3−2x+1 ln 3

= 2 ln 3(32x + 3−2x+1)

ដូចេនះ៖ y′ = 2 ln 3(32x + 3−2x+1)
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m គណនាេដរីេវៃន y = 32x

y′ = (2x)′32x ln 3

= 2 · 32x ln 3

ដូចេនះ៖ y′ = 2 · 32x ln 3

n គណនាេដរីេវៃន y = 93x+1

y′ = (3x + 1)′93x+1 ln 9

= 3 · 93x+1 ln 9

ដូចេនះ៖ y′ = 3 · 93x+1 ln 9

o គណនាេដរីេវៃន y = 2x × 3x

y = (2 × 3)x = 6x

y′ = 6x ln 6

ដូចេនះ៖ y′ = 6x ln 6

p គណនាេដរីេវៃន y = 8x2+1

y′ = (x2 + 1)′8x2+1 ln 8

= 2x · 8x2+1 ln 8

ដូចេនះ៖ y′ = 2x · 8x2+1 ln 8

q គណនាេដរីេវៃន y = (2x)3

y = 23x

y′ = (3x)′23x ln 2

= 3 · 23x ln 2

ដូចេនះ៖ y′ = 3 · 23x ln 2
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r គណនាេដរីេវៃន y = (3x)2

y = 32x

y′ = (2x)′32x ln 3

= 2 · 32x ln 3

ដូចេនះ៖ y′ = 2 · 32x ln 3

10 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = ln x + ln 3x

y′ =
1
x
+

(3x)′

3x

=
1
x
+

3
3x

=
1
x
+

1
x

=
2
x

ដូចេនះ៖ y′ =
2
x

b គណនាេដរីេវៃន y = ln(3x + 1) + ln x2

y′ =
(3x + 1)′

3x + 1
+

(x2)′

x2

=
3

3x + 1
+

2x
x2

=
3

3x + 1
+

2
x

=
3x + 2(3x + 1)

x(3x + 1)

=
9x + 2

x(3x + 1)

ដូចេនះ៖ y′ =
9x + 2

x(3x + 1)
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c គណនាេដរីេវៃន y = ln x + 2 ln(2x + 3)

y′ =
1
x
+ 2 · (2x + 3)′

2x + 3

=
1
x
+ 2 · 2

2x + 3

=
1
x
+

4
2x + 3

=
2x + 3 + 4x
x(2x + 3)

=
6x + 3

x(2x + 3)

ដូចេនះ៖ y′ =
6x + 3

x(2x + 3)

d គណនាេដរីេវៃន y = 5 ln 3x + ln x5

y′ = 5 · (3x)′

3x
+

(x5)′

x5

= 5 · 3
3x

+
5x4

x5

=
5
x
+

5
x

=
10
x

ដូចេនះ៖ y′ =
10
x

e គណនាេដរីេវៃន y = 7x ln(3x + 1)− ln(4x3)

y′ = (7x)′ ln(3x + 1) + 7x[ln(3x + 1)]′ − (4x3)′

4x3

= 7 ln(3x + 1) + 7x · (3x + 1)′

3x + 1
− 12x2

4x3

= 7 ln(3x + 1) + 7x · 3
3x + 1

− 3
x

= 7 ln(3x + 1) +
21x

3x + 1
− 3

x

ដូចេនះ៖ y′ = 7 ln(3x + 1) +
21x

3x + 1
− 3

x
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f គណនាេដរីេវៃន y = ln(x2 + 3x − 1) + 3 ln x3

y′ =
(x2 + 3x − 1)′

x2 + 3x − 1
+ 3 · (x3)′

x3

=
2x + 3

x2 + 3x − 1
+ 3 · 3x2

x3

=
2x + 3

x2 + 3x − 1
+

9
x

ដូចេនះ៖ y′ =
2x + 3

x2 + 3x − 1
+

9
x

g គណនាេដរីេវៃន y = ln
√

x + 9

y = ln(x + 9)
1
2 =

1
2

ln(x + 9)

y′ =
1
2
· (x + 9)′

x + 9

=
1
2
· 1

x + 9

=
1

2(x + 9)

ដូចេនះ៖ y′ =
1

2(x + 9)

h គណនាេដរីេវៃន y = ln(x2 − 5)

y′ =
(x2 − 5)′

x2 − 5

=
2x

x2 − 5

ដូចេនះ៖ y′ =
2x

x2 − 5
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i គណនាេដរីេវៃន y = ln
x + 1
x − 2

y = ln(x + 1)− ln(x − 2)

y′ =
(x + 1)′

x + 1
− (x − 2)′

x − 2

=
1

x + 1
− 1

x − 2

=
(x − 2)− (x + 1)
(x + 1)(x − 2)

= − 3
(x + 1)(x − 2)

ដូចេនះ៖ y′ = − 3
(x + 1)(x − 2)

j គណនាេដរីេវៃន y = ln
2x − 3
x + 2

y = ln(2x − 3)− ln(x + 2)

y′ =
(2x − 3)′

2x − 3
− (x + 2)′

x + 2

=
2

2x − 3
− 1

x + 2

=
2(x + 2)− (2x − 3)
(2x − 3)(x + 2)

=
2x + 4 − 2x + 3
(2x − 3)(x + 2)

=
7

(2x − 3)(x + 2)

ដូចេនះ៖ y′ =
7

(2x − 3)(x + 2)

k គណនាេដរីេវៃន y = ln
√
(x + 1)3

y = ln(x + 1)
3
2 =

3
2

ln(x + 1)

y′ =
3
2
· (x + 1)′

x + 1

=
3

2(x + 1)
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ដូចេនះ៖ y′ =
3

2(x + 1)

l គណនាេដរីេវៃន y = ln
√

x3 − e2x

y =
1
2

ln(x3 − e2x)

y′ =
1
2
· (x3 − e2x)′

x3 − e2x

=
1
2
· 3x2 − 2e2x

x3 − e2x

=
3x2 − 2e2x

2(x3 − e2x)

ដូចេនះ៖ y′ =
3x2 − 2e2x

2(x3 − e2x)

m គណនាេដរីេវៃន y = log3 x

y′ =
1

x ln 3

ដូចេនះ៖ y′ =
1

x ln 3
n គណនាេដរីេវៃន y = log5(x + 2)

y′ =
(x + 2)′

(x + 2) ln 5

=
1

(x + 2) ln 5

ដូចេនះ៖ y′ =
1

(x + 2) ln 5

o គណនាេដរីេវៃន y = log2(x2 + 3x − 1)

y′ =
(x2 + 3x − 1)′

(x2 + 3x − 1) ln 2

=
2x + 3

(x2 + 3x − 1) ln 2

ដូចេនះ៖ y′ =
2x + 3

(x2 + 3x − 1) ln 2
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p គណនាេដរីេវៃន y = log3(4x2 + x + 7)

y′ =
(4x2 + x + 7)′

(4x2 + x + 7) ln 3

=
8x + 1

(4x2 + x + 7) ln 3

ដូចេនះ៖ y′ =
8x + 1

(4x2 + x + 7) ln 3

q គណនាេដរីេវៃន y = log2
x + 2

2x + 1

y = log2(x + 2)− log2(2x + 1)

y′ =
(x + 2)′

(x + 2) ln 2
− (2x + 1)′

(2x + 1) ln 2

=
1

(x + 2) ln 2
− 2

(2x + 1) ln 2

=
1

ln 2

[
(2x + 1)− 2(x + 2)
(x + 2)(2x + 1)

]
=

1
ln 2

[
2x + 1 − 2x − 4
(x + 2)(2x + 1)

]
= − 3

(x + 2)(2x + 1) ln 2

ដូចេនះ៖ y′ = − 3
(x + 2)(2x + 1) ln 2

r គណនាេដរីេវៃន y = log
√

2x + 3

y =
1
2

log(2x + 3)

y′ =
1
2
· (2x + 3)′

(2x + 3) ln 10

=
1
2
· 2
(2x + 3) ln 10

=
1

(2x + 3) ln 10

ដូចេនះ៖ y′ =
1

(2x + 3) ln 10

11 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
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a គណនាេដរីេវៃន y = sin2 x + cos2 x

y′ = (sin2 x)′ + (cos2 x)′

= 2 sin x(sin x)′ + 2 cos x(cos x)′

= 2 sin x cos x − 2 cos x sin x

= 0

ដូចេនះ៖ y′ = 0

b គណនាេដរីេវៃន y = 3x3 − 2 sin x cos x

y′ = (3x3)′ − 2[(sin x)′ cos x + sin x(cos x)′]

= 9x2 − 2(cos x · cos x − sin x · sin x)

= 9x2 − 2(cos2 x − sin2 x)

= 9x2 − 2 cos 2x

ដូចេនះ៖ y′ = 9x2 − 2 cos 2x

c គណនាេដរីេវៃន y = (2x − sin x)3

y′ = 3(2x − sin x)2 · (2x − sin x)′

= 3(2x − sin x)2(2 − cos x)

= 3(2 − cos x)(2x − sin x)2

ដូចេនះ៖ y′ = 3(2 − cos x)(2x − sin x)2

d គណនាេដរីេវៃន y = sin x − x2 cos x

y′ = (sin x)′ − [(x2)′ cos x + x2(cos x)′]

= cos x − [2x cos x + x2(− sin x)]

= cos x − 2x cos x + x2 sin x

ដូចេនះ៖ y′ = cos x − 2x cos x + x2 sin x
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e គណនាេដរីេវៃន y = x2 − tan2 x

y′ = (x2)′ − (tan2 x)′

= 2x − 2 tan x · (tan x)′

= 2x − 2 tan x · 1
cos2 x

= 2x − 2 tan x
cos2 x

ដូចេនះ៖ y′ = 2x − 2 tan x
cos2 x

f គណនាេដរីេវៃន y = 3x cot2 x

y′ = (3x)′ cot2 x + 3x(cot2 x)′

= 3 cot2 x + 3x · 2 cot x · (cot x)′

= 3 cot2 x + 6x cot x ·
(
− 1

sin2 x

)
= 3 cot2 x − 6x cot x

sin2 x

ដូចេនះ៖ y′ = 3 cot2 x − 6x cot x
sin2 x

12 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a គណនាេដរីេវៃន f (x) = sin2 x2

f ′(x) = 2 sin(x2) · (sin x2)′

= 2 sin(x2) · (x2)′ cos(x2)

= 2 sin(x2) · 2x cos(x2)

= 4x sin(x2) cos(x2)

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 4x sin(x2) cos(x2)
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b គណនាេដរីេវៃន f (x) = x3 − cos2 5x

f ′(x) = (x3)′ − 2 cos(5x) · (cos 5x)′

= 3x2 − 2 cos(5x) ·
[
−(5x)′ sin(5x)

]
= 3x2 − 2 cos(5x)(−5 sin 5x)

= 3x2 + 10 sin(5x) cos(5x)

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 3x2 + 10 sin(5x) cos(5x)

c គណនាេដរីេវៃន f (x) =
tan 2x

1 − cos x

f ′(x) =
(tan 2x)′(1 − cos x)− tan 2x(1 − cos x)′

(1 − cos x)2

=
(2x)′

cos2 2x (1 − cos x)− tan 2x · sin x
(1 − cos x)2

=
2

cos2 2x (1 − cos x)− tan 2x sin x
(1 − cos x)2

=
2(1 − cos x)− sin x sin 2x cos 2x

(1 − cos x)2 cos2 2x

ដូចេនះ៖ f ′(x) =
2(1 − cos x)− sin x sin 2x cos 2x

(1 − cos x)2 cos2 2x

d គណនាេដរីេវៃន f (x) = x3 − sin(x2 − 5x)

f ′(x) = (x3)′ − (x2 − 5x)′ cos(x2 − 5x)

= 3x2 − (2x − 5) cos(x2 − 5x)

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 3x2 − (2x − 5) cos(x2 − 5x)

e គណនាេដរីេវៃន f (x) = sin 5x + cos(x3 − 1)

f ′(x) = (5x)′ cos 5x − (x3 − 1)′ sin(x3 − 1)

= 5 cos 5x − 3x2 sin(x3 − 1)

ដូចេនះ៖ f ′(x) = 5 cos 5x − 3x2 sin(x3 − 1)
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f គណនាេដរីេវៃន f (x) = tan(2x3 − 5x)

f ′(x) =
(2x3 − 5x)′

cos2(2x3 − 5x)

=
6x2 − 5

cos2(2x3 − 5x)

ដូចេនះ៖ f ′(x) =
6x2 − 5

cos2(2x3 − 5x)

13 គណនាេដរីេវទី 2 ៃនអនុគមន៍ ៖

a គណនាេដរីេវៃន y = 3x2 − sin 2x

y′ = (3x2)′ − (sin 2x)′

= 6x − (2x)′ cos 2x

= 6x − 2 cos 2x

ដូចេនះ៖ y′ = 6x − 2 cos 2x

b គណនាេដរីេវៃន y = −3x4 + 2x2

y′ = (−3x4)′ + (2x2)′

= −12x3 + 4x

ដូចេនះ៖ y′ = −12x3 + 4x

c គណនាេដរីេវៃន y = x +
1
x

y′ = (x)′ +
(

1
x

)′

= 1 − 1
x2

=
x2 − 1

x2

ដូចេនះ៖ y′ = 1 − 1
x2
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d គណនាេដរីេវៃន g(x) =
x2

x + 1

g′(x) =
(x2)′(x + 1)− x2(x + 1)′

(x + 1)2

=
2x(x + 1)− x2(1)

(x + 1)2

=
2x2 + 2x − x2

(x + 1)2

=
x2 + 2x
(x + 1)2

ដូចេនះ៖ g′(x) =
x2 + 2x
(x + 1)2

e គណនាេដរីេវៃន g(x) = (x2 + 4)3

g′(x) = 3(x2 + 4)2 · (x2 + 4)′

= 3(x2 + 4)2 · 2x

= 6x(x2 + 4)2

ដូចេនះ៖ g′(x) = 6x(x2 + 4)2

f គណនាេដរីេវៃន g(x) = (x3 − 1)4

g′(x) = 4(x3 − 1)3 · (x3 − 1)′

= 4(x3 − 1)3 · 3x2

= 12x2(x3 − 1)3

ដូចេនះ៖ g′(x) = 12x2(x3 − 1)3

14 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = cos x + 2 sin x

y′ = (cos x)′ + 2(sin x)′

= − sin x + 2 cos x

ដូចេនះ៖ y′ = − sin x + 2 cos x
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b គណនាេដរីេវៃន y = − sin x + 4 cos x

y′ = −(sin x)′ + 4(cos x)′

= − cos x − 4 sin x

ដូចេនះ៖ y′ = − cos x − 4 sin x

c គណនាេដរីេវៃន y = 3 cos 2x − 2 sin 5x

y′ = 3 ·
(
−(2x)′ sin 2x

)
− 2 ·

(
(5x)′ cos 5x

)
= 3(−2 sin 2x)− 2(5 cos 5x)

= −6 sin 2x − 10 cos 5x

ដូចេនះ៖ y′ = −6 sin 2x − 10 cos 5x

d គណនាេដរីេវៃន y = cos(3x + 2)− 3 sin(4x − 2)

y′ = −(3x + 2)′ sin(3x + 2)− 3(4x − 2)′ cos(4x − 2)

= −3 sin(3x + 2)− 3(4) cos(4x − 2)

= −3 sin(3x + 2)− 12 cos(4x − 2)

ដូចេនះ៖ y′ = −3 sin(3x + 2)− 12 cos(4x − 2)

e គណនាេដរីេវៃន y = 5 cos(x2 + 1)− 5 sin(x2 + 3x)

y′ = 5
(
−(x2 + 1)′ sin(x2 + 1)

)
− 5

(
(x2 + 3x)′ cos(x2 + 3x)

)
= 5(−2x sin(x2 + 1))− 5(2x + 3) cos(x2 + 3x)

= −10x sin(x2 + 1)− 5(2x + 3) cos(x2 + 3x)

ដូចេនះ៖ y′ = −10x sin(x2 + 1)− 5(2x + 3) cos(x2 + 3x)

f គណនាេដរីេវៃន y = tan x + 2 cot x

y′ = (tan x)′ + 2(cot x)′

=
1

cos2 x
− 2

sin2 x

ដូចេនះ៖ y′ =
1

cos2 x
− 2

sin2 x
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g គណនាេដរីេវៃន y = tan 3x − cot(2x + 1)

y′ =
(3x)′

cos2 3x
−
(
− (2x + 1)′

sin2(2x + 1)

)
=

3
cos2 3x

+
2

sin2(2x + 1)

ដូចេនះ៖ y′ =
3

cos2 3x
+

2
sin2(2x + 1)

h គណនាេដរីេវៃន y = 2 tan(−2x + 5) + 3 cot 5x

y′ = 2 · (−2x + 5)′

cos2(−2x + 5)
+ 3 ·

(
− (5x)′

sin2 5x

)
= 2 · −2

cos2(−2x + 5)
− 3 · 5

sin2 5x

= − 4
cos2(−2x + 5)

− 15
sin2 5x

ដូចេនះ៖ y′ = − 4
cos2(−2x + 5)

− 15
sin2 5x

i គណនាេដរីេវៃន y = cot 4x2 + 3 tan(2023x + 1)

y′ = − (4x2)′

sin2 4x2
+ 3 · (2023x + 1)′

cos2(2023x + 1)

= − 8x
sin2 4x2

+ 3 · 2023
cos2(2023x + 1)

= − 8x
sin2 4x2

+
6069

cos2(2023x + 1)

ដូចេនះ៖ y′ = − 8x
sin2 4x2

+
6069

cos2(2023x + 1)

j គណនាេដរីេវៃន y = 4 tan(−x2 − 2x + 1) + cot(x2 − x + 1)

y′ = 4 · (−x2 − 2x + 1)′

cos2(−x2 − 2x + 1)
− (x2 − x + 1)′

sin2(x2 − x + 1)

= 4 · −2x − 2
cos2(−x2 − 2x + 1)

− 2x − 1
sin2(x2 − x + 1)

= − 8x + 8
cos2(−x2 − 2x + 1)

− 2x − 1
sin2(x2 − x + 1)

ដូចេនះ៖ y′ = − 8x + 8
cos2(−x2 − 2x + 1)

− 2x − 1
sin2(x2 − x + 1)
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15 គណនាេដរីេវទី២ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម៖

a គណនាេដរីេវៃន y = x2 + sin 2x

y′ = (x2)′ + (sin 2x)′

= 2x + (2x)′ cos 2x

= 2x + 2 cos 2x

ដូចេនះ៖ y′ = 2x + 2 cos 2x

b គណនាេដរីេវៃន y = −5x4 − x3

y′ = (−5x4)′ − (x3)′

= −20x3 − 3x2

ដូចេនះ៖ y′ = −20x3 − 3x2

c គណនាេដរីេវៃន y = −3x − 2
x

y′ = (−3x)′ − 2
(

1
x

)′

= −3 − 2
(
− 1

x2

)
= −3 +

2
x2

ដូចេនះ៖ y′ = −3 +
2
x2

d គណនាេដរីេវៃន y =
x2

x + 1

y′ =
(x2)′(x + 1)− x2(x + 1)′

(x + 1)2

=
2x(x + 1)− x2(1)

(x + 1)2

=
2x2 + 2x − x2

(x + 1)2

=
x2 + 2x
(x + 1)2
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ដូចេនះ៖ y′ =
x2 + 2x
(x + 1)2

e គណនាេដរីេវៃន y = (x2 + 4)3

y′ = 3(x2 + 4)2 · (x2 + 4)′

= 3(x2 + 4)2 · 2x

= 6x(x2 + 4)2

ដូចេនះ៖ y′ = 6x(x2 + 4)2

f គណនាេដរីេវៃន y = (x3 − 1)4

y′ = 4(x3 − 1)3 · (x3 − 1)′

= 4(x3 − 1)3 · 3x2

= 12x2(x3 − 1)3

ដូចេនះ៖ y′ = 12x2(x3 − 1)3

g គណនាេដរីេវៃន y = sin x + cos x

y′ = (sin x)′ + (cos x)′

= cos x − sin x

ដូចេនះ៖ y′ = cos x − sin x

h គណនាេដរីេវៃន y = xex + 2023

y′ = (x)′ex + x(ex)′ + (2023)′

= 1 · ex + xex + 0

= ex(1 + x)

ដូចេនះ៖ y′ = (x + 1)ex

i គណនាេដរីេវៃន y = cos(sin x)

y′ = −(sin x)′ sin(sin x)

= − cos x sin(sin x)
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ដូចេនះ៖ y′ = − cos x sin(sin x)

j គណនាេដរីេវៃន y = ln(sin x)

y′ =
(sin x)′

sin x

=
cos x
sin x

= cot x

ដូចេនះ៖ y′ = cot x

k គណនាេដរីេវៃន y = sin(ln x)

y′ = (ln x)′ cos(ln x)

=
1
x

cos(ln x)

=
cos(ln x)

x

ដូចេនះ៖ y′ =
cos(ln x)

x

l គណនាេដរីេវៃន y = cos(e−x)

y′ = −(e−x)′ sin(e−x)

= −(−1 · e−x) sin(e−x)

= e−x sin(e−x)

ដូចេនះ៖ y′ = e−x sin(e−x)

16 រក y′ ជាអនុគមន៍ៃន x និង y ៖

a គណនាេដរីេវៃន x = tan y

(x)′ = (tan y)′

1 =
y′

cos2 y

y′ = cos2 y =
1

1 + x2

ដូចេនះ៖ y′ =
1

1 + x2
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b គណនាេដរីេវៃន x = sin y

(x)′ = (sin y)′

1 = y′ cos y

y′ =
1

cos y
=

1√
1 − x2

ដូចេនះ៖ y′ =
1

cos y

c គណនាេដរីេវៃន xy + sin y = 0

(xy + sin y)′ = 0

y + xy′ + y′ cos y = 0

y′(x + cos y) = −y

y′ = − y
x + cos y

ដូចេនះ៖ y′ = − y
x + cos y

d គណនាេដរីេវៃន x + sin y = xy

(x + sin y)′ = (xy)′

1 + y′ cos y = y + xy′

y′ cos y − xy′ = y − 1

y′(cos y − x) = y − 1

y′ =
y − 1

cos y − x

ដូចេនះ៖ y′ =
y − 1

cos y − x
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e គណនាេដរីេវៃន x + tan(xy) = 0

(x + tan(xy))′ = 0

1 +
(xy)′

cos2(xy)
= 0

1 +
y + xy′

cos2(xy)
= 0

cos2(xy) + y + xy′ = 0

xy′ = −(y + cos2(xy))

y′ = −y + cos2(xy)
x

ដូចេនះ៖ y′ = −y + cos2(xy)
x

f គណនាេដរីេវៃន y2 = sin4 2x + cos4 2x

(y2)′ = (sin4 2x)′ + (cos4 2x)′

2yy′ = 4 sin3 2x · (2 cos 2x) + 4 cos3 2x · (−2 sin 2x)

= 8 sin3 2x cos 2x − 8 cos3 2x sin 2x

= 8 sin 2x cos 2x(sin2 2x − cos2 2x)

= 4 sin 4x(− cos 4x)

= −2 sin 8x

y′ = −sin 8x
y

ដូចេនះ៖ y′ = −sin 8x
y

17 រក y′ និង y′′ ជាអនុគមន៍ៃន x និង y ៖
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a គណនាេដរីេវៃន 2x2 + y2 = 4

(2x2 + y2)′ = (4)′

4x + 2yy′ = 0

2yy′ = −4x

y′ = −4x
2y

y′ = −2x
y

ដូចេនះ៖ y′ = −2x
y

b គណនាេដរីេវៃន 2x3 + y3 = 8

(2x3 + y3)′ = (8)′

6x2 + 3y2y′ = 0

3y2y′ = −6x2

y′ = −6x2

3y2

y′ = −2x2

y2

ដូចេនះ៖ y′ = −2x2

y2

c គណនាេដរីេវៃន x2 + xy + y2 = −1

(x2 + xy + y2)′ = (−1)′

2x + (y + xy′) + 2yy′ = 0

2x + y + y′(x + 2y) = 0

y′(x + 2y) = −(2x + y)

y′ = −2x + y
x + 2y

ដូចេនះ៖ y′ = −2x + y
x + 2y
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d គណនាេដរីេវៃន x3 + 2xy − y2 = 3

(x3 + 2xy − y2)′ = (3)′

3x2 + 2(y + xy′)− 2yy′ = 0

3x2 + 2y + 2xy′ − 2yy′ = 0

y′(2x − 2y) = −(3x2 + 2y)

y′ = −3x2 + 2y
2x − 2y

ដូចេនះ៖ y′ = −3x2 + 2y
2x − 2y

e គណនាេដរីេវៃន x3 + y3 = 3xy

(x3 + y3)′ = (3xy)′

3x2 + 3y2y′ = 3(y + xy′)

x2 + y2y′ = y + xy′

y2y′ − xy′ = y − x2

y′(y2 − x) = y − x2

y′ =
y − x2

y2 − x

ដូចេនះ៖ y′ =
y − x2

y2 − x

f គណនាេដរីេវៃន x3y + xy3 = 3x2

(x3y + xy3)′ = (3x2)′

(3x2y + x3y′) + (y3 + 3xy2y′) = 6x

y′(x3 + 3xy2) + 3x2y + y3 = 6x

y′(x3 + 3xy2) = 6x − 3x2y − y3

y′ =
6x − 3x2y − y3

x3 + 3xy2

ដូចេនះ៖ y′ =
6x − 3x2y − y3

x3 + 3xy2
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18 គណនា ៖

a គណនា f (4)(x) េបើ f (x) = x3 − 3x2 + 2x

f ′(x) = 3x2 − 6x + 2

f ′′(x) = 6x − 6

f ′′′(x) = 6

f (4)(x) = 0

ដូចេនះ៖ f (4)(x) = 0

b គណនា f (6)(x) េបើ f (x) =
1
7

x7 − sin 2x

f ′(x) = x6 − 2 cos 2x

f ′′(x) = 6x5 + 4 sin 2x

f ′′′(x) = 30x4 + 8 cos 2x

f (4)(x) = 120x3 − 16 sin 2x

f (5)(x) = 360x2 − 32 cos 2x

f (6)(x) = 720x + 64 sin 2x

ដូចេនះ៖ f (6)(x) = 720x + 64 sin 2x

c គណនា f (8)(x) េបើ f (x) = x8 − 5x2 + cos x

f ′(x) = 8x7 − 10x − sin x

f ′′(x) = 56x6 − 10 − cos x

f ′′′(x) = 336x5 + sin x

f (4)(x) = 1680x4 + cos x

f (5)(x) = 6720x3 − sin x

f (6)(x) = 20160x2 − cos x

f (7)(x) = 40320x + sin x

f (8)(x) = 40320 + cos x

ដូចេនះ៖ f (8)(x) = 40320 + cos x
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d គណនា f (10)(x) េបើ f (x) =
120
x6

f (x) = 120x−6

f ′(x) = 120(−6)x−7

f ′′(x) = 120(−6)(−7)x−8

...

f (10)(x) = 120(−6)(−7)(−8)(−9)(−10)(−11)(−12)(−13)(−14)(−15)x−16

= 5! · 15!
5!

· 1
x16 (េ្រពាះ 120 = 5!)

=
15!
x16

ដូចេនះ៖ f (10)(x) =
15!
x16

19 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
2x + 3

(x + 1)(x + 2)

a រក a, b និងគណនាេដរីេវៃន f (x) =
a

x + 1
+

b
x + 2

១. រូបមន្ត េដរីេវទូេͼ (ជាអនុគមន៍ៃន a និង b)៖

f (x) = a(x + 1)−1 + b(x + 2)−1

f ′(x) = −a(x + 1)−2 − b(x + 2)−2 = − a
(x + 1)2 − b

(x + 2)2

f ′′(x) = 2! a(x + 1)−3 + 2! b(x + 2)−3 =
2a

(x + 1)3 +
2b

(x + 2)3

f ′′′(x) = −3! a(x + 1)−4 − 3! b(x + 2)−4 = − 6a
(x + 1)4 − 6b

(x + 2)4

...

f (n)(x) = (−1)n · n!
[

a
(x + 1)n+1 +

b
(x + 2)n+1

]

ស្រមាប់ n = 2022 (េដាយសារ (−1)2022 = 1) េគបាន៖

f (2022)(x) = 2022!
[

a
(x + 1)2023 +

b
(x + 2)2023

]
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២. ករណីជាក់ែស្ត ង (ឧទាហរណ៍ េបើ f (x) =
1

(x + 1)(x + 2)
)៖

1
(x + 1)(x + 2)

=
a

x + 1
+

b
x + 2

1 = a(x + 2) + b(x + 1)

- ជδ នួស x = −1 េគបាន៖ 1 = a(−1 + 2) =⇒ a = 1 - ជδ នួស x = −2 េគបាន៖ 1 =

b(−2 + 1) =⇒ b = −1

ដូចេនះ៖

f (x) =
1

x + 1
− 1

x + 2

f ′(x) = − 1
(x + 1)2 +

1
(x + 2)2

f ′′(x) =
2

(x + 1)3 − 2
(x + 2)3

...

f(2022)(x) = 2022!
[

1
(x + 1)2023 − 1

(x + 2)2023

]

20 គណនាេដរីេវៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a គណនាេដរីេវៃន y = 20 tan−1 x + sin−1 3x

y′ = 20 · (x)′

1 + x2 +
(3x)′√

1 − (3x)2

= 20 · 1
1 + x2 +

3√
1 − 9x2

=
20

1 + x2 +
3√

1 − 9x2

ដូចេនះ៖ y′ =
20

1 + x2 +
3√

1 − 9x2
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b គណនាេដរីេវៃន y = x tan−1 2x − cot−1 4x

y′ = (x)′ tan−1 2x + x(tan−1 2x)′ − (cot−1 4x)′

= 1 · tan−1 2x + x · (2x)′

1 + (2x)2 −
(
− (4x)′

1 + (4x)2

)
= tan−1 2x +

2x
1 + 4x2 +

4
1 + 16x2

ដូចេនះ៖ y′ = tan−1 2x +
2x

1 + 4x2 +
4

1 + 16x2

c គណនាេដរីេវៃន y = 2x cot−1 3x − cos−1 7x

y′ = (2x)′ cot−1 3x + 2x(cot−1 3x)′ − (cos−1 7x)′

= 2 cot−1 3x + 2x ·
(
− (3x)′

1 + (3x)2

)
−
(
− (7x)′√

1 − (7x)2

)

= 2 cot−1 3x − 6x
1 + 9x2 +

7√
1 − 49x2

ដូចេនះ៖ y′ = 2 cot−1 3x − 6x
1 + 9x2 +

7√
1 − 49x2

21 គណនាេដរីេវទី n ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a គណនាេដរីេវទី n ៃន y =
1
x

y′ = − 1
x2 =

(−1)1 · 1!
x1+1

y′′ =
2
x3 =

(−1)2 · 2!
x2+1

y′′′ = − 6
x4 =

(−1)3 · 3!
x3+1

...

y(n) =
(−1)n · n!

xn+1

ដូចេនះ៖ y(n) =
(−1)nn!

xn+1
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b គណនាេដរីេវទី n ៃន y =
1

x + 1

y′ = − 1
(x + 1)2 =

(−1)1 · 1!
(x + 1)1+1

y′′ =
2

(x + 1)3 =
(−1)2 · 2!
(x + 1)2+1

y′′′ = − 6
(x + 1)4 =

(−1)3 · 3!
(x + 1)3+1

...

y(n) =
(−1)n · n!
(x + 1)n+1

ដូចេនះ៖ y(n) =
(−1)nn!
(x + 1)n+1

c គណនាេដរីេវទី n ៃន y = sin(3x + 1)

y′ = 3 cos(3x + 1) = 3 sin
(

3x + 1 +
π

2

)
y′′ = −9 sin(3x + 1) = 32 sin

(
3x + 1 +

2π

2

)
y′′′ = −27 cos(3x + 1) = 33 sin

(
3x + 1 +

3π

2

)
...

y(n) = 3n sin
(

3x + 1 +
nπ

2

)

ដូចេនះ៖ y(n) = 3n sin
(

3x + 1 +
nπ

2

)
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 អនុវត្តនៃ៍នេដរេីវ

២.១ អនុវត្តក្នăងការគណនាតៃម្លបរមា

រĠលឹក

បនា្ទ ត់ប៉ះ d េͼ នឹង ្រកាប (C) : y = f (x) ្រតងζ ចំណុច A(xo, yo) កំណត់ េដាយ

សមីការ (d) : y − yo = y′o(x − xo) ែដល y′o = f ′(xo) ។

សម្គាល់ េគមានបនា្ទ ត់ (D) : y = ax + b និង (L) : y = a′x + b′ ។

• (D) ⊥ (L) េនាះ a × a′ = −1

• (D) ‖ (L) េនាះ a = a′

លំហាតគ់ំរូ ១៖ កសិករមា្ន ក់ចងζ េធ្វើ របងព័ទ្ធ ចំការមួយែដលមានរាងជាចតុេកាណែកងែដលមានបរិមា្រតេស្មើ នឹង 400 m

x

y

a គណនាៃផ្ទ ្រកឡាចំការេនះជាអនុគមន៍ x

b កំណត់តៃម្ល x និង y េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាចំការេនះមានតៃម្ល ធំបំផុត។

ដំេណោះ្រសាយ

a គណនាៃផ្ទ ្រកឡាចំការជាអនុគមន៍ៃន x

េដាយចំការេនះមានរាងជាចតុេកាណែកង េគបានៃផ្ទ ្រកឡាចំការគឺ S = xy

េដាយបរិមា្រតចំការេស្មើ នឹង 400 m

2x + 2y = 400

x + y = 200 =⇒ y = 200 − x

៧៧
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េនាះេគបាន៖

S = x(200 − x)

= 200x − x2

ដូចេនះ៖ ៃផ្ទ ្រកឡាចំការជាអនុគមន៍ៃន x គឺ A(x) = 200x − x2

b កំណត់តៃម្ល x និង y េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាចំការេនះមានតៃម្ល ធំបំផុត េគមាន A(x) = 200x − x2

A′(x) = (200x − x2)′

= 200 − 2x

ឱ្យ A′(x) = 0 ⇐⇒ 200 − 2x = 0 ⇐⇒ x = 100

គណនាេដរីេវទី២ ៖

A′′(x) = (200 − 2x)′ = −2 < 0

េដាយ A′′(100) = −2 < 0 នាំឱ្យ A(x) មានតៃម្ល អតិបរិមា្រតងζ x = 100 ។

ចំេពាះ x = 100 េគបាន៖

y = 200 − 100

= 100

ដូចេនះ៖ េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាចំការមានតៃម្ល ធំបំផុត េគ្រតβវេ្រជើ សេរើស x = 100 m, y = 100 m

លំហាត់គំរូ ២ េគចងζ េធ្វើ ្របអប់េបើ កមួយពី្រកដាសែតកាតុងែដលមានរាងជាចតុេកាណែកងេដាយកាត់កាេរតូចៗ

េ;្រគប់្រជαងែកងេចញ (ដូចរូប)។ េគដί ងថាបេណា្ត យ 8 dm និងទទឹង 3 dm ។

8 dmx x

x x
x

x

3 dm

x

x

a គណនាមាឌៃន្របអប់ជាអនុគមន៍ៃន x

b កំណត់តៃម្ល x េដើ ម្បីឱ្យ្របអប់មានមាឌអតិបរមា រួចគណនាមាឌអតិបរមាេនាះ ។

ដំេណោះ្រសាយ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៧៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a គណនាមាឌៃន្របអប់ជាអនុគមន៍ៃន x

េដើ ម្បីេធ្វើ ្របអប់បានលុះ្រតាែត

0 < 2x < 3 ⇐⇒ 0 < x < 1.5 េដាយ្របអប់េបើ កមានរាង

ជា្របអប់្របេលពីែប៉តែកង េគបានមាឌ្របអប់គឺ៖ 8 − 2x

x 3 − 2x

V(x) = (8 − 2x)(3 − 2x)x

= (8 − 2x)(3x − 2x2)

= 24x − 16x2 − 6x2 + 4x3

= 4x3 − 22x2 + 24x

ដូចេនះ៖ មាឌៃន្របអប់គឺ V(x) = 4x3 − 22x2 + 24x

b កំណត់តៃម្ល x េដើ ម្បីឱ្យ្របអប់មានតៃម្ល មាឌអតិបរមា

េគមាន V(x) = 4x3 − 22x2 + 24x

េគបាន V ′(x) = (4x3 − 22x2 + 24x)′ = 12x2 − 44x + 24

េគឱ្យ V ′(x) = 0 ⇐⇒ 12x2 − 44x + 24 = 0 ⇐⇒ 3x2 − 11x + 6 = 0

⇐⇒ (3x − 2)(x − 3) = 0

⇐⇒ x =
2
3

, x = 3

េដាយ 0 < x < 1.5 េនាះ x = 3 មិនយក

តារាងអេថរភាព៖

x

V ′(x)

V(x)

0
2
3

1.5

+ 0 −

អតិបរមាអតិបរមា

មាឌអតិបរមា V
(

2
3

)
= 4

(
2
3

)3

− 22
(

2
3

)2

+ 24
(

2
3

)
=

209
27

dm3

ដូចេនះ៖ x =
2
3

dm េដើ ម្បីឱ្យ្របអប់មានមាឌអតិបរមា និងមានមាឌអតិបរមាគឺ V
(

2
3

)
=

209
27

dm3

លំហាត់គំរូ ៣៖ ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយ្របាក់ចំនួន 2 ពាន់េរៀល ស្រមាប់ផលិតសមា្ភ រៈ

1 េ្រគឿង ។ េគដί ងថាេបើ ្រកαមហុ៊នលក់សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿង តៃម្ល 5 ពាន់េរៀល េនាះក្ន αងមួយែខលក់អស់ 4000 េ្រគឿង 

។ អ្ន ក្រគប់្រគង្រកαមហុ៊នបានសេង្ក តេឃើ ញថា កាលណាតៃម្ល សមា្ភ រៈេកើ នេឡើងម្ដ ង 1 ពាន់េរៀល េនាះបរិមាណ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៧៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

សមា្ភ រៈលក់េចញក្ន αង 1 ែខ ថយចុះម្ដ ង 400 េ្រគឿង ។ កំណត់តៃម្ល សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿង ែដល្រកαមហុ៊ន្រតβវលក់ េដើ ម្បី

ទទួលបាន្របាក់ចំេណញជាអតិបរមា ។

ដំេណោះ្រសាយ
តាង x ជាតៃម្ល លក់សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿង និង P(x) ជាអនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប ។

្របាក់ចំេណញសរុប = (្របាក់ចំេណញក្ន αង 1 េ្រគឿង)× (បរិមាណសមា្ភ រៈ)

តាមសមម្ម តិកម្ម េគបាន ្របាក់ចំេណញក្ន αង 1 េ្រគឿង = x − 2 ពាន់េរៀល ។

• េបើ លក់ 5 ពាន់េរៀល ក្ន αងមួយេ្រគឿង េនាះបរិមាណលក់ 4000 េ្រគឿង ក្ន αងមួយែខ

• េបើ លក់ 6 ពាន់េរៀល ក្ន αងមួយេ្រគឿង េនាះបរិមាណលក់ 4000 − 400(6 − 5) េ្រគឿង ក្ន αងមួយែខ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• េបើ លក់ x ពាន់េរៀល ក្ន αងមួយេ្រគឿង េនាះបរិមាណលក់ 4000 − 400(x − 5) េ្រគឿង ក្ន αងមួយែខ

េគបាន៖

P(x) = (x − 2)[4000 − 400(x − 5)]

= 400(x − 2)(10 − x + 5)

= 400(x − 2)(15 − x)

គណនាេដរីេវ P′(x) ៖

P′(x) = 400(15 − x)− 400(x − 2)

= 400(15 − x − x + 2)

= 400(17 − 2x)

ឱ្យ P′(x) = 0 ⇐⇒ 17 − 2x = 0 =⇒ x =
17
2

= 8.5

តារាងអេថរភាព៖

x

P′(x)

P(x)

8.5

+ 0 −

អតិបរមាអតិបរមា

គណនា្របាក់ចំេណញអតិបរមា៖

P(8.5) = 400(8.5 − 2)(15 − 8.5) = 16900 ពាន់េរៀល

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ដូចេនះ៖ េដើ ម្បឱី្យ្រកαមហុ៊នចំេណញបានជាអតិបរមាចំនួន 16900 ពាន់េរៀល ្រកαមហុ៊ន្រតβវលក់សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿង

តៃម្ល 8.5 ពាន់េរៀល (ឬ 8500 ៛) ។

្របតិបត្តិ

េគយកស័ង្ក សីមួយផា្ទ ំងមានរាងជាចតុេកាណែកងមានបេណា្ដ យ 180 cm និងទទឹង 120 cm មកេធ្វើហិប

មួយរាង្របេលពីែប៉តែកងែដលគា្ម នគ្រមប ។ េតើ េគ្រតβវេធ្វើ ហិបេនាះកម្ព ស់បុ៉នា្ម ន េដើ ម្បីឱ្យហិបេនាះ

មានមាឌអតិបរមា?

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

ដូចេនះ៖ េដើ ម្បីឱ្យហិបមានមាឌអតិបរមា េគ្រតβវេធ្វើ ហិបមានកម្ព ស់ x = 10(5 −
√

7) cm

២.២ អ្រតាបំែ្របប្រមȡល

ឧទាហរណ៍ ១៖ េគបង្ហ βរទឹកេចញពីធុងរាងសីុឡាំងែដលមានបាតមាន

កាំេស្មើ នឹង 20 cm េដាយអ្រតា 2.5 L/s និងចាក់ទឹកចូលេដាយអ្រតា

2 L/s (េមើ លរូប) ។ េតើក្រមិតទឹកក្ន αងធុងែ្រប្របγលេដាយអ្រតាបុ៉នា្ម ន?

20 cm

2 Ls−1

2.5 Ls−1

h

ដំេណោះ្រសាយ
តាង h (cm) ជាជេ្រ΃ទឹកក្ន αងរយៈេពល t (s) ។

អ្រតាបំែ្របប្រមγលមាឌទឹក V (cm3) គឺ៖

dV
dt

= 2000 − 2500 = −500 cm3/s

េដាយ 1 L = 1000 cm3 ដូេច្ន ះ ទឹកចាក់ចូលមានមាឌ 2000 cm3 និងទឹកបង្ហ βរេចញមានមាឌ 2500 cm3 ក្ន αងមួយ

វέនាទី ។

បែ្រមប្រមγលក្រមិតទឹកគឺ
dh
dt

េនាះេគបាន៖

dV
dt

=
dV
dh

× dh
dt

េដាយ V = πr2h េនាះេគបាន
dV
dh

= πr2 = 400π (េ្រពាះ r = 20 cm) ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ដូេច្ន ះ៖

−500 = 400π × dh
dt

=⇒ dh
dt

= − 500
400π

= −0.40 cm/s

ដូចេនះ៖ េនះបΧ្ជ ក់ថាក្រមិតទឹកបានថយចុះក្ន αងអ្រតា 0.40 cm/s

ឧទាហរណ៍ ២៖ េគដាក់េកាន្របេហាងមួយឱ្យកំពូលចុះេ្រកាមតាមអ័ក្សឈរ (េមើ លរូប) ។ េគចាក់អង្គ ធាតុរាវបΦ្ច βល

ក្ន αងេកាន េដាយមានអ្រតាេថរ 20 cm3/s បុ៉ែន្ត ហូរេចញវέញតាម្របេហាងតូច្រតងζ កំពូលេកាន េដាយមានអ្រតា

េថរ 15 cm3/s ។ េតើ ជេ្រ΃អង្គ ធាតុរាវក្ន αងេកានែ្រប្របγលេដាយអ្រតាបុ៉នា្ម ន េបើ ទឹកមានកម្ព ស់ 12 cm ?

4 cm

20 cm3/s

15 cm3/s

20 cm

ដំេណោះ្រសាយ
េបើ V (cm3) ជាមាឌអង្គ ធាតុរាវេ;ក្ន αងេកានក្ន αងរយៈេពល t (s)

េនាះេគបាន
dV
dt

= 20 − 15 = 5 cm3/s

តាង h (cm) ជាកម្ព ស់អង្គ ធាតុរាវក្ន αងរយៈេពល t (s)

េគ ្រតβវ រក
dh
dt

 ។ េគ បាន
dV
dt

=
dV
dh

× dh
dt

ដូេច្ន ះ េគ ្រតβវ រក

ទំនាក់ទំនងរវាង V និង h ។

4 cm

20 cm

យក r ជាកាំមុខកាត់ៃនៃផ្ទ អង្គ ធាតុរាវពាសេលើ  ។

េគបាន tan θ =
4
20

=
r
h

=⇒ r =
h
5

និង V =
1
3

πr2h =
πh3

75

នាំឱ្យ
dV
dh

=
πh2

25
េនាះេគបាន

dV
dt

= 5 =
π × 122

25
× dh

dt

នាំឱ្យ
dh
dt

=
25 × 5

π × 144
≈ 0.28 cm/s

ដូចេនះ៖ ជេ្រ΃អង្គ ធាតុរាវគឺេកើ នបានក្ន αងអ្រតា 0.28 cm/s

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

្របតិបត្តិ

្របតិបត្តិ៖ ៃផ្ទរង្វ ងζ មួយបានថយចុះេដាយអ្រតា 2 cm2/s ។ េតើការំង្វ ងζថយចុះេដាយអ្រតាបុ៉នា្ម ន កាលណា

ៃផ្ទ រង្វ ងζ េស្មើ នឹង 9π cm2 ?

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

ដូចេនះ៖ កាំរង្វ ងζ ថយចុះេដាយអ្រតា
dr
dt

=
2

6π
≈ 0.106 cm/s

២.៣ េលȦ÷ēននិងសំទុះៃនចលនា

២.៣.១ េលȦ÷ēនៃនចលនា

ជាទូេទៅ

េល្ប̓នៃនចលនាមួយេ;ខណៈ t គឺ V(t) = S′(t) =
dS
dt

ែដល S(t) ជាចមា្ង យចរេ;ខណៈ t ។

លំហាតគ់ំរូ៖ េគទមា្ល ក់វត្ថ αមួយេដាយេសរីពីយន្ត េហាះ ែដលខណៈ t វέនាទី វត្ថ βេនាះធា្ល ក់បានចមា្ង យ S(t) = 16t2 (m) 

។ កំណត់េល្ប̓នៃនវត្ថ αខណៈេពល t = 3 វέនាទី ។

ដំេណោះ្រសាយ
េគបាន V(t) =

dS
dt

= S′(t) = 32t , V(3) = 32 × 3

ដូចេនះ៖ េល្ប̓នៃនវត្ថ αខណៈេពល t = 3 s គឺ 96 m/s

លំហាត់គ្រមȠ៖ កីឡាករទមា្ល ក់េលាតទឹកពីកម្ព ស់ 3.2 m ។ ទីតាំងៃនកីឡាករេ;ខណៈេពល t វέនាទី ឱ្យតាមអនុគមន៍

S(t) = −1.6t2 + 1.6t + 3.2 (S គិតជា m) ។

a កំណត់រយៈេពលែដលកីឡាករធា្ល ក់ដល់ទឹក

b រកេល្ប̓នរបស់កីឡាករេ;ខណៈេពលេនាះ ។

ដំេណោះ្រសាយ
a កំណត់រយៈេពលែដលកីឡាករធា្ល ក់ដល់ទឹក

កាលណាកីឡាករធា្ល ក់ដល់ទឹក េនាះទីតាំង S(t) = 0

⇐⇒ −1.6t2 + 1.6t + 3.2 = 0

⇐⇒ t2 − t − 2 = 0

⇐⇒ (t − 2)(t + 1) = 0

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

នាំឱ្យ t = 2 s ឬ t = −1 s (មិនយក េ្រពាះ t > 0) ។

ដូចេនះ៖ រយៈេពលែដលកីឡាករធា្ល ក់ដល់ទឹកគឺ t = 2 s

b រកេល្ប̓នរបស់កីឡាករេ;ខណៈេពលេនាះ

អនុគមន៍េល្ប̓ន V(t) = S′(t) = (−1.6t2 + 1.6t + 3.2)′ = −3.2t + 1.6

ខណៈេពលកីឡាករធា្ល ក់ដល់ទឹក (t = 2 s) េគបាន៖

V(2) = −3.2(2) + 1.6 = −6.4 + 1.6 = −4.8 m/s

ដូចេនះ៖ េល្ប̓នរបស់កីឡាករេ;ខណៈេពលេនាះគឺ V(2) = −4.8 m/s

២.៣.២ សំទុះៃនចលនា

ឧទាហរណ៍៖ រថយន្ត មួយចាប់េផ្ដើ មផា្ល ស់ទីេដាយេល្ប̓ន V បនា្ទ ប់ពីរយៈេពល t វέនាទី េ្រកាយមកេគបាន V ជា

អនុគមន៍ t គឺ V(t) ។ សំទុះៃនរថយន្ត ពីខណៈ t េͼ t + ∆t កំណត់តាងេដាយ

∆V
∆t

=
V(t + ∆t)− V(t)

∆t

េបើ ∆t → 0 េនាះ

lim
∆t→0

∆V
∆t

= lim
∆t→0

V(t + ∆t)− V(t)
∆t

= V ′(t)

V ′(t) េ΋ថា សំទុះៃនចលនាមួយេ;ខណៈ t តាងេដាយ a(t) ។

ជាទូេទៅ

សំទុះៃនចលនាេ;ខណៈ t គឺ a(t) =
dV
dt

= V ′(t) ែដល V(t) ជាេល្ប̓នៃនចលនាេ;ខណៈ t ។

លំហាត់គ្រមȠ៖ េគទមា្ល ក់វត្ថ αមួយេដាយេសរីពីយន្ត េហាះ ។ េ;ខណៈេពល t វέនាទី វត្ថ βេនាះធា្ល ក់បានចមា្ង យេដាយ

អនុគមន៍ S(t) = 4.905t2 + 30.94 (m) ។ កំណត់េល្ប̓ន និងសំទុះៃនវត្ថ αខណៈេពល t = 2 (s) ។

ដំេណោះ្រសាយ

អនុគមន៍េល្ប̓នៃនចលនាគឺ៖

V(t) = S′(t) = (4.905t2 + 30.94)′

= 2 × 4.905t = 9.81t

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ខណៈេពល t = 2 s េល្ប̓នៃនវត្ថ αគឺ៖

V(2) = 9.81(2) = 19.620 m/s

អនុគមន៍សំទុះៃនចលនាគឺ៖

a(t) = V ′(t) = (9.81t)′ = 9.81 m/s2

ខណៈេពល t = 2 s សំទុះៃនវត្ថ αគឺ៖

a(2) = 9.810 m/s2

ដូចេនះ៖ េ;ខណៈេពល t = 2 s េល្ប̓នៃនវត្ថ αគឺ V(2) = 19.620 m/s និងសំទុះៃនវត្ថ αគឺ a(2) = 9.810 m/s2  

។

ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 a រកតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាៃនអនុគមន៍ y = f (x) = x3 − 3x ។

b រកតៃម្ល អប្បបរមាៃនអនុគមន៍ y = f (x)− x3 + 3x ។

c រកតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាៃនអនុគមន៍ y = f (x) = 2x3 − 6x + 2 ។

d ចតុេកាណែកងមួយមានបរិមា្រត 80 m ។ រក្របែវង្រជαងចតុេកាណែកងេដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡារបស់វា

អតិបរមា ។

e ចតុេកាណែកងមួយមានបរិមា្រត 1600 m ។ រក្របែវង្រជαងចតុេកាណែកងេដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡារបស់វា

អតិបរមា ។

2 េគឱ្យ្រតីេកាណសម័ង្ស ABC មួយ ្រជαងមានរងា្វ ស់ a ។ M ជាចំណុចមួយេ;េលើ AB ែដល AM = x ។

េគសងζ ចតុេកាណែកង MNPQ ចារិកក្ន αង្រតីេកាណេនាះ ។ កំណត់តៃម្ល x េដើ ម្បឱី្យចតុេកាណែកងមានៃផ្ទ

្រកឡាធំបំផុត ។

3 រកពីរចំនួនវέជ្ជ មានេដើ ម្បីឱ្យផលគុណរបស់វាមានតៃម្ល អតិបរមា េបើ េគដί ងថាផលបូកៃនពីរចំនួនេនាះេស្មើ

110 ។

4 ្របអប់មួយមានរាងជា្របេលឡβពីែប៉តែកង មានបាតជាកាេរគា្ម នគ្រមបេហើ យមានមាឌ V = 32 dm3 ។

រកវέមា្រតៃន្របអប់េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាទាំងអស់ៃន្របអប់អប្បបរមា ។

5 ្រកដាសកាតុង 1 សន្លឹ កមានរាងជាកាេរែដល្រជαងមានរងា្វ ស់ a (m) ។ េគកាត់ែគម្រជαងទាំងបួនជាកាេរ 4

បុ៉នគា្ន េដើ ម្បីឱ្យែផ្ន កេ;សល់បត់បានជា្របអប់មួយរាងជា្របេលឡβពីែប៉តែកងមានមាឌធំបំផុត ។ គណនា

រងា្វ ស់្រជαង្រតβវកាត់េចញេនាះ ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨៥ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

6 ្រកដាសកាតុង 1 សន្លឹ កមានរាងជាចតុេកាណែកងមានវέមា្រត 30 cm និង 48 cm េគកាត់េកៀន្រជαងទាំងបួន

ជាកាេរបុ៉នគា្ន េដើ ម្បីឱ្យែផ្ន កេ;សល់បត់បានជា្របអប់មួយរាងជា្របេលឡβពីែប៉តែកងគា្ម នគ្រមប ។ រក

វέមា្រតៃន្របអប់េដើ ម្បឱី្យ្របអប់មានមាឌធំបំផុត ។ េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) = 1− x ln x កំណត់ចំេពាះ

x > 0 និងមាន្រកាប (C) ។

7 a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d េͼនឹង្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A(1, 1) 

b រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាង (d) និង្រកាប (C1) : y = ex − x + 1 

8 េគមានអនុគមន៍ C1 : y = (x + 1)e−x កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d េͼនឹង្រកាប C1 ្រតងζ ចំណុច A(−1, 0) ។

b រកសមីការបនា្ទ ត់ L ្រសបនឹង d េហើ យកាត់ចំណុច B(1, 1) ។

c េបើ C2 : y = (1 − x)ex កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ។ េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ថា្រកាប C1 និង C2 កាត់គា្ន ្រតងζ ចំណុច

C(0, 1) ។

d យកចំណុច D ជា្របសព្វ រវាង្រកាប C2 និងអ័ក្សអាប់សីុស ។ រកកូអរេដាេនចំណុច D ។ គណនា

ៃផ្ទ ្រកឡាចតុេកាណពាយ ACBD យកឯកតា 1 cm ។

9 a កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (T) ែដលប៉ះែខ្សជាងតាងអនុគមន៍ y =
ex

1 − sin x
េ;្រតងζ ចំណុចែដលមាន

អាប់សីុស x = 0 ។

b រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាងបនា្ទ ត់ (T) និងែខ្សជាងតាងអនុគមន៍ y = 2x+ 1+ ln(x− 1) 

។

10 a កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះែខ្សេបាងតាងអនុគមន៍ y = x ln x− 1 េ;្រតងζចំណុច A(1,−1) 

។

b រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ B រវាងបនា្ទ ត់ (L) និងែខ្សេបាង (K) តាងអនុគមន៍ y = x + ex − 3 ។

11 កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (T) ែដលប៉ះេͼនឹងែខ្សជាង (H) តាងអនុគមន៍ y =
ex

1 + cos x
្រតងζ x0 = 0 ។

12 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = −4x3 + x2 + 14x − 1 ។

a រកតៃម្ល x េដើ ម្បីឱ្យ f ′(x) = 0 េហើ យសិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ។

b រកតៃម្ល x េដើ ម្បីឱ្យ f ′′(x) = 0 េហើ យសិកΓសΧ̐ៃន f ′′(x) ។

13 េគមានអនុគមន៍ g(x) = 3x4 − 2x2 + 4 ។

a រកេដរីេវទី១ និងទី២ៃនអនុគមន៍ g ។

b សិកΓសΧ̐ៃនេដរីេវទី១ និងសΧ̐េដរីេវទី២ ។

14 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = 2x3 − 16x + 11 មាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ L ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A(2,−5) ។

b រកសមីការបនា្ទ ត់ែដលមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ −10 េហើ យប៉ះនឹង្រកាប (C) ។

15 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 4x3 + 9x2 − 30x + 1 មាន្រកាប (C) ។

a រកកូអរេដាេនៃន្រគប់ចំណុចប៉ះៃន្រកាប (C) ែដលមានបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក ។

b រកសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះទាំងេនាះ ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

16 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 − 4x + 1 កំណត់េលើ R និង មាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) េហើ យែកងនឹងបនា្ទ ត់ y = − x
5
+ 2 ។

b រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) េហើ យ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x + 5 

17 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x3 − 3x កំណត់េលើ R និង មាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A ែដលមានអាប់សីុស a ។

b បនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ A កាត់្រកាប (C) ម្ដ ងេទៀត្រតងζ B ។ រកកូអរេដាេនៃន B

18 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x3 + 3ax2 + 3bx + 2 ែដលមានអតិបរមាមេធៀប្រតងζ x = 1 និងមាន អប្បបរ

មាមេធៀប្រតងζ x = 2 ។

a រកតៃម្ល ៃនចំនួនពិត a និង b ។

b រកផលដករវាងតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាមេធៀបៃន f  ។

19 េគឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ៖ f (x) = a ln x + bx2 + x + 2 ។ កំណត់តៃម្ល a និង b េដាយ

ដί ងថាអនុគមន៍ f មានបរមា្រតងζ x1 = 1 និង x2 = 2  ។

20 អនុគមន៍ g មួយកំណត់េលើ (0,+∞) ែដលកំណត់េដាយ g(x) = ax+ 1+ b ln x មាន្រកាប (H) េហើ យ

បនា្ទ ត់ (D) មួយមានសមីការ y = x − 1  ។ កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដើ ម្បីឱ្យបនា្ទ ត់ (D) ប៉ះនឹង្រកាប

(H) ្រតងζ ចំណុច A(1, 0)  ។

21

ពីរ៉ាមីត ចតុមុខ និយ័ត SABCD មានៃផ្ទ ្រកឡា ខាង

Sℓ ។ គណនា ផលេធៀប រវាង រងា្វ ស់ កម្ព ស់ SO និង

្រជαងមួយៃនបាត េដើ ម្បីឱ្យមាឌពីរ៉ាមីតចតុមុខនិយ័ត

មានតៃម្ល អតិបរមា ។
A

B

C
D

O

S

22 ផលបូកបរិមា្រតកាេរមួយនិងរង្វ ងζ មួយមាន្របែវង ℓ ។ គណនាផលេធៀបរវាងរងា្វ ស់កាំរង្វ ងζ និង្រជαងកាេរ

េដើ ម្បីឱ្យផលបូកៃផ្ទ ្រកឡាកាេរ និងរង្វ ងζ មានតៃម្ល អប្បបរមា ។

23 ្របអប់្រតងζមួយមានគ្រមបេលើ និងបាតេ្រកាមជាកាេរ េហើ យមានមាឌ 250 cm3 ។ សមា្ភ រៈស្រមាប់េធ្វើគ្រមប

េលើ និងបាតេ្រកាមតៃម្ល 2000 ៛/cm2 េហើ យសមា្ភ រៈស្រមាប់េធ្វើ ៃផ្ទ ខាងតៃម្ល 1000 ៛/cm2 ។ កំណត់រងា្វ ស់

្រទនុងៃន្របអប់េដើ ម្បឱី្យ្របាក់ចំណាយេលើ សមា្ភ រៈមានតៃម្ល អប្បបរមា រួចគណនា្របាក់ចំណាយអប្បបរមា

េនាះ ។

24 ទូកមួយចាប់េផ្ដើ មេចញដδ េណើ រពីចំណុច្រតγតពិនិត្យ ែដលរយៈេពល t នាទី េ្រកាយមក ទូកេនាះមានចមា្ង យ

ពីចំណុច្រតγតពិនិត្យែដលតាងេដាយអនុគមន៍ S(t) = t3 + 60t គិតជាែម៉្រត ។

a រកេល្ប̓នៃនទូក្រតងζ ចំណុចចាប់េផ្ដើ ម

b កំណត់េល្ប̓នៃនទូកខណៈ t = 3 mn
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25 រថយន្តមួយចាប់េផ្ដើ មេចញដδ េណើ រេដាយេល្ប̓នែដលតាងេដាយអនុគមន៍ V(t) =
100t

t + 15
m/s ។ កំណត់

សំទុះៃនរថយន្ត ខណៈេពល ៖

a t = 5 s b t = 10 s c t = 20 s

26 រថយន្តមួយេផ្ដើ មេចញដδ េណើ រេដាយេល្ប̓នែដល t វέនាទី តាងេដាយអនុគមន៍ V(t) =
22t

0.44t + 3.3
ែម៉្រត

ក្ន αងមួយវέនាទី។ កំណត់សំទុះរបស់រថយន្ត េ;ខណៈេពល ៖

a 5 វέនាទី b 10 វέនាទី c 20 វέនាទី d 30 វέនាទី

27 េគសងζ ជ្រមកមួយរាងេកានបរិវដ្ត ន៍ ែដលមានមាឌ V ។ គណនាផលេធៀបរងា្វ ស់កម្ព ស់ៃនេកាន និងកាបំាត

េដើ ម្បីឱ្យជ្រមកេនាះមានៃផ្ទ ្រកឡាខាងអប្បបរមា ។

28 ្រតីេកាណមួយមានបរិមា្រតេស្មើ នឹង 2p និង្រជαងមួយមានរងា្វ ស់
3p
4

 ។ គណនារងា្វ ស់្រជαងពីរេទៀត េដើ ម្បឱី្យ

ៃផ្ទ ្រកឡារបស់្រតីេកាណធំបំផុត រួចអនុវត្ត ជាេលខកាលណា P = 40 m ។

29 េគចាក់ទឹកចូលក្ន αងសីុឡាំងមួយែដលមានកាបំាត 10 cm េដាយអ្រតា 360 cm3/s េហើ យលិចេចញវέញេដាយ

អ្រតា 40 cm3/s ។ េតើ ក្រមិតទឹកែ្រប្របγលេដាយអ្រតាបុ៉នា្ម ន ?

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 a រកតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាៃនអនុគមន៍ y = f (x) = x3 − 3x

• ែដនកំណត់៖ D = R

• េដរីេវ៖ f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1)

• ឱ្យ f ′(x) = 0 =⇒ 3(x2 − 1) = 0 =⇒ x = 1 ឬ x = −1

តារាងអេថរភាព៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

22

−2−2

គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចំណុចបរមា៖

• ចំេពាះ x = −1 =⇒ f (−1) = (−1)3 − 3(−1) = −1 + 3 = 2

• ចំេពាះ x = 1 =⇒ f (1) = 13 − 3(1) = 1 − 3 = −2

ដូចេនះ៖

• តៃម្ល អតិបរមាេរៀបគឺ f (−1) = 2 ្រតងζ x = −1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨៨ 096 224 8978
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• តៃម្ល អប្បបរមាេរៀបគឺ f (1) = −2 ្រតងζ x = 1

b រកតៃម្ល អប្បបរមាៃនអនុគមន៍ y = f (x) = −x3 + 3x

• ែដនកំណត់៖ D = R

• េដរីេវ៖ f ′(x) = −3x2 + 3 = −3(x2 − 1)

• ឱ្យ f ′(x) = 0 =⇒ −3(x2 − 1) = 0 =⇒ x = 1 ឬ x = −1

តារាងអេថរភាព៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

− 0 + 0 −

−2−2

22

គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចំណុចបរមា៖

• ចំេពាះ x = −1 =⇒ f (−1) = −(−1)3 + 3(−1) = 1 − 3 = −2

• ចំេពាះ x = 1 =⇒ f (1) = −(1)3 + 3(1) = −1 + 3 = 2

ដូចេនះ៖ តៃម្ល អប្បបរមាេរៀបៃនអនុគមន៍គឺ f (−1) = −2 ្រតងζ x = −1

c រកតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាៃនអនុគមន៍ y = f (x) = 2x3 − 6x + 2

• ែដនកំណត់៖ D = R

• េដរីេវ៖ f ′(x) = 6x2 − 6 = 6(x2 − 1)

• ឱ្យ f ′(x) = 0 =⇒ 6(x2 − 1) = 0 =⇒ x = 1 ឬ x = −1

តារាងអេថរភាព៖

x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 1 +∞

+ 0 − 0 +

66

−2−2

គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចំណុចបរមា៖

• ចំេពាះ x = −1 =⇒ f (−1) = 2(−1)3 − 6(−1) + 2 = −2 + 6 + 2 = 6

• ចំេពាះ x = 1 =⇒ f (1) = 2(1)3 − 6(1) + 2 = 2 − 6 + 2 = −2

ដូចេនះ៖

• តៃម្ល អតិបរមាេរៀបគឺ f (−1) = 6 ្រតងζ x = −1

• តៃម្ល អប្បបរមាេរៀបគឺ f (1) = −2 ្រតងζ x = 1
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d ចតុេកាណែកងមួយមានបរិមា្រត 80 m ។ រក្របែវង្រជαងចតុេកាណែកងេដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡារបស់វា

អតិបរមា ។

• តាង x ជាទទឹង និង y ជាបេណា្ត យៃនចតុេកាណែកង ែដល x > 0 និង y > 0 ។

• តាមប្រមាប់ បរិមា្រតគឺ P = 2x + 2y = 80 =⇒ x + y = 40 =⇒ y = 40 − x

• េដាយសារ y > 0 =⇒ 40 − x > 0 =⇒ x < 40 េហតុេនះែដនកំណត់គឺ x ∈ (0, 40)

។

• អនុគមន៍ៃផ្ទ ្រកឡា៖ A(x) = x · y = x(40 − x) = 40x − x2

• េដរីេវ៖ A′(x) = 40 − 2x

• ឱ្យ A′(x) = 0 =⇒ 40 − 2x = 0 =⇒ x = 20

តារាងអេថរភាព៖

x

A′(x)

A(x)

0 20 40

+ 0 −

00

400400

00

គណនា្របែវង្រជαង និងៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមា៖

• ចំេពាះ x = 20 =⇒ ៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមាគឺ A(20) = 40(20)− (20)2 = 800 − 400 =

400 m2

• ទាញរក្របែវងបេណា្ត យ៖ y = 40 − x = 40 − 20 = 20 m

ដូចេនះ៖ េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមា ចតុេកាណែកងេនះ្រតβវមានរាងជាកាេរ ែដលមាន្របែវង្រជαង

x = 20 m, y = 20 m ។

e ចតុេកាណែកងមួយមានបរិមា្រត 1600 m ។ រក្របែវង្រជαងចតុេកាណែកងេដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡារបស់វា

អតិបរមា ។

• តាង x ជាទទឹង និង y ជាបេណា្ត យៃនចតុេកាណែកង ែដល x > 0 និង y > 0 ។

• តាមប្រមាប់ បរិមា្រតគឺ P = 2x + 2y = 1600 =⇒ x + y = 800 =⇒ y = 800 − x

• េដាយសារ y > 0 =⇒ 800 − x > 0 =⇒ x < 800 ។ េហតុេនះែដនកំណត់គឺ

x ∈ (0, 800) ។

• អនុគមន៍ៃផ្ទ ្រកឡា៖ A(x) = x · y = x(800 − x) = 800x − x2

• េដរីេវ៖ A′(x) = 800 − 2x

• ឱ្យ A′(x) = 0 =⇒ 800 − 2x = 0 =⇒ x = 400

តារាងអេថរភាព៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x

A′(x)

A(x)

0 400 800

+ 0 −

00

160000160000

00

គណនា្របែវង្រជαង និងៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមា៖

• ចំេពាះ x = 400 =⇒ ៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមាគឺ A(400) = 800(400)− (400)2 = 320000−
160000 = 160000 m2

• ទាញរក្របែវងបេណា្ត យ៖ y = 800 − x = 800 − 400 = 400 m

ដូចេនះ៖ េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមា ចតុេកាណែកងេនះ្រតβវមានរាងជាកាេរ ែដលមាន្របែវង្រជαង

x = 400 m, y = 400 m ។

2 េគឱ្យ្រតីេកាណសម័ង្ស ABC មួយ ្រជαងមានរងា្វ ស់ a ។ M ជាចំណុចមួយេ;េលើ AB ែដល AM = x ។

េគសងζ ចតុេកាណែកង MNPQ ចារិកក្ន αង្រតីេកាណេនាះ ។ កំណត់តៃម្ល x េដើ ម្បឱី្យចតុេកាណែកងមានៃផ្ទ

្រកឡាធំបំផុត ។

A B

C

M N

PQ

x

• តាមរូប េគបានចតុេកាណែកង MNPQ ចារិកក្ន αង្រតីេកាណសម័ង្ស មានកំពូល M, N ∈ AB, P ∈
BC និង Q ∈ AC ។

• ក្ន αង្រតីេកាណែកង AMQ (្រតងζ M) មានមំុ Â = 60◦ និង AM = x

• េគបាន កម្ព ស់ចតុេកាណែកង MQ = AM · tan 60◦ = x
√

3

• ្របែវង AQ =
AM

cos 60◦
= 2x ។ េដាយសារ Q េ;េលើ ្រជαង AC េនាះ 0 < 2x < a =⇒ x ∈(

0,
a
2

)
• េដាយសារភាពសីុេម៉្រទី េគបាន BN = x =⇒ MN = AB − AM − BN = a − 2x

• អនុគមន៍ៃផ្ទ ្រកឡាចតុេកាណែកង៖ S(x) = MN · MQ = (a − 2x) · x
√

3 =
√

3(ax − 2x2)

• េដរីេវ៖ S′(x) =
√

3(a − 4x)

• ឱ្យ S′(x) = 0 =⇒
√

3(a − 4x) = 0 =⇒ x =
a
4

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

តារាងអេថរភាព៖

x

S′(x)

S(x)

0
a
4

a
2

+ 0 −

00

a2
√

3
8

a2
√

3
8 00

គណនាតៃម្ល ៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមា៖

• ចំេពាះ x =
a
4

=⇒ S
( a

4

)
=

√
3
(

a
( a

4

)
− 2

( a
4

)2
)
=

√
3
(

a2

4
− a2

8

)
=

a2
√

3
8

ដូចេនះ៖

• េដើ ម្បីឱ្យចតុេកាណែកងមានៃផ្ទ ្រកឡាធំបំផុត េគ្រតβវេ្រជើ សេរើស x =
a
4

េហើ យៃផ្ទ ្រកឡាអតិបរមា

េនាះគឺ Smax =
a2
√

3
8

។

3 រកពីរចំនួនវέជ្ជ មានេដើ ម្បីឱ្យផលគុណរបស់វាមានតៃម្ល អតិបរមា េបើ េគដί ងថាផលបូកៃនពីរចំនួនេនាះេស្មើ

110 ។

• តាង x និង y ជាពីរចំនួនវέជ្ជ មាន ែដល x > 0 និង y > 0 ។

• តាមប្រមាប់ ផលបូកៃនពីរចំនួនគឺ x + y = 110 =⇒ y = 110 − x

• េដាយសារ y > 0 =⇒ 110− x > 0 =⇒ x < 110 ។ េហតុេនះែដនកំណត់គឺ x ∈ (0, 110)

• អនុគមន៍ផលគុណ៖ P(x) = x · y = x(110 − x) = 110x − x2

• េដរីេវ៖ P′(x) = 110 − 2x

• ឱ្យ P′(x) = 0 =⇒ 110 − 2x = 0 =⇒ x = 55

តារាងអេថរភាព៖

x

P′(x)

P(x)

0 55 110

+ 0 −

00

30253025

00

គណនាចំនួនទីពីរ និងផលគុណអតិបរមា៖

• ចំេពាះ x = 55 =⇒ y = 110 − 55 = 55

• ផលគុណអតិបរមាេនាះគឺ P(55) = 55 × 55 = 3025

ដូចេនះ៖ ពីរចំនួនវέជ្ជ មានែដល្រតβវរកគឺ x = 55 និង y = 55 ។

4 ្របអប់មួយមានរាងជា្របេលឡβពីែប៉តែកង មានបាតជាកាេរគា្ម នគ្រមបេហើ យមានមាឌ V = 32 dm3 ។

រកវέមា្រតៃន្របអប់េដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាទាំងអស់ៃន្របអប់អប្បបរមា ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

x dm

x dm

h dm

• តាង x ជា្របែវង្រជαងបាតកាេរ និង h ជាកម្ព ស់ៃន្របអប់ ែដល x > 0 និង h > 0 (គិតជា dm)  ។

• តាមប្រមាប់ មាឌ្របអប់គឺ V = x2 · h = 32 =⇒ h =
32
x2

• ែដនកំណត់គឺ x ∈ (0,+∞)

• អនុគមន៍ៃផ្ទ ្រកឡាសរុប (គា្ម នគ្រមប)៖ S(x) = x2 + 4xh = x2 + 4x
(

32
x2

)
= x2 +

128
x

• េដរីេវ៖ S′(x) = 2x − 128
x2 =

2x3 − 128
x2 =

2(x3 − 64)
x2

• ឱ្យ S′(x) = 0 =⇒ 2(x3 − 64) = 0 =⇒ x3 = 64 =⇒ x = 4

តារាងអេថរភាព៖

x

S′(x)

S(x)

0 4 +∞

− 0 +

+∞+∞

4848

+∞+∞

គណនាវέមា្រតៃន្របអប់ និងៃផ្ទ ្រកឡាអប្បបរមា៖

• ចំេពាះ x = 4 =⇒ កម្ព ស់្របអប់គឺ h =
32
42 =

32
16

= 2 dm

• ៃផ្ទ ្រកឡាសរុបអប្បបរមាេនាះគឺ S(4) = 42 +
128

4
= 16 + 32 = 48 dm2

ដូចេនះ៖ វέមា្រតៃន្របអប់េដើ ម្បឱី្យៃផ្ទ ្រកឡាសរុបអប្បបរមាគឺ ្រជαងបាត x = 4 dm និងកម្ព ស់ h = 2 dm

 

5 ្រកដាសកាតុង 1 សន្លឹ កមានរាងជាកាេរែដល្រជαងមានរងា្វ ស់ a (m) ។ េគកាត់ែគម្រជαងទាំងបួនជាកាេរ 4

បុ៉នគា្ន េដើ ម្បីឱ្យែផ្ន កេ;សល់បត់បានជា្របអប់មួយរាងជា្របេលឡβពីែប៉តែកងមានមាឌធំបំផុត ។ គណនា

រងា្វ ស់្រជαង្រតβវកាត់េចញេនាះ ។

a
x

x
x

xa − 2x

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩៣ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

• តាង x ជា្របែវង្រជαងៃន កាេរតូចៗទាំងបួនែដល្រតβវកាត់េចញ (គិតជា m) ែដល x > 0  ។

• ្របែវង្រជαងបាតៃន្របអប់គឺ a − 2x និងកម្ព ស់ៃន្របអប់គឺ x  ។

• េដាយសារ្រជαងបាត្រតβវែតវέជ្ជ មាន =⇒ a − 2x > 0 =⇒ x <
a
2

 ។ េហតុេនះែដនកំណត់គឺ

x ∈
(

0,
a
2

)
 ។

• អនុគមន៍មាឌ្របអប់៖ V(x) = x(a − 2x)2 = x(a2 − 4ax + 4x2) = 4x3 − 4ax2 + a2x

• េដរីេវ៖ V ′(x) = 12x2 − 8ax + a2 = (2x − a)(6x − a)

• ឱ្យ V ′(x) = 0 =⇒ (2x − a)(6x − a) = 0 =⇒ x =
a
2

(មិនយក) ឬ x =
a
6

(យក)

តារាងអេថរភាព៖

x

V ′(x)
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គណនាមាឌអតិបរមា៖

• ចំេពាះ x =
a
6

=⇒ V
( a

6

)
=

a
6

(
a − 2

( a
6

))2
=

a
6

(
2a
3

)2

=
2a3

27
m3

ដូចេនះ៖ េដើ ម្បីឱ្យ្របអប់មានមាឌធំបំផុត រងា្វ ស់្រជαងៃន កាេរែដល្រតβវកាត់េចញគឺ x =
a
6

m  ។

6 ្រកដាសកាតុង 1 សន្លឹ កមានរាងជាចតុេកាណែកងមានវέមា្រត 30 cm និង 48 cm េគកាត់េកៀន្រជαងទាំងបួនជា

កាេរបុ៉នគា្ន េដើ ម្បឱី្យែផ្ន កេ;សល់បត់បានជា្របអប់មួយរាងជា្របេលឡβពីែប៉តែកងគា្ម នគ្រមប ។ រកវέមា្រត

ៃន្របអប់េដើ ម្បីឱ្យ្របអប់មានមាឌធំបំផុត 

48 cm

30 cm

x
x

48 − 2x cm

30 − 2x cm

• តាង x ជា្របែវង្រជαងៃន កាេរែដល្រតβវកាត់េចញ (គិតជា cm) ែដល x > 0  ។

• វέមា្រតៃន្របអប់ែដលទទួលបានគឺ៖ ទទឹង 30 − 2x, បេណា្ត យ 48 − 2x និងកម្ព ស់ x  ។

• លក្ខ ខណ្ឌ ្របែវង្រជαងបាត៖ 30 − 2x > 0 =⇒ x < 15  ។ េហតុេនះែដនកំណត់គឺ x ∈ (0, 15)  

។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

• អនុគមន៍មាឌ្របអប់៖ V(x) = x(30 − 2x)(48 − 2x) = 4x3 − 156x2 + 1440x

• េដរីេវ៖ V ′(x) = 12x2 − 312x + 1440 = 12(x2 − 26x + 120) = 12(x − 6)(x − 20)

• ឱ្យ V ′(x) = 0 =⇒ x = 20 (មិនយក េ្រពាះេ;េ្រͫែដនកំណត់) ឬ x = 6 (យក)

តារាងអេថរភាព៖

x

V ′(x)

V(x)

0 6 15

+ 0 −

00

38883888

00

គណនាវέមា្រតៃន្របអប់៖

• ចំេពាះ x = 6 =⇒ កម្ព ស់្របអប់៖ h = 6 cm

• ទទឹង្របអប់៖ 30 − 2(6) = 18 cm

• បេណា្ត យ្របអប់៖ 48 − 2(6) = 36 cm

• មាឌអតិបរមាេនាះគឺ V(6) = 6 × 18 × 36 = 3888 cm3

ដូចេនះ៖ វέមា្រតៃន្របអប់េដើ ម្បីឱ្យមាឌធំបំផុតគឺ ទទឹង 18 cm, បេណា្ត យ 36 cm និងកម្ព ស់ 6 cm  ។

7 េគឱ្យអនុគមន៍ y = f (x) = 1 − x ln x កំណត់ចំេពាះ x > 0 និងមាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d េͼនឹង្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A(1, 1) ៖

• គណនាតៃម្ល េដរីេវ៖ f ′(x) = −(1 · ln x + x · 1
x
) = −(1 + ln x) = −1 − ln x

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x = 1 គឺ f ′(1) = −1 − ln 1 = −1 − 0 = −1

• រូបមន្ត សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ៖ y − yA = f ′(1)(x − xA)

=⇒ y − 1 = −1(x − 1) =⇒ y − 1 = −x + 1 =⇒ y = −x + 2

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ d : y = −x + 2

b រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាង (d) និង្រកាប (C1) : y = ex − x + 1 ៖

• សមីការអាបសីុសចំណុច្របសព្វ រវាង (d) និង (C1) គឺ៖

• ex − x + 1 = −x + 2 =⇒ ex = 2 − 1 =⇒ ex = 1 =⇒ x = 0

• ចំេពាះ x = 0 =⇒ y = −(0) + 2 = 2

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ គឺ M(0, 2)

8 េគមានអនុគមន៍ C1 : y = (x + 1)e−x កំណត់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ d េͼនឹង្រកាប C1 ្រតងζ ចំណុច A(−1, 0) ៖

• គណនាតៃម្ល េដរីេវ៖ y′ = 1 · e−x + (x + 1)(−e−x) = e−x(1 − x − 1) = −xe−x

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x = −1 គឺ y′(−1) = −(−1)e−(−1) = e

• រូបមន្តសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ៖ y− yA = y′(−1)(x− xA) =⇒ y− 0 = e(x− (−1)) =⇒
y = e(x + 1) = ex + e

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩៥ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ d : y = ex + e

b រកសមីការបនា្ទ ត់ L ្រសបនឹង d េហើ យកាត់ចំណុច B(1, 1) ៖

• េដាយសារបនា្ទ ត់ L ‖ d េនាះេមគុណ្របាប់ទិសៃន L គឺ m = e

• សមីការបនា្ទ ត់ L ែដលកាត់តាម B(1, 1) គឺ y − yB = m(x − xB)

=⇒ y − 1 = e(x − 1) =⇒ y = ex − e + 1

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់គឺ L : y = ex − e + 1

c េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់ថា្រកាប C1 និង C2 កាត់គា្ន ្រតងζ ចំណុច C(0, 1) ៖

• ចំេពាះ្រកាប C1 : y = (x + 1)e−x ជδ នួស x = 0 =⇒ y = (0 + 1)e0 = 1

=⇒ C(0, 1) ∈ C1

• ចំេពាះ្រកាប C2 : y = (1 − x)ex ជδ នួស x = 0 =⇒ y = (1 − 0)e0 = 1

=⇒ C(0, 1) ∈ C2

ដូចេនះ ្រកាប C1 និង C2 ពិតជាកាត់គា្ន ្រតងζ ចំណុច C(0, 1)

d រកកូអរេដាេនចំណុច D និងគណនាៃផ្ទ ្រកឡាចតុេកាណពា្ន យ ACBD ៖

• D ជា្របសព្វ រវាង C2 និងអ័ក្សអាប់សីុស (y = 0) ៖

• (1 − x)ex = 0 =⇒ 1 − x = 0 =⇒ x = 1 (េ្រពាះ ex > 0)

• េនាះ កូអរេដាេនចំណុច D គឺ D(1, 0)

• គណនាៃផ្ទ ្រកឡាចតុេកាណពាយ ACBD៖

• តាមកូអរេដាេនៃនចំណុច A(−1, 0), C(0, 1), B(1, 1), D(1, 0)៖

• ្រជαងបាតធំ AD = |xD − xA| = |1 − (−1)| = 2 cm (េ;េលើ អ័ក្សអាប់សីុស)

• ្រជαងបាតតូច CB = |xB − xC| = |1 − 0| = 1 cm (េ;េលើ បនា្ទ ត់ y = 1)

• កម្ព ស់ចតុេកាណពាយ h = |yC − yA| = |1 − 0| = 1 cm

• ៃផ្ទ ្រកឡាចតុេកាណពាយ SACBD =
(AD + CB)× h

2
=

(2 + 1)× 1
2

= 1.5 cm2

ដូចេនះ ៃផ្ទ ្រកឡាចតុេកាណពាយគឺ SACBD = 1.5 cm2

9 a កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (T) ែដលប៉ះែខ្សជាងតាងអនុគមន៍ y =
ex

1 − sin x
េ;្រតងζ ចំណុចែដលមាន

អាប់សីុស x = 0 ៖

• តាង f (x) =
ex

1 − sin x

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ x = 0 ៖ f (0) =
e0

1 − sin 0
=

1
1 − 0

= 1

• គណនាតៃម្ល េដរីេវ ៖ f ′(x) =
ex(1 − sin x)− ex(− cos x)

(1 − sin x)2 =
ex(1 − sin x + cos x)

(1 − sin x)2

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x = 0 គឺ

f ′(0) =
e0(1 − sin 0 + cos 0)

(1 − sin 0)2 =
1(1 − 0 + 1)

12 = 2

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ (T) ៖ y − f (0) = f ′(0)(x − 0)

=⇒ y − 1 = 2x =⇒ y = 2x + 1
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ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ (T) : y = 2x + 1

b រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ M រវាងបនា្ទ ត់ (T) និងែខ្សជាងតាងអនុគមន៍ y = 2x+ 1+ ln(x− 1) 

• លក្ខ ខណ្ឌ កំណត់៖ x − 1 > 0 =⇒ x > 1

• សមីការអាបសីុសចំណុច្របសព្វ រវាង (T) និង y = 2x + 1 + ln(x − 1) គឺ៖

• 2x + 1 + ln(x − 1) = 2x + 1

• =⇒ ln(x − 1) = 0 =⇒ x − 1 = e0 = 1 =⇒ x = 2 (យក េ្រពាះ 2 > 1)

• ចំេពាះ x = 2 =⇒ y = 2(2) + 1 = 5

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ គឺ M(2, 5)

10 a កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (L) ែដលប៉ះែខ្សេបាងតាងអនុគមន៍ y = x ln x− 1 េ;្រតងζចំណុច A(1,−1) 

• តាង f (x) = x ln x − 1 ែដលកំណត់ចំេពាះ x > 0

• គណនាតៃម្ល េដរីេវ ៖ f ′(x) = 1 · ln x + x · 1
x
= ln x + 1

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x = 1 គឺ f ′(1) = ln 1 + 1 = 0 + 1 = 1

• រូបមន្ត សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y − yA = f ′(1)(x − xA)

• =⇒ y − (−1) = 1(x − 1) =⇒ y + 1 = x − 1 =⇒ y = x − 2

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ (L) : y = x − 2

b រកកូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ B រវាងបនា្ទ ត់ (L) និងែខ្សេបាង (K) : y = x + ex − 3 ៖

• សមីការអាបសីុសចំណុច្របសព្វ រវាង (L) និង (K) គឺ៖

• x + ex − 3 = x − 2

• =⇒ ex − 3 = −2 =⇒ ex = 1 =⇒ x = 0

• ចំេពាះ x = 0 =⇒ y = 0 − 2 = −2

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច្របសព្វ គឺ B(0,−2)

11 កំណត់សមីការបនា្ទ ត់ (T) ែដលប៉ះេͼនឹងែខ្សជាង (H) តាងអនុគមន៍ y =
ex

1 + cos x
្រតងζ x0 = 0 

• តាង f (x) =
ex

1 + cos x

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ x0 = 0 ៖ f (0) =
e0

1 + cos 0
=

1
1 + 1

=
1
2

• គណនាតៃម្ល េដរីេវ ៖ f ′(x) =
ex(1 + cos x)− ex(− sin x)

(1 + cos x)2 =
ex(1 + cos x + sin x)

(1 + cos x)2

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x0 = 0 គឺ

f ′(0) =
e0(1 + cos 0 + sin 0)

(1 + cos 0)2 =
1(1 + 1 + 0)

22 =
2
4
=

1
2

• រូបមន្ត សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y − f (0) = f ′(0)(x − x0)

=⇒ y − 1
2
=

1
2
(x − 0) =⇒ y =

1
2

x +
1
2

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ (T) : y =
1
2

x +
1
2
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12 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = −4x3 + x2 + 14x − 1 ។

a រកតៃម្ល x េដើ ម្បីឱ្យ f ′(x) = 0 េហើ យសិកΓសΧ̐ៃន f ′(x) ៖

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) = −12x2 + 2x + 14

• ឱ្យ f ′(x) = 0 =⇒ −12x2 + 2x + 14 = 0

• ែចកអង្គ ទាំងពីរនឹង −2 =⇒ 6x2 − x − 7 = 0

• េដាយសារ a − b + c = 6 − (−1) + (−7) = 0 េគទាញបានឫស៖

• x1 = −1 និង x2 = − c
a
=

7
6

• ដូចេនះ តៃម្ល x ែដលឱ្យ f ′(x) = 0 គឺ x = −1 ឬ x =
7
6

• តារាងសΧ̐ៃន f ′(x) ៖ (េដាយសារ a = −12 < 0)

x

f ′(x)

−∞ −1
7
6

+∞

− 0 + 0 −

• ចំេពាះ x ∈ (−∞,−1) ∪
(

7
6

,+∞
)

=⇒ f ′(x) < 0

• ចំេពាះ x ∈
(
−1,

7
6

)
=⇒ f ′(x) > 0

• ចំេពាះ x = −1 ឬ x =
7
6

=⇒ f ′(x) = 0

b រកតៃម្ល x េដើ ម្បីឱ្យ f ′′(x) = 0 េហើ យសិកΓសΧ̐ៃន f ′′(x) ៖

• គណនាេដរីេវទី២ ៖ f ′′(x) = ( f ′(x))′ = (−12x2 + 2x + 14)′ = −24x + 2

• ឱ្យ f ′′(x) = 0 =⇒ −24x + 2 = 0 =⇒ 24x = 2 =⇒ x =
1
12

• ដូចេនះ តៃម្ល x ែដលឱ្យ f ′′(x) = 0 គឺ x =
1

12
• តារាងសΧ̐ៃន f ′′(x) ៖

x

f ′′(x)

−∞ 1
12

+∞

+ 0 −

• ចំេពាះ x ∈
(
−∞,

1
12

)
=⇒ f ′′(x) > 0 (ែខ្សជាងេប៉ាងេឡើងេលើ )

• ចំេពាះ x ∈
(

1
12

,+∞
)

=⇒ f ′′(x) < 0 (ែខ្សជាងផតចុះេ្រកាម)

• ចំេពាះ x =
1
12

=⇒ f ′′(x) = 0 (ចំណុចរបត់)

13 េគមានអនុគមន៍ g(x) = 3x4 − 2x2 + 4 ។

a រកេដរីេវទី១ និងទី២ៃនអនុគមន៍ g ៖

• េដរីេវទី១ ៖ g′(x) = (3x4 − 2x2 + 4)′ = 12x3 − 4x = 4x(3x2 − 1)
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• េដរីេវទី២ ៖ g′′(x) = (12x3 − 4x)′ = 36x2 − 4 = 4(9x2 − 1)

ដូចេនះ ៖ g′(x) = 12x3 − 4x និង g′′(x) = 36x2 − 4

b សិកΓសΧ̐ៃនេដរីេវទី១ និងសΧ̐េដរីេវទី២ ៖

• សិកΓសΧ̐ៃន g′(x) ៖

• ឱ្យ g′(x) = 0 =⇒ 4x(3x2 − 1) = 0

=⇒ x = 0 ឬ 3x2 − 1 = 0 =⇒ x = −
√

3
3

ឬ x =

√
3

3

x

g′(x)

−∞ −
√

3
3

0
√

3
3

+∞

− 0 + 0 − 0 +

• g′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈
(
−∞,−

√
3

3

)
∪
(

0,

√
3

3

)

• g′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈
(
−
√

3
3

, 0

)
∪
(√

3
3

,+∞

)

• g′(x) = 0 ចំេពាះ x ∈
{
−
√

3
3

, 0,

√
3

3

}
• សិកΓសΧ̐ៃន g′′(x) ៖

• ឱ្យ g′′(x) = 0 =⇒ 4(9x2 − 1) = 0 =⇒ x2 =
1
9

=⇒ x = −1
3

ឬ x =
1
3

x

g′′(x)

−∞ −1
3

1
3

+∞

+ 0 − 0 +

• g′′(x) > 0 ចំេពាះ x ∈
(
−∞,−1

3

)
∪
(

1
3

,+∞
)

• g′′(x) < 0 ចំេពាះ x ∈
(
−1

3
,

1
3

)
• g′′(x) = 0 ចំេពាះ x = −1

3
ឬ x =

1
3

14 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = 2x3 − 16x + 11 មាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ L ែដលប៉ះ្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A(2,−5) ៖

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) = 6x2 − 16

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x = 2 គឺ f ′(2) = 6(2)2 − 16 = 24 − 16 = 8

• រូបមន្ត សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y − yA = f ′(2)(x − xA)

=⇒ y − (−5) = 8(x − 2) =⇒ y + 5 = 8x − 16 =⇒ y = 8x − 21

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ L : y = 8x − 21

b រកសមីការបនា្ទ ត់ែដលមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ −10 េហើ យប៉ះនឹង្រកាប (C) ៖

• តាង x0 ជាអាបសីុសៃនចំណុចប៉ះ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

• តាមប្រមាប់ េមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ −10 =⇒ f ′(x0) = −10 =⇒ 6x2
0 − 16 =

−10 =⇒ 6x2
0 = 6 =⇒ x2

0 = 1 =⇒ x0 = 1 ឬ x0 = −1

• ចំេពាះ x0 = 1 ៖

• y0 = f (1) = 2(1)3 − 16(1) + 11 = 2 − 16 + 11 = −3

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះទី១ ៖ y − (−3) = −10(x − 1) =⇒ y + 3 = −10x + 10 =⇒
y = −10x + 7

• ចំេពាះ x0 = −1 ៖

• y0 = f (−1) = 2(−1)3 − 16(−1) + 11 = −2 + 16 + 11 = 25

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះទី២ ៖ y − 25 = −10(x − (−1)) =⇒ y − 25 = −10(x + 1) =⇒
y = −10x + 15

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះទាំងពីរគឺ y = −10x + 7 និង y = −10x + 15

15 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 4x3 + 9x2 − 30x + 1 មាន្រកាប (C) ។

a រកកូអរេដាេនៃន្រគប់ចំណុចប៉ះៃន្រកាប (C) ែដលមានបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក ៖

• បនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដក លុះ្រតាែតេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ 0 គឺ f ′(x) = 0

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) = 12x2 + 18x − 30 = 6(2x2 + 3x − 5)

• ឱ្យ f ′(x) = 0 =⇒ 2x2 + 3x − 5 = 0

• េដាយសារ a + b + c = 2 + 3 + (−5) = 0 =⇒ x1 = 1 ឬ x2 = −5
2

• ចំេពាះ x = 1 ៖ y = f (1) = 4(1)3 + 9(1)2 − 30(1) + 1 = −16

• ចំេពាះ x = −5
2

៖ y = f
(
−5

2

)
= 4

(
−125

8

)
+ 9

(
25
4

)
− 30

(
−5

2

)
+ 1 =

279
4

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុចប៉ះែដលមានបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដកគឺ A(1,−16) និង B
(
−5

2
,

279
4

)
b រកសមីការៃនបនា្ទ ត់ប៉ះទាំងេនាះ ៖

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដកមានទ្រមងζ y = y0

• ្រតងζ ចំណុច A(1,−16) =⇒ y = −16

• ្រតងζ ចំណុច B
(
−5

2
,

279
4

)
=⇒ y =

279
4

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះជាបនា្ទ ត់េដកទាំងពីរគឺ y = −16 និង y =
279

4

16 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = 3x2 − 4x + 1 កំណត់េលើ R និង មាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) េហើ យែកងនឹងបនា្ទ ត់ y = − x
5
+ 2 ៖

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) = 6x − 4

• បនា្ទ ត់ y = − x
5
+ 2 មានេមគុណ្របាប់ទិស m1 = −1

5
• េដាយសារបនា្ទ ត់ប៉ះែកងនឹងបនា្ទ ត់េនះ េនាះេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ m = − 1

m1
= 5

េគបាន f ′(x) = 5 =⇒ 6x − 4 = 5 =⇒ 6x = 9 =⇒ x =
3
2

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០០ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

• គណនាតៃម្ល y ៖ f
(

3
2

)
= 3

(
3
2

)2

− 4
(

3
2

)
+ 1 =

27
4

− 6 + 1 =
7
4

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y − 7
4
= 5

(
x − 3

2

)
=⇒ y = 5x − 15

2
+

7
4
= 5x − 23

4

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = 5x − 23
4

b រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង (C) េហើ យ្រសបនឹងបនា្ទ ត់ y = x + 5 ៖

• បនា្ទ ត់ y = x + 5 មានេមគុណ្របាប់ទិស m2 = 1

• េដាយសារបនា្ទ ត់ប៉ះ្រសបនឹងបនា្ទ ត់េនះ េនាះេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ m = m2 = 1

• េគបាន f ′(x) = 1 =⇒ 6x − 4 = 1 =⇒ 6x = 5 =⇒ x =
5
6

• គណនាតៃម្ល y ៖ f
(

5
6

)
= 3

(
5
6

)2

− 4
(

5
6

)
+ 1 =

25
12

− 20
6

+ 1 = −1
4

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖ y −
(
−1

4

)
= 1

(
x − 5

6

)
=⇒ y = x − 5

6
− 1

4
= x − 13

12

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = x − 13
12

17 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x3 − 3x កំណត់េលើ R និង មាន្រកាប (C) ។

a រកសមីការបនា្ទ ត់ប៉ះនឹង្រកាប (C) ្រតងζ ចំណុច A ែដលមានអាប់សីុស a ៖

• កូអរេដាេនចំណុចប៉ះគឺ A(a, a3 − 3a)

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) = 3x2 − 3

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ x = a គឺ f ′(a) = 3a2 − 3

• សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ A គឺ ៖

• y − f (a) = f ′(a)(x − a)

• =⇒ y − (a3 − 3a) = (3a2 − 3)(x − a)

=⇒ y = (3a2 − 3)x − 3a3 + 3a + a3 − 3a = (3a2 − 3)x − 2a3

ដូចេនះ សមីការបនា្ទ ត់ប៉ះគឺ y = (3a2 − 3)x − 2a3

b រកកូអរេដាេនៃនចំណុច B ែដលជា្របសព្វ រវាងបនា្ទ ត់ប៉ះ្រតងζ A និង្រកាប (C) ម្ដ ងេទៀត ៖

• សមីការអាបសីុសចំណុច្របសព្វ រវាង្រកាប (C) និងបនា្ទ ត់ប៉ះ ៖

• x3 − 3x = (3a2 − 3)x − 2a3

• =⇒ x3 − 3a2x + 2a3 = 0

• េដាយសារបនា្ទ ត់ប៉ះ (C) ្រតងζ x = a េនាះ x = a ជាឫសឌុប ៖

• (x − a)2(x + 2a) = 0

=⇒ x = a (អាបសីុសៃនចំណុច A) ឬ x = −2a (អាបសីុសៃនចំណុច B)

• គណនាតៃម្ល yB ៖ yB = f (−2a) = (−2a)3 − 3(−2a) = −8a3 + 6a

ដូចេនះ កូអរេដាេនចំណុច B គឺ B(−2a,−8a3 + 6a)

18 េគឱ្យអនុគមន៍ f (x) = x3 + 3ax2 + 3bx + 2 ែដលមានអតិបរមាមេធៀប្រតងζ x = 1 និងមាន អប្បបរ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

មាមេធៀប្រតងζ x = 2 ។

a រកតៃម្ល ៃនចំនួនពិត a និង b ៖

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) = 3x2 + 6ax + 3b

• េដាយសារអនុគមន៍មានអតិបរមាមេធៀប្រតងζ x = 1 និងអប្បបរមាមេធៀប្រតងζ x = 2 េនាះ

x = 1 និង x = 2 ជាឫសៃនសមីការ f ′(x) = 0

• េគបាន្របព័ន្ធ សមីការ ៖ f ′(1) = 0

f ′(2) = 0
=⇒

3(1)2 + 6a(1) + 3b = 0

3(2)2 + 6a(2) + 3b = 0
=⇒

6a + 3b = −3

12a + 3b = −12

ែចកសមីការទាំងពីរនឹង 3 ៖

2a + b = −1 (1)

4a + b = −4 (2)

• ដកសមីការ (2) នឹង (1) ៖ (4a + b)− (2a + b) = −4 − (−1) =⇒ 2a = −3 =⇒
a = −3

2

• ជδ នួស a = −3
2

ក្ន αង (1) ៖ 2
(
−3

2

)
+ b = −1 =⇒ −3 + b = −1 =⇒ b = 2

ដូចេនះ តៃម្ល ចំនួនពិតគឺ a = −3
2

និង b = 2

b រកផលដករវាងតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាមេធៀបៃន f  ៖

• ជδ នួស a = −3
2

និង b = 2 ចូលក្ន αងអនុគមន៍ f (x) ៖

f (x) = x3 − 9
2

x2 + 6x + 2

• តៃម្លអតិបរមាមេធៀប ៖ f (1) = (1)3 − 9
2
(1)2 + 6(1)+ 2 = 1− 9

2
+ 6+ 2 = 9− 9

2
=

9
2

• តៃម្ល អប្បបរមាមេធៀប ៖ f (2) = (2)3 − 9
2
(2)2 + 6(2) + 2 = 8 − 18 + 12 + 2 = 4

• ផលដករវាងតៃម្ល អតិបរមា និងអប្បបរមាមេធៀបគឺ ៖ f (1)− f (2) =
9
2
− 4 =

1
2

ដូចេនះ ផលដកៃនតៃម្ល បរមាមេធៀបទាំងពីរគឺ f (1)− f (2) =
1
2

19 េគឱ្យអនុគមន៍ f ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ៖ f (x) = a ln x + bx2 + x + 2 ។ កំណត់តៃម្ល a និង b េដាយ

ដί ងថាអនុគមន៍ f មានបរមា្រតងζ x1 = 1 និង x2 = 2  

• ែដនកំណត់គឺ x ∈ (0,+∞)

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ f ′(x) =
a
x
+ 2bx + 1

• េដាយសារអនុគមន៍ f មានបរមា្រតងζ x1 = 1 និង x2 = 2 េនាះ x1 និង x2 ជាឫសៃនសមីការ

f ′(x) = 0

• េគបាន្របព័ន្ធ សមីការ ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២ f ′(1) = 0

f ′(2) = 0
=⇒


a
1
+ 2b(1) + 1 = 0

a
2
+ 2b(2) + 1 = 0

=⇒

a + 2b = −1 (1)
a
2
+ 4b = −1 (2)

• គុណសមីការ (2) នឹង 2 ៖ a + 8b = −2 (3)

• ដកសមីការ (3) នឹង (1) ៖ (a + 8b)− (a + 2b) = −2 − (−1)

=⇒ 6b = −1 =⇒ b = −1
6

• ជδ នួស b = −1
6

ចូលក្ន αង (1) ៖

a + 2
(
−1

6

)
= −1 =⇒ a − 1

3
= −1 =⇒ a = −1 +

1
3
= −2

3

ដូចេនះ តៃម្ល ចំនួនពិតគឺ a = −2
3

និង b = −1
6

20 អនុគមន៍ g មួយកំណត់េលើ (0,+∞) ែដលកំណត់េដាយ g(x) = ax+ 1+ b ln x មាន្រកាប (H) េហើ យ

បនា្ទ ត់ (D) មួយមានសមីការ y = x − 1  ។ កំណត់ចំនួនពិត a និង b េដើ ម្បីឱ្យបនា្ទ ត់ (D) ប៉ះនឹង្រកាប

(H) ្រតងζ ចំណុច A(1, 0)  

• េដាយសារចំណុច A(1, 0) ស្ថិ តេ;េលើ ្រកាប (H) េនាះេគបាន g(1) = 0 ៖

• a(1) + 1 + b ln(1) = 0 =⇒ a + 1 + 0 = 0 =⇒ a = −1

• គណនាេដរីេវទី១ ៖ g′(x) = a +
b
x

• េមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ប៉ះ (D) : y = x − 1 គឺ m = 1

• េដាយសារបនា្ទ ត់ (D) ប៉ះ្រកាប (H) ្រតងζ x = 1 េនាះេគបាន g′(1) = m = 1 ៖

a +
b
1
= 1 =⇒ a + b = 1

• ជδ នួស a = −1 ចូលក្ន αងសមីការខាងេលើ ៖ −1 + b = 1 =⇒ b = 2

ដូចេនះ តៃម្ល ចំនួនពិតគឺ a = −1 និង b = 2

21

ពីរ៉ាមីត ចតុមុខ និយ័ត SABCD មានៃផ្ទ ្រកឡា ខាង

Sℓ ។ គណនា ផលេធៀប រវាង រងា្វ ស់ កម្ព ស់ SO និង

្រជαងមួយៃនបាត េដើ ម្បីឱ្យមាឌពីរ៉ាមីតចតុមុខនិយ័ត

មានតៃម្ល អតិបរមា ។
A

B

C
D

O

S

• តាង x ជា្របែវង្រជαងៃនបាតកាេរ ABCD (x > 0) និង h = SO ជាកម្ព ស់ពីរ៉ាមីត (h > 0)  ។

• កម្ព ស់ៃនមុខខាង (អាបូ៉ែតម) គឺ a =

√
h2 +

( x
2

)2
=

√
h2 +

x2

4
 ។

• ៃផ្ទ ្រកឡាខាង ៖ Sℓ = 4 ×
(

1
2

x · a
)
= 2x

√
h2 +

x2

4
= x

√
4h2 + x2

=⇒ S2
ℓ = x2(4h2 + x2) = 4x2h2 + x4 =⇒ 4x2h2 = S2

ℓ − x4
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=⇒ h2 =
S2
ℓ − x4

4x2 =⇒ h =

√
S2
ℓ − x4

2x
(ែដល 0 < x <

√
Sℓ)

មាឌៃនពីរ៉ាមីត ៖ V =
1
3

Sបាត · h =
1
3

x2


√

S2
ℓ − x4

2x

 =
1
6

x
√

S2
ℓ − x4 =

1
6

√
S2
ℓx2 − x6

• េដើ ម្បីឱ្យ V មានតៃម្ល អតិបរមា លុះ្រតាែតអនុគមន៍ f (x) = S2
ℓx2 − x6 មានតៃម្ល អតិបរមាេលើ

ចេនា្ល ះ (0,
√

Sℓ)  ។

• គណនាេដរីេវ ៖ f ′(x) = 2S2
ℓx − 6x5 = 2x(S2

ℓ − 3x4)

• ឱ្យ f ′(x) = 0 =⇒ 2x(S2
ℓ − 3x4) = 0 =⇒ 3x4 = S2

ℓ

=⇒ x2 =
Sℓ√

3
=⇒ x =

√
Sℓ

4
√

3
តារាងអេថរភាពៃន f (x) ៖

x

f ′(x)

f (x)

0
√

Sℓ
4
√

3

√
Sℓ

+ 0 −

00

2S3
ℓ

3
√

3

2S3
ℓ

3
√

3 00

• តាមតារាងអេថរភាព f (x) មានតៃម្ល អតិបរមា្រតងζ x2 =
Sℓ√

3

• ជδ នួស x2 =
Sℓ√

3
និង x4 =

S2
ℓ

3
ចូលក្ន αង h2 ៖

• h2 =
S2
ℓ −

S2
ℓ

3

4
(

Sℓ√
3

) =
2
3 S2

ℓ
4√
3
Sℓ

=
2
√

3
12

Sℓ =

√
3

6
Sℓ

• គណនាផលេធៀប
h
x

(ឬ
SO
AB

) ៖

•

(
h
x

)2

=
h2

x2 =

√
3

6 Sℓ

1√
3
Sℓ

=

√
3

6
×
√

3 =
3
6
=

1
2

=⇒ SO
AB

=
h
x
=

√
1
2
=

√
2

2

ដូចេនះ៖ ផលេធៀបរវាងកម្ព ស់ SO និង្រជαងបាតៃនពីរ៉ាមីតេដើ ម្បីឱ្យមាឌអតិបរមាគឺ
SO
AB

=

√
2

2
 ។

22 ផលបូកបរិមា្រតកាេរមួយនិងរង្វ ងζ មួយមាន្របែវង ℓ ។ គណនាផលេធៀបរវាងរងា្វ ស់កាំរង្វ ងζ និង្រជαងកាេរ

េដើ ម្បីឱ្យផលបូកៃផ្ទ ្រកឡាកាេរ និងរង្វ ងζ មានតៃម្ល អប្បបរមា 

តាង x ជា្របែវង្រជαងៃនថាសកាេរ (x > 0)

តាង r ជា្របែវងកាំៃនថាសរង្វ ងζ (r > 0)

• ផលបូកបរិមា្រត ៖ 4x + 2πr = ℓ =⇒ 2πr = ℓ − 4x =⇒ r =
ℓ− 4x

2π
(ែដល
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0 < x <
ℓ

4
)

• ផលបូកៃផ្ទ ្រកឡាកាេរ និងរង្វ ងζ ៖

• S(x) = x2 + πr2 = x2 + π

(
ℓ− 4x

2π

)2

= x2 +
(ℓ− 4x)2

4π

• គណនាេដរីេវ ៖

• S′(x) = 2x+
2(ℓ− 4x)(−4)

4π
= 2x− 2(ℓ− 4x)

π
=

2πx − 2ℓ+ 8x
π

=
2[(π + 4)x − ℓ]

π

• ឱ្យ S′(x) = 0 =⇒ 2[(π + 4)x − ℓ] = 0 =⇒ x =
ℓ

π + 4
តារាងអេថរភាពៃន S(x) ៖

x

S′(x)

S(x)

0
ℓ

π + 4
ℓ

4

− 0 +

ℓ2

4π

ℓ2

4π
ℓ2

4(π + 4)
ℓ2

4(π + 4)

ℓ2

16
ℓ2

16

• តាមតារាងអេថរភាព ផលបូកៃផ្ទ ្រកឡាមានតៃម្ល អប្បបរមា្រតងζ x =
ℓ

π + 4

• ជδ នួស x =
ℓ

π + 4
េដើ ម្បីរកតៃម្ល កាំ r ៖

• r =
ℓ− 4

(
ℓ

π+4

)
2π

=
ℓ(π+4)−4ℓ

π+4

2π
=

πℓ

2π(π + 4)
=

ℓ

2(π + 4)
• គណនាផលេធៀបរវាងកាំរង្វ ងζ និង្រជαងកាេរ (

r
x

) ៖

•
r
x
=

ℓ
2(π+4)

ℓ
π+4

=
ℓ

2(π + 4)
× π + 4

ℓ
=

1
2

ដូចេនះ៖ ផលេធៀបរវាងការំង្វ ងζ និង្រជαងកាេរេដើ ម្បឱី្យផលបូកៃផ្ទ ្រកឡាអប្បបរមាគឺ
r
x
=

1
2

(ឬ x = 2r)  

23 ្របអប់្រតងζមួយមានគ្រមបេលើ និងបាតេ្រកាមជាកាេរ េហើ យមានមាឌ 250 cm3 ។ សមា្ភ រៈស្រមាប់េធ្វើគ្រមប

េលើ និងបាតេ្រកាមតៃម្ល 2000 ៛/cm2 េហើ យសមា្ភ រៈស្រមាប់េធ្វើ ៃផ្ទ ខាងតៃម្ល 1000 ៛/cm2 ។ កំណត់រងា្វ ស់

្រទនុងៃន្របអប់េដើ ម្បឱី្យ្របាក់ចំណាយេលើ សមា្ភ រៈមានតៃម្ល អប្បបរមា រួចគណនា្របាក់ចំណាយអប្បបរមា

េនាះ 

តាង x ជា្របែវង្រជαងៃនបាតកាេរ និងគ្រមបេលើ (x > 0, គិតជា cm)

តាង h ជាកម្ព ស់ៃន្របអប់ (h > 0, គិតជា cm)

• មាឌៃន្របអប់ ៖ V = x2h = 250 =⇒ h =
250
x2

• ៃផ្ទ ្រកឡាបាតេ្រកាម និងគ្រមបេលើ ៖ S1 = 2x2

• ៃផ្ទ ្រកឡាខាងទាំង 4 ៖ S2 = 4xh = 4x
(

250
x2

)
=

1000
x

• មុខងារ្របាក់ចំណាយសរុប (គិតជា េរៀល) ៖
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• C(x) = 2000 · S1 + 1000 · S2 = 2000(2x2) + 1000
(

1000
x

)
= 4000x2 +

106

x
(ែដល

x > 0)

• គណនាេដរីេវ ៖

• C′(x) = 8000x − 106

x2 =
8000x3 − 106

x2

• ឱ្យ C′(x) = 0 =⇒ 8000x3 − 106 = 0 =⇒ 8x3 = 1000 =⇒ x3 = 125 =⇒ x =

5 cm

តារាងអេថរភាពៃន C(x) ៖

x

C′(x)

C(x)

0 5 +∞

− 0 +

300000300000

+∞+∞

• តាមតារាងអេថរភាព ្របាក់ចំណាយមានតៃម្ល អប្បបរមា្រតងζ x = 5 cm

• គណនាកម្ព ស់្របអប់ ៖ h =
250
52 =

250
25

= 10 cm

• គណនា្របាក់ចំណាយអប្បបរមា ៖ C(5) = 4000(5)2 +
106

5
= 100000+ 200000 = 300000 ៛

ដូចេនះ៖

• រងា្វ ស់្រទនុងៃន្របអប់គឺ ្រជαងបាត x = 5 cm និង កម្ព ស់ h = 10 cm

• ្របាក់ចំណាយេលើ សមា្ភ រៈអប្បបរមាគឺ Cmin = 300000 ៛  ។

24 ទូកមួយចាប់េផ្ដើ មេចញដδ េណើ រពីចំណុច្រតγតពិនិត្យ ែដលរយៈេពល t នាទី េ្រកាយមក ទូកេនាះមានចមា្ង យ

ពីចំណុច្រតγតពិនិត្យែដលតាងេដាយអនុគមន៍ S(t) = t3 + 60t គិតជាែម៉្រត ។

a រកេល្ប̓នៃនទូកេពលចាប់េផ្តើ ម

• េល្ប̓នៃនទូកខណៈេពល t ជាេដរីេវទី១ ៃនចមា្ង យេធៀបនឹងេពលេវលា ៖

• v(t) = S′(t) = (t3 + 60t)′ = 3t2 + 60 (m/mn)

• ខណៈេពលចាប់េផ្ដើ មេចញដδ េណើ រ ្រតβវគា្ន នឹង t = 0 នាទី

• ជδ នួស t = 0 ចូលក្ន αង v(t) ៖ v(0) = 3(0)2 + 60 = 60 m/mn

ដូចេនះ េល្ប̓នៃនទូក្រតងζ ចំណុចចាប់េផ្ដើ មគឺ v(0) = 60 m/mn

b កំណត់េល្ប̓នៃនទូកខណៈ t = 3 mn ៖

• ជδ នួស t = 3 នាទី ចូលក្ន αងអនុគមន៍េល្ប̓ន v(t) ៖

• v(3) = 3(3)2 + 60 = 3(9) + 60 = 27 + 60 = 87 m/mn

ដូចេនះ េល្ប̓នៃនទូកខណៈ t = 3 mn គឺ v(3) = 87 m/mn

25 រថយន្តមួយចាប់េផ្ដើ មេចញដδ េណើ រេដាយេល្ប̓នែដលតាងេដាយអនុគមន៍ V(t) =
100t

t + 15
m/s ។ កំណត់

សំទុះៃនរថយន្ត ខណៈេពល ៖
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a ខណៈ t = 5 s ៖

a(5) =
1500

(5 + 15)2 =
1500
202 =

1500
400

=
15
4

= 3.75 m/s2

ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ t = 5 s គឺ a(5) = 3.75 m/s2 (ឬ
15
4

m/s2)

b ខណៈ t = 10 s ៖

a(10) =
1500

(10 + 15)2 =
1500
252 =

1500
625

=
12
5

= 2.4 m/s2

ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ t = 10 s គឺ a(10) = 2.4 m/s2 (ឬ
12
5

m/s2)

c ខណៈ t = 20 s ៖

a(20) =
1500

(20 + 15)2 =
1500
352 =

1500
1225

=
60
49

m/s2 ≈ 1.22 m/s2

ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ t = 20 s គឺ a(20) =
60
49

m/s2

26 រថយន្តមួយេផ្ដើ មេចញដδ េណើ រេដាយេល្ប̓នែដល t វέនាទី តាងេដាយអនុគមន៍ V(t) =
22t

0.44t + 3.3
ែម៉្រត

ក្ន αងមួយវέនាទី។ កំណត់សំទុះរបស់រថយន្ត េ;ខណៈេពល ៖

• សំទុះៃនរថយន្ត ខណៈេពល t ជាេដរីេវទី១ ៃនេល្ប̓នេធៀបនឹងេពលេវលា ៖

• ស្រមγលអនុគមន៍េល្ប̓ន ៖ V(t) =
2200t

44t + 330
=

100t
2t + 15

(m/s)

• a(t) = V ′(t) =
(

100t
2t + 15

)′
=

100(2t + 15)− 100t(2)
(2t + 15)2 =

1500
(2t + 15)2 (m/s2)

a ខណៈ t = 5 វέនាទី ៖

a(5) =
1500

(2(5) + 15)2 =
1500
252 =

1500
625

=
12
5

= 2.4 m/s2 ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ t = 5 s គឺ

a(5) = 2.4 m/s2 (ឬ
12
5

m/s2)

b ខណៈ t = 10 វέនាទី ៖

a(10) =
1500

(2(10) + 15)2 =
1500
352 =

1500
1225

=
60
49

m/s2 ≈ 1.22 m/s2

ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ t = 10 s គឺ a(10) =
60
49

m/s2

c ខណៈ t = 20 វέនាទី ៖

a(20) =
1500

(2(20) + 15)2 =
1500
552 =

1500
3025

=
60
121

m/s2 ≈ 0.50 m/s2

ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ t = 20 s គឺ a(20) =
60
121

m/s2

d ខណៈ t = 30 វέនាទី ៖

a(30) =
1500

(2(30) + 15)2 =
1500
752 =

1500
5625

=
4
15

m/s2 ≈ 0.27 m/s2 ដូចេនះ សំទុះ្រតងζ

t = 30 s គឺ a(30) =
4

15
m/s2

27 េគសងζ ជ្រមកមួយរាងេកានបរិវដ្ត ន៍ ែដលមានមាឌ V ។ គណនាផលេធៀបរងា្វ ស់កម្ព ស់ៃនេកាន និងកាបំាត

េដើ ម្បីឱ្យជ្រមកេនាះមានៃផ្ទ ្រកឡាខាងអប្បបរមា 

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

តាង r ជាកាំៃនបាតេកាន r > 0

តាង h ជាកម្ព ស់ៃនេកាន (h > 0)

• មាឌៃនេកាន ៖ V =
1
3

πr2h =⇒ h =
3V
πr2

• ៃផ្ទ ្រកឡាខាងៃនេកាន ៖ Sℓ = πr
√

r2 + h2

• =⇒ S2
ℓ = π2r2(r2 + h2) = π2r4 + π2r2h2

• ជδ នួស h =
3V
πr2 ចូល ៖

• S2
ℓ = π2r4 + π2r2

(
9V2

π2r4

)
= π2r4 +

9V2

r2

• េដើ ម្បីឱ្យ Sℓ មានតៃម្ល អប្បបរមា លុះ្រតាែតអនុគមន៍ f (r) = π2r4 +
9V2

r2 មានតៃម្ល អប្បបរមា

េលើ (0,+∞)

• គណនាេដរីេវ ៖ f ′(r) = 4π2r3 − 18V2

r3 =
4π2r6 − 18V2

r3

• ឱ្យ f ′(r) = 0 =⇒ 4π2r6 − 18V2 = 0 =⇒ 2π2r6 = 9V2 =⇒ r =
6

√
9V2

2π2

តារាងអេថរភាពៃន f (r) ៖

r

f ′(r)

f (r)

0 6

√
9V2

2π2
+∞

− 0 +

S2
minS2
min

+∞+∞

• តាមតារាងអេថរភាព f (r) មានតៃម្ល អប្បបរមា្រតងζ ចំណុចែដលេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់សមីការ 2π2r6 = 9V2

• ជδ នួស V =
1
3

πr2h ចូលក្ន αងសមីការេនះ ៖

• 2π2r6 = 9
(

1
3

πr2h
)2

= 9
(

1
9

π2r4h2
)
= π2r4h2

• ស្រមγលអង្គ ទាំងពីរនឹង π2r4 (េដាយសារ r > 0) ៖

• 2r2 = h2 =⇒ h =
√

2r =⇒ h
r
=

√
2

ដូចេនះ៖ ផលេធៀបរវាងកម្ព ស់ និងកាំបាតៃនេកានេដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាខាងអប្បបរមាគឺ
h
r
=

√
2  ។

28 ្រតីេកាណមួយមានបរិមា្រតេស្មើ នឹង 2p និង្រជαងមួយមានរងា្វ ស់
3p
4

 ។ គណនារងា្វ ស់្រជαងពីរេទៀត េដើ ម្បឱី្យ

ៃផ្ទ ្រកឡារបស់្រតីេកាណធំបំផុត រួចអនុវត្ត ជាេលខកាលណា P = 40 m 

តាង a, b, c ជា្របែវង្រជαងទាំងបីៃន្រតីេកាណ

• បរិមា្រត្រតីេកាណ P = a + b + c = 2p =⇒ p ជាកន្ល ះបរិមា្រត

• តាមប្រមាប់ ្រជαងមួយមានរងា្វ ស់ a =
3p
4

• េគបាន b + c = 2p − a = 2p − 3p
4

=
5p
4

=⇒ c =
5p
4

− b

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

• តាមរូបមន្ត េហរុ៉ង (Heron’s Formula) ៃផ្ទ ្រកឡា្រតីេកាណគឺ ៖

• S =
√

p(p − a)(p − b)(p − c)

• េដាយសារ p − a = p − 3p
4

=
p
4

=⇒ S =

√
p
( p

4

)
(p − b)(p − c) =

p
2

√
(p − b)(p − c)

• េដើ ម្បីឱ្យ S មានតៃម្ល ធំបំផុត (អតិបរមា) លុះ្រតាែតអនុគមន៍ f (b) = (p − b)(p − c) មានតៃម្ល

អតិបរមា

• ជδ នួស c =
5p
4

− b ចូល ៖

• f (b) = (p − b)
(

p −
(

5p
4

− b
))

= (p − b)
(

b − p
4

)
= −b2 +

5p
4

b − p2

4
• ែដលែដនកំណត់ៃន b គឺ

p
4
< b < p (តាមវέសមភាព្រតីេកាណ)

• គណនាេដរីេវ ៖ f ′(b) = −2b +
5p
4

• ឱ្យ f ′(b) = 0 =⇒ −2b +
5p
4

= 0 =⇒ b =
5p
8

តារាងអេថរភាពៃន f (b) ៖

b

f ′(b)

f (b)

p
4

5p
8

p

+ 0 −

9p2

64
9p2

64

• តាមតារាងអេថរភាព f (b) មានតៃម្ល អតិបរមា្រតងζ b =
5p
8

• គណនា្រជαង c ៖ c =
5p
4

− 5p
8

=
5p
8

• ដូចេនះ រងា្វ ស់្រជαងពីរេទៀតេដើ ម្បីឱ្យៃផ្ទ ្រកឡាធំបំផុតគឺ b = c =
5p
8

29 អនុវត្ត ជាេលខ ៖

• ករណី p = 40 m ៖

• a =
3(40)

4
= 30 m

• b = c =
5(40)

8
= 25 m

• ករណីបរិមា្រតសរុប 2p = 40 m =⇒ p = 20 m ៖

• a =
3(20)

4
= 15 m

• b = c =
5(20)

8
= 12.5 m

30 េគចាក់ទឹកចូលក្ន αងសីុឡាំងមួយែដលមានកាបំាត 10 cm េដាយអ្រតា 360 cm3/s េហើ យលិចេចញវέញេដាយ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១០៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

អ្រតា 40 cm3/s ។ េតើ ក្រមិតទឹកែ្រប្របγលេដាយអ្រតាបុ៉នា្ម ន ?

តាង V ជាមាឌទឹកក្ន αងសីុឡាំងខណៈេពល t (គិតជា cm3)

• តាង h ជាកម្ព ស់ (ក្រមិត) ទឹកក្ន αងសីុឡាំងខណៈេពល t (គិតជា cm)

• កាំបាតសីុឡាំង r = 10 cm (មានតៃម្ល េថរ)

• អ្រតាែ្រប្របγលសរុបៃនមាឌទឹក ៖

•
dV
dt

= អ្រតាចាក់ចូល − អ្រតាលិចេចញ = 360 − 40 = 320 cm3/s

• រូបមន្ត មាឌទឹកក្ន αងសីុឡាំង ៖

• V = πr2h = π(10)2h = 100πh

• េធ្វើ េដរីេវេធៀបនឹងេពលេវលា t េលើ អង្គ ទាំងពីរ ៖

•
dV
dt

= 100π
dh
dt

=⇒ dh
dt

=
1

100π

dV
dt

• ជδ នួស
dV
dt

= 320 cm3/s ចូល ៖

•
dh
dt

=
320

100π
=

16
5π

cm/s ≈ 1.02 cm/s

ដូចេនះ៖ អ្រតាែ្រប្របγលៃនក្រមិតទឹកគឺ
dh
dt

=
16
5π

cm/s (ឬ្របែហល 1.02 cm/s)  ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១០ 096 224 8978



 អនុវត្តនេ៍ផ្សងេទៀតៃនេដរេីវ

៣.១ ឌីេផរġងែសȦüល

ឧទាហរណ៍ ៖ េគមានអនុគមន៍ y = f (x)

េបើតៃម្ល x ែ្រប្របγលពី x េͼ x +∆x េនាះតៃម្ល្រតβវគា្ន ៃន

y ក៏ែ្រប្របγលែដរ គឺែ្រប្របγលពី f (x) េͼ f (x + ∆x)

េហើ យ បែ្រមប្រមγល ៃន អនុគមន៍ y កំណត់ តាង េដាយ

∆y = f (x + ∆x)− f (x) ។
x

y

O

y = f (x)

x x + ∆x

∆x
f (x) f (x + ∆x)

∆y = f (x + ∆x)− f (x)

ផលេធៀប
∆y
∆x

=
f (x + ∆x)− f (x)

∆x
ជាផលេធៀប

កំេណើ នៃនអនុគមន៍ y = f (x) និងកំេណើ នៃនអេថរ x

ផលេធៀប
∆y
∆x

គឺជាេមគុណ្របាប់ទិសៃនបនា្ទ ត់ែដលកាត់

្រកាបតាងអនុគមន៍តាមពីរចំណុច ។

កាលណា ∆x ខិតជέ ត 0 បនា្ទ ត់េនះខិតេͼរកបនា្ទ ត់ប៉ះ

្រកាប តាង អនុគមន៍ ។ ចំែណក េមគុណ្របាប់ទិស ៃន

បនា្ទ ត់ប៉ះ្រកាបតាងអនុគមន៍ជាេដរីេវទី 1 គឺ
dy
dx

។

ដូចេនះេគបាន
dy
dx

= lim
∆x→0

∆y
∆x

= f ′(x) ឬ dy =

f ′(x)dx ។

និមិត្ត សΧ̐ dy និង dx េ΋ថា ឌីេផរġង់ែសȦüល ។

x

y

O

y = f (x)

∆x = dx

∆y
dy

សម្គាល់

កាលណា ∆x → 0 េនាះ
dy
dx

≈ ∆y
∆x

េដាយ dx = ∆x

េគបាន dy ≈ ∆y េដាយ ∆y = f (x + ∆x)− f (x) , f (x + ∆x) = ∆y + f (x)

រូបមន្ដ

េបើ អនុគមន៍ y = f (x) មានេដរីេវ េនាះឌីេផរ៉ងζ ែស្យល dy កំណត់

តាងេដាយ dy = f ′(x)dx ។

១១១



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

លំហាត់គំរូ ១ េគមានអនុគមន៍ y = x2  ។ រក dy េ;្រតងζ x = 1 និង dx = 0.01

រួចេ្របៀបេធៀប dy និង ∆y េ;្រតងζ x = 1 និង ∆x = 0.01  ។

ដំេណោះ្រសាយ េដាយ y = f (x) = x2

េគបាន f ′(x) = 2x និង dy = f ′(x)dx េដាយ x = 1 និង dx = 0.01

dy = f ′(1)× (0.01) = 2 × (0.01) = 0.02 ។

េដាយ x = 1 និង ∆x = 0.01

េគបាន ∆y = f (x + ∆x)− f (x) = f (1.01)− f (1) = (1.01)2 − 12 = 0.0201

∆y − dy = 0.0201 − 0.02 = 0.0001 ។

ដូចេនះ ∆y ≈ dy  ។

លំហាត់គំរូ ២ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីគណនាតៃម្ល ្របែហលៃន
√

15  ។

ដំេណោះ្រសាយ តាង f (x) =
√

x, x = 16 និង ∆x = −1 េនាះ 15 = 16 + ∆x  ។

េដាយ f (x) =
√

x េគបាន f ′(x) =
1

2
√

x

dy = f ′(x)dx =
1

2
√

x
dx =

1
2
√

16
(−1) = −0.125 ។

ដូចេនះ
√

15 ≈
√

16 + dy = 4 − 0.125 = 3.875  ។

លំហាត់គំរូ ៣ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីគណនាតៃម្ល ្របែហលៃន sin 31◦  ។ ដំេណោះ្រសាយ តាង f (x) = sin x,

x = 30◦ =
π

6
និង ∆x = 1◦ =

π

180
េនាះ 31◦ =

π

6
+

π

180
 ។ េដាយ f (x) = sin x, េគបាន

f ′(x) = cos x

dy = f ′(x)dx = cos xdx =
(

cos
π

6

)
· π

180
=

√
3

2
· π

180
=

π
√

3
360

ដូចេនះ sin 31◦ = sin
(π

6
+

π

180

)
≈ sin

π

6
+ dy =

1
2
+

π
√

3
360

≈ 0.515  ។

្របតិបត្តិ

េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីគណនាតៃម្ល ្របែហលៃន

a 5(3.02)3 − 3(3.02)2 b
√

3.02 c sin 46◦

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a 110.34 b 1.755 c 0.719

៣.២ វĜសមភាពកំេណើនមានកំណត់

្រទឹស្តីបទ េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់និងជាប់េហើ យមានេដរីេវេលើ ចេនា្ល ះ I  ។ េបើ មានពីរចំនួនពិត m

និង M ែដលចំេពាះ្រគប់ x ∈ I, m ≤ f ′(x) ≤ M េនាះ្រគប់ចំនួនពិត a, b ∈ I ែដល a < b េគបាន

m(b − a) ≤ f (b)− f (a) ≤ M(b − a)  ។

ស្រមាយបč្ជាក់ : េគឱ្យអនុគមន៍ g : x 7→ f (x) − mx មានេដរីេវេលើ I និង g′(x) = f ′(x) − m េគបាន

g′(x) ≥ 0 ្រគប់ x ∈ I មានន័យថា g(x) ជាអនុគមន៍េកើ នេលើ I និងេកើ នេលើ [a, b] េគបាន g(b)− g(a) ≥ 0

ឬ [ f (b) − mb] − [ f (a) − ma] ≥ 0 ឬ m(b − a) ≤ f (b) − f (a) (1)  ។ ដូចគា្ន ែដរ េគឱ្យអនុគមន៍

h : x 7→ f (x)− Mx មានេដរីេវេលើ I និង h′(x) = f ′(x)− M  ។

េគបាន h′(x) ≤ 0 ្រគប់ x ∈ I មានន័យថា h(x) ជាអនុគមន៍ចុះេលើ I និងេលើ [a, b] េគបាន h(b)− h(a) ≤ 0

ឬ [ f (b)− Mb]− [ f (a)− Ma] ≤ 0 ឬ f (b)− f (a) ≤ M(b − a) (2)  ។

តាម (1) និង (2) េគទាញបាន េបើ f ជាអនុគមន៍មានេដរីេវេលើ I ែដល្រគប់ x ∈ I, m ≤ f ′(x) ≤ M េនាះេគ

បាន m(b − a) ≤ f (b)− f (a) ≤ M(b − a)  ។

លំហាត់គំរូ េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ (−1,+∞) ែដល f (x) =
√

1 + x  ។

a កំណត់តៃម្ល អប្បៃនអនុគមន៍េដរីេវ f ′(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈
[

0,
1
2

]
 ។

b បΧ្ជ ក់ថាចំេពាះ្រគប់ x ∈
[

0,
1
2

]
េគបាន 1 +

1√
6

x ≤ f (x) ≤ 1 +
1
2

x  ។

ដំេណោះ្រសាយ
a កំណត់តៃម្ល អប្បៃនអនុគមន៍េដរីេវ f ′(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈

[
0,

1
2

]
េគមាន f (x) =

√
1 + x េគបាន f ′(x) =

1
2
√

1 + x
, f ′(0) ≥ f ′(x) ≥ f ′

(
1
2

)
េដាយ f ′(0) =

1
2

, f ′
(

1
2

)
=

1√
6

ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ x ∈
[

0,
1
2

]
េគបាន

1√
6

≤ f ′(x) ≤ 1
2

 ។ ខ. េគមាន x ∈
[

0,
1
2

]
,

1√
6

≤

f ′(x) ≤ 1
2

អនុវត្ត ន៍វέសមភាពកំេណើ នមានកំណត់

េគបាន
1√
6
(x − 0) ≤ f (x)− f (0) ≤ 1

2
(x − 0) េដាយ f (0) = 1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៣ 096 224 8978
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ដូចេនះ 1 +
1√
6

x ≤ f (x) ≤ 1 +
1
2

x ។

្របតិបត្តិ

េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ R ែដល f (x) = sin x  ។

a កំណត់តៃម្ល អប្បៃនអនុគមន៍េដរីេវ f ′(x) ចំេពាះ x ∈
[
0,

π

4

]
 ។

b បΧ្ជ ក់ថាចំេពាះ្រគប់ x ∈
[
0,

π

4

]
េគបាន

√
2

2
x ≤ sin x ≤ x  ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a

√
2

2
≤ f ′(x) ≤ 1 b

√
2

2
x ≤ sin x ≤ x  

្រទឹស្តីបទ េគឱ្យអនុគមន៍ f មានេដរីេវេលើ ចេនា្ល ះ [a, b]  ។ េបើ មានចំនួនពិត M ែដល | f ′(x)| ≤ M

ចំេពាះ x ∈ [a, b] េនាះេគបានវέសមភាព | f (b)− f (a)| ≤ M|b − a|  ។

ស្រមាយបč្ជាក់ េគមានអនុគមន៍ f មានេដរីេវេលើ I េហើ យចំេពាះ្រគប់ x ∈ I

េគបាន −M ≤ f ′(x) ≤ M

តាមវέសមភាពកំេណើ នមានកំណត់

ចំេពាះ a < b េគបាន −M(b − a) ≤ f (b)− f (a) ≤ M(b − a) (1)

ចំេពាះ a > b េគបាន −M(a − b) ≤ f (a)− f (b) ≤ M(a − b) (2)

តាម (1) និង (2) េគបាន | f (b)− f (a)| ≤ M(a − b)  ។

លំហាត់គំរូ េគឱ្យអនុគមន៍ f មានេដរីេវេលើ R ែដល f (t) = cos t  ។ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x, y ∈ R េគបាន

| cos x − cos y| ≤ |x − y|  ។

ដំេណោះ្រសាយ េគមាន f (t) = cos t នាំឱ្យ f ′(x) = − sin t

េគបានវέសមភាព | f ′(t)| ≤ 1 ចំេពាះ្រគប់ t ∈ R

ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ x, y ∈ R េគបាន | cos x − cos y| ≤ |x − y| ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៤ 096 224 8978
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្របតិបត្តិ

េគឱ្យ f ជាអនុគមន៍កំណត់េលើ ចេនា្ល ះ [1, 2] ែដល f (x) = x3 + 2x + 1  ។

េដាយអនុវត្ត ន៍វέសមភាពកំេណើ នមានកំណត់ រកតៃម្ល អប្បៃន f (1.01)  ។

ចេម្លើយ 4.05 ≤ f (1.01) ≤ 4.0506 ។

៣.៣ អនុវត្តន៍ក្នăងេសដ្ឋកិច្ច

ែផ្ន កេនះេគនឹងសិកΓតៃម្ល ្របែហលៃនអនុគមន៍ែដលទាក់ទងក្ន αងេសដ្ឋ កិច្ច និងពាណិជ្ជ កម្ម ៖

C(x) េ΋ថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង

R(x) េ΋ថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណូលសរុបែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ x េ្រគឿង

P(x) = R(x)− C(x) េ΋ថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ x េ្រគឿង  ។

តៃម្ល ៃនអនុគមន៍ទាំងបីខាងេលើ អា្រស័យនឹងតៃម្ល x និងតៃម្ល ែ្រប្របγល ∆x ៃន x  ។ បនា្ទ ប់មកេគនឹងតាមដានពី

ការគណនាតៃម្ល ្របែហលេដាយេ្របើ ការវέភាគេលើ ម៉ាឌីន និងេដរីេវៃនអនុគមន៍ទាំងបីខាងេលើ ៖

C′(x) េ΋ថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណល

R′(x) េ΋ថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណូលម៉ាឌីណល

P′(x) េ΋ថាអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំេណញម៉ាឌីណល ។

៣.៤ ្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណល

ឧទាហរណ៍ : េបើ ្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង តាងេដាយ C(x) េនាះ្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αង

ការផលិតសមា្ភ រៈ x + 1 េ្រគឿងតាងេដាយ C(x + 1)  ។

ឧបមាថា C(x) = 350 + 8x − 0.2x2 គិតជាពាន់េរៀល

េគបាន C(10) = 350 + 8 × 10 − 0.2 × 102 = 410 ពាន់េរៀលជា្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 10

េ្រគឿង

C(11) = 350+ 8× 11− 0.2× 112 = 413.8 ពាន់េរៀលជា្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 11

េ្រគឿង

C(11) − C(10) = 413.8 ពាន់េរៀល − 410 ពាន់េរៀល = 3.8 ពាន់េរៀលជា្របាក់ចំណាយក្ន αង

ការផលិតសមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿងគឺេ្រគឿងទី 11  ។

វέធីមΒ៉ងេទៀត េគអាចេធ្វើ ការប៉ាន់សា្ម ន្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿងគឺេ្រគឿងទី 11 តាមវέធី ដូច

ខាងេ្រកាម ៖

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៥ 096 224 8978
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េគមាន C(x) = 350 + 8x − 0.2x2 គិតជាពាន់េរៀល

េគបាន C′(x) = 8 − 0.4x

C′(10) = 8 − 0.4 × 10 = 4 ពាន់េរៀល  ។

េគ សេង្ក តេឃើ ញ ថា C′(10) = 4 មានតៃម្ល ្របែហល នឹង ្របាក់ចំណាយ ក្ន αង ការផលិត សមា្ភ រៈ េ្រគឿង ទី 11 គឺ

C(11)− C(10) = 3.8  ។

េគសរេសរ C′(10) ≈ C(11)− C(10)  ។

េគថា C′(10) ជា្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលស្រមាប់ការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 11  ។

ជាទូេទៅ

C′(x) ជា្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលែដលមានតៃម្ល្របែហលនឹង្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ

ឯកតាទី x + 1  ។ មានន័យថា្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលជាអ្រតាែ្រប្របγល្របាក់ចំណាយសរុបកាលណា

កតា្ត ផលិតកម្ម ែ្រប្របγលមួយឯកតា  ។

េគសរេសរ C′(x) ≈ C(x + 1)− C(x) ។

លំហាត់គំរូ ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ្របេភទ បានផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង ែដលតៃម្ល ចំណាយសរុប

កំណត់េដាយអនុគមន៍ C(x) = 500 + 3x (ពាន់េរៀល)  ។

a គណនា C(101)− C(100) (្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 101 )

b គណនា C′(100) (្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 101 ) ។

ដំេណោះ្រសាយ
a េគមាន C(x) = 500 + 3x ពាន់េរៀល

េគបាន C(101) = 500 + 3 × 101 = 500 + 303 = 803 ពាន់េរៀល

C(100) = 500 + 3 × 100 = 500 + 300 = 800 ពាន់េរៀល

C(101)− C(100) = 803 − 800 = 3 ពាន់េរៀល  ។

ដូចេនះ េបើ បរិមាណសមា្ភ រៈែដលបានផលិតមានការេកើ នពី 100 េͼ 101 េ្រគឿង េនាះ្របាក់ចំណាយសរុប

េកើ នេឡើងចំនួន 3 ពាន់េរៀល  ។ មានន័យថា្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 101 គឺ 3 ពាន់េរៀល  

b ្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 101

េគមាន C(x) = 500 + 3x ពាន់េរៀល

េគបាន C′(x) = 3

C′(100) = 3 ពាន់េរៀល  ។

អនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណាយសរុប ជាអនុគមន៍លីេនែអ៊រ ែដលមានេមគុណ្របាប់ទិសេស្មើ នឹង 3 មានន័យថា

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៦ 096 224 8978
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កាលណាបរិមាណផលិតផលែដលបានេកើ នេឡើង 1 េ្រគឿងេនាះ្របាក់ចំណាយសរុបេកើ នេឡើង 3 ពាន់េរៀល  

្របតិបត្តិ

សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ បានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αង 1 ៃថ្ង ស្រមាប់ផលិតសមា្ភ រៈ x

េ្រគឿងតាមអនុគមន៍ៃន្របាក់ចំណាយសរុប C(x) = 300 + 24x − 0.4x2 + 0.1x3 គិតជាពាន់េរៀល

 

a កំណត់្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 2 េ្រគឿងនិង 5 េ្រគឿង  ។

b គណនា C′(2) និង C′(5)  ។

c េតើ C′(2) និង C′(5) មានន័យដូចេម្ត ច ?

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a C(2) = 347.2 , C(5) = 422.5 គិតជាពាន់េរៀល  ។

b C′(2) = 23.6 , C′(5) = 27.5 គិតជាពាន់េរៀល  ។

c C′(2) = 23.6 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលស្រមាប់ការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 3  ។

C′(5) = 27.5 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំណាយម៉ាឌីណលស្រមាប់ការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 6  ។

៣.៥ ្របាក់ចំណូលម៉ាឌីណល

៣.៦ ្របាក់ចំណូលសរុប

ឧទាហរណ៍ : មា្ច ស់កសិដា្ឋ នមួយ បានលក់មាន់ចំនួន 1750 កΑលក្ន αងមួយៃថ្ង េដាយមាន់មួយ 8500 ៛។ ក្ន αងមួយៃថ្ង

មា្ច ស់កសិដា្ឋ នទទួលបាន្របាក់ចំណូលសរុបពីការលក់មាន់

R = 1750 × 8500 = 14 875 000 ៛

េបើ ៃថ្លមាន់មួយតាងេដាយ p(x) និងចំនួនមាន់លក់បានក្ន αងមួយៃថ្ងតាងេដាយ x េនាះ្របាក់ចំណូលសរុប R(x) =

p(x)× x។

ជាទូេទៅ

្របាក់ចំណូលសរុប = តៃម្ល លក់េចញ 1 ឯកតា × បរិមាណលក់បាន

R(x) = p(x)× x ។

លំហាត់គំរូ ្រកαមហុ៊នលក់សមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិចមួយ បានលក់សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿងតៃម្ល p(x) = 100 − 0.5x ពាន់

េរៀល ែដល x ជាបរិមាណសមា្ភ រៈលក់បានក្ន αង 1 ែខ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៧ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប។

b គណនា្របាក់ចំណូលសរុប េបើ ក្ន αង 1 ែខ្រកαមហុ៊នលក់បានសមា្ភ រៈចំនួន 123 េ្រគឿង។

ដំេណោះ្រសាយ
a អនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប

េគមាន p(x) = 100 − 0.5x ពាន់េរៀល

x ជាបរិមាណសមា្ភ រៈលក់បានក្ន αង 1 ែខ

េគបាន R(x) = p(x)× x = (100 − 0.5x)x = 100x − 0.5x2 ពាន់េរៀល ។

b គណនា R(123)

េគបាន R(123) = 100 × 123 − 0.5 × 1232 = 4735.5 ពាន់េរៀល ។

ដូចេនះ េបើ ្រកαមហុ៊នលក់សមា្ភ រៈបាន 123 េ្រគឿងក្ន αង 1 ែខ េនាះ្រកαមហុ៊នទទួលបាន្របាក់ចំណូលសរុបចំនួន

4 735 500 ៛ ។

្របតិបត្តិ

េរាងច្រកផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ បានលក់សមា្ភ រៈេͼឱ្យអតិថέ ជនក្ន αងតៃម្ល p(x) = 117 − x
4

ពាន់េរៀលក្ន αង 1 េ្រគឿងែដល x ជាចំនួនសមា្ភ រៈែដលបានផលិត និងលក់ក្ន αងមួយសបា្ត ហ៍ ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប្របចាំសបា្ត ហ៍ ។

b គណនា្របាក់ចំណូលសរុប េបើ ក្ន αងមួយសបា្ត ហ៍លក់បានសមា្ភ រៈ 16 េ្រគឿង ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a R(x) = 117x − 0.25x2 ពាន់េរៀល

b R(16) = 1808 ពាន់េរៀល ។

៣.៦.១ ្របាក់ចំណូលម៉ាជីណាល

ឧទាហរណ៍ : សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ បានទទួលបាន្របាក់ចំណូលពីការលក់ x េ្រគឿងែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប R(x) = 94x − 0.2x2 គិតជាពាន់េរៀល ។ េគបាន R(50) = 94 × 50 − 0.2 ×
502 = 4200 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំណូលសរុបបានពីការ

លក់សមា្ភ រៈ 50 េ្រគឿង

R(51) = 94 × 51 − 0.2 × 512 = 4273.8 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំណូលសរុបបានពីការលក់

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៨ 096 224 8978
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សមា្ភ រៈ 51 េ្រគឿង

R(51)− R(50) = 4273.8 − 4200 = 73.8 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំណូលសរុបបានពី

ការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 51 ។

េគអាចេធ្វើ ការប៉ាន់សា្ម នពី្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 51 តាមវέធីមΒ៉ងេទៀតដូចខាងេ្រកាម ៖

េគមាន R(x) = 94x − 0.2x2 ពាន់េរៀល

េគបាន R′(x) = 94 − 0.4x ពាន់េរៀល

R′(50) = 94 − 20 = 74 ពាន់េរៀល

េគសេង្ក តេឃើ ញថា R′(50) = 74 មានតៃម្ល ្របែហលនឹង្របាក់ចំណូលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 51 គឺ

R(51)− R(50) ។

េគសរេសរ R′(50) ≈ R(51)− R(50) ។

េគថា R′(50) ជា្របាក់ចំណូលម៉ាជή ណាលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 51 ។

ជាទូេទៅ

R′(x)ជា្របាក់ចំណូលម៉ាជήណាលែដលមានតៃម្ល្របែហលនឹង្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ

ឯកតាទី x + 1 ។ មានន័យថា្របាក់ចំណូលម៉ាជή ណាលជាអ្រតាែ្រប្របγល្របាក់ចំណូលសរុបកាលណា

បរិមាណផលិតផលែដលបានលក់ែ្រប្របγលមួយឯកតា ។

េគសរេសរ R′(x) ≈ R(x + 1)− R(x) ។

លំហាតគ់ំរូ អ្ន ក្រគប់្រគងេរាងច្រកផលិតសមា្ភ រៈអគ្គិ សនីតូចមួយបានឱ្យដί ងថា គាត់លក់សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿងក្ន αងតៃម្ល

p(x) = 46 − 0.25x ពាន់េរៀល ែដលអា្រស័យនឹងបរិមាណត្រមβវការសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងរបស់អតិថέ ជន ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប ។

b គណនា្របាក់ចំណូលសរុបែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ 31 និង 41 េ្រគឿង ។

c ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 31 និងទី 41 េ្រគឿង ។

ដំេណោះ្រសាយ

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១១៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a អនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប

េគមាន p(x) = 46 − 0.25x ពាន់េរៀល

x ជាបរិមាណសមា្ភ រៈែដលបានលក់

េគបាន R(x) = p(x)× x = (46 − 0.25x)x = 46x − 0.25x2 ពាន់េរៀល ។

b ្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ 31 េ្រគឿងនិង 41 េ្រគឿង

េគមាន R(x) = 46x − 0.25x2 ពាន់េរៀល

េគបាន R(31) = 46 × 31 − 0.25 × 312 = 1185.75 ពាន់េរៀល

R(41) = 46 × 41 − 0.25 × 412 = 1465.75 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ ្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ 31 េ្រគឿងគឺ 1 185 750 ៛ និង្របាក់ចំណូលពីការលក់សមា្ភ រៈ

41 េ្រគឿងគឺ 1 465 750 ៛ ។

c តៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 31 និង 41

េគមាន R(x) = 46x − 0.25x2 ពាន់េរៀល

េគបាន R′(x) = 46 − 0.5x ពាន់េរៀល ។

• សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 31

េគបាន R′(30) = 46 − 0.5 × 30 = 31 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 31 គឺ 31 000 ៛ ។

• សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 41

េគបាន R′(40) = 46 − 0.5 × 40 = 26 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 41 គឺ 26 000 ៛ ។

្របតិបត្តិ

អ្ន ក្រគប់្រគងេរាងច្រកផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានឱ្យដί ងថាៃថ្ល p ៃនការលក់េចញសមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿង

អា្រស័យនឹងបរិមាណត្រមβវការសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងរបស់សាខាែចកចាយនីមួយៗ p(x) = 140 − 0.5x

ពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប ។

b គណនាតៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំណូលែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 31 ទី 36 និងទី 41 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២០ 096 224 8978
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ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a R(x) = 140x − 0.5x2 ពាន់េរៀល

b R′(30) = 110 , R′(35) = 105 , R′(40) = 100 ពាន់េរៀល ។

៣.៧ ្របាក់ចំេណញម៉ាជីណាល

៣.៧.១ ្របាក់ចំេណញសរុប

ឧទាហរណ៍ : ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ្របេភទ បានចំណាយថវέកាសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង

ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍្របាក់ចំណាយសរុប C(x) = 10 800+ 34x ពាន់េរៀល េហើ យ្រកαមហុ៊នលក់េចញវέញទទួល

បាន្របាក់ចំណូលឱ្យតាមអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប R(x) = 94x − 0.03x2 ពាន់េរៀល ។ េដាយ ្របាក់ចំេណញ

សរុប = ្របាក់ចំណូលសរុប − ្របាក់ចំណាយសរុប

េគបាន P(x) = R(x)− C(x)

= (94x − 0.03x2)− (10 800 + 34x)

= −0.03x2 + 60x − 10 800 ពាន់េរៀល ។

ជាទូេទៅ

្របាក់ចំេណញសរុប = ្របាក់ចំណូលសរុប − ្របាក់ចំណាយសរុប

P(x) = R(x)− C(x)

លំហាត់គំរូ សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេក្ម ងេលងមួយ បានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងែដលឱ្យ

តាមអនុគមន៍្របាក់ចំណាយសរុប C(x) = 0.002x2 + 0.72x + 260 ពាន់េរៀល េហើ យសហ្រគាសបានលក់

េចញវέញសមា្ភ រៈមួយេ្រគឿងតៃម្ល p(x) = 3 − 0.001x ពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប

b សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប

c គណនា P(300) និង P(375)

ដំេណោះ្រសាយ
a អនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប

េគមាន p(x) = 3 − 0.001x ពាន់េរៀល

x ជាបរិមាណសមា្ភ រៈែដលលក់បាន

េគបាន R(x) = p(x)× x = (3 − 0.001x)x = 3x − 0.001x2 ពាន់េរៀល ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២១ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

b អនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប

េគមាន C(x) = 0.002x2 + 0.72x + 260 ពាន់េរៀល

R(x) = 3x − 0.001x2 ពាន់េរៀល

េដាយ P(x) = R(x)− C(x)

េគបាន P(x) = (3x − 0.001x2)− (0.002x2 + 0.72x + 260)

= −0.003x2 + 2.28x − 260 ពាន់េរៀល ។

c េគបាន P(300) = −0.003 × 3002 + 2.28 × 300 − 260 = 154 ពាន់េរៀល

P(375) = −0.003 × 3752 + 2.28 × 375 − 260 = 173.125 ពាន់េរៀល ។

៣.៧.២ ្របាក់ចំេណញម៉ាជីណាល

ឧទាហរណ៍ : ្រកαមហុ៊នលក់សមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិកមួយ បានទទួល្របាក់ចំេណញពីការលក់សមា្ភ រៈ x េ្រគឿងែដលតាង

ឱ្យតាមអនុគមន៍ P(x) = −0.2x2 + 24x − 180 ពាន់េរៀល ។

េគបាន P(40) = −0.2 × 402 + 24 × 40 − 180 = 460 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់

សមា្ភ រៈ 40 េ្រគឿង ។

P(41) = −0.2 × 412 + 24 × 41 − 180 = 467.8 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ

41 េ្រគឿង ។

P(41)− P(40) = 467.8 − 460 = 7.8 ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿងគឺ

េ្រគឿងទី 41 ។

េគអាចេធ្វើ ការប៉ាន់សា្ម នពី្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 41 តាមវέធីមΒ៉ងេទៀតដូចខាងេ្រកាម

េគមាន P(x) = −0.2x2 + 24x − 180 ពាន់េរៀល

េគបាន P′(x) = −0.4x + 24

P′(40) = −0.4 × 40 + 24 = 8 ពាន់េរៀល ។

េគសេង្ក តេឃើ ញថា P′(40) = 8 មានតៃម្ល ្របែហលនឹង្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 41 គឺ

P(41)− P(40) = 7.8 ។

េគសរេសរ P′(40) ≈ P(41)− P(40) ។

េគថា P′(40) ជា្របាក់ចំេណញម៉ាជή ណាល ែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 41 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២២ 096 224 8978
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ជាទូេទៅ

P′(x) ជា្របាក់ចំេណញម៉ាជή ណាល ែដលមានតៃម្ល ្របែហលនឹង្របាក់ចំេណញ ែដលបានពីការលក់

សមា្ភ រៈឯកតាទី x + 1 គឺ P(x + 1)− P(x) ។ មានន័យថា ្របាក់ចំេណញម៉ាជήណាលអ្រតាែ្រប្របγល

្របាក់ចំេណញសរុប កាលណា បរិមាណផលិតផលែដលបានលក់ែ្រប្របγលមួយឯកតា ។

េគកំណត់សរេសរ P′(x) ≈ P(x + 1)− P(x) ។

លំហាត់គំរូ េរាងច្រកផលិតសមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិកមួយបានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងែដលឱ្យ

តាមអនុគមន៍ C(x) = 2070 + 25x + 0.1x2 ពាន់េរៀល េហើ យេរាងច្រកលក់េចញវέញទទួលបាន្របាក់ចំណូល

សរុបែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ R(x) = 100x − 0.1x2 ពាន់េរៀល ។

a កំណត់អនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប

b េ្របៀបេធៀប P(61)− P(60) និង P′(60) ។

c ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 81 ។

ដំេណោះ្រសាយ
a អនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប

េគមាន C(x) = 2070 + 25x + 0.1x2 ពាន់េរៀល

R(x) = 100x − 0.1x2 ពាន់េរៀល

េដាយ P(x) = R(x)− C(x)

= (100x − 0.1x2)− (2070 + 25x + 0.1x2)

= −0.2x2 + 75x − 2070 ពាន់េរៀល ។

b េ្របៀបេធៀប P(61)− P(60) និង P′(60)

េគមាន P(x) = −0.2x2 + 75x − 2070 ពាន់េរៀល

េគបាន P′(x) = −0.4x + 75 ពាន់េរៀល

P′(60) = −0.4 × 60 + 75 = 51

P(61) = −0.2 × 612 + 75 × 61 − 2070 = 1760.8 ពាន់េរៀល

P(60) = −0.2 × 60 + 75 × 60 − 2070 = 1710 ពាន់េរៀល

P(61)− P(60) = 1760.8 − 1710 = 50.8 ពាន់េរៀល ។

ដូេច្ន ះ P(61)− P(60) = 50.8 ពាន់េរៀល < P′(60) = 51 ពាន់េរៀល ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៣ 096 224 8978
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c តៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 81

េគមាន P′(x) = −0.4x + 75 ពាន់េរៀល

េគបាន P′(80) = −0.4(80) + 75 = 43 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ ្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 81 មានតៃម្ល ្របែហល 43 ពាន់េរៀល ។

្របតិបត្តិ

េរាងច្រកផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 400 + 30x − 0.2x2 ពាន់េរៀល េហើ យេរាងច្រកបានលក់េចញវέញទទួលបាន

្របាក់ចំណូលឱ្យតាមអនុគមន៍ R(x) = 54x − 0.4x2 ពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប ។

b ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់សមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 21 និងេ្រគឿងទី 41

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a P(x) = 0.1x2 + 70x − 400 ពាន់េរៀល

b P′(20) = 74 ពាន់េរៀល និង P′(40) = 78 ពាន់េរៀល ។

៣.៧.៣ ្របាក់ចំណាយមធȦüមម៉ាជីណាល

ឧទាហរណ៍ : ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយ បានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 0.02x2 + 100x + 2000 ពាន់េរៀល ។

េគបាន C̄(x) =
C(x)

x
= 0.02x + 100 +

2000
x

ពាន់េរៀល ជា្របាក់ចំណាយមធ្យមក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 1

េ្រគឿងៗ ។ េបើ C(x) តាង្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង េនាះ

C̄(x) =
C(x)

x
ជា្របាក់ចំណាយមធ្យមក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 1 េ្រគឿងៗ ។

C̄′(x)ជា្របាក់ចំណាយមធ្យមម៉ាជήណាលែដលមានតៃម្ល្របែហលនឹង្របាក់ចំណាយមធ្យមកាលណាកតា្ត ផលិតកម្ម

េកើ នមួយឯកតា ។

លំហាត់គំរូ ្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងមួយសបា្ត ហ៍របស់្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយឱ្យតាមអនុគមន៍

C(x) = 0.125x2 + 20x + 1000 គិតជាពាន់េរៀល ែដល x ជាបរិមាណសមា្ភ រៈផលិតបាន ។

a គណនា C(100) , C(120) និង C(150) ។

b កំណត់អនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យម ។

c គណនា្របាក់ចំណាយមធ្យមម៉ាជή ណាលកាលណា x = 100 , x = 120 និង x = 150 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៤ 096 224 8978
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ដំេណោះ្រសាយ

a គណនា C(100) , C(120) និង C(150)

េគមាន C(x) = 0.125x2 + 20x + 1000 ពាន់េរៀល

េគបាន C(100) = 0.125 × 1002 + 20 × 100 + 1000 = 4250 ពាន់េរៀល

C(120) = 0.125 × 1202 + 20 × 120 + 1000 = 5200 ពាន់េរៀល

C(150) = 0.125 × 1502 + 20 × 150 + 1000 = 6812.5 ពាន់េរៀល ។

b អនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យម

េគមាន C(x) = 0.125x2 + 20x + 1000 ពាន់េរៀល

េគបាន C̄(x) = 0.125x + 20 +
1000

x
ពាន់េរៀល ។

c ្របាក់ចំណាយមធ្យមម៉ាជή ណាល

េគមាន C̄(x) = 0.125x + 20 +
1000

x
ពាន់េរៀលេគបាន C̄′(x) = 0.125 − 1000

x2 ពាន់េរៀល

C̄′(100) = 0.125 − 1000
1002 = 0.025 ពាន់េរៀល

C̄′(120) = 0.125 − 1000
1202 = 0.055 ពាន់េរៀល

C̄′(150) = 0.125 − 1000
1502 = 0.08 ពាន់េរៀល ។

្របតិបត្តិ

្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងរបស់្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយជាអនុគមន៍

C(x) = 300 + 24x − 0.4x2 + 0.1x3 គិតជាពាន់េរៀល ។

a គណនា C′(13) និង C′(15)

b គណនា C̄′(13) និង C̄′(15) ។

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a C′(13) = 64.3 ពាន់េរៀល, C′(15) = 79.5 ពាន់េរៀល

b C̄′(13) = 0.42 ពាន់េរៀល, C̄′(15) = 1.27 ពាន់េរៀល ។
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ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 រក dy, ∆y, dy − ∆y និង
dy
∆y

ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖

a y = x2 − 3x + 4 ចំេពាះ x = 3, ∆x = 0.2

b y =
√

12 − 5x ចំេពាះ x = 2, ∆x = 0.07

2 េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល េដើ ម្បីរកតៃម្ល ្របែហលៃនចំនួនខាងេ្រកាម ៖

a
√

37

b
√

65

c 3
√

26

d 3
√

126

e
√

50.4

f
√

79.5
g 3

√
62.3

h 3
√

218.3

3 ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រេ្របើ ្របាស់មួយបានទទួល្របាក់ចំណូលសរុបពីការលក់សមា្ភ រ x េ្រគឿង ែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ R(x) = 20x − x2

30
គិតជាមឺុនេរៀល ែដល 0 ≤ x ≤ 600 ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល

្របែហលៃនេកើ នេឡើង្របាក់ចំណូល េបើ សមា្ភ រែដលបានលក់ែ្រប្របγលពី 150 េ្រគឿងេͼ 160 េ្រគឿង ។

4 េរាងច្រកផលិតសមា្ភ រេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រ x េ្រគឿង ែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 930 + 15x + 0.2x2 ពាន់េរៀល  ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហល

ៃនេកើ នេឡើង្របាក់ចំណាយ េបើ សមា្ភ រែដលបានផលិតេកើ នពី 60 េ្រគឿងេͼ 62 េ្រគឿង  ។

5 សហ្រគាស ផលិត សមា្ភ រៈ េអឡិច្រតβនិក មួយ បាន ចំណាយ ្របាក់ សរុប ក្ន αង 1 ែខ ស្រមាប់ ផលិត សមា្ភ រៈ x

េ្រគឿង ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ C(x) = 0.1x2 + 4x + 200 គិតជាពាន់េរៀល េហើ យសហ្រគាសបានទទួល

្របាក់ចំណូលមកវέញឱ្យតាមអនុគមន៍ R(x) = 54x − 0.3x2 គិតជាពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំេណញ P(x) ។

b េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បប៉ីាន់សា្ម នតៃម្ល្របែហលៃនេកើ នេឡើង្របាក់ចំេណញ េបើ បរិមាណសមា្ភ រៈែដល

បានលក់េកើ នពី 40 េ្រគឿងេͼ 44 េ្រគឿង ។

6 តាមការសេង្ក តរបស់អ្ន កស្ថិ តិបានឱ្យដί ងថា ចំនួន្របជាពលរដ្ឋេ;ក្ន αងទី្រកαងមួយរយៈេពល t ឆា្ន ំេͼមុខេទៀត

មានការេកើ នេឡើង ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ P(t) = 10(40 + 2t)2 − 1600t នាក់  ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល

េដើ ម្បីប៉ាន់សា្ម នកំេណើ ន្របជាពលរដ្ឋ ក្ន αងទី្រកαងេនាះ េបើ t ែ្រប្របγលពី 6 េͼ 6.25 ឆា្ន ំ  ។

7 បាល់ឡαងមួយមានរាងជាែស្វ៊ រ  ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីគណនាតៃម្ល ្របែហលៃនកំេណើ នមាឌបាល់ឡαង

េបើ េពល្រតβវកេ΃្ដ ៃថ្ង បាល់ឡαងរីកមាឌ ែដលកាំរបស់វាែ្រប្របγលពី 2 m េͼ 2.15 m  ។

8 េគឱ្យអនុគមន៍ f មានេដរីេវេលើ (−2, ∞) ែដល f (x) =
√

x + 2 ។

a រកតៃម្ល អប្បបរមា និងអតិបរមាៃន f ′(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [−1, 2] ។

b បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x ∈ [−1, 2] េគបាន
1
4

x +
5
4
≤

√
x + 2 ≤ 1

2
x +

3
2

។
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9 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ
[
0,

π

2

)
ែដល f (x) = tan x ។ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត a និង b ែដល

0 ≤ a < b <
π

2
េគបាន

b − a
cos2 a

≤ tan b − tan a ≤ b − a
cos2 b

។

10 សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិកមួយ បានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αង 1 ៃថ្ងស្រមាប់ផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង

ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ C(x) = 2400 + 28x + 0.02x2 គិតជាពាន់េរៀល ។

a កំណត់្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 10 េ្រគឿង 20 េ្រគឿង និង 30 េ្រគឿង ។

b ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល្របែហលៃន្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 11 េ្រគឿងទី 21 និងេ្រគឿងទី 31

។

11 េរាងពុម្ព េបាះពុម្ព ទស្សនាវដ្ដή មួយ បានចំណាយសរុបក្ន αង 1 ែខស្រមាប់េបាះពុម្ព ទស្សនាវដ្ដή x ចΑប់ែដលឱ្យ

តាមអនុគមន៍ C(x) = 0.0001x2 + x+ 465 គិតជាពាន់េរៀល េហើ យេរាងពុម្ពបានលក់េចញវέញទស្សនាវដ្ដή

1 ចΑប់ៃថ្ល P = D(x) = 4 − 0.0002x ពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប R(x) ។

b សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប P(x) ។

c គណនា្របាក់ចំេណញសរុបេបើ ក្ន αង 1 ែខេរាងពុម្ព លក់អស់ 3000 ចΑប់ 3500 ចΑប់ និង 4000 ចΑប់ ។

d ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់ទស្សនាវដ្ដή ចΑប់ទី 3001 ចΑប់ទី 3501

និងចΑប់ទី 4001 ។

12 សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 480 + 26x − 0.1x2 ពាន់េរៀល ។

a កំណត់អនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យម C(x)

b គណនា្របាក់ចំណាយមធ្យមម៉ាជή ណាល កាលណា x = 30, x = 50 និង x = 70 ។

13 សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិកមួយ បានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង ែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 1080+ 42x + 0.3x2 ពាន់េរៀល ។ កំណត់បរិមាណសមា្ភ រៈែដលសហ្រគាស្រតβវផលិត

េដើ ម្បីឱ្យ្របាក់ចំណាយមធ្យមមានក្រមិតអប្បបរមា េបើ 0 ≤ x ≤ 90 ។

14 ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងឱ្យតាមអនុគមន៍

C(x) = x2 + 20x + 1050 ពាន់េរៀល េហើ យ្រកαមហុ៊នលក់េចញវέញទទួលបាន្របាក់ចំណូលសរុបឱ្យតាម

អនុគមន៍ R(x) = 140x − 0.5x2 ពាន់េរៀល ។ កំណត់ក្រមិតបរិមាណសមា្ភ រៈែដល្រកαមហុ៊ន្រតβវផលិត

និងលក់េដើ ម្បីឱ្យ្រកαមហុ៊នទទួលបាន្របាក់ចំេណញជាអតិបរមា េបើ 0 ≤ x ≤ 70 ។

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 រក dy, ∆y, dy − ∆y និង
dy
∆y

ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ៖
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a ចំេពាះ y = x2 − 3x + 4 ជាមួយ x = 3 និង ∆x = 0.2

េគមាន y = f (x) = x2 − 3x + 4

េគបាន f ′(x) = 2x − 3 =⇒ f ′(3) = 2(3)− 3 = 3

dy = f ′(3)∆x = 3 × 0.2 = 0.6

∆y = f (x + ∆x)− f (x) = f (3.2)− f (3)

= [(3.2)2 − 3(3.2) + 4]− [32 − 3(3) + 4]

= 4.64 − 4 = 0.64

dy − ∆y = 0.6 − 0.64 = −0.04

dy
∆y

=
0.6
0.64

= 0.9375

ដូេច្ន ះ dy = 0.6, ∆y = 0.64, dy − ∆y = −0.04 និង
dy
∆y

= 0.9375 ។

b ចំេពាះ y =
√

12 − 5x ជាមួយ x = 2 និង ∆x = 0.07

េគមាន y = f (x) =
√

12 − 5x

េគបាន f ′(x) =
−5

2
√

12 − 5x
=⇒ f ′(2) =

−5
2
√

2
= −5

√
2

4
≈ −1.7678

dy = f ′(2)∆x = −1.7678 × 0.07 ≈ −0.1237

∆y = f (x + ∆x)− f (x) = f (2.07)− f (2)

=
√

12 − 5(2.07)−
√

12 − 5(2)

=
√

1.65 −
√

2 ≈ 1.2845 − 1.4142 = −0.1297

dy − ∆y ≈ −0.1237 − (−0.1297) = 0.0060

dy
∆y

≈ −0.123744
−0.129690

≈ 0.9541

ដូេច្ន ះ dy ≈ −0.1237, ∆y ≈ −0.1297, dy − ∆y ≈ 0.0060 និង
dy
∆y

≈ 0.9541 ។

2 េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល េដើ ម្បីរកតៃម្ល ្របែហលៃនចំនួនខាងេ្រកាម ៖

a រកតៃម្ល ្របែហលៃន
√

37

តាង f (x) =
√

x =⇒ f ′(x) =
1

2
√

x
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េ្រជើ សេរើស x = 36 និង ∆x = 1

f (36) =
√

36 = 6

f ′(36) =
1

2
√

36
=

1
12

√
37 = f (36 + 1) ≈ f (36) + f ′(36)∆x

≈ 6 +
1
12

(1) = 6 + 0.0833 = 6.0833

ដូេច្ន ះ
√

37 ≈ 6.0833 ។

b រកតៃម្ល ្របែហលៃន
√

65

តាង f (x) =
√

x =⇒ f ′(x) =
1

2
√

x

េ្រជើ សេរើស x = 64 និង ∆x = 1

f (64) =
√

64 = 8

f ′(64) =
1

2
√

64
=

1
16

√
65 = f (64 + 1) ≈ f (64) + f ′(64)∆x

≈ 8 +
1
16

(1) = 8 + 0.0625 = 8.0625

ដូេច្ន ះ
√

65 ≈ 8.0625 ។

c រកតៃម្ល ្របែហលៃន 3
√

26

តាង f (x) = 3
√

x =⇒ f ′(x) =
1

3 3
√

x2

េ្រជើ សេរើស x = 27 និង ∆x = −1

f (27) = 3
√

27 = 3

f ′(27) =
1

3 3
√

272
=

1
27

3
√

26 = f (27 − 1) ≈ f (27) + f ′(27)∆x

≈ 3 +
1
27

(−1) = 3 − 0.0370 = 2.9630

ដូេច្ន ះ 3
√

26 ≈ 2.9630 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១២៩ 096 224 8978
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d រកតៃម្ល ្របែហលៃន 3
√

126

តាង f (x) = 3
√

x =⇒ f ′(x) =
1

3 3
√

x2

េ្រជើ សេរើស x = 125 និង ∆x = 1

f (125) = 3
√

125 = 5

f ′(125) =
1

3 3
√

1252
=

1
75

3
√

126 = f (125 + 1) ≈ f (125) + f ′(125)∆x

≈ 5 +
1
75

(1) = 5 + 0.0133 = 5.0133

ដូេច្ន ះ 3
√

126 ≈ 5.0133 ។

e រកតៃម្ល ្របែហលៃន
√

50.4

តាង f (x) =
√

x =⇒ f ′(x) =
1

2
√

x

េ្រជើ សេរើស x = 49 និង ∆x = 1.4

f (49) =
√

49 = 7

f ′(49) =
1

2
√

49
=

1
14

√
50.4 = f (49 + 1.4) ≈ f (49) + f ′(49)∆x

≈ 7 +
1
14

(1.4) = 7 + 0.1 = 7.1

ដូេច្ន ះ
√

50.4 ≈ 7.1 ។

f រកតៃម្ល ្របែហលៃន
√

79.5

តាង f (x) =
√

x =⇒ f ′(x) =
1

2
√

x

េ្រជើ សេរើស x = 81 និង ∆x = −1.5

f (81) =
√

81 = 9

f ′(81) =
1

2
√

81
=

1
18

√
79.5 = f (81 − 1.5) ≈ f (81) + f ′(81)∆x

≈ 9 +
1
18

(−1.5) = 9 − 0.0833 = 8.9167

ដូេច្ន ះ
√

79.5 ≈ 8.9167 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣០ 096 224 8978
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g រកតៃម្ល ្របែហលៃន 3
√

62.3

តាង f (x) = 3
√

x =⇒ f ′(x) =
1

3 3
√

x2

េ្រជើ សេរើស x = 64 និង ∆x = −1.7

f (64) = 3
√

64 = 4

f ′(64) =
1

3 3
√

642
=

1
48

3
√

62.3 = f (64 − 1.7) ≈ f (64) + f ′(64)∆x

≈ 4 +
1
48

(−1.7) = 4 − 0.0354 = 3.9646

ដូេច្ន ះ 3
√

62.3 ≈ 3.9646 ។

h រកតៃម្ល ្របែហលៃន 3
√

218.3

តាង f (x) = 3
√

x =⇒ f ′(x) =
1

3 3
√

x2

េ្រជើ សេរើស x = 216 និង ∆x = 2.3

f (216) = 3
√

216 = 6

f ′(216) =
1

3 3
√

2162
=

1
108

3
√

218.3 = f (216 + 2.3) ≈ f (216) + f ′(216)∆x

≈ 6 +
1

108
(2.3) = 6 + 0.0213 = 6.0213

ដូេច្ន ះ 3
√

218.3 ≈ 6.0213 ។

3 ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រេ្របើ ្របាស់មួយបានទទួល្របាក់ចំណូលសរុបពីការលក់សមា្ភ រ x េ្រគឿង ែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ R(x) = 20x − x2

30
គិតជាមឺុនេរៀល ែដល 0 ≤ x ≤ 600 ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល

្របែហលៃនេកើ នេឡើង្របាក់ចំណូល េបើ សមា្ភ រែដលបានលក់ែ្រប្របγលពី 150 េ្រគឿងេͼ 160 េ្រគឿង ។

េគមាន R(x) = 20x − x2

30
មឺុនេរៀល

េគបាន R′(x) = 20 − 2x
30

= 20 − x
15

េដាយសមា្ភ រែដលបានលក់ែ្រប្របγលពី 150 េͼ 160 េ្រគឿង េគបាន ៖

x = 150

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣១ 096 224 8978
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∆x = 160 − 150 = 10

តាមរូបមន្ត ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល ៖ ∆R ≈ dR = R′(x)∆x

=⇒ dR = R′(150) · ∆x

=

(
20 − 150

15

)
× 10

= (20 − 10)× 10 = 10 × 10 = 100 មឺុនេរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃនការេកើ នេឡើង្របាក់ចំណូលគឺ 100 មឺុនេរៀល (េស្មើ នឹង 1 000 000 េរៀល) ។

4 េរាងច្រកផលិតសមា្ភ រេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រ x េ្រគឿង ែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 930 + 15x + 0.2x2 ពាន់េរៀល  ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហល

ៃនេកើ នេឡើង្របាក់ចំណាយ េបើ សមា្ភ រែដលបានផលិតេកើ នពី 60 េ្រគឿងេͼ 62 េ្រគឿង  ។

េគមាន C(x) = 930 + 15x + 0.2x2 ពាន់េរៀល

េគបាន C′(x) = 15 + 0.4x

េដាយចំនួនសមា្ភ រេកើ នពី 60 េͼ 62 េ្រគឿង េគបាន ៖

x = 60

∆x = 62 − 60 = 2

តាមរូបមន្ត ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល ៖ ∆C ≈ dC = C′(x)∆x

=⇒ dC = C′(60) · ∆x

= (15 + 0.4 × 60)× 2

= (15 + 24)× 2 = 39 × 2 = 78 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃនការេកើ នេឡើង្របាក់ចំណាយគឺ 78 ពាន់េរៀល (េស្មើ នឹង 78 000 េរៀល) ។

5 សហ្រគាស ផលិត សមា្ភ រៈ េអឡិច្រតβនិក មួយ បាន ចំណាយ ្របាក់ សរុប ក្ន αង 1 ែខ ស្រមាប់ ផលិត សមា្ភ រៈ x

េ្រគឿង ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ C(x) = 0.1x2 + 4x + 200 គិតជាពាន់េរៀល េហើ យសហ្រគាសបានទទួល

្របាក់ចំណូលមកវέញឱ្យតាមអនុគមន៍ R(x) = 54x − 0.3x2 គិតជាពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំេណញ P(x)

តាមរូបមន្ត ៖ P(x) = R(x)− C(x)

= (54x − 0.3x2)− (0.1x2 + 4x + 200)

= 54x − 0.3x2 − 0.1x2 − 4x − 200

= −0.4x2 + 50x − 200 ពាន់េរៀល

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣២ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ដូេច្ន ះ អនុគមន៍្របាក់ចំេណញគឺ P(x) = −0.4x2 + 50x − 200 ពាន់េរៀល ។

b ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល្របែហលៃនេកើ នេឡើង្របាក់ចំេណញ េបើ បរិមាណសមា្ភ រៈែដលបានលក់េកើ នពី 40 េ្រគឿង

េͼ 44 េ្រគឿង

េគមាន P(x) = −0.4x2 + 50x − 200 ពាន់េរៀល

េគបាន P′(x) = −0.8x + 50

េដាយបរិមាណសមា្ភ រៈេកើ នពី 40 េͼ 44 េ្រគឿង េគបាន ៖

x = 40

∆x = 44 − 40 = 4

តាមរូបមន្ត ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល ៖ ∆P ≈ dP = P′(x)∆x

=⇒ dP = P′(40) · ∆x

= (−0.8 × 40 + 50)× 4

= (−32 + 50)× 4 = 18 × 4 = 72 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃនការេកើ នេឡើង្របាក់ចំេណញគឺ 72 ពាន់េរៀល (េស្មើ នឹង 72 000 េរៀល) ។

6 តាមការសេង្ក តរបស់អ្ន កស្ថិ តិបានឱ្យដί ងថា ចំនួន្របជាពលរដ្ឋេ;ក្ន αងទី្រកαងមួយរយៈេពល t ឆា្ន ំេͼមុខេទៀត

មានការេកើ នេឡើង ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ P(t) = 10(40 + 2t)2 − 1600t នាក់  ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល

េដើ ម្បីប៉ាន់សា្ម នកំេណើ ន្របជាពលរដ្ឋ ក្ន αងទី្រកαងេនាះ េបើ t ែ្រប្របγលពី 6 េͼ 6.25 ឆា្ន ំ  ។

េគមាន P(t) = 10(40 + 2t)2 − 1600t នាក់

េគបាន P′(t) = 10 · 2(40 + 2t)(2)− 1600

= 40(40 + 2t)− 1600

= 1600 + 80t − 1600 = 80t

េដាយ t ែ្រប្របγលពី 6 េͼ 6.25 ឆា្ន ំ េគបាន ៖

t = 6

∆t = 6.25 − 6 = 0.25

តាមរូបមន្ត ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល ៖ ∆P ≈ dP = P′(t)∆t

=⇒ dP = P′(6) · ∆t

= 80(6)× 0.25

= 480 × 0.25 = 120 នាក់
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ដូេច្ន ះ កំេណើ ន្របជាពលរដ្ឋ ក្ន αងទី្រកαងេនាះមានតៃម្ល ្របែហល 120 នាក់  ។

7 បាល់ឡαងមួយមានរាងជាែស្វ៊ រ  ។ េ្របើ ឌីេផរ៉ងζ ែស្យលេដើ ម្បីគណនាតៃម្ល ្របែហលៃនកំេណើ នមាឌបាល់ឡαង

េបើ េពល្រតβវកេ΃្ដ ៃថ្ង បាល់ឡαងរីកមាឌ ែដលកាំរបស់វាែ្រប្របγលពី 2 m េͼ 2.15 m  ។

រូបមន្ត មាឌែស្វ៊ រ ៖ V(r) =
4
3

πr3

េគបាន V ′(r) = 4πr2

េដាយកាំរបស់វាែ្រប្របγលពី 2 m េͼ 2.15 m េគបាន ៖

r = 2 m

∆r = 2.15 − 2 = 0.15 m

តាមរូបមន្ត ឌីេផរ៉ងζ ែស្យល ៖ ∆V ≈ dV = V ′(r)∆r

=⇒ dV = 4π(2)2 × 0.15

= 16π × 0.15 = 2.4π m3 ≈ 7.54 m3

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃនកំេណើ នមាឌបាល់ឡαងគឺ 2.4π m3 (ឬ្របែហល 7.54 m3)  ។

8 េគឱ្យអនុគមន៍ f មានេដរីេវេលើ (−2, ∞) ែដល f (x) =
√

x + 2 ។

a រកតៃម្ល អប្បបរមា និងអតិបរមាៃន f ′(x) ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [−1, 2]

េគមាន f (x) =
√

x + 2

េគបាន f ′(x) =
1

2
√

x + 2

េដាយសារ x + 2 ជាអនុគមន៍េកើ នេលើ [−1, 2] នាំឱ្យ f ′(x) =
1

2
√

x + 2
ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត

េលើ ចេនា្ល ះ [−1, 2] ។

ដូេច្ន ះ េគបាន ៖

តៃម្ល អតិបរមាៃន f ′(x) គឺេកើ តមាន្រតងζ x = −1 =⇒ f ′(−1) =
1

2
√
−1 + 2

=
1
2

តៃម្ល អប្បបរមាៃន f ′(x) គឺេកើ តមាន្រតងζ x = 2 =⇒ f ′(2) =
1

2
√

2 + 2
=

1
4

ដូចេនះ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [−1, 2] តៃម្ល អប្បបរមាៃន f ′(x) គឺ
1
4

និងតៃម្ល អតិបរមាៃន f ′(x) គឺ
1
2

(េពាលគឺ
1
4
≤ f ′(x) ≤ 1

2
) ។
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b បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ x ∈ [−1, 2] េគបាន
1
4

x +
5
4
≤

√
x + 2 ≤ 1

2
x +

3
2

ចំេពាះ x = −1 េគបាន ៖
1
4
(−1) +

5
4
= 1,

√
−1 + 2 = 1,

1
2
(−1) +

3
2
= 1

=⇒ 1 ≤ 1 ≤ 1 (ពិត)

ចំេពាះ x ∈ (−1, 2] តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល មធ្យម េលើ ចេនា្ល ះ [−1, x] មាន c ∈ (−1, x) ែដល ៖

f (x)− f (−1)
x − (−1)

= f ′(c)
√

x + 2 − 1
x + 1

= f ′(c)

េដាយ c ∈ (−1, x) ⊂ [−1, 2] តាមលទ្ធ ផលចំណុច (a) េគបាន
1
4
≤ f ′(c) ≤ 1

2
៖

1
4
≤

√
x + 2 − 1
x + 1

≤ 1
2

េដាយ x + 1 > 0 =⇒ 1
4
(x + 1) ≤

√
x + 2 − 1 ≤ 1

2
(x + 1)

1
4

x +
1
4
+ 1 ≤

√
x + 2 ≤ 1

2
x +

1
2
+ 1

1
4

x +
5
4
≤

√
x + 2 ≤ 1

2
x +

3
2

ដូេច្ន ះ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ [−1, 2] េគបាន
1
4

x +
5
4
≤

√
x + 2 ≤ 1

2
x +

3
2

 ។

9 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េលើ
[
0,

π

2

)
ែដល f (x) = tan x ។ បងា្ហ ញថាចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត a និង b ែដល

0 ≤ a < b <
π

2
េគបាន

b − a
cos2 a

≤ tan b − tan a ≤ b − a
cos2 b

។

េគមាន f (x) = tan x កំណត់េលើ
[
0,

π

2

)
េគបាន f ′(x) =

1
cos2 x

ចំេពាះ 0 ≤ a < b <
π

2
អនុគមន៍ f (x) = tan x ជាប់េលើ [a, b] និងមានេដរីេវេលើ (a, b)  ។

េដាយសារ cos x ជាអនុគមន៍ចុះដាច់ខាត និងវέជ្ជ មានេលើ
[
0,

π

2

)
នាំឱ្យ cos2 x ចុះដាច់ខាត

ដូេច្ន ះ f ′(x) =
1

cos2 x
ជាអនុគមន៍េកើ នដាច់ខាតេលើ [a, b]  ។
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នាំឱ្យចំេពាះ្រគប់ x ∈ [a, b] េគបាន ៖

f ′(a) ≤ f ′(x) ≤ f ′(b)

1
cos2 a

≤ f ′(x) ≤ 1
cos2 b

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល មធ្យម េលើ ចេនា្ល ះ [a, b] មាន c ∈ (a, b) ែដល ៖

f (b)− f (a)
b − a

= f ′(c)

tan b − tan a
b − a

=
1

cos2 c

េដាយ c ∈ (a, b) នាំឱ្យ
1

cos2 a
≤ f ′(c) ≤ 1

cos2 b
៖

1
cos2 a

≤ tan b − tan a
b − a

≤ 1
cos2 b

េដាយ b − a > 0 =⇒ b − a
cos2 a

≤ tan b − tan a ≤ b − a
cos2 b

ដូេច្ន ះ ចំេពាះ្រគប់ 0 ≤ a < b <
π

2
េគបាន

b − a
cos2 a

≤ tan b − tan a ≤ b − a
cos2 b

 ។

10 សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិកមួយ បានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αង 1 ៃថ្ងស្រមាប់ផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង

ែដលឱ្យតាមអនុគមន៍ C(x) = 2400 + 28x + 0.02x2 គិតជាពាន់េរៀល ។

a កំណត់្របាក់ចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ 10 េ្រគឿង 20 េ្រគឿង និង 30 េ្រគឿង

េគមាន C(x) = 2400 + 28x + 0.02x2 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 10 =⇒ C(10) = 2400 + 28(10) + 0.02(10)2

= 2400 + 280 + 2 = 2682 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 20 =⇒ C(20) = 2400 + 28(20) + 0.02(20)2

= 2400 + 560 + 8 = 2968 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 30 =⇒ C(30) = 2400 + 28(30) + 0.02(30)2

= 2400 + 840 + 18 = 3258 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ ្របាក់ចំណាយសរុបគឺ ៖

• ផលិត 10 េ្រគឿង អស់្របាក់ 2682 ពាន់េរៀល (ឬ 2 682 000 េរៀល)

• ផលិត 20 េ្រគឿង អស់្របាក់ 2968 ពាន់េរៀល (ឬ 2 968 000 េរៀល)

• ផលិត 30 េ្រគឿង អស់្របាក់ 3258 ពាន់េរៀល (ឬ 3 258 000 េរៀល)

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣៦ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

b ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល្របែហលៃន្របាក់ចំណាយក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 11 េ្រគឿងទី 21 និងេ្រគឿងទី 31

េគមាន C′(x) = 28 + 0.04x ពាន់េរៀល

េ្រគឿងទី 11 =⇒ C′(10) = 28 + 0.04(10) = 28 + 0.4 = 28.4 ពាន់េរៀល

េ្រគឿងទី 21 =⇒ C′(20) = 28 + 0.04(20) = 28 + 0.8 = 28.8 ពាន់េរៀល

េ្រគឿងទី 31 =⇒ C′(30) = 28 + 0.04(30) = 28 + 1.2 = 29.2 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំណាយគឺ ៖

• ការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 11 មានតៃម្ល ្របែហល 28.4 ពាន់េរៀល (េស្មើ នឹង 28 400 េរៀល)

• ការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 21 មានតៃម្ល ្របែហល 28.8 ពាន់េរៀល (េស្មើ នឹង 28 800 េរៀល)

• ការផលិតសមា្ភ រៈេ្រគឿងទី 31 មានតៃម្ល ្របែហល 29.2 ពាន់េរៀល (េស្មើ នឹង 29 200 េរៀល)

11 េរាងពុម្ព េបាះពុម្ព ទស្សនាវដ្ដή មួយ បានចំណាយសរុបក្ន αង 1 ែខស្រមាប់េបាះពុម្ព ទស្សនាវដ្ដή x ចΑប់ែដលឱ្យ

តាមអនុគមន៍ C(x) = 0.0001x2 + x+ 465 គិតជាពាន់េរៀល េហើ យេរាងពុម្ពបានលក់េចញវέញទស្សនាវដ្ដή

1 ចΑប់ៃថ្ល P = D(x) = 4 − 0.0002x ពាន់េរៀល ។

a សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុប R(x)

តាមរូបមន្ត ៖ R(x) = x · D(x)

= x(4 − 0.0002x)

= 4x − 0.0002x2 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ អនុគមន៍្របាក់ចំណូលសរុបគឺ R(x) = 4x − 0.0002x2 ពាន់េរៀល   ។

b សរេសរអនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុប P(x)

តាមរូបមន្ត ៖ P(x) = R(x)− C(x)

= (4x − 0.0002x2)− (0.0001x2 + x + 465)

= 4x − 0.0002x2 − 0.0001x2 − x − 465

= −0.0003x2 + 3x − 465 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ អនុគមន៍្របាក់ចំេណញសរុបគឺ P(x) = −0.0003x2 + 3x − 465 ពាន់េរៀល  ។
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c គណនា្របាក់ចំេណញសរុបេបើ ក្ន αង 1 ែខេរាងពុម្ព លក់អស់ 3000 ចΑប់ 3500 ចΑប់ និង 4000 ចΑប់

េគមាន P(x) = −0.0003x2 + 3x − 465 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 3000 =⇒ P(3000) = −0.0003(3000)2 + 3(3000)− 465

= −2700 + 9000 − 465 = 5835 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 3500 =⇒ P(3500) = −0.0003(3500)2 + 3(3500)− 465

= −3675 + 10500 − 465 = 6360 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 4000 =⇒ P(4000) = −0.0003(4000)2 + 3(4000)− 465

= −4800 + 12000 − 465 = 6735 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ ្របាក់ចំេណញសរុបគឺ ៖

• លក់ 3000 ចΑប់ ទទួលបាន្របាក់ចំេណញ 5835 ពាន់េរៀល (ឬ 5 835 000 េរៀល)

• លក់ 3500 ចΑប់ ទទួលបាន្របាក់ចំេណញ 6360 ពាន់េរៀល (ឬ 6 360 000 េរៀល)

• លក់ 4000 ចΑប់ ទទួលបាន្របាក់ចំេណញ 6735 ពាន់េរៀល (ឬ 6 735 000 េរៀល)

d ប៉ាន់សា្ម នតៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំេណញែដលបានពីការលក់ទស្សនាវដ្ដή ចΑប់ទី 3001 ចΑប់ទី 3501

និងចΑប់ទី 4001

េគមាន P′(x) = −0.0006x + 3 ពាន់េរៀល

ចΑប់ទី 3001 =⇒ P′(3000) = −0.0006(3000) + 3 = −1.8 + 3 = 1.2 ពាន់េរៀល

ចΑប់ទី 3501 =⇒ P′(3500) = −0.0006(3500) + 3 = −2.1 + 3 = 0.9 ពាន់េរៀល

ចΑប់ទី 4001 =⇒ P′(4000) = −0.0006(4000) + 3 = −2.4 + 3 = 0.6 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ តៃម្ល ្របែហលៃន្របាក់ចំេណញគឺ ៖

• ការលក់ទស្សនាវដ្ដήចΑប់ទី 3001 ទទួលបាន្របាក់ចំេណញ្របែហល 1.2 ពាន់េរៀល (1 200 េរៀល)

• ការលក់ទស្សនាវដ្ដή ចΑប់ទី 3501 ទទួលបាន្របាក់ចំេណញ្របែហល 0.9 ពាន់េរៀល (900 េរៀល)

• ការលក់ទស្សនាវដ្ដή ចΑប់ទី 4001 ទទួលបាន្របាក់ចំេណញ្របែហល 0.6 ពាន់េរៀល (600 េរៀល)

12 សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយ្របាក់សរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 480 + 26x − 0.1x2 ពាន់េរៀល ។
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a កំណត់អនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យម C(x)

តាមរូបមន្ត ៖ C(x) =
C(x)

x

=
480 + 26x − 0.1x2

x

=
480

x
+ 26 − 0.1x ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ អនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យមគឺ C(x) =
480

x
+ 26 − 0.1x ពាន់េរៀល  ។

b គណនា្របាក់ចំណាយមធ្យមម៉ាជή ណាល កាលណា x = 30, x = 50 និង x = 70

េគមាន C(x) =
480

x
+ 26 − 0.1x ពាន់េរៀល

េគបាន C′
(x) = −480

x2 − 0.1

ចំេពាះ x = 30 =⇒ C′
(30) = −480

302 − 0.1 = −480
900

− 0.1

= − 8
15

− 0.1 ≈ −0.5333 − 0.1 = −0.6333 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 50 =⇒ C′
(50) = −480

502 − 0.1 = − 480
2500

− 0.1

= −0.192 − 0.1 = −0.292 ពាន់េរៀល

ចំេពាះ x = 70 =⇒ C′
(70) = −480

702 − 0.1 = − 480
4900

− 0.1

= − 24
245

− 0.1 ≈ −0.0980 − 0.1 = −0.1980 ពាន់េរៀល

ដូេច្ន ះ ្របាក់ចំណាយមធ្យមម៉ាជή ណាលគឺ ៖

• កាលណា x = 30 គឺ C′
(30) ≈ −0.6333 ពាន់េរៀល (ថយចុះ្របែហល 633.3 េរៀល/េ្រគឿង)

• កាលណា x = 50 គឺ C′
(50) = −0.292 ពាន់េរៀល (ថយចុះ 292 េរៀល/េ្រគឿង)

• កាលណា x = 70 គឺ C′
(70) ≈ −0.1980 ពាន់េរៀល (ថយចុះ្របែហល 198 េរៀល/េ្រគឿង)

13 សហ្រគាសផលិតសមា្ភ រៈេអឡិច្រតβនិកមួយ បានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿង ែដលឱ្យតាម

អនុគមន៍ C(x) = 1080+ 42x + 0.3x2 ពាន់េរៀល ។ កំណត់បរិមាណសមា្ភ រៈែដលសហ្រគាស្រតβវផលិត

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៣៩ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

េដើ ម្បីឱ្យ្របាក់ចំណាយមធ្យមមានក្រមិតអប្បបរមា េបើ 0 ≤ x ≤ 90 ។

អនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យម ៖ C(x) =
C(x)

x
=

1080 + 42x + 0.3x2

x

=
1080

x
+ 42 + 0.3x (x > 0)

េគបាន េដរីេវៃន្របាក់ចំណាយមធ្យម ៖ C′
(x) = −1080

x2 + 0.3

ឱ្យ C′
(x) = 0 =⇒ −1080

x2 + 0.3 = 0

1080
x2 = 0.3

x2 =
1080
0.3

= 3600

x =
√

3600 = 60 (េ្រពាះ 0 ≤ x ≤ 90)

ពិនិត្យេដរីេវទីពីរ ៖

C′′
(x) =

2160
x3

C′′
(60) =

2160
603 > 0

េដាយសារ C′′
(60) > 0 េនាះអនុគមន៍្របាក់ចំណាយមធ្យម C(x) មានតៃម្ល អប្បបរមា្រតងζ x = 60

េ្រគឿង   ។

ដូេច្ន ះ សហ្រគាស្រតβវផលិតសមា្ភ រៈចំនួន 60 េ្រគឿង េដើ ម្បីឱ្យ្របាក់ចំណាយមធ្យមមានក្រមិតអប្បបរមា

(ែដល្របាក់ចំណាយមធ្យមអប្បបរមាេនាះគឺ C(60) = 78 ពាន់េរៀល/េ្រគឿង)  ។

14 ្រកαមហុ៊នផលិតសមា្ភ រៈេ្របើ ្របាស់មួយបានចំណាយសរុបក្ន αងការផលិតសមា្ភ រៈ x េ្រគឿងឱ្យតាមអនុគមន៍

C(x) = x2 + 20x + 1050 ពាន់េរៀល េហើ យ្រកαមហុ៊នលក់េចញវέញទទួលបាន្របាក់ចំណូលសរុបឱ្យតាម

អនុគមន៍ R(x) = 140x − 0.5x2 ពាន់េរៀល ។ កំណត់ក្រមិតបរិមាណសមា្ភ រៈែដល្រកαមហុ៊ន្រតβវផលិត

និងលក់េដើ ម្បីឱ្យ្រកαមហុ៊នទទួលបាន្របាក់ចំេណញជាអតិបរមា េបើ 0 ≤ x ≤ 70 ។

អនុគមន៍្របាក់ចំេណញ ៖ P(x) = R(x)− C(x)

= (140x − 0.5x2)− (x2 + 20x + 1050)

= 140x − 0.5x2 − x2 − 20x − 1050

= −1.5x2 + 120x − 1050 ពាន់េរៀល

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤០ 096 224 8978



េគបាន ៖ P′(x) = −3x + 120

ឱ្យ P′(x) = 0 =⇒ −3x + 120 = 0

3x = 120 =⇒ x = 40 (េ្រពាះ 0 ≤ x ≤ 70)P′′(x) = −3 < 0

េដាយសារ P′′(40) = −3 < 0 េនាះអនុគមន៍្របាក់ចំេណញ P(x) មានតៃម្ល អតិបរមា្រតងζ x = 40

េ្រគឿង   ។

ដូេច្ន ះ ្រកαមហុ៊ន្រតβវផលិតនិងលក់សមា្ភ រៈចំនួន 40 េ្រគឿង េដើ ម្បទីទួលបាន្របាក់ចំេណញជាអតិបរមា (ែដល

្របាក់ចំេណញអតិបរមាេនាះគឺ P(40) = 1350 ពាន់េរៀល ឬ 1 350 000 េរៀល)  ។
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