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អារម្ភកថា
សួស្តី ប្អ βនៗសិសΓនុសិស្ស និង្របិយមិត្ត អ្ន កសិកΓជាទីរាប់អាន!

េនះជាេសៀវេ΂ ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ ថា្ន ក់ទី១២ ែដលេរៀបរាប់អំពីេមេរៀនសេង្ខ ប្រសបតាមកម្ម វέធីសិកΓរបស់្រក

សួងអប់រំ យុវជន និងកីឡា រួមជាមួយលំហាត់ស្រមាប់អនុវត្ត ន៍ៃនេមេរៀននីមួយៗតាមលំដាប់លំេដាយ។

េគាលបំណងចម្បងៃនការចង្រកងេសៀវេ΂េនះ គឺេដើ ម្បីជδ នួយដល់ការេរៀនរបស់ប្អ βនៗសិសΓនុសិស្ស និងការ

បេ្រងៀនរបស់េលាក្រគβ អ្ន ក្រគβផងែដរ។ េយើ ងខ្ញ αំ សង្ឃឹមថាេសៀវេ΂មួយកΑលេនះ នឹងកា្ល យជាឯកសារដκ ល្អ ជា

ទីគាប់ចិត្ត ស្រមាប់អ្ន កសិកΓ្រគប់រូប។ ែតេទាះបីជាេយើ ងខ្ញ αំ ពΒយាមសរេសរផ្ចέ តផ្ច ងζ  យ៉ាងណាក្តី ក៏េ;មានចំណុច

ខ្វ ះខាតេកើ តមានេឡើងផងែដរ ។ អា្រស័យេហតុេនះខ្ញ αំ សូមអភ័យេទាស និងរងζ ចាំនូវការរិះគន់ ែកលម្អ ក្ន αងន័យ

សា្ថ បនា ពីសំណាក់ សិសΓនុសិស្ស េលាក្រគβ អ្ន ក្រគβ ក៍ ដូចជា ្របិយមិត្ត អ្ន ក សិកΓ ្រគប់ មជ្ឈដា្ឋ ន េដាយ ក្តី រីករាយ

េពញចិត្ត ។

ជាចុងេ្រកាយខ្ញ αំសូមេគារពជូនពរ េលាកអ្ន កមានគុណ រួមជាមួយសិសΓនុសិស្ស ទាំងអស់ជួបែតសំណាងល្អ សុខភាព

ល្អ និងរកទទួលទានមានបានេជាគជλ យ្រគប់ភារៈកិច្ច ការងារ។

ៃថ្ង ចន្ទ ទី២៤ ែខសីហាឆា្ន ំ ២០២៦

េសង ធារុ៉ន



េរៀបេរៀង នងិវាយអត្ថបទេដាយ
េលាក្រគូ េសង ធារ ៉នុ

រចនា្រកបេដាយ
េលាក្រគូ េសង ធារ ៉នុ
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 ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍

១.១ ភាព ជាប់្រតង់មួយចំណុច

ឧទាហរណ៍ េគមានអនុគមន៍ y = f (x) =

x2 + 7 េបើ x ≥ 7

x + 7 េបើ x < 7
។

េគបាន f (0) = 02 + 7 = 7

◦ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(x2 + 7) = 02 + 7 = 7

◦ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x + 7) = 0 + 7 = 7

េដាយ lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x) = 7 = f (0)

ដូចេនះ lim
x→0

f (x) = 7 = f (0) ។ េគថា f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 0 ។

ជាទូេទៅ

អនុគមន៍ y = f (x) ជាប់្រតងζ ចំណុច x = c កាលណា f បំេពញលក្ខ ខណ្ឌ ទាំងបីដូចខាងេ្រកាម ៖

i f កំណត់ចំេពាះ x = c

ii f មានលីមីតកាលណា x → c

iii lim
x→c

f (x) = f (c) ។

សម្គាល់ េបើ អនុគមន៍ y = f (x) មិនជាប់្រតងζ ចំណុច x = c េគថា f ជាអនុគមន៍ដាច់្រតងζ x = c ។

លំហាត់គំរូ 1
a អនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = x2 − 4 ។ េតើ f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 2 ឬេទ ?

b អនុគមន៍ g កំណត់េដាយ g(x) =

−1 េបើ x < 0

1 េបើ x > 0
។ េតើ g ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 0 ឬេទ ?

c េគមានអនុគមន៍ f (x) =


x2 − 4
x − 2

េបើ x ̸= 2

4 េបើ x = 2

។ បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 2 ។

ដំេណោះ្រសាយ

៧



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

a កំណត់ភាពជាប់ៃន f ្រតងζ x = 2

្រតងζ x = 2 នាំឱ្យ f (2) = 22 − 4 = 0

េហើ យ lim
x→2

f (x) = lim
x→2

(x2 − 4) = 0

េគ បាន lim
x→2

f (x) = f (2) = 0 ។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាប់្រតងζ x = 2 ។

x

y

−2 2

−4

y = x2 − 4

b កំណត់ភាពជាប់ៃន g ្រតងζ x = 0

lim
x→0−

f (x) = −1 និង lim
x→0+

f (x) = 1 លីមីតេឆ្វ ង

មិនេស្មើ លីមីតសា្ត ំ អនុគមន៍ f គា្ម នលីមីត្រតងζ x = 0

េទ ។ ដូចេនះ អនុគមន៍ f ដាច់្រតងζ x = 0 ។

1
y = 1

−1
y = −1

c បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 2

f កំណត់្រតងζ x = 2 េហើ យ f (2) = 4 ។

lim
x→2

f (x) = lim
x→2

x2 − 4
x − 2

= lim
x→2

(x+ 2) = 4 = f (2)

ដូចេនះ f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ 2 ។
x

y

0−2 2

2

4 y = f (x)

្របតិបត្តិ

a សងζ ្រកាបៃន f (x) =

3 + x េបើ x ≤ 1

3 − x េបើ x > 1
។ សិកΓភាពជាប់ៃន f េ;្រតងζ x = 1 ។

b សងζ ្រកាបៃន g(x) =

sin x េបើ x ≥ 0
1
2

x2 + x េបើ x < 0
។ េតើ g ជាប់េ;្រតងζ x = 0 ឬេទ?

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៨ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a f មិនជាប់្រតងζ x = 1 b g ជាប់្រតងζ x = 0 ។

១.២ លក្ខណៈៃនអនុគមន៍ជាប់

ែផ្អ កតាមលក្ខ ណៈៃនលីមីតនិងនិយមន័យភាពជាប់ េគបានលក្ខ ណៈៃនអនុគមន៍ជាប់ដូចខាងេ្រកាម ៖

ជាទូេទៅ

េបើ អនុគមន៍ f និង g ជាប់្រតងζ x = c េនាះេគបាន ៖

i f (x) + g(x) ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = c

ii f (x)− g(x) ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = c

iii f (x) · g(x) ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = c

iv k f (x) ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = c (ែដល k ជាចំនួនេថរ)

v f (x)
g(x)

ជាប់្រតងζ x = c ែដល g(c) ̸= 0 ។

សម្គាល់

េដាយេ្របើ លក្ខ ណៈៃនលីមីតនិងលក្ខ ណៈៃនអនុគមន៍ជាប់េគបាន

• អនុគមន៍លីេនែអ៊រ ជាអនុគមន៍ជាប់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត ។

• អនុគមន៍ពហុធា P ែដលមានដΰ េ្រក n : P(x) = a0xn + a1xn−1 + a2xn−2 + · · · + an

ែដល a1, a2, a3, . . . , an ជាចំនួនេថរនិង a0 ̸= 0 ជាអនុគមន៍ជាប់្រគប់តៃម្ល x ។

តាម្រទឹស្តី បទៃនលីមីតពហុធាបងា្ហ ញថា េបើ c ជាចំនួនពិត ។ េគបាន

lim
x→c

P(x) = a0cn + a1cn−1 + a2cn−2 + · · ·+ an = P(c)

ដូេច្ន ះ lim
x→c

P(x) = P(c) នាំឱ្យអនុគមន៍ពហុធាជាអនុគមន៍ជាប់្រគប់តៃម្ល x ។

• អនុគមន៍សនិទាន R(x) =
P(x)
q(x)

; q(x) ̸= 0 ។

េដាយ p និង q ជាអនុគមន៍ពហុធាជាប់្រតងζ c

ដូេច្ន ះ lim
x→c

P(x) = P(c) និង lim
x→c

q(x) = q(c)

េគបាន lim
x→c

R(x) =
p(c)
q(c)

។ ដូេច្ន ះ អនុគមន៍សនិទានជាប់្រគប់តៃម្ល x ែដល q(x) ̸= 0 ។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៩ 096 224 8978
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• អនុគមន៍រ៉ាឌីកាល់ f (x) = n
√

x ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ តៃម្ល x ក្ន αងែដនកំណត់ ។

• អនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត y = sin x, y = cos x ជាអនុគមន៍ជាប់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិត ។

• អនុគមន៍ y = tan x ជាអនុគមន៍ជាប់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R និង x ̸= (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z ។

• អនុគមន៍ y = cot x ជាអនុគមន៍ជាប់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R និង x ̸= kπ, k ∈ Z ។

លំហាត់គំរូ 1 រកតៃម្ល ៃន x ែដលនាំឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ជាអនុគមន៍ជាប់ ៖

a f (x) = x14 + 20x4

b g(x) = (7x2 + 8)(3 − x)

c h(x) =
x + 3

x2 − 3x − 10
។

ដំេណោះ្រសាយ

a េដាយ x14 និង 20x4 ជាប់្រគប់តៃម្ល x េនាះតាមលក្ខ ណៈ ៖ 1

េគបាន f (x) = x14 + 20x4 ជាប់្រគប់តៃម្ល x ។

b េដាយ (7x2 + 8) និង (3 − x) ជាអនុគមន៍ពហុធាជាប់្រគប់តៃម្ល x េនាះ

តាមលក្ខ ណៈ ៖ 3 េគបាន g(x) = (7x2 + 8)(3 − x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ។

c េគបាន h(x) =
x + 3

x2 − 3x − 10
=

x + 3
(x − 5)(x + 2)

ជាអនុគមន៍សនិទាន ។

តាមលក្ខ ណៈ ៖ 5 េដាយ y = x + 3 និង y = (x − 5)(x + 2) ជាប់្រគប់តៃម្ល x

េហើ យ (x − 5)(x + 2) = 0 សមមូល x = 5 ឬ x = −2

អនុគមន៍ h ជាប់្រគប់តៃម្ល x េលើ កែលងែត x = 5 និង x = −2 ។

លំហាត់គំរូ 3 រកតៃម្ល a ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ f (x) =


3x − a េបើ x ≤ 1

x2 − 3x + 2
x − 1

េបើ x > 1

ជាប់្រតងζ x = 1 ។

ដំេណោះ្រសាយ េបើ f (x) ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 1 េនាះ lim
x→1+

f (x) = lim
x→1−

f (x) ។

េគបាន lim
x→1+

x2 − 3x + 2
x − 1

= lim
x→1−

(3x − a) = 3(1)− a = 3 − a

ដូេច្ន ះ ៖

3 − a = lim
x→1+

x2 − 3x + 2
x − 1

= lim
x→1+

(x − 2)(x − 1)
(x − 1)

= lim
x→1+

(x − 2) = 1 − 2 = −1

3 − a = −1 នាំឱ្យ a = 4 ។
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្របតិបត្តិ

1 បងា្ហ ញថាអនុគមន៍ខាងេ្រកាម ជាអនុគមន៍ជាប់ចំេពាះ្រគប់ x ៃនែដនកំណត់របស់វា ។

a f (x) = x4
(

x +
1
3

)2

b g(x) =
x2 − 3x + 1
x2 − 4x + 3

2 កំណត់តៃម្ល a ែដលនាំឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់្រតងζ x = 0 ។

f (x) =

−x + a េបើ x < 0

x2 − 1 េបើ x ≥ 0

១.៣ ភាពជាប់េលើចេន្លោះ

ឧទាហរណ៍ 1 : េគមានអនុគមន៍ f (x) =
2

x + 5
។ អនុគមន៍ f កំណត់កាលណា x ̸= −5 ។

ែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍ f គឺ D = (−∞,−5) ∪ (−5,+∞) ។ f ជាអនុគមន៍សនិទាន f ជាប់្រគប់តៃម្ល

x ∈ (−∞,−5) និង្រគប់ x ∈ (−5,+∞) ។ េគថាអនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (−∞,−5) និងជាប់េលើ

ចេនា្ល ះេបើ ក (−5,+∞) ។

ឧទាហរណ៍ 2 : សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ g(x) =

5 − x េបើ − 1 ≤ x ≤ 2

x2 − 1 េបើ 2 < x ≤ 3

េគមាន 5 − x និង x2 − 1 ជាអនុគមន៍ពហុធា ។

តាមលក្ខ ណៈខាងេលើ y = 5 − x ជាប់្រគប់ x ∈ (−1, 2)

េហើ យ y = x2 − 1 ជាប់្រគប់ x ∈ (2, 3) ។

lim
x→2−

g(x) = lim
x→2−

(5 − x) = 3 និង

lim
x→2+

g(x) = lim
x→2+

(x2 − 1) = 3

លីមីតទាំងពីរេស្មើ គា្ន េហើ យ lim
x→2

g(x) = g(2) = 3 ។

ដូចេនះ g ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 2 ។

x

y

(2, 3)

0−1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

7

8

េគថា g ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (−1, 3) េហើ យមាន
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lim
x→−1+

g(x) = lim
x→−1+

(5 − x) = g(−1) = 6 និង

lim
x→3−

g(x) = lim
x→3−

(x2 − 1) = g(3) = 8 េគថា g ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [−1, 3] ៖

ជាទូេទៅ

i អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (a, b) លុះ្រតាែត f ជាប់ចំេពាះ្រគប់តៃម្ល x ៃនចេនា្ល ះេបើ កេនាះ

។

ii អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b] លុះ្រតាែត f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (a, b) និងមានលីមីត

lim
x→a+

f (x) = f (a) និង lim
x→b−

f (x) = f (b) ។

(អនុគមន៍ f ជាប់្រតងζ a ខាងសា្ត ំ ជាប់្រតងζ b ខាងេឆ្វ ង)

លំហាត់គំរូ 1 សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ f (x) =
x + 2
x − 3

េលើ ចេនា្ល ះ (−2, 3) និង [−2, 3] ។

ដំេណោះ្រសាយ េគបានអនុគមន៍ f (x) =
x + 2
x − 3

ជាអនុគមន៍សនិទាន នាំឱ្យ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x េលើ កែលង

x = 3 ។

ដូចេនះ េគថាអនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (−2, 3) បុ៉ែន្ត មិនជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [−2, 3] េទ េ្រពាះអនុគមន៍

មិនកំណត់្រតងζ x = 3 ។

លំហាត់គំរូ 2 សងζ ្រកាបៃនអនុគមន៍ទាំងបីខាងេ្រកាម រួចបΧ្ជ ក់ភាពជាប់េលើ ចេនា្ល ះែដលឱ្យ ៖

a f (x) =
1
x

, (0, 1)

b f (x) =
x2 − 1
x − 1

, (0, 2)

c f (x) = sin x , [0, 2π]

ដំេណោះ្រសាយ

x

y

0−1 1 2 3

1

2

3

x

y

(1, 2)

0−1 1 2 3
−1

1

2

3 f (x)

x

y

0 π

3π

2
1

−1

f (x)
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a េដាយ f ជាអនុគមន៍សនិទាន មានភាគែបងខុសពី 0 ក្ន αងចេនា្ល ះេបើ ក (0, 1)

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1) ៖

b េដាយ f មិនកំណត់្រតងζ x = 1 េនាះអនុគមន៍ f មិនជាប់្រតងζ x = 1 ៖

ដូចេនះ អនុគមន៍មិនជាប់ចំេពាះ្រគប់តៃម្ល x ក្ន αងចេនា្ល ះ (0, 2) ៖

c េដាយអនុគមន៍ y = sin x កំណត់ចំេពាះ្រគប់ចំនួនពិតេនាះ តាមលក្ខ ណៈៃន

ភាពជាប់េគថាអនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (0, 2π) ៖

្របតិបត្តិ

េគ មាន អនុគមន៍ f កំណត់ េដាយ f (x) =

√
2 − x
3 + x

។ េតើ f ជា អនុគមន៍ ជាប់ េលើ ចេនា្ល ះ

(−3, 2) , (−3, 2] ឬេទ ?

ដំេណោះ្រសាយ
សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ f េលើ ចេនា្ល ះ (−3, 2) និង (−3, 2] ៖

អនុគមន៍ f (x) =
√

2 − x
3 + x

មានន័យកាលណា
2 − x
3 + x

≥ 0 និង 3 + x ̸= 0

នាំឱ្យែដនកំណត់ៃនអនុគមន៍គឺ D = (−3, 2] ៖

• ភាពជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (−3, 2) ៖

ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (−3, 2) េគបាន
2 − x
3 + x

> 0 ។ េដាយអនុគមន៍សនិទាន g(x) =
2 − x
3 + x

ជាប់ និងមានតៃម្ល វέជ្ជ មានេលើ ចេនា្ល ះ (−3, 2) នាឱំ្យអនុគមន៍រ៉ាឌីកាល់ f (x) =
√

g(x) ជាប់

េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (−3, 2) ៖

• ភាពជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (−3, 2] ៖

អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះេបើ ក (−3, 2) េហើ យ្រតងζ x = 2 េគបាន f (2) =
√

2 − 2
3 + 2

= 0

និងមានលីមីតខាងេឆ្វ ង

lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

√
2 − x
3 + x

= 0 = f (2)

នាំឱ្យ f ជាប់្រតងζ x = 2 ខាងេឆ្វ ង ៖

ដូចេនះ អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (−3, 2) និង (−3, 2] ៖

១.៤ ភាពជាប់ៃនអនុគមន៍បណĎាក់

ឧទាហរណ៍ : េគមាន h(x) = cos
(

x +
π

3

)
។

តាង f (x) = cos x និង g(x) = x +
π

3
។ g ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 0 ។ f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ

g(0) =
π

3
។ ដូចេនះ h = f ◦ g ជាប់្រតងζ x = 0 ។
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ជាទូេទៅ

េបើ អនុគមន៍ g ជាប់្រតងζ c និងអនុគមន៍ f ជាប់្រតងζ g(c) េនាះអនុគមន៍បណា្ដ ក់ ( f ◦ g)(x) =

f [g(x)] ជាប់្រតងζ c ។

លំហាត់គំរូ 1 សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ h(x) =
∣∣∣∣ x sin x

x2 + 2

∣∣∣∣ ្រតងζ x = 0 ។

ដំេណោះ្រសាយ តាង f (x) =
x sin x
x2 + 2

ជាអនុគមន៍សនិទានជាប់្រតងζ x = 0 េហើ យនិង g(x) = |x| ជាប់្រតងζ

x = 0 នាំឱ្យអនុគមន៍ h = ( f ◦ g)(x) ជាប់្រតងζ x = 0 ។

លំហាត់គំរូ 2 េគមាន f (x) =
√

x + 4
x − 4

។ េតើ អនុគមន៍ f ជាប់េ;េលើ ចេនា្ល ះណាខ្ល ះ ?

ដំេណោះ្រសាយ តាង g(x) =
√

x មានន័យថាចំេពាះ x ≥ 0 និង h(x) =
x + 4
x − 4

ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (−∞,−4) ∪ (4,+∞) ។ េបើ g(x) =
√

x

ជាប់ចំេពាះ្រគប់ x ≥ 0 េនាះនាំឱ្យ f (x) ជាប់ចំេពាះ x ∈ (−∞,−4) ∪ (4,+∞) ។

មΒ៉ងេទៀត lim
x→−4−

√
x + 4
x − 4

= 0 = f (−4)

នាំឱ្យអនុគមន៍ f ជាប់េ;េលើ ចេនា្ល ះ x ∈ (−∞,−4] ∪ (4,+∞) ។

្របតិបត្តិ

្របតិបត្តិ កំណត់តៃម្ល x ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍ជាប់ ៖

a f (x) =
√

1 − x2

b g(x) = |x2 − 1|

c f (x) =
√

2x
x − 2

ចេម្លើយ
a −1 ≤ x ≤ 1

b x ∈ R

c x ∈ (−∞, 0] ∪ (2,+∞)

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a កំណត់តៃម្ល x ឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
√

1 − x2 ជាប់

តាង u(x) = 1 − x2 ជាអនុគមន៍ពហុធា ជាប់េលើ R េហើ យអនុគមន៍ឫសកាេរជាប់កាលណា

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ១៤ 096 224 8978



លំហាត់អនុវត្ត ថា្ន ក់ទី ១២

u(x) ≥ 0

េគបាន 1 − x2 ≥ 0 ⇐⇒ x2 ≤ 1 ⇐⇒ −1 ≤ x ≤ 1

ដូចេនះ តៃម្ល x ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ជាប់គឺ −1 ≤ x ≤ 1 (ឬ x ∈ [−1, 1]) ៖

b កំណត់តៃម្ល x ឱ្យអនុគមន៍ g(x) = |x2 − 1| ជាប់

តាង h(x) = x2 − 1 ជាអនុគមន៍ពហុធា ជាប់េលើ R េហើ យអនុគមន៍តៃម្ល ដាច់ខាត u(t) = |t|
ជាប់េលើ R

នាំឱ្យអនុគមន៍បណា្ដ ក់ g(x) = (u ◦ h)(x) = |x2 − 1| ជាប់ចំេពាះ្រគប់ x ∈ R

ដូចេនះ តៃម្ល x ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ជាប់គឺ x ∈ R ៖

c កំណត់តៃម្ល x ឱ្យអនុគមន៍ f (x) =
√

2x
x − 2

ជាប់

អនុគមន៍ f ជាប់កាលណា
2x

x − 2
≥ 0 និង x − 2 ̸= 0

សិកΓសΧ̐ៃនកេន្សោម
2x

x − 2
៖

• 2x = 0 ⇐⇒ x = 0

• x − 2 = 0 ⇐⇒ x = 2

េគបាន
2x

x − 2
≥ 0 កាលណា x ≤ 0 ឬ x > 2

ដូចេនះ តៃម្ល x ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ជាប់គឺ x ∈ (−∞, 0] ∪ (2,+∞) ៖

១.៥ អនុវត្តន៍ : អនុគមន៍បន្លាយតាមភាពជាប់

ឧទាហរណ៍ 1 : េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) =
x2 − 1
x − 1

៖ េតើ f ជាអនុគមន៍ជាប់្រតងζ x = 1 ឬេទ ?

េគសេង្ក តេឃើ ញថា lim
x→1

f (x) = lim
x→1

x2 − 1
x − 1

= lim
x→1

(x + 1)(x − 1)
x − 1

= lim
x→1

(x + 1) = 2

បុ៉ែន្ត f មិនកំណត់្រតងζ x = 1 េទ នាំឱ្យអនុគមន៍ f មិនជាប់្រតងζ x = 1 េទ ៖

ដូេច្ន ះ េបើ េគយក g ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ g(x) =


x2 − 1
x − 1

េបើ x ̸= 1

2 េបើ x = 1

េគថា g ជាបនា្ត យៃនអនុគមន៍ f តាមភាពជាប់្រតងζ 1 ៖

ឧទាហរណ៍ 2 : េគមានអនុគមន៍ f (x) =
1 − cos x

x2 ៖ េតើ f អាចមានអនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់្រតងζ 0 ឬេទ ?

អនុគមន៍ f មានន័យកាលណា x2 ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= 0 ៖ ែដនកំណត់ៃន f គឺ D = R − {0} ៖

េគបាន lim
x→0

f (x) = lim
x→0

1 − cos x
x2 = lim

x→0

2 sin2 x
2

x2 =
2
4

lim
x→0

sin2 x
2

x
2

sin
x
2

x
2

 =
2
4
× 1 ×
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1 =
1
2

េបើ េគយក g ជាអនុគមន៍កំណត់េដាយ g(x) =


1 − cos x

x2 េបើ x ̸= 0

1
2

េបើ x = 0

េនាះ g ជាអនុគមន៍ជាប់

្រតងζ x = 0 ៖ េគថា g ជាបនា្ត យៃនអនុគមន៍ f តាមភាពជាប់្រតងζ 0 ។

ជាទូេទៅ

េបើ f ជាអនុគមន៍មិនកំណត់្រតងζ x = a និងមានលីមីត lim
x→a

f (x) = ℓ េនាះអនុគមន៍បនា្ត យៃន f

តាមភាពជាប់្រតងζ x = a កំណត់េដាយ

g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= a

ℓ េបើ x = a

្របតិបត្តិ

a កំណត់អនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់ៃន f តាមភាពជាប់្រតងζ x = 2 ែដល f (x) =
x2 − 4x + 4

x − 2

b កំណត់អនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់ៃន f តាមភាពជាប់្រតងζ x = 0 ែដល f (x) =
e3x − 1

x
៖

ចេម្លើយ្របតិបត្តិ

a g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 2

0 េបើ x = 2
b g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 0

3 េបើ x = 0

a កំណត់អនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់ៃន f ្រតងζ x = 2

គណនាលីមីត្រតងζ x = 2 ៖

lim
x→2

f (x) = lim
x→2

x2 − 4x + 4
x − 2

= lim
x→2

(x − 2)2

x − 2
= lim

x→2
(x − 2) = 0

នាំឱ្យ ℓ = 0 ៖

ដូចេនះ អនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់ៃន f ្រតងζ x = 2 គឺ

g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 2

0 េបើ x = 2
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b កំណត់អនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់ៃន f ្រតងζ x = 0

គណនាលីមីត្រតងζ x = 0 ៖

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

e3x − 1
x

= 3 lim
x→0

e3x − 1
3x

= 3(1) = 3

នាំឱ្យ ℓ = 3 ៖

ដូចេនះ អនុគមន៍បនា្ត យតាមភាពជាប់ៃន f ្រតងζ x = 0 គឺ

g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 0

3 េបើ x = 0

១.៥.១ ្រទឹស្តីបទតៃម្លកណĎាល

ឧទាហរណ៍ 1 : បូផាមានកម្ព ស់ 1.30 m េ;េពលខួបកំេណើ តគ្រមប់អាយុ 13 ឆា្ន ំ និងមានកម្ព ស់ 1.50 m េ;េពល

ខួបកំេណើ តគ្រមប់អាយុ 14 ឆា្ន ំ ៖

ដូេច្ន ះ ្រតβវមានរយៈេពល t មួយ 13 < t < 14 ែដលកម្ព ស់េស្មើ h េហើ យ 1.30 m < h < 1.50 m ៖

ឧទាហរណ៍ 2 : េគមាន f (x) = x2 − 2 ៖ េលើ ចេនា្ល ះ [0, 2] f ជាប់និងេកើ ន ៖

េគបាន f (0) = −2 និង f (2) = 2 ៖

យក k , f (0) ≤ k ≤ f (2) សមីការ x2 − 2 = k សរេសរជា x2 = k + 2 ៖ េដាយ −2 ≤ k ≤ 2 េនាះ

k + 2 ≥ 0 ៖ ដូេច្ន ះ េលើ ចេនា្ល ះ [0, 2] េគបាន x =
√

k + 2 ៖ ្រគប់ k ែដល f (0) ≤ k ≤ f (2) សមីការ

x2 − 2 = k មានឫស x = c មួយែដល 0 ≤ c ≤ 2 ៖

ជាទូេទៅ

េបើ អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b] និង k ជាចំនួនមួយេ;ចេនា្ល ះ f (a) និង f (b) េនាះមាន

ចំនួនពិត c មួយយ៉ាងតិចក្ន αងចេនា្ល ះ (a, b) ែដល f (c) = k ៖

វĜបាក : េបើ អនុគមន៍ f ជាប់ េហើ យេកើ នដាច់ខាត ឬចុះដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b] េនាះចំេពាះ្រគប់ចំនួន k

េ;ចេនា្ល ះ f (a) និង f (b) សមីការ f (x) = k មានចេម្លើ យែតមួយគត់ក្ន αងចេនា្ល ះ (a, b)

ស្រមាយបč្ជាក់ :
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អនុគមន៍ f ជាប់និងេកើ នដាច់ខាតេលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b] ៖ f េកើ ន

ដាច់ខាតមានន័យថា េបើ x និង x′ ជាពីរចំនួនេ;ក្ន αងចេនា្ល ះ [a, b]

ែដល x < x′ េនាះ f (x) < f (x′) ៖ ឱ្យចំនួន k េ;ចេនា្ល ះ

f (a) និង f (b) , f (a) < k < f (b) និង f ជាអនុគមន៍ជាប់

តាម្រទឹស្តី បទបΧ្ជ ក់ថាមានចំនួន c មួយេ;ចេនា្ល ះ a និង b ែដល

f (c) = k ៖ ឧបមាថាមានចំនួនមួយេទៀត c′ ខុសពី c េផ្ទ ͅងផា្ទ ត់

f (c′) = k េនាះ f (c) = f (c′) ជាករណីផ្ទ αយពីសមតិកម្ម ែដល

ថា f េកើ នដាច់ខាត ៖ ដូេច្ន ះមានចំនួន c មួយគត់ ែដលេផ្ទ ͅងផា្ទ ត់

f (c) = k គឺសមីការ f (x) = k មានចេម្លើ យែតមួយគត់ ៖

x

y

O a

f (a)

c

k

b

f (b)

x

y

O

k

a

f (a)

c1 c2 c3 b

f (b)

េគេឃើ ញថាចំេពាះតៃម្ល k អាចមានតៃម្ល c េ្រចើ នជាងមួយ ៖ ្រទឹស្តី បទបΧ្ជ ក់ថាយ៉ាងេហាចណាស់មានចំនួន c

មួយ បុ៉ែន្ត មិនែមនែតមួយគត់េទ ៖ បងា្ហ ញថាមានតៃម្ល c បី c1, c2, c3 ៖

លំហាត់គំរូ 1 េគមានអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ

f (x) =

x − 1 េបើ 0 ≤ x ≤ 2

x2 េបើ 2 < x ≤ 3

េតើ ្រគប់ −1 ≤ k ≤ 9 មាន c ែដល f (c) = k ឬេទ ?

ដំេណោះ្រសាយ តាម្រកាបៃនអនុគមន៍បងា្ហ ញថា f ជាអនុគមន៍ដាច់

្រតងζ 2 ែដលស្ថិ តេ;ក្ន αងចេនា្ល ះ [0, 3] ៖

េគបាន f (0) = −1 និង f (3) = 9

េបើ k ជាចំនួនណាមួយេ;ចេនា្ល ះ 1 និង 4 េនាះគា្ម នតៃម្ល c ែដល

f (c) = k េ្រពាះគា្ម នតៃម្ល អនុគមន៍ចេនា្ល ះ 1 និង 4 ៖

x

y

O−1
1 2 3

1

4

9
(3, 9)

សម្គាល់ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ លអាចេ្របើ បានចំេពាះ k = 0 ជាពិេសសេបើ អនុគមន៍ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [a, b] ,

f (a) និង f (b) មានសΧ̐ផ្ទ αយគា្ន េនាះ f (a) · f (b) < 0 មានចំនួន c មួយយ៉ាងតិចក្ន αងចេនា្ល ះបិទ [a, b] ែដល

f (c) = 0

លំហាតគ់ំរូ 2 េដាយេ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល ចូរបងា្ហ ញថាចំេពាះអនុគមន៍ពហុធា f (x) = x3 + 2x − 1 មាន

ចំនួនពិត c េ;ក្ន αងចេនា្ល ះ [0, 1] ែដល f (c) = 0 ៖
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ដំេណោះ្រសាយ េដាយ f (0) = 02 + 2(0)− 1 = −1 និង f (1) = 12 + 2(1)− 1 = 2

េគបាន f (0) · f (1) = (−1)(2) = −2 < 0 ៖

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ លេដាយ f (0) · f (1) < 0 មានចំនួន c មួយយ៉ាងតិចេ;ក្ន αងចេនា្ល ះបិទ [0, 1] ែដល

f (c) = 0 ៖

លំហាត់គំរូ 3 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ f (x) = 4 + 3x − x2 ែដល 2 ≤ x ≤ 5 ៖ េ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល

កណា្ដ លរកតៃម្ល c េបើ k = 1 ៖

ដំេណោះ្រសាយ េគបាន f (2) = 6 , f (5) = −6 ៖ េដើ ម្បីរក c េគមាន f (c) = k = 1 ៖

4 + 3c − c2 = 1 ⇐⇒ c2 − 3c − 3 = 0 =⇒ c =
3 ±

√
21

2
, c ∈ [2, 5]

េនាះ c =
3 +

√
21

2
៖

្របតិបត្តិ េ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ លបងា្ហ ញថាសមីការ x5 − 3x − 1 = 0 មានឫសយ៉ាងតិចមួយេ;ក្ន αងចេនា្ល ះ

(1, 2) ៖

ដំេណោះ្រសាយ
តាងអនុគមន៍ f (x) = x5 − 3x − 1 ៖

• េដាយ f ជាអនុគមន៍ពហុធា នាំឱ្យ f ជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ [1, 2] ៖

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងចេនា្ល ះ ៖

f (1) = 15 − 3(1)− 1 = 1 − 3 − 1 = −3 < 0

f (2) = 25 − 3(2)− 1 = 32 − 6 − 1 = 25 > 0

េគបាន f (1) · f (2) = (−3)(25) = −75 < 0 ៖

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្លកណា្ដ ល េដាយ f (1) · f (2) < 0 នាឱំ្យមានចំនួនពិត c ∈ (1, 2) យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) =

0 ⇐⇒ c5 − 3c − 1 = 0 ៖

ដូចេនះ សមីការ x5 − 3x − 1 = 0 មានឫសយ៉ាងតិចមួយេ;ក្ន αងចេនា្ល ះ (1, 2) ៖

ក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 បΧ្ជ ក់ថា េតើ អនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់្រតងζ តៃម្ល x ែដលឱ្យឬេទ ?

a f (x) = 5x2 − 6x + 1 , x = 2

b f (x) =
x + 2
x − 1

, x = 1
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c f (x) =
√

x − 2
x − 4

, x = 4

d f (x) =
|x + 2|
x + 2

, x = −2

e f (x) =

x + 1 េបើ x ≤ 2

2 េបើ x > 2
, x = 2

f f (x) =


x2 − 1
x + 1

េបើ x < −1

x2 − 3 េបើ x ≥ −1
, x = −1 ។

2 រកតៃម្ល x ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍ជាប់ ។

a f (x) =
3x − 1
2x − 6

b f (x) =
x

x2 + 4x − 5

c f (x) =
x2 − 2x + 1
x2 − x − 2

d f (x) =
3x − 2

x2 − 3x − 18

e f (x) =


x
2
+ 1 េបើ x ≤ 2

3 − x េបើ x > 2

f f (x) =


x
2
+ 1 េបើ x ≤ 2

3 − x េបើ x > 2

g f (x) =


−x + 1 េបើ x ≤ −1

2 េបើ − 1 < x < 1 ។

−x + 3 េបើ x > 1

3 សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាមេលើ ចេនា្ល ះែដលឱ្យ ។

a f (x) =
x − 4
4 + x

េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1) និង [−4, 1]

b f (x) = x
(

1 +
1
x

)
េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1) និង [0, 1]

c f (x) =


x(x − 1) េបើ x < 3
x2 − 9
x − 3

េបើ x ≥ 3
េលើ ចេនា្ល ះ (0, 3) និង [0, 3] ។

4 រកតៃម្ល A ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x
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a f (x) =

Ax − 3 េបើ x ≤ 3

3 − x + 2x2 េបើ x > 3

b f (x) =

1 − 3x េបើ x < 4

Ax2 + 2x − 3 េបើ x ≥ 4
។

5 រកតៃម្ល A និង B ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍កំណត់េដាយ

f (x) =


Ax2 + 5x − 9 េបើ x < 1

B េបើ x = 1

(3 − x)(A − 2x) េបើ x > 1

ជាប់្រគប់តៃម្ល x ។

6 ក្ន αងបណា្ដ អនុគមន៍ខាងេ្រកាម េតើ f អាចមានបនា្ល យតាមភាពជាប់្រតងζ a ឬេទ ?

a f (x) =
x2 − 9
x − 3

, a = 3

b f (x) =
x2 + 3x − 10

x − 2
, a = 2

c f (x) =
x3 − 1
x − 1

, a = 1

d f (x) =
x2 − 16

x2 − 3x + 4
, a = 4 ។

7 េ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ លបងា្ហ ញថា អនុគមន៍ខាងេ្រកាមមានចំនួន c ក្ន αងចេនា្ល ះែដលឱ្យ ៖

a f (x) = x2 + x − 1 , [0, 5] , f (c) = 11

b f (x) = x2 − 6x + 8 , [0, 3] , f (c) = 0

c f (x) = x3 − x2 + x − 2 , [0, 3] , f (c) = 4

d f (x) =
x2 + x
x − 1

,
[

5
2

, 4
]

, f (c) = 6 ។

8 េគឱ្យអនុគមន៍និងចេនា្ល ះបិទដូចខាងេ្រកាម ។ េ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល រកតៃម្ល c េបើ េគសា្គ ល់តៃម្ល k ៖

a f (x) = 2 + x − x2 , [0, 3] , k = 1

b f (x) =
√

25 − x2 , [−4.5, 3] , k = 3 ។

9 a ្រសាយបΧ្ជ ក់ថាសមីការ x tan x = cos x យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ
[
0,

π

4

]
។

b ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា សមីការ (xn − 1) cos x +
√

2 sin x − 1 = 0 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិត

មួយចេនា្ល ះ (0, 1) ។
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10 េគមានអនុគមន៍ y = f (x) កំណត់េលើ ចេនា្ល ះ
[
−π

2
,

π

2

]
ែដល

f (x) =

sin x +
√

1−cos 2x
sin x េបើ x ̸= 0

√
2 េបើ x = 0

េតើ f (x) ជាប់្រតងζ x = 0 ឬេទ ?

11 កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់េលើ R

a f (x) =

−2x + a េបើ x ≤ 1

log3 x េបើ x > 1

b f (x) =

a េបើ x ≤ 0

x sin
1
x

េបើ x > 0
។

12 ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា សមីការខាងេ្រកាមមានឬសយ៉ាងតិចមួយេ;ចេនា្ល ះែដលឱ្យ

a sin x = x − 1 , (0, π)

b 20 log10 x − x = 0 , (1, 10) ។

13 េគឱ្យសមីការដΰ េ្រកទី 2 ax2 + bx + c = 0 , (a ̸= 0) មានេលខេមគុណ a, b, c បំេពញលក្ខ ខណ្ឌ

2a + 3b + 6c = 0 ។ បងា្ហ ញថា សមីការេនះមានឬសយ៉ាងតិចមួយេ;ចេនា្ល ះ

[
0,

2
3

]
។

14 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ េបើ x ̸= 0 , f (x) =
|x|+ 2x2

x
េបើ x = 0 , f (0) = 1

a េតើ អនុគមន៍ f ជាប់្រតងζ x = 0 ឬេទ ?

b សងζ ្រកាបតាងអនុគមន៍ f ។

ចេម្លើយក្រមងលហំាត់បែន្ថម

1 បΧ្ជ ក់ថា េតើ អនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់្រតងζ តៃម្ល x ែដលឱ្យឬេទ ?

a f (x) = 5x2 − 6x + 1 , x = 2

• f (2) = 5(2)2 − 6(2) + 1 = 20 − 12 + 1 = 9

• lim
x→2

f (x) = lim
x→2

(5x2 − 6x + 1) = 5(2)2 − 6(2) + 1 = 9

េដាយ lim
x→2

f (x) = f (2) = 9

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = 2។

b f (x) =
x + 2
x − 1

, x = 1

• f (1) =
1 + 2
1 − 1

=
3
0

(មិនកំណត់)

េដាយ f (1) មិនកំណត់
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ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ដាច់្រតងζ x = 1។

c f (x) =
√

x − 2
x − 4

, x = 4

• f (4) =
√

4 − 2
4 − 4

=
0
0

(មិនកំណត់)

េដាយ f (4) មិនកំណត់

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ដាច់្រតងζ x = 4។

d f (x) =
|x + 2|
x + 2

, x = −2

• f (−2) =
| − 2 + 2|
−2 + 2

=
0
0

(មិនកំណត់)

េដាយ f (−2) មិនកំណត់

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ដាច់្រតងζ x = −2។

e f (x) =

x + 1 េបើ x ≤ 2

2 េបើ x > 2
, x = 2

• f (2) = 2 + 1 = 3

• lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

(x + 1) = 2 + 1 = 3

• lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(2) = 2

េដាយ lim
x→2−

f (x) ̸= lim
x→2+

f (x) នាំឱ្យគា្ម ន lim
x→2

f (x)

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ដាច់្រតងζ x = 2។

f f (x) =


x2 − 1
x + 1

េបើ x < −1

x2 − 3 េបើ x ≥ −1
, x = −1

• f (−1) = (−1)2 − 3 = 1 − 3 = −2

• lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

x2 − 1
x + 1

= lim
x→−1−

(x − 1)(x + 1)
x + 1

= lim
x→−1−

(x − 1) = −1 −
1 = −2

• lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(x2 − 3) = (−1)2 − 3 = −2

េដាយ lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1+

f (x) = −2 ⇒ lim
x→−1

f (x) = −2 = f (−1)

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = −1។

2 រកតៃម្ល x ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាអនុគមន៍ជាប់ ។

a f (x) =
3x − 1
2x − 6

អនុគមន៍សនិទានជាប់្រគប់តៃម្ល x ណាែដលភាគែបងខុសពី 0។

ឱ្យ 2x − 6 = 0 ⇐⇒ 2x = 6 ⇐⇒ x = 3

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= 3 (ឬ x ∈ R \ {3})។

b f (x) =
x

x2 + 4x − 5
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ឱ្យ x2 + 4x − 5 = 0 ⇐⇒ (x + 5)(x − 1) = 0 ⇐⇒ x = −5 ឬ x = 1

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= −5 និង x ̸= 1 (ឬ x ∈ R \ {−5, 1})។

c f (x) =
x2 − 2x + 1
x2 − x − 2

ឱ្យ x2 − x − 2 = 0 ⇐⇒ (x − 2)(x + 1) = 0 ⇐⇒ x = 2 ឬ x = −1

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= −1 និង x ̸= 2 (ឬ x ∈ R \ {−1, 2})។

d f (x) =
3x − 2

x2 − 3x − 18
ឱ្យ x2 − 3x − 18 = 0 ⇐⇒ (x − 6)(x + 3) = 0 ⇐⇒ x = 6 ឬ x = −3

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= −3 និង x ̸= 6 (ឬ x ∈ R \ {−3, 6})។

e f (x) =


x
2
+ 1 េបើ x ≤ 2

3 − x េបើ x > 2

• ចំេពាះ x < 2 និង x > 2៖ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់្រគប់ x ̸= 2។

• ពិនិត្យភាពជាប់្រតងζ x = 2៖

– f (2) =
2
2
+ 1 = 2

– lim
x→2−

f (x) = lim
x→2−

( x
2
+ 1
)
= 2

– lim
x→2+

f (x) = lim
x→2+

(3 − x) = 3 − 2 = 1

េដាយ lim
x→2−

f (x) ̸= lim
x→2+

f (x) នាំឱ្យគា្ម ន lim
x→2

f (x) គឺ f (x) ដាច់្រតងζ x = 2។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= 2 (ឬ x ∈ R \ {2})។

f f (x) =


x
2
+ 1 េបើ x ≤ 2

3 − x េបើ x > 2

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= 2 (ឬ x ∈ R \ {2})។

g f (x) =


−x + 1 េបើ x ≤ −1

2 េបើ − 1 < x < 1

−x + 3 េបើ x > 1

• ចំេពាះ x < −1, −1 < x < 1, និង x > 1៖ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះ

ទាំងេនះ។

• ពិនិត្យភាពជាប់្រតងζ x = −1៖ f (−1) = 2, lim
x→−1−

f (x) = 2, lim
x→−1+

f (x) = 2 =⇒

lim
x→−1

f (x) = f (−1) = 2 (ជាប់្រតងζ x = −1)។

• ពិនិត្យភាពជាប់្រតងζ x = 1៖ f (1) មិនកំណត់ នាំឱ្យអនុគមន៍ដាច់្រតងζ x = 1។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= 1 (ឬ x ∈ R \ {1})។

3 សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ខាងេ្រកាមេលើ ចេនា្ល ះែដលឱ្យ ។

a f (x) =
x − 4
4 + x

េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1) និង [−4, 1]
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• េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1)៖ អនុគមន៍ f (x) មានកំណត់កាលណា 4 + x ̸= 0 ⇐⇒ x ̸= −4។

េដាយ្រគប់តៃម្ល x ∈ (0, 1) សុទ្ធ ែតខុសពី −4 នាឱំ្យ f (x) ជាអនុគមន៍សនិទានែដលមានកំណត់

និងជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1)។

• េលើ ចេនា្ល ះ [−4, 1]៖ ្រតងζ x = −4 ∈ [−4, 1] នាំ ឱ្យ f (−4) =
−4 − 4

4 + (−4)
=

−8
0

(មិនកំណត់)។

េដាយ f (−4) មិនកំណត់ នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មិនជាប់ (ដាច់) េលើ ចេនា្ល ះ [−4, 1]។

b f (x) = x
(

1 +
1
x

)
េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1) និង [0, 1]

• េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1)៖ អនុគមន៍ f (x) មានកំណត់កាលណា x ̸= 0។

េដាយ្រគប់តៃម្ល x ∈ (0, 1) គឺ x ̸= 0 នាំឱ្យ f (x) មានកំណត់ និងជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (0, 1)។

• េលើ ចេនា្ល ះ [0, 1]៖ ្រតងζ x = 0 ∈ [0, 1] នាំឱ្យ f (0) = 0
(

1 +
1
0

)
(មិនកំណត់ េដាយសារ

មាន្របមាណវέធីែចកនឹង 0)។

េដាយ f (0) មិនកំណត់ នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មិនជាប់ េលើ ចេនា្ល ះ [0, 1]។

c f (x) =


x(x − 1) េបើ x < 3
x2 − 9
x − 3

េបើ x ≥ 3
េលើ ចេនា្ល ះ (0, 3) និង [0, 3]

• េលើ ចេនា្ល ះ (0, 3)៖ ចំេពាះ្រគប់ x ∈ (0, 3) គឺ x < 3 នាំឱ្យ f (x) = x(x − 1) = x2 − x ជា

អនុគមន៍ពហុធា។

ដូចេនះ f (x) ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (0, 3)។

• េលើ ចេនា្ល ះ [0, 3]៖ ្រតងζ x = 3 ∈ [0, 3] នាំឱ្យ f (3) =
32 − 9
3 − 3

=
0
0

(មិនកំណត់)។

េដាយ f (3) មិនកំណត់ នាំឱ្យអនុគមន៍ f (x) មិនជាប់ េលើ ចេនា្ល ះ [0, 3]។

4 រកតៃម្ល A ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x

a f (x) =

Ax − 3 េបើ x ≤ 3

3 − x + 2x2 េបើ x > 3

• ចំេពាះ x < 3 និង x > 3៖ អនុគមន៍ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= 3។

• េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x លុះ្រតាែតវាជាប់្រតងζ x = 3៖

– f (3) = A(3)− 3 = 3A − 3

– lim
x→3−

f (x) = lim
x→3−

(Ax − 3) = 3A − 3

– lim
x→3+

f (x) = lim
x→3+

(3 − x + 2x2) = 3 − 3 + 2(3)2 = 18

• អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = 3 ⇐⇒ lim
x→3−

f (x) = lim
x→3+

f (x) = f (3)

=⇒ 3A − 3 = 18 ⇐⇒ 3A = 21 ⇐⇒ A = 7
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ដូចេនះ A = 7។

b f (x) =

1 − 3x េបើ x < 4

Ax2 + 2x − 3 េបើ x ≥ 4

• ចំេពាះ x < 4 និង x > 4៖ អនុគមន៍ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់្រគប់តៃម្ល x ̸= 4។

• េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x លុះ្រតាែតវាជាប់្រតងζ x = 4៖

– f (4) = A(4)2 + 2(4)− 3 = 16A + 5

– lim
x→4−

f (x) = lim
x→4−

(1 − 3x) = 1 − 3(4) = −11

– lim
x→4+

f (x) = lim
x→4+

(Ax2 + 2x − 3) = 16A + 5

• អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = 4 ⇐⇒ lim
x→4−

f (x) = lim
x→4+

f (x) = f (4)

=⇒ 16A + 5 = −11 ⇐⇒ 16A = −16 ⇐⇒ A = −1

ដូចេនះ A = −1។

5 រកតៃម្ល A និង B ែដលេធ្វើ ឱ្យអនុគមន៍កំណត់េដាយ

f (x) =


Ax2 + 5x − 9 េបើ x < 1

B េបើ x = 1

(3 − x)(A − 2x) េបើ x > 1

ជាប់្រគប់តៃម្ល x ។

ចំេពាះ x < 1 និង x > 1 អនុគមន៍ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 1) និង

(1,+∞) ជានិច្ច ។

េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ f (x) ជាប់្រគប់តៃម្ល x លុះ្រតាែតវាជាប់្រតងζ x = 1 ែដរ។

លក្ខ ខណ្ឌ ភាពជាប់្រតងζ x = 1 គឺ៖

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1+

f (x) = f (1)

• f (1) = B

• lim
x→1−

f (x) = lim
x→1−

(Ax2 + 5x − 9) = A(1)2 + 5(1)− 9 = A − 4

• lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

(3 − x)(A − 2x) = (3 − 1)(A − 2(1)) = 2(A − 2) = 2A − 4

តាមលក្ខ ខណ្ឌ ភាពជាប់ េគបាន៖

A − 4 = 2A − 4 = B

• តាម A − 4 = 2A − 4 =⇒ 2A − A = −4 + 4 =⇒ A = 0
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• ជδ នួស A = 0 នាំឱ្យ B = A − 4 = 0 − 4 = −4

ដូចេនះ A = 0 និង B = −4។

6 ក្ន αងបណា្ដ អនុគមន៍ខាងេ្រកាម េតើ f អាចមានបនា្ល យតាមភាពជាប់្រតងζ a ឬេទ ?

a f (x) =
x2 − 9
x − 3

, a = 3

• f (3) =
32 − 9
3 − 3

=
0
0

(មិនកំណត់)

• lim
x→3

f (x) = lim
x→3

(x − 3)(x + 3)
x − 3

= lim
x→3

(x + 3) = 6

េដាយ lim
x→3

f (x) = 6 (មានតៃម្ល កំណត់) នាំឱ្យ f អាចមានបនា្ល យតាមភាពជាប់្រតងζ a = 3។

អនុគមន៍បនា្ល យតាមភាពជាប់គឺ g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 3

6 េបើ x = 3

b f (x) =
x2 + 3x − 10

x − 2
, a = 2

• f (2) =
22 + 3(2)− 10

2 − 2
=

0
0

(មិនកំណត់)

• lim
x→2

f (x) = lim
x→2

(x − 2)(x + 5)
x − 2

= lim
x→2

(x + 5) = 7

េដាយ lim
x→2

f (x) = 7 (មានតៃម្ល កំណត់) នាំឱ្យ f អាចមានបនា្ល យតាមភាពជាប់្រតងζ a = 2។

អនុគមន៍បនា្ល យតាមភាពជាប់គឺ g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 2

7 េបើ x = 2

c f (x) =
x3 − 1
x − 1

, a = 1

• f (1) =
13 − 1
1 − 1

=
0
0

(មិនកំណត់)

• lim
x→1

f (x) = lim
x→1

(x − 1)(x2 + x + 1)
x − 1

= lim
x→1

(x2 + x + 1) = 3

េដាយ lim
x→1

f (x) = 3 (មានតៃម្ល កំណត់) នាំឱ្យ f អាចមានបនា្ល យតាមភាពជាប់្រតងζ a = 1។

អនុគមន៍បនា្ល យតាមភាពជាប់គឺ g(x) =

 f (x) េបើ x ̸= 1

3 េបើ x = 1

d f (x) =
x2 − 16

x2 − 3x + 4
, a = 4

• ភាគែបង្រតងζ x = 4 គឺ 42 − 3(4) + 4 = 16 − 12 + 4 = 8 ̸= 0

• នាំឱ្យ f (4) =
42 − 16

8
=

0
8
= 0 (មានកំណត់)

• lim
x→4

f (x) = f (4) = 0

េដាយ f (4) មានកំណត់ និង lim
x→4

f (x) = f (4) នាឱំ្យអនុគមន៍ f ជាប់្រតងζ a = 4 រួចជាេ្រសច (មិន

ចាំបាច់េធ្វើ បនា្ល យតាមភាពជាប់េទ)។
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7 េ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ លបងា្ហ ញថា អនុគមន៍ខាងេ្រកាមមានចំនួន c ក្ន αងចេនា្ល ះែដលឱ្យ ៖

a f (x) = x2 + x − 1 , [0, 5] , f (c) = 11

• អនុគមន៍ f (x) = x2 + x − 1 ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបទ [0, 5]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាងៃនចេនា្ល ះ៖

f (0) = 02 + 0 − 1 = −1

f (5) = 52 + 5 − 1 = 25 + 5 − 1 = 29

• េដាយ f (0) = −1 < 11 < 29 = f (5) គឺ f (0) < 11 < f (5)

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមានចំនួន c ∈ (0, 5) យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) = 11។

(រកតៃម្ល c៖ c2 + c − 1 = 11 ⇐⇒ c2 + c − 12 = 0 ⇐⇒ (c + 4)(c − 3) = 0 =⇒ c =

3 ∈ (0, 5))

b f (x) = x2 − 6x + 8 , [0, 3] , f (c) = 0

• អនុគមន៍ f (x) = x2 − 6x + 8 ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបទ [0, 3]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាងៃនចេនា្ល ះ៖

f (0) = 02 − 6(0) + 8 = 8

f (3) = 32 − 6(3) + 8 = 9 − 18 + 8 = −1

• េដាយ f (3) = −1 < 0 < 8 = f (0) គឺ f (3) < 0 < f (0)

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមានចំនួន c ∈ (0, 3) យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) = 0។

(រកតៃម្ល c៖ c2 − 6c + 8 = 0 ⇐⇒ (c − 2)(c − 4) = 0 =⇒ c = 2 ∈ (0, 3))

c f (x) = x3 − x2 + x − 2 , [0, 3] , f (c) = 4

• អនុគមន៍ f (x) = x3 − x2 + x − 2 ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបទ [0, 3]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាងៃនចេនា្ល ះ៖

f (0) = 03 − 02 + 0 − 2 = −2

f (3) = 33 − 32 + 3 − 2 = 27 − 9 + 3 − 2 = 19

• េដាយ f (0) = −2 < 4 < 19 = f (3) គឺ f (0) < 4 < f (3)

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមានចំនួន c ∈ (0, 3) យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) = 4។

(រកតៃម្ល c៖ c3 − c2 + c − 2 = 4 ⇐⇒ c3 − c2 + c − 6 = 0 ⇐⇒ (c − 2)(c2 + c + 3) =

0 =⇒ c = 2 ∈ (0, 3))
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d f (x) =
x2 + x
x − 1

,
[

5
2

, 4
]

, f (c) = 6

• អនុគមន៍ f (x) =
x2 + x
x − 1

មានភាគែបងខុសពី 0 ចំេពាះ្រគប់ x ∈
[

5
2

, 4
]

(េ្រពាះ x = 1 /∈[
5
2

, 4
]

) ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបទ

[
5
2

, 4
]

។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាងៃនចេនា្ល ះ៖

f
(

5
2

)
=

( 5
2

)2
+ 5

2
5
2 − 1

=
25
4 + 10

4
3
2

=
35
4

× 2
3
=

35
6

≈ 5.83

f (4) =
42 + 4
4 − 1

=
16 + 4

3
=

20
3

≈ 6.67

• េដាយ f
(

5
2

)
=

35
6

< 6 <
20
3

= f (4)

តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមានចំនួន c ∈
(

5
2

, 4
)

យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) = 6។

(រកតៃម្ល c៖
c2 + c
c − 1

= 6 ⇐⇒ c2 + c = 6c − 6 ⇐⇒ c2 − 5c + 6 = 0 ⇐⇒

(c − 2)(c − 3) = 0 =⇒ c = 3 ∈
(

5
2

, 4
)

)

8 េគឱ្យអនុគមន៍និងចេនា្ល ះបិទដូចខាងេ្រកាម ។ េ្របើ ្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល រកតៃម្ល c េបើ េគសា្គ ល់តៃម្ល k ៖

a f (x) = 2 + x − x2 , [0, 3] , k = 1

• អនុគមន៍ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបទ [0, 3]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖ f (0) = 2 និង f (3) = −4។

• េដាយ f (3) = −4 < 1 < 2 = f (0) តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមាន c ∈ (0, 3)

យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) = 1។

• រកតៃម្ល c៖

f (c) = 1 ⇐⇒ 2 + c − c2 = 1 ⇐⇒ c2 − c − 1 = 0 =⇒ c =
1 ±

√
5

2

• េដាយ c =
1 +

√
5

2
∈ [0, 3] និង c =

1 −
√

5
2

/∈ [0, 3]។

ដូចេនះ c =
1 +

√
5

2
។

b f (x) =
√

25 − x2 , [−4.5, 3] , k = 3

• អនុគមន៍ f (x) មានកំណត់ និងជាប់េលើ ចេនា្ល ះ [−5, 5] នាឱំ្យវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបទ [−4.5, 3]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖ f (−4.5) =
√

4.75 ≈ 2.18 និង f (3) = 4។

• េដាយ f (−4.5) ≈ 2.18 < 3 < 4 = f (3) តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមាន c ∈
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(−4.5, 3) យ៉ាងតិចមួយែដល f (c) = 3។

• រកតៃម្ល c៖

f (c) = 3 ⇐⇒
√

25 − c2 = 3 ⇐⇒ 25− c2 = 9 ⇐⇒ c2 = 16 =⇒ c = ±4

• េដាយ c = −4 ∈ [−4.5, 3] និង c = 4 /∈ [−4.5, 3]។

ដូចេនះ c = −4។

9 a ្រសាយបΧ្ជ ក់ថាសមីការ x tan x = cos x យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ
[
0,

π

4

]
៖

តាងអនុគមន៍ g(x) = x tan x − cos x

• អនុគមន៍ g(x) ជាផលគុណ និងផលដកៃនអនុគមន៍ជាប់ ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ
[
0,

π

4

]
(េ្រពាះ cos x ̸= 0 េលើ ចេនា្ល ះេនះ)។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖

g(0) = 0 · tan 0 − cos 0 = −1 < 0

g
(π

4

)
=

π

4
tan

π

4
− cos

π

4
=

π

4
(1)−

√
2

2
=

π − 2
√

2
4

> 0 (េ្រពាះ π > 2
√

2)

• េដាយ g(0) < 0 < g
(π

4

)
តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមានចំនួន c ∈

(
0,

π

4

)
យ៉ាងេហាចណាស់មួយែដល g(c) = 0។

ដូចេនះ សមីការ x tan x = cos x យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ
[
0,

π

4

]
។

b ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា សមីការ (xn − 1) cos x +
√

2 sin x − 1 = 0 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិត

មួយចេនា្ល ះ (0, 1)៖

តាងអនុគមន៍ f (x) = (xn − 1) cos x +
√

2 sin x − 1 (n ∈ N)

• អនុគមន៍ f (x) ជាបន្សំៃនអនុគមន៍ពហុធា និងអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះ

បិទ [0, 1]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖

f (0) = (0n − 1) cos 0 +
√

2 sin 0 − 1 = −1 − 1 = −2 < 0

f (1) = (1n − 1) cos 1 +
√

2 sin 1 − 1 =
√

2 sin 1 − 1 > 0 (េ្រពាះ sin 1 ≈ 0.8415 =⇒
√

2 sin 1 ≈ 1.19 > 1)

• េដាយ f (0) < 0 < f (1)តាម្រទឹស្តី បទតៃម្លកណា្ដ ល នាឱំ្យមានចំនួន c ∈ (0, 1)យ៉ាងេហាចណាស់

មួយែដល f (c) = 0។

ដូចេនះ សមីការ (xn − 1) cos x +
√

2 sin x − 1 = 0 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ

(0, 1)។
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10 េគមានអនុគមន៍ y = f (x) កំណត់េលើ ចេនា្ល ះ
[
−π

2
,

π

2

]
ែដល

f (x) =

sin x +
√

1−cos 2x
sin x េបើ x ̸= 0

√
2 េបើ x = 0

េតើ f (x) ជាប់្រតងζ x = 0 ឬេទ ?

េដើ ម្បពិីនិត្យថាអនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = 0 ឬេទ េយើ ង្រតβវគណនាតៃម្លអនុគមន៍្រតងζ x = 0 ្រពមទាំង

លីមីតខាងេឆ្វ ង និងខាងសា្ដ ំ្រតងζ x = 0៖

i តៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ x = 0៖

f (0) =
√

2

ii ស្រមγលកេន្សោមអនុគមន៍ចំេពាះ x ̸= 0៖

តាមរូបមន្ត ្រតីេកាណមា្រត 1 − cos 2x = 2 sin2 x េគបាន៖

√
1 − cos 2x =

√
2 sin2 x =

√
2| sin x|

ដូចេនះ ចំេពាះ x ̸= 0 េគបាន៖

f (x) = sin x +

√
2| sin x|
sin x

iii គណនាលីមីតខាងសា្ដ ំ្រតងζ x = 0 (x → 0+)៖

ចំេពាះ x > 0 ក្ន αងចេនា្ល ះ
(

0,
π

2

]
េគបាន sin x > 0 =⇒ | sin x| = sin x

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(
sin x +

√
2 sin x
sin x

)
= lim

x→0+
(sin x +

√
2) = 0 +

√
2 =

√
2

iv គណនាលីមីតខាងេឆ្វ ង្រតងζ x = 0 (x → 0−)៖

ចំេពាះ x < 0 ក្ន αងចេនា្ល ះ
[
−π

2
, 0
)

េគបាន sin x < 0 =⇒ | sin x| = − sin x

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(
sin x +

−
√

2 sin x
sin x

)
= lim

x→0−
(sin x −

√
2) = 0−

√
2 = −

√
2

v េ្របៀបេធៀបលីមីតទាំងពីរ៖

េដាយ lim
x→0+

f (x) =
√

2 និង lim
x→0−

f (x) = −
√

2

នាំឱ្យ lim
x→0+

f (x) ̸= lim
x→0−

f (x) (គា្ម ន lim
x→0

f (x))។
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សន្និ ដា្ឋ ន៖ អនុគមន៍ f (x) មិនជាប់ (ដាច់) ្រតងζ x = 0 េទ។

11 កំណត់តៃម្ល a េដើ ម្បីឱ្យអនុគមន៍ខាងេ្រកាមជាប់េលើ R

a f (x) =

−2x + a េបើ x ≤ 1

log3 x េបើ x > 1

• ចំេពាះ x < 1 និង x > 1 អនុគមន៍ f (x) ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 1) និង (1,+∞)។

• េដើ ម្បីឱ្យ f (x) ជាប់េលើ R លុះ្រតាែតវាជាប់្រតងζ x = 1៖

f (1) = −2(1) + a = a − 2

lim
x→1−

f (x) = a − 2

lim
x→1+

f (x) = log3(1) = 0

• អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = 1 ⇐⇒ lim
x→1−

f (x) = lim
x→1+

f (x) = f (1)

=⇒ a − 2 = 0 ⇐⇒ a = 2

ដូចេនះ a = 2។

b f (x) =

a េបើ x ≤ 0

x sin
1
x

េបើ x > 0

• ចំេពាះ x < 0 និង x > 0 អនុគមន៍ f (x) ជាប់េលើ ចេនា្ល ះ (−∞, 0) និង (0,+∞)។

• េដើ ម្បីឱ្យ f (x) ជាប់េលើ R លុះ្រតាែតវាជាប់្រតងζ x = 0៖

f (0) = a

lim
x→0−

f (x) = a

• គណនា lim
x→0+

x sin
1
x

៖

−1 ≤ sin
1
x
≤ 1 =⇒ −x ≤ x sin

1
x
≤ x (x > 0)

េដាយ lim
x→0+

(−x) = lim
x→0+

x = 0 តាម្រទឹស្តី បទអម េគបាន lim
x→0+

x sin
1
x
= 0។

• អនុគមន៍ f (x) ជាប់្រតងζ x = 0 ⇐⇒ lim
x→0−

f (x) = lim
x→0+

f (x) = f (0) =⇒ a = 0

ដូចេនះ a = 0។

12 ្រសាយបΧ្ជ ក់ថា សមីការខាងេ្រកាមមានឬសយ៉ាងតិចមួយេ;ចេនា្ល ះែដលឱ្យ
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a ្រសាយបΧ្ជ ក់ថាសមីការ sin x = x − 1 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ (0, π)៖

តាងអនុគមន៍ f (x) = sin x − x + 1

• អនុគមន៍ f (x)ជាផលបូកៃនអនុគមន៍្រតីេកាណមា្រត និងអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើចេនា្ល ះ

បិទ [0, π]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖

f (0) = sin 0 − 0 + 1 = 1 > 0

f (π) = sin π − π + 1 = 1 − π < 0 (េ្រពាះ π ≈ 3.14)

• េដាយ f (π) < 0 < f (0)តាម្រទឹស្តី បទតៃម្លកណា្ដ ល នាឱំ្យមានចំនួន c ∈ (0, π)យ៉ាងេហាចណាស់

មួយែដល f (c) = 0 ⇐⇒ sin c = c − 1។

ដូចេនះ សមីការ sin x = x − 1 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ (0, π)។

b ្រសាយបΧ្ជ ក់ថាសមីការ 20 log10 x − x = 0 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ (1, 10)៖

តាងអនុគមន៍ g(x) = 20 log10 x − x

• អនុគមន៍ g(x) ជាផលដកៃនអនុគមន៍ឡβការីត និងអនុគមន៍ពហុធា ដូេច្ន ះវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ

[1, 10]។

• គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖

g(1) = 20 log10(1)− 1 = 20(0)− 1 = −1 < 0

g(10) = 20 log10(10)− 10 = 20(1)− 10 = 10 > 0

• េដាយ g(1) < 0 < g(10)តាម្រទឹស្តី បទតៃម្លកណា្ដ ល នាឱំ្យមានចំនួន c ∈ (1, 10)យ៉ាងេហាចណាស់

មួយែដល g(c) = 0 ⇐⇒ 20 log10 c − c = 0។

ដូចេនះ សមីការ 20 log10 x − x = 0 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ (1, 10)។

13 េគឱ្យសមីការដΰ េ្រកទី 2 ax2 + bx + c = 0 , (a ̸= 0) មានេលខេមគុណ a, b, c បំេពញលក្ខ ខណ្ឌ

2a + 3b + 6c = 0 ។ បងា្ហ ញថា សមីការេនះមានឬសយ៉ាងតិចមួយេ;ចេនា្ល ះ

[
0,

2
3

]
។

តាងអនុគមន៍ f (x) = ax2 + bx + c េលើ ចេនា្ល ះ

[
0,

2
3

]
។

េដាយ f (x) ជាអនុគមន៍ពហុធា នាំឱ្យវាជាប់េលើ ចេនា្ល ះបិទ

[
0,

2
3

]
។

តាមសមតិកម្ម េគមាន 2a + 3b + 6c = 0 =⇒ c = −2a + 3b
6

។

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៣៣ 096 224 8978
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i គណនាតៃម្ល អនុគមន៍្រតងζ ចុងសងខាង៖

f (0) = c = −2a + 3b
6

f
(

2
3

)
= a

(
2
3

)2

+ b
(

2
3

)
+ c

=
4
9

a +
2
3

b − 2a + 3b
6

=

(
4
9
− 1

3

)
a +

(
2
3
− 1

2

)
b

=
1
9

a +
1
6

b =
2a + 3b

18

ii គណនាផលគុណ f (0) · f
(

2
3

)
៖

f (0) · f
(

2
3

)
=

(
−2a + 3b

6

)(
2a + 3b

18

)
= − (2a + 3b)2

108
≤ 0

iii សន្និ ដា្ឋ នតាមករណី៖

• េបើ 2a + 3b ̸= 0 =⇒ f (0) · f
(

2
3

)
< 0 តាម្រទឹស្តី បទតៃម្ល កណា្ដ ល នាំឱ្យមាន x0 ∈(

0,
2
3

)
ែដល f (x0) = 0។

• េបើ 2a + 3b = 0 =⇒ f (0) = 0 និង f
(

2
3

)
= 0 នាំឱ្យ x = 0 និង x =

2
3

ជាឬសៃន

សមីការ។

ដូចេនះ សមីការ ax2 + bx + c = 0 យ៉ាងេហាចណាស់មានឬសពិតមួយចេនា្ល ះ

[
0,

2
3

]
។

14 េគឱ្យអនុគមន៍ f កំណត់េដាយ េបើ x ̸= 0 , f (x) =
|x|+ 2x2

x
េបើ x = 0 , f (0) = 1

a សិកΓភាពជាប់ៃនអនុគមន៍ f ្រតងζ x = 0៖

ស្រមγលកេន្សោមអនុគមន៍ f (x) ចំេពាះ x ̸= 0៖

f (x) =


x + 2x2

x
= 2x + 1 េបើ x > 0

−x + 2x2

x
= 2x − 1 េបើ x < 0

គណនាតៃម្ល អនុគមន៍ និងលីមីត្រតងζ x = 0៖

• f (0) = 1

• lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

(2x + 1) = 1

• lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(2x − 1) = −1

េរៀបេរៀងេដាយ េសង ធារុ៉ន ៣៤ 096 224 8978
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េដាយ lim
x→0+

f (x) ̸= lim
x→0−

f (x) នាំឱ្យគា្ម ន lim
x→0

f (x)។

ដូចេនះ អនុគមន៍ f (x) មិនជាប់ (ដាច់) ្រតងζ x = 0 េទ។

b សងζ ្រកាបតាងអនុគមន៍ f ៖

x

y

0−2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

3
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